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Аннотация. Предлагается модифицированное определение математической 
структуры. основанное на понятии отношения на множестве и обобщающее 
определение реляционной системы. В частности, морфизмы и функции 
являются структурами согласно этому понятию, что обуславливает его 
широкую применимость в математической физике. 
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Введение 
 
 
Современное понимание математической структуры сформировалось в начале 
XX века. При этом, в математики долгое время доминировало представление, что 
математические объекты даны вместе с некоторой структурой, если не 
единственной, то канонической (естественной). Только достаточно 
продолжительная практика, в частности, функционального анализа побудила 
математиков признать, что выделенной канонической структуры может не быть. 
Например, есть несколько «естественных» топологий для рациональных чисел, 
разные меры на числовой прямой, различные дифференцируемые структуры на 
4-мерном топологическом евклидовом пространстве и т.д. [1].  
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В математике рассматриваются разные типы структуры: алгебраическая, 
геометрическая, топологическая, решетки (алгебраическое понятие, обобщающее 
булевы алгебры) и др. В первом томе своего курса Н.Бурбаки дают общее 
формализованное описание математической структуры, главная задача которого 
определить род такой структуры и тем самым сделать возможным  сопоставление 
структур [2]. Однако можно предложить иное понятие структуры, которое 
поглощает другие определения, в том числе, данное Н.Бурбаки, но не позволяет 
характеризовать и детализировать разновидности структур (см. 2. Структуры).  
Оно базируется на понятии отношения на множестве (см. 1. Отношения) и 
обобщает определение реляционной системы [3].  
 
В частности, морфизмы и функции являются структурами согласно этому 
понятию, что обуславливает его широкую применимость в математической физике 
[4]. 
 
Особо рассматриваются понятия универсальной структуры на множестве (см. 2. 
Структуры) и абстрактной структуры на своих собственных элементах (см. 3.3. 
Морфизмы структур). Можно показать, что всякая структура представима 
конституентом универсальной структуры и той или иной абстрактной структуры.  
 
Хотя мы следуем аксиоматики фон Неймана – Бернайса – Геделя теории 
множеств [3], однако, если особо не оговорено (см. 4. Универсальная структура), 
в дальнейшем рассматриваются структуры только на множествах. Этого, вообще 
говоря, достаточно для переноса понятия структуры на реальные, например, 
физические системы, которые, как в большинстве случаев можно предположить, 
образуют множества.  
 
 
 

1. Отношения 
 
 
Пусть X  – множество. Высказывательная функция R  со значениями 1 

(«истинно») и 0 («ложно») на n -кратном прямом произведении XX
n

n
×=  этого 

множества называется n -арным отношением на множестве X . Говорят, что 
элементы nxx ,...,1 X∈  состоят в отношении R  и пишут Rxx n...1 , если R  истинно на 

элементе n

n Xxx ∈),...,( 1 , т.е. 1),...,( 1 =nxxR . Подмножество множества nX , в точках 

которого отношение R  истинно ( 1=R ), называется областью отношения R . 
Область отношения полностью его характеризует, и поэтому отношения с 
совпадающими областями отождествляются. Мы будем обозначать область 
отношения тем же символом R , что и само отношение, и тоже называть её 
отношением. 
 
Пусть XK ⊂  – это наименьшее подмножество X , такое что всякий элемент K  
находится в отношении R  с какими-либо элементами X , не исключая в общем 
случае самого себя. Будем называть K  контентом отношения R , а его 
элементы – объектами этого отношения. В общем случае контент K  не 
совпадает с множеством X , которое именуется универсумом.  
 
Заметим, что в качестве, универсума отношения может выступать и собственный 
класс всех множеств U , поскольку определено прямое произведение UU × , 
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являющееся собственным классом. Это заведомо не создает дополнительных 
проблем, если контент отношения – множество. Но контентом отношения может 
быть и сам класс U . В этом случае область отношения n

UR ⊂  – это тоже 
собственный класс. Напомним, что любой класс является дополнением в U , и 
всякий собственный класс биективен U . Однако, в дальнейшем, за исключением 
универсальной структуры (см. 4. Универсальная структура), и универсум, и 
контент всякого отношения – это обязательно множества.  
 
Приведем несколько важных примеров отношений. 
 

(а) Пусть область отношения R  – пустое подмножество nX , т.е. это отношение не 
принимает значение «да» ни в одной точке nX . Как отношение оно характеризует 
отсутствие какого-либо n -арного отношения между элементами множества X . 
Мы будем называть его пустым отношением. Иногда отсутствие отношения 
удобно характеризовать именно как пустое отношение. В дальнейшем отношения 
по умолчанию (т.е. если специально не оговорено) предполагаются непустыми.  
 
(б) Одинарное отношение XR ⊂  будем называть отношением отбора. Контент 
этого отношения совпадает с его областью R , а его фиксированный объект Rx ∈  
называется представителем R . В частности, само множество XR =  может быть 
отношением отбора. Отношением отбора является и множество }{xR = , 

состоящее из одного элемента Xx ∈ , который, таким образом, представляет 
собой и отношение, и его объект. 
 

Отношение отбора определяет бинарное отношение 22 XRRR ⊂×=  на X  (см. 

ниже), такое что из условия xR  следует 2
xxR  и что из условий 2

xxR  и 2
'' Rxx  

вытекает 2
' Rxx  и 2

' xRx , и обратно. Отношение 2R  именуется отношением 
схожести, а объекты, находящиеся в этом отношении, называются схожими. 
 
(в) Бинарное отношение R  на множестве X  называется отношением 
эквивалентности, когда оно удовлетворяет следующим условиям: 1) xxR  для 
всех Xx ∈ , т.е. X  – его контент; 2) если xyR  и yzR , то xzR ; 3) если xyR , то yxR . 

Подмножество XF ⊂  называется классом эквивалентности отношения R , если 
все его элементы состоят в отношении R  друг с другом и только друг с другом. 
Классы эквивалентности отношения R  образуют разбиение его контента X , т.е. 
X  представляется объединением классов эквивалентности, которые между собой 
не пересекаются. Множество таких классов эквивалентности называется 
фактором множества X  по отношению R  и обозначается RX / , или, просто, 
фактор-множеством.  
 

Например, вышеупомянутое отношение схожести 22 XR ⊂  – отношение 
эквивалентности с единственным классом эквивалентности R . 
 
(г) Бинарное отношение R  на множестве X  называется отношением частичного 
порядка, когда оно удовлетворяет следующим условиям: 1) xxR  для всех Xx ∈ , 
т.е. X  – его контент; 2) если xyR  и yzR , то xzR ; 3) если xyR  и yxR , то .yx =  

Отношение частичного порядка обычно обозначают zx ≤ . Элемент Xx ∈  
называется минимальным, если из условия xz ≤  следует xz = , и максимальным, 
если из условия zx ≤  вытекает, что xz = .  
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Отношение частичного порядка именуется отношением порядка (или 
отношением линейного порядка), когда любые два элемента X  находятся между 
собой в этом отношении. 
 

(д) Бинарное отношение R  на множестве X  именуется отношением 

отображения, если из условий xqR  и xpR  следует, что pq = . Оно определяет 

отображение qx →  множества X  в себя. Обратно, всякое отображение 

XX →:µ  задает на X  отношение отображения 
µ

R , такое что 
µ

µ Rxx )( . 

 

(е) Триарное отношение R  на множестве X  называется отношением 

произведения, если из условий xyqR  и xypR  следует, что pq = . Оно определяет 

на множестве X  операцию произведения yx o , такую что Ryxxy )( o . Обратно, 

всякая операция произведения XX →
2

:µ  задает на X  триарное отношение 

произведения 
µ

R , такое что 
µ

µ Ryxxy ),(  для всех Xyx ∈, . В частности, если 

µ
µ Ryxyx ),(  для всех элементов Xyx ∈, , то операция произведения является 

коммутативной. 
 
(ж) В более общем аспекте рассмотрим для данного множества X  отображение 

XX n
→:µ . Оно определяет ( 1+n )-арное отношение композиции 

µ
R , такое что 

µ
µ Rxxxx nn ),...,(... 11 , а из условий 

µ
qRxx n...1  и 

µ
pRxx n...1  следует pq = . Будем 

называть образ ),...,( 1 nxxµ  композицией (корреляцией) элементов Xxx n ∈,...,1 .  

 
Например, отношение отображения – это бинарное отношение композиции, а 
отношение произведения – триарное отношение композиции. 
 
Очевидно, что всякое n -арное отношение на множестве X  является отношением 

отбора на nX , и наоборот. Это позволяет для пары множеств X  и V  ввести 
понятие V -значного n -арного отношения (отношения со значением в V ) на X  

как отношения отбора на множестве VX
n

× . 
 

В частности, рассмотрим на VX
n

×  отношение отбора R , такое что, если 

µ
qRxx n...1  и 

µ
pRxx n...1 , то pq = . По аналогии со случаем XV =  будем называть его 

отношением композиции на VX
n

× , или n -арным V -значным отношением 

композиции на X . Так, ( 1+n )-арное отношение композиции – это n -арное X -
значное отношение композиции. 
 
Например, всякое отображение множеств VX →  задает отношение композиции 
(отношение отображения множеств) на VX × , и наоборот. В частности, 
хронологической корреляцией будем называть отношение композиции на 
множестве R X× , представляющее морфизм :f R V→ , где R – ось времени. 

 
Если в определении отношения композиции снять требование, что из условий 

µ
qRxx n...1  и 

µ
pRxx n...1  следует pq = , можно говорить об отношении многозначной 

композиции, каковым тогда является всякое отношение.  
 
Заметим, что, если специально не оговорено, мы следуем общепринятому 
понятию однозначного отображения VX → . Если допустить многозначность 
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отображения, то всякое отношение отбора ϕ  на VX ×  задаёт отображение 

VX → , а также XV → , поскольку уже нет различия между областью и значением 
отображения ϕ . Поэтому такое многозначное отображение множеств будем 

именовать их соотнесением. Обозначив XVXX →×:π  и VVXV →×:π , назовём 

XXX ⊂= )(ϕπϕ  и VVV ⊂= )(ϕπϕ  проекциями соотнесения или, точнее, его 

области VX ×⊂ϕ  в X  и V . 

 
Пусть множество X  наделено двумя n -арными отношениями R  и S . Мы будем 
трактовать пару R  и S  как систему отношений ( SR, ) на множестве X . При этом 

разные n -плеты элементов X , состоящие или R , или в S , могут удовлетворять 
тем или иным условиям, которые будем называть связью отношений R  и S  (см. 
ниже пример отношений, образующих алгебраическую структуру). Если же один и 
тот же n -плет элементов X  рассматривать как в отношении R , так и S , то мы 
придем к следующим комбинациям отношений. 
 
(А) Объединение SR ∪  областей отношений R  и S  определяет на X  отношение 

RSSRSR −+=∪ , называемое объединением отношений. Элементы X  состоят в 
этом отношении, если они находятся хотя бы в одном из отношений R  или S . 
Поэтому контентом отношения SR ∪  является объединение контентов отношений 
R  и S . 
 
(Б) Пересечение SR ∩  областей отношений R  и S  задает на X  отношение 

RSSR =∩ , называемое пересечением отношений, которое может быть пустым. 
Элементы X  состоят в этом отношении, если они находятся одновременно и в 
отношении R , и в отношении S . Поэтому контентом отношения SR ∩  является 
пересечение контентов отношений R  и S . Если это пересечение – пустое 
множество, мы и получаем пустое отношение SR ∩ .  
 
(В) Пусть SR ≤ , т.е. SR ⊂ . Тогда отношение R  называется частностью 
отношения S . Его контент содержится в контенте S . На X  существует n -арное 

отношение n
XS = , такое что всякое n -арное отношение на X  является его 

частностью. Оно называется универсальным n -арным отношением.  
 
Например, множество Z целых чисел с операциями умножения 'rr o  и сложения 

'rr +  характеризуется парой триарных отношений произведения ( R , S ), таких что 
Rrrrr )'(' o  и Srrrr )'(' + , которые удовлетворяют связи (условию 

дистрибутивности): Srrrrrrr ))"'()(")('( +ooo . Объединение этих отношений 

SR ∪  – это подмножество Z 3 , состоящее из точек ( ',', rrrr o ) и ( ',', rrrr + ), которое 

не является каким-либо отношением произведения. Пересечение этих отношений 
SR ∩  – это подмножество Z

3 , состоящее из точек ( qrr ,', ), таких что 

'' rrrrq +== o , т.е. из двух точек (0,0,0) и (2,2,4). 

 
Понятия системы и комбинации отношений на универсуме X  непосредственным 

образом обобщаются на произвольное семейство отношений ( nj JjR ∈, ) одной и 

той же n -арности, представленное некоторым подмножеством nJ  множества 
nX

2  

подмножеств множества nX . 
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Определим теперь морфизмы отношений. В математике морфизмами обычно 
называют отображения множеств со структурами, но мы здесь будем 
рассматривать более общий случай морфизмов при соотнесениях множеств.  
 
Пусть YX ↔  – некоторое соотнесение множеств X  и Y , задаваемое отношением 
отбора YX ×⊂ϕ  на их произведении. Соответствующее соотнесение прямых 

произведений nn
YX ↔  для простоты будет обозначать тоже ϕ .  

 
Соотнесение YX ↔  называется отображением YX →  множества X  в 
множество Y , если каждому элементу X  сопоставляется некоторый один 
элемент Y . Благодаря этому условию, задана композиция ZYX →→  
отображений множеств YX →  и ZY → , которая является отображением 
множеств ZX → .  
 
В отличие от отображений, композиция соотнесений множеств YX ↔  и ZY ↔  в 
общем случае не определена, поскольку элементу Xx ∈  могут соответствовать 
разные элементы Y , которым соответствуют несовпадающие подмножества Z  
или, вообще, никакие элементы Z  не сопоставляются. 
 
Пусть R  – n -арное отношение на множестве X , представляемое отношением 

отбора на nX . Обозначив nnn

X XYX →×:π  и nnn

Y YYX →×:π , расширим его как 

XR πo  на nn YX × , ограничим ϕππ
ϕ

∩= )()( XX RR oo  его область на соотнесение 
nn YX ×⊂ϕ  и спроектируем её как ))((

ϕ
ππ XY R o  в nY . Это является областью n -

арного отношения на множестве Y , которое назовем образом 
ϕ

R  отношения R  

при соотнесении ϕ . Область этого образа 
ϕ

R , очевидно, принадлежит проекции 

Yϕ  соотнесения ϕ  в nY . 

 

Иными словами, образ 
ϕ

R  на Y  отношения R  на X  состоит из тех и только тех 

точек nY , которые соотносятся с какими-либо точками из области R  в nX .  
 
В частности, пусть соотнесение ϕ  – это отображение множеств YX → , и пусть R  

– отношение на X . Тогда область его образа 
ϕ

R  на Y  – это образ )(Rϕ  области 

R  при отображении ϕ . Если теперь S  – отношение на Y , то область его образа 

ϕ
S  на X  является прообразом )(

1 S−
ϕ  области S . 

 
Если при соотнесении YX ↔:ϕ  множество Y  изначально снабжено некоторым 

n -арным отношением S  и 
ϕ

R  – его частность, то будем говорить, что ϕ  – 

морфизм отношения R  в отношение S . Например, если наделить Y  образом 
ϕ

R , 

то имеет место морфизм R  в свой образ. Отметим, что, поскольку композиция 
соотнесений множеств не определена, не задана в общем случае и композиция 
морфизмов отношений. 
 
Пусть множества Y  и X  наделены соответственно n -арными отношениями S  и 
R . Соотнесение YX ↔:ϕ  называется изоморфизмом отношений, S  и R , если 

образ 
ϕ

R  совпадает с S , а образ 
ϕ

S  – с R , т.е. SR =
ϕ

 и RS =
ϕ

. При этом, следует 

подчеркнуть, что соотнесение ϕ  не обязано быть биекцией этих множеств. 
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Изоморфные отношения на одном и том же множестве называются 
эквивалентными, если их изоморфизм – биекция их контентов.  
 
 
 

2. Структуры 
 
 
Обратимся теперь к определению структуры на множестве.  
 

Пусть X  – множество и пусть nJ  – некоторое подмножество множества 
nX

2 подмножеств множества nX  для ,...1=n . В частности, nJ  может быть пустым 

множеством, что – то же самое, если единственным элементом nJ  является 

пустое множество.. Обозначим 
nj

R  – подмножество nX , представленное 

элементом nb Jj ∈ , трактуя его как область n -арного отношения на универсуме 

X . Тогда эти подмножества задают систему (
nn JjR

∈
) n -арных отношений на 

множестве X . Семейство (
11 JjR

∈
,…,

nn JjR
∈

,…) систем (
nn JjR

∈
), ,...1=n , n -арных 

отношений называется структурой характеристики ( 1J ,…, nJ ,…) на универсуме 

X . Поскольку структура однозначно задается своей характеристикой 

( 1J ,…, nJ ,…), мы часто будем просто говорить, что это структура ( 1J ,…, nJ ,…).  

 
Приведенное определение структуры обобщает понятие реляционной системы 

на множестве X  в теории множеств, когда nJ  – конечные множества, непустые 

для конечного набора значений n  [3]. 
 
Будем именовать подмножество XK ⊂  контентом структуры, если всякий его 
элемент находится хотя бы в одном из отношений 

nj
R  с какими-либо элементами 

X , не исключая самого себя. Элементы контента структуры называются 
объектами этой структуры. 
 

Отношения 
nj

R  (или, эквивалентно, элементы nn Jj ∈ ) именуются элементами 

структуры. Элементы структуры составляют множество  

J =( 1J ,…, nJ ,…)= n

n

J× . 

Они, как уже отмечалось, в общем случае могут удовлетворять определенным 
связям, задаваемым некоторым набором высказывательных функций с помощью 
символов исчисления высказываний и кванторов. В частности, это, в свою 
очередь, может быть некоторая структура на множестве J  элементов структуры. 
 
Приведем некоторые примеры структур. 
 
(а) Множество X  без структуры иногда удобно характеризовать как множество, 

наделенное пустой структурой, когда все nJ  – пустые множества. 

 

(б) Если все составляющие структуру отношения – отношения отбора, т.е. J =( 1J ), 

то такая структура называется структурой отбора. Например, всякое множество 
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X  допускает на себе структуру отбора }){( 1 XJJ ==  и структуру отбора 

}){( 1 xJJ
Xx∈

== U . 

 

(в) Пусть X  – топологическое пространство с системой открытых множеств { jR , 

XJj 21 ⊂∈ }. Тогда система одинарных отношений отбора ( JjR
∈

) задает на X  

структуру ( 1J ), которая является топологической структурой на X . 

 
(г) Пусть R  – n -арное отношение на контенте X . Оно задает на X  структуру 

( R )=( nJ ={ Rj }), где { Rj } – подмножество 
nX

2 , состоящее из одного элемента Rj , 

представляющего множество R . Для всякого фиксированного Xx ∈  отношение R  

определяет ( 1−n )-арное отношение xR 1−
⊂

nX , задаваемое соотношением 

xRxxRxx nxn 1111 ......
−−

⇔ . Тогда система отношений RJ =( xR , Xx ∈ ), образует 

структуру на контенте X . Будем называть её структурой по заданному 
отношению R .  
 

Поскольку имеет место взаимно однозначно соответствие xRx ↔  между 

объектами этой структуры Xx ∈  и её элементами xR , структуру RJ  можно 

рассматривать как заданную на своих элементах, т.е. как абстрактную структуру 
(см. ниже). 
 
(д) Например, пусть R  – бинарное отношение частичного порядка на множестве 
X . Тогда всякий элемент Xx ∈  определяет отношение отбора xR , которое 

включает все элементы Xz ∈ , такие что xz ≤ . В результате, система отношений 

( xR , Xx ∈ ) образует структуру по отношению частичного порядка на 

множестве X . Ёе объединение (см. ниже) с исходной структурой, задаваемой 
отношением частичного порядка R , определяется семейством одинарных и 

бинарного отношений ( XxR
∈

, R ) и называется структурой частичного порядка на 

X . 
 
(е) Всякое отображение множеств YX →:µ  представляет собой структуру, 

задаваемую отношением отображения 
µ

R  на множестве YX × . Она называется 

структурой отображения. Соответственно структура по отношению отображения 

µ
R  определяется семейством отношений отбора )(

1
yRy

−
= µ , Yy ∈ , на X . Её 

контентом является X , а её элементы образуют множество YX ⊂)(µ . Она 
именуется структурой прообразов.  
 

(ж) В частности, если Y =R – это поле действительных чисел, то отношение 
µ

R  

задает вещественную функцию на X .  
 
Тот факт, что отображения и функции являются структурами, обуславливает 
широкую применимость понятия структуры. В частности, дифференциально 
геометрические структуры (сечения расслоений, связности и т.д.) 
представляют собой структуры отображений.   
 
Приведем примеры ещё алгебраической структуры, определяемой 
отношениями композиции. 
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Пусть множество X  наделено триарным отношением произведения 
µ

R , таким что 

µ
µ Rbaab ),(  для всех Xba ∈, . Задаваемая им структура (

µ
R ) на X  – это 

структура произведения. Пусть отношение 
µ

R  удовлетворяет следующим 

условиям: 1) если 
µ

abcR , 
µ

cdgR  и 
µ

bdqR , то 
µ

aqgR  для всех Xdba ∈,,  (условие 

ассоциативности); 2) существует элемент Xe ∈ , называемый единицей, такой 
что 

µ
eaaR  и 

µ
aeaR  для всех Xa ∈ ; 3) для каждого элемента Xa ∈  существует 

элемент Xa ∈
−1 , называемый обратным a , такой что 

µ
eRaa

1−  и 
µ

aeRa
1− . Тогда 

структура произведения (
µ

R ) является структурой группы на множестве X . В 

частности, если из 
µ

abcR  следует 
µ

bacR  для всех элементов Xba ∈, , то группа 

является коммутативной. 
 
Пусть множество X  наделено триарным отношением S , задающим на нем 
структуру коммутативной группы Sxxxx )'(' + , и триарным отношением Rxxxx )'(' o  

произведения R . Предположим, что они связаны условием дистрибутивности 
Sxxxxxxx ))"'()(")('( +ooo . Тогда пара ( RS , ) является структурой алгебры на X . 

Примером такой структуры служит рассматривавшаяся выше алгебра целых 
чисел Z. 
 

Пусть на множестве X  задана структура ( 1J ,…, nJ ,…) и пусть 'nJ  – подмножества 

nJ  для всех ,...1=n . Тогда на X  определена структура ( '1J ,…, 'nJ ,…), которая 

называется конституентом структуры ( 1J ,…, nJ ,…). Структура считается 

элементарной, если она не содержит отличного от нее (непустого) конституента. 
Таковой является структура, определяемая каким-нибудь одним отношением, т.е. 
состоящая из одного элемента.. 
 

Пусть множество X  наделено структурой J =( 1J ,…, nJ ,…). Рассмотрим 

отображение J  на множество 'J =( '1J ,…, 'nJ ,…), такое что образ в 'J  всякого 

элемента j  структуры J  с областью jR  представляет подмножество jj RR ⊂' . 

Множества 'jR , трактуемые как отношения, составляют структуру 'J  на 

множестве X , называемую частностью структуры J . Например, конституент 
структуры является ее частностью, поскольку составляющие его подмножества 

'jR  – это или сами множества jR , или пустые множества. 

 
Для иллюстрации рассмотрим приведенный выше пример множества целых чисел 
Z, наделенного структурой алгебры ( RS , ). Конституентом этой структуры является 

структура аддитивной группы ( S ) на Z. Рассмотрим подмножество 'R  множества 
R , состоящего из точек Rrrrr )'(' o , где r  – только положительные числа. Тогда 

структура ( ', RS ) – частность структуры ( RS , ).  

 

Структуры на множестве X  составляют множество X
S . Понятие частности 

структур вводит на нём отношение частичного порядка P , которое назовем 
отношением частности. Минимальным элементом этого отношения является 

пустая структура, а максимальным – структура UXJ =( X
2 ,…,

nX
2 ,…). Она 

называется универсальной структурой на множестве X . Элементами 
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универсальной структуры являются всевозможные отношения на X , т.е. все 
подмножества множеств nX  для целых положительных n, так что всякая 
структура на X  является конституентом его универсальной структуры UXJ . При 

этом, само множество X  может быть отождествлено с подмножеством  

X = X

Xx

x 2}{ ⊂
∈

U  

множества X
2 , т.е. с конституентом )( 1 XJJ ==  универсальной структуры UXJ  на 

самом себе. 
 
Отношение частности структур как отношение частичного порядка порождает на 
множестве структур X

S  на множестве X  структуру частичного порядка, которую 
будем называть структурой частностей. Более широко, будем так именовать 
всякую структуру частичного порядка по отношению частности. Как и любая 
структура частичного порядка, это – абстрактная структура (см. ниже). 
 
 
 

3. Композиции структур 
 
 
В самом общем виде композиции (корреляции) структур определяются как 
композиции элементов множества структур X

S . Рассмотрим некоторые примеры 
таких композиций. 
 
 

3.1. Образ структуры 
 
Как и в случае отношений, мы будем рассматривать образы и морфизмы (см. 
ниже) структур при соотнесениях множеств. Пусть YX ↔:ϕ  – соотнесение  

множеств X  и Y , определяемое как отношение отбора YX ×⊂ϕ  на их 

произведении. Оно порождает однозначно соотнесение множеств подмножеств 
nn XY

22 ↔ , которое для простоты будем обозначать тоже символом ϕ . Пусть на 

множестве X  задана структура J =( 1J ,…, nJ ,…). Тогда образы 
ϕ

)( jR  отношений 

jR , составляющих структуру ( 1J ,…, nJ ,…) на X , задают структуру 
ϕ

J  

=(
ϕ

)( 1J ,…,
ϕ

)( nJ ,…) на множестве Y , называемую образом структуры J  или 

индуцированной структурой при соотнесении ϕ . 

 
Например, если XY ⊂  – подмножество, то индуцированная на нём структура 
определяется пересечениями n

j YR ∩  областей n -арных отношений jR  структуры 

на X , т.е. ограничением функций jR  на XY ⊂ . Она называется ограничением на 

XY ⊂  структуры на X . 
 
Если же YX ⊂ , то образом структуры J  на Y  является сама эта структура, 
рассматриваемая как структура на универсуме Y  с контентом в YX ⊂ . Она 
называется расширением структуры J . 
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3.2. Эквивалентные структуры 
 

Пусть множество X  наделено двумя структурами ( 1I ,…, nI ,…) и ( 1J ,…, nJ ,…). Эти 

структуры считаются эквивалентными, если существует отображение ϕ  

множества X  на себя, являющееся биекцией их контентов и такое что nn JI ↔:ϕ  

– биекция для всех n , т.е. ϕ  – эквивалентность определяющих эти структуры 

отношений. Тождественная эквивалентность, когда морфизм ϕ  является 

тождественным морфизмом =)( nIϕ  Id )( nI  всех областей отношений, 

составляющих структуру, называется симметрией структуры 
 
Например, одинарное отношение отбора R  на множестве X  единственным 

образом определяет бинарное отношение схожести 2R  на X , и обратно. Однако 

задаваемые этими отношениями R  и 2R  структуры на X  не эквивалентны друг 
другу. 
 
Пусть на множестве X  задана структура группы ( R ), такая что Rbaab )( o  для всех 

Xba ∈, . Для каждого элемента Xa ∈  определено бинарное отношение 

отображения Ra  на X , такое что Rbab a)( o  для всех Xb ∈ . Множество 

отношений Ra , Xa ∈ , задает на X  структуру )( 2 RJJ a
Xa∈

== U , которая является 

структурой левого регулярного представления группы X . Она не эквивалентна 

структуре группы ( R ) на X . В то же время, отношения Ra , Xa ∈ , составляют 

множество, которое, благодаря его канонической биекции на множество X , 
наделено структурой группы, изоморфной (см. ниже) структуре ( R ), и структурой 
левого регулярного представления на самом себе. Аналогично определена 
структура правого регулярного представления, которая для некоммутативной 
группы не изоморфна структуре левого регулярного представления.  
 
Конституент структуры не эквивалентен структуре, если он с ней не совпадает, 
тогда как частность структуры может быть ей эквивалентна.  
 
Можно показать, что для эквивалентных структур сохраняются связи между 
элементами структуры, выражаемые с помощью символов исчисления 
высказываний и кванторов [3]. 
 
Будем говорить, что эквивалентные структуры на множестве X  относятся к 
одному типу. Поскольку эквивалентность структур на данном множестве X  
является отношением эквивалентности, типы структур на X  составляют 
множество – фактор множества структур на X  по этому отношению 
эквивалентности. Например, структура и ее конституент принадлежат разным 
типам структур.  
 
 

3.3. Морфизмы структур 
 
Пусть множества X  и Y  наделены соответственно структурами характеристик 
J =( 1J ,…, nJ ,…) и I =( 1I ,…, nI ,…). Говорят, что соотнесение множеств YX ↔:ϕ  

определяет морфизм структур IJ →:ϕ , если образ 
ϕ

J  на Y  структуры J  на X , 

называемой объектом морфизма, является частностью структуры I , именуемой 
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субъектом морфизма. При этом, обратно, образ 
ϕ

I  на X  структуры I  на Y  не 

обязан быть частностью структуры J , т.е. ϕ , будучи морфизмом структур IJ →  в 

общем случае – это не морфизм структуры I  в J . 
 
Например, для отображений алгебраических структур такое определение их 
морфизма сводится к стандартному, требующему эквивариантность 
алгебраических операций. Оно также воспроизводит непрерывные отображения 
топологических структур, когда прообразами, но не обязательно образами 
открытых множеств являются открытые множества. 
 
Отметим, что, если при соотнесении множеств YX ↔:ϕ  множество Y  наделено 

образом структуры на X , то имеет место морфизм этой структуры в её образ, 
который поэтому тоже порой будем называть субъектом морфизма. 
 

Ели YX ↔:ϕ  – такое соотнесение, что nn IJ =
ϕ

)(  и nn JI =
ϕ

)(  для всех n , то ϕ  

называется изоморфизмом структур. Эквивалентные структуры, очевидно, 
изоморфны. 
 
Следует подчеркнуть, что, поскольку композиция соотнесений множеств не 
определена, не задана в общем случае и композиция морфизмов структур.  
 
Морфизм структур IJ →:ϕ  при соотнесении YX ↔:ϕ  называется 

представлением структуры J  на универсуме Y , если образ 
ϕ

J  этой структуры – 

конституент структуры I . В частности, морфизм структуры на свой образ 
является ее представлением. Если 

ϕ
)( nn JJ →  – биекция для всех n , то 

представление именуется тождественным. 
 

Если множество Y  снабжено универсальной структурой UYJ , всякое соотнесение 

YX ↔:ϕ  определяет морфизм структур. Причем, образ 
ϕ

J  на Y  всякой 

структуры J  на X  оказывается конституентом универсальной структуры UYJ  на 

Y , т.е. имеет место представление структуры J  в UYJ . Поскольку и отображаемая 

структура J  является конституентом абстрактной универсальной структуры UXI , 

всякий морфизм структур можно представить как сопоставление конституентов 
некоторых двух абстрактных структур. 
 
Рассмотрим следующую конструкцию. Пусть множество X  наделено структурой 

J =( 1J ,…, nJ ,…). Пусть UXJXX ⊂→:ϕ  – его каноническое вложение на }{xX
Xx∈

= U  

в множество элементов универсальной структуры UXJ  на X . Оно порождает 

изоморфную структуру 
ϕ

J  на X  и тождественное представление 
ϕ

J  структуры J  

на элементах UXJ .  

 
Таким образом, всякая структура на множестве X  имеет тождественное 
представление на элементах универсальной структуры на X , а универсальная 
структура на X  реализуется на своих элементах.  
 
Структуру, которая реализуется на своих элементах, т.е. не имеет носителя, 
будем называть абстрактной. Это означает, что определяющие абстрактную 
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структуру отношения являются высказывательными функциями на множестве 
самих этих функций. 
 
Допуская вольность, структуры, изоморфные абстрактной структуре, тоже будем 
называть абстрактными.  
 
Например, всякое n -арное отношение R  на контенте X  задает на X  

абстрактную структуру RJ  =( xR , Xx ∈ ) по отношению R .  

 
Структуры частичного порядка и, в том числе, структура частностей являются 
абстрактными. 
 
Структура левого регулярного представления группы на самой себе тоже 
абстрактна. Более того, обобщая эту конструкцию, пусть J  – алгебраическая 
структура на контенте X  и R  – одно из определяющих её n -арных отношений 
композиции, для которого X  – контент. Оно задаёт ( 1−n )-арное отношение 

композиции Ra

1−
⊂

nX , вводимое условием RxaxRxx nan 1111 ......
−−

⇔ . Множество 

отношений Ra , Xa ∈ , вводит на X  структуру )( 1* RJJ a
Xa

n
∈

−
== U , которая является 

структурой левого регулярного представления композиции R . Эти отношения 
Ra , Xa ∈ , составляют множество, которое, благодаря его канонической биекции 

на множество X , наделено исходной алгебраической структурой J , структурой 

левого регулярного представления J*  и их объединением JJ ∪*  (см. ниже). Это, 

очевидно, абстрактная структура. Таким образом, всякая алгебраическая 
структура представима конституентом абстрактной структуры. 
  
Любая структура на множестве X , имеющая своим конституентом структуру 

)( 1 XJJ == , представляется как абстрактная структура. Например, дискретная 

топологическая структура абстрактна, поскольку элементы самого множества 
являются его открытыми подмножествами. Очевидно, универсальная структура на 
множестве абстрактна. 
 
 

3.4. Комбинации структур 
 

Пусть ( 1I ,…, nI ,…) и ( 1J ,…, nJ ,…) – две структуры на множестве X . Тогда на X  

определена структура ( 11 IJ ∩ ,…, nn IJ ∩ ,…) – их максимальный общий 

конституент, называемая пересечением этих структур.  
 

Расширим эту конструкцию на структуры ( 1J ,…, nJ ,…) и ( 1I ,…, nI ,…), в общем 

случае, на разных универсумах X  и Y . Рассмотрим индуцированные ими 
структуры на пересечении YX ∩ . Их пересечение на YX ∩  трактуется как 
пересечение структур ( 1J ,…, nJ ,…) и ( 1I ,…, nI ,…). Оно задается пересечениями 

SXSRYR
nn

∩×=∩=×∩  
областей отношений R  и S , составляющих соответственно структуры 

( 1J ,…, nJ ,…) и ( 1I ,…, nI ,…).  

 
В частности, пересечением двух структур может оказаться пустая структура на 
непустом множестве YX ∩ . 
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Структуры считаются согласованными, если их пересечение не пусто. Например, 
тождественно эквивалентные структуры согласованы. Поэтому для наглядности 
согласованные структуры будем также именовать частично совпадающими. 
 
Структуры называются независимыми, если их пересечение – пустая структура на 
непустом или пустом множестве. Например, структуры, задаваемые 
соответственно только n -арными и )( nk ≠ -арными отношениями, независимы. 

Очевидно, структуры независимы, если их контенты не пересекаются.  
 

Пусть ( 1J ,…, nJ ,…) и ( 1I ,…, nI ,…) – структуры на X  и Y . Тогда при расширении 

этих структур на объединение YX ∪  на нем задана структура 
( 11 IJ ∪ ,…, nn IJ ∪ ,…), называемая объединением структур. 

 
Структура на множестве X  называется связной, если она не является 
объединением независимых структур на X .  
 
Очевидно, структура, задаваемая двумя непустыми n -арным и )( nk ≠ -арным 

отношениями, несвязна. Следовательно, всякая структуры ( 1I ,…, nI ,…) – это 

несвязное объединение структур ( 1I ), …, ( nI ),… определенной n -арности.  

 
 
 

4. Универсальная структура 
 
 
Как уже отмечалось, можно расширить понятие структура на класс. Пусть U  – 

собственный класс всех множеств и пусть заданы классы UU
n

n
×=  для всех 

,...1=n . Все подмножества n
U  составляют собственный класс UVn ≈ . Рассмотрим 

тогда на U  структуру UJ =( 1V ,…, nV ,…), порождаемую всевозможными 

подмножествами классов n
U . Она называется универсальной структурой, а 

класс U  будем именовать абсолютным универсумом. Соответственно 
структурой на классе U  будет называться конституент S =( 11 VS ⊂ ,…, nn VS ⊂ ,…) 

универсальной структуры. 
 
Пусть X  – множество, наделенное структурой J . Пусть UX →:ϕ  его 

каноническое вложение в класс U  на подмножество UX ⊂ , образованное 
элементами Ux ∈}{ , Xx ∈ , где }{x  – множество, состоящее из одного элемента 

x . Вложение ϕ  порождает изоморфную структуру )(Jϕ  на UX ⊂ , являющуюся 

конституентом универсальной структуры на U . 
 
Следовательно, всякая структура на любом множестве имеет тождественное 
представление структурой на классе всех множеств U  и является конституентом 
универсальной структуры.  
 
Конечно, структуры на множествах не исчерпывают все конституенты 
универсальной структуры хотя бы потому, что контентом такого конституента 
обязательно является множество – подмножество U .  
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Сопоставляя элементу Ux ∈  подмножество Ux ⊂}{ , мы получаем, что каждый 

объект универсальной структуры представим её элементом так, что абсолютный 
универсум отождествим с конституентом универсальной структуры, а 
универсальная структура реализуется на своих элементах и, тем самым, является 
абстрактной. Мы будем называть её абстрактной универсальной структурой.  
 
Таким образом, всякая структура представима конституентом абстрактной 
структуры, а именно абстрактной универсальной структуры. 
 
Поскольку на собственном классе возможны структуры, элементы которых 
составляют собственный класс, не являющийся множеством, нельзя, оставаясь в 
рамках аксиоматики фон Неймана – Бернайса – Геделя, рассмотреть 
совокупность U

S  всех структур на абсолютном универсуме U , иначе, она 
включала бы как элемент универсальную структуру на U . Поэтому структуры на 
U , вообще говоря, не представимы структурами на совокупности самих себя. 
 
Тот факт, что собственный класс может быть отношением (см. 1. Отношения), 
мог бы побудить обобщить понятие структуры на случай, когда они задаются 
такого рода отношениями. Проблема, однако, состоит в том, как трактовать 
семейство отношений, когда хотя бы одно из них является собственным классом. 
Это не есть множество.  
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