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Общая характеристика работы

Актуальность темы
В диссертационной работе рассматривается плоское движение вибра-

ционного робота в поле силы тяжести, состоящего из жесткого корпуса, внут-
ри которого вращается несбалансированный ротор (физический маятник).
Движение происходит по горизонтальной шероховатой плоскости. Рассматри-
вается кулоновская изотропная модель сухого трения. Управление системой
происходит за счет выбора углового ускорения внутреннего тела. В данной
работе налагается ряд фазовых ограничений, в рамках которых происходит
поиск закона управления, обеспечивающего периодическое движение робо-
та. Помимо этого, проведена параметрическая оптимизация управления с це-
лью максимизации средней скорости робота. Найденный режим обеспечивает
невозвратное движение системы (робот либо стоит, либо имеет положитель-
ную скорость), таким образом обеспечивая высокую энергоэффективность
управления.

Решаемая задача актуальна, поскольку указанный принцип переме-
щения робота позволяет обеспечить изолированность внутренних частей от
внешней среды, за счет этого вибрационные роботы могут быть применены в
агрессивных и запыленных средах, в том числе во время пожаров, в пусты-
нях и на необитаемых планетах. Благодаря достаточно простой конструкции,
роботы такого типа могут быть представлены в наноразмерах и использо-
ваться в соответствующих исследованиях. Вибрационные роботы широко ис-
пользуются для очистки нефтяных труб, поскольку периодические движения
корпуса тела позволяют повысить качество очистки в сравнении с другими
механизмами.

Цели диссертационной работы

∙ Построить режим управления вибрационным роботом, обеспечивающий
периодическое движение системы при наложенных ограничениях.

∙ Определить набор параметров управления, при которых построенный ре-
жим обеспечивает максимальную скорость движения робота в заданном
направлении, а также определить границы значений параметров систе-
мы, при которых построенный режим осуществим.

∙ Обосновать оптимальность построенного режима с точки зрения средней
скорости движения вибрационного робота в некотором классе движений.

∙ Разработать модификацию алгоритма, которая будет обеспечивать воз-
врат движения робота на построенный режим, как при малых отклонени-
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ях, так и при больших. В том числе обеспечить выход движения системы
на предложенный периодический режим с нулевых начальных условий.

∙ Обеспечить адаптируемость построенного режима к переменному значе-
нию коэффициента сухого трения.

Методы исследования, достоверность и обоснованность ре-
зультатов

Для достижения поставленных целей в работе используются мето-
ды теоретической механики. Для моделирования трения используется за-
кон сухого трения Амонтона-Кулона. Для моделирования экспериментов ис-
пользуются численные методы интегрирования дифференциальных уравне-
ний, выполняемые в программе математического моделирования WOLFRAM
Mathematica.

Результаты диссертационной работы строго обоснованы на базе основ-
ных теорем динамики, качественной теории динамических систем и теории
управления. Существование области параметров, в которых полученные ре-
зультаты применимы для реальных мехатронных систем, подтверждено ана-
литическими оценками и численным моделированием.

Научная новизна
В работе предложен новый подход к построению управления, основ-

ным принципом которого является обеспечение на максимально большом про-
межутке времени, в условиях ограничений задачи, движения без трения. В
рамках этого подхода было получено три новых режима управления рассмат-
риваемой конструкцией, два из которых обеспечивают периодическое движе-
ние робота в заданном направлении. Проведен анализ параметров, при кото-
рых построенный закон управления достижим, а также реализована парамет-
рическая оптимизация управления с целью максимизации средней скорости
движения робота. Помимо этого представлено обоснование оптимальности
одного из режимов управления в некотором классе движений. Проведен ана-
лиз энергозатрат при движении с предложенным законом управления.

Положения, выдвинутые на защиту

∙ Построено два режима управления, обеспечивающих периодическое дви-
жение робота, представленного корпусом и маятником, закрепленным в
его центре, по шероховатой плоскости. Каждый из режимов обеспечи-
вает невозвратное движение (движение в одном направлении) корпуса
робота в заданном направлении, при этом на одном периоде есть фаза
движения корпуса и фаза покоя. На фазе движения робот осуществляет
скольжение без трения (обеспечивается нулевое давление на опору) на
наибольшем, в рамках ограничений, участке фазы движения.
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∙ Для предложенных законов управления определены параметры управ-
ления, максимизирующие среднюю скорость робота.

∙ Определены границы значений параметров системы и управления, при
которых робот может совершать движение с предложенным законом
управления.

В работе показано, что при фиксированном значении ограничения на
угловое ускорение, при любых достаточно больших значениях коэффи-
циента трения построенный режим будет осуществим. Также построена
численная зависимость средней скорости робота от выбранного коэффи-
циента трения и показано, что в случае, если ограничение на минимум и
максимум значения углового ускорения по модулю одинаково, то рост ко-
эффициента трения ведет к снижению средней скорости, а в случае одно-
стороннего ограничения (угловое ускорение ограничено только сверху),
наоборот, рост коэффициента трения ведет к росту средней скорости ро-
бота. В промежуточном случае, когда ограничение на угловое ускорение
есть и на минимум, и на максимум, но оно разное по модулю, существует
оптимальный, с точки зрения средней скорости, коэффициент трения.

В работе также показано, что существует граничное минимальное значе-
ние коэффициента трения (при фиксированном значении ограничения на
угловое ускорение), при котором рассматриваемое движение реализуемо.

∙ В некотором классе движений доказана оптимальность найденного зако-
на управления для случая равного по модулю ограничения на минимум
и максимум углового ускорения с точки зрения максимизации средней
скорости робота.

∙ Оценены энергетические затраты вращающей силы (обеспеченной дви-
гателем, установленным в основании маятника), обеспечивающей вра-
щение маятника. Продемонстрировано преимущество найденного зако-
на перед релейным типом управления. Угловое ускорение маятника при
таком управлении может принимать всего два значения: : 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥 и 𝜙′′
𝑚𝑖𝑛.

Значение 𝜙′′
𝑚𝑖𝑛 и точки переключения с одного режима на другой выбира-

ются из соображения периодичности движения и максимизации средней
скорости робота.

∙ Представлена модификация алгоритма, позволяющая роботу выходить
из состояния покоя (начальная угловая скорость маятника и скорость
корпуса равны нулю) на указанный режим, а также возвращаться на
него при небольших отклонениях. В том числе, полученная модифика-
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ция позволяет адаптироваться к переменному значению коэффициента
трения, а также определять его, если оно заранее неизвестно.

Теоретическая и практическая ценность
Теоретическая ценность данной работы заключается в построении и

анализе математической модели вибрационного робота, представленного кор-
пусом и маятником, закрепленным внутри него.

В работе построено новое управление, обеспечивающее периодическое
движение робота как при ограничении на угловое ускорение по модулю, так и
при ограничении на него сверху. Для этого управления определен набор пара-
метров, максимизирующий скорость перемещения робота, а также граничные
значения параметров, при которых полученный режим реализуем. В работе
доказано, что полученный режим обеспечивает максимальную скорость ро-
бота в некотором классе движений. Также показано, что энергетические за-
траты на обеспечение данного режима в случае рекуперации энергии крайне
малы, это связано с тем, что предложенный режим обеспечивает перемеще-
ние на максимально большом, в рамках ограничений задачи, промежутке без
трения.

Практическая ценность работы заключается в том, что при помощи
полученных результатов для робота, рассматриваемой конструкции, можно
реализовать указанное движение. Это стало возможным, благодаря определе-
нию алгоритма выхода на полученный режим с нулевых начальных условий,
а также модификации алгоритма, которая позволяет определять действи-
тельное значение коэффициента трения в случае неверной первичной оцен-
ки, и корректировать управление соответствующим образом. Роботы такой
конструкции могут быть использованы в агрессивных средах, где значитель-
ную роль играет изолированность внутренних деталей. Полученный режим
позволит роботу быстро перемещаться с небольшими энергозатратами.

Апробация работы
Основные результаты работы докладывались на следующих научно-

технических семинарах:

∙ Семинар Института проблем механики имени А.Ю. Ишлинского;

∙ Семинар по аналитической механике и теории устойчивости им. В.В. Ру-
мянцева кафедры теоретической механики МГУ имени М.В. Ломоносова

а также на следующих внутренних и международных конференциях:

∙ 13th International Conference "Dynamical Systems - Theory and
Applications"(DSTA 2015) - Poland, Lodz, December 6-10, 2015.
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∙ 11th International Conference on Mathematical Problems in Engineering,
Aerospace and Sciences, France, La Rochelle, July 4-8, Диплом за лучший
доклад среди студентов и аспирантов.

∙ ХI Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической
и прикладной механики, секция "Общая и прикладная механика Россия,
г.Казань, август 20-24, 2015, "Диплом за лучший доклад"в своей секции.

∙ XXVIII Международная научная конференция ”Математические методы
в технике и технологиях ММТТ”, Россия, г.Ярославль, июнь 2-4, 2015.

По теме диссертации был также выигран конкурс молодых ученых
УМНИК (Участник молодежного научно-инновационного конкурса) 2015.

Публикации
Основные результаты диссертации изложены в семи печатных работах,

три из которых [1-3] опубликованы в рецензируемых журналах, индексиру-
емых в международных базах Scopus, WoS, RSCI. Список работ приведен в
конце автореферата.

Личный вклад
Представленные в диссертации результаты получены лично соискате-

лем. Постановка задачи принадлежит научному руководителю. Построение
математической модели, законов управления и анализ движения системы вы-
полнены соискателем лично.

Автор благодарен Мартыненко Юрию Григорьевичу и Самсонову Ви-
талию Александровичу за постановку задачи и научное руководство, Фор-
мальскому Александру Моисеевичу за ценные замечания и конструктивную
критику.

Структура и объем работы
Диссертационная работа состоит из введения, шести глав, заключения,

приложения и списка литературы. Полный объем диссертации 130 страниц
текста с 44 рисунками. Список литературы содержит 62 наименований.
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Содержание работы

Во введении приведен обзор литературы по теме диссертации, обос-
нована актуальность решаемой проблемы, поставлены задачи исследования,
сформулированы научная новизна и практическая значимость представляе-
мой работы. Также представлено краткое содержание работы, перечислены
публикации и доклады по теме исследования.

В первой главе описана математическая модель рассматриваемого
механизма и выведены уравнения движения в размерных и безразмерных
величинах.

Здесь, как и далее, предполагается отсутствие подскока корпуса (то
есть корпус робота не отрывается от поверхности, и сверху его ничего не
держит). Движение робота разделено на две фазы - скольжение корпуса впе-
ред и покой. На модуль углового ускорения маятника наложено ограничение
сверху. Условия периодичности движения робота в данной главе не предпо-
лагается, однако считается, что в моменты начала и окончания фазы покоя
углы отклонения маятника симметричны относительно вертикальной оси. В
последующих главах это ограничение снимается.

Для описанного выше класса движений в главе найден режим управ-
ления, состоящий из семи отдельных участков. Первые три участка относятся
к фазе движения и обеспечивают на максимально большом участке движение
тела без трения, оставшиеся четыре относятся к участку покоя и обеспечива-
ют максимально быстрый переход в фазу движения.

Рассматриваемый робот представляет собой конструкцию, представ-
ленную на рисунке 1.

Рассматривается плоское движение вибрационного робота в поле си-
лы тяжести, состоящего из корпуса массы 𝑀 , внутри которого вращается
несбалансированный ротор (физический маятник) массы 𝑚. Длина от точки
закрепления до центра масс маятника равна 𝑙. Корпус может перемещаться
по шероховатой плоскости вдоль горизонтальной оси 𝑋. Между плоскостью
и роботом действует кулоновская сила сухого трения.

Движение робота определяется двумя обобщенными координатами: уг-
лом 𝜙 отклонения маятника от направления ускорения свободного падения,
отсчитываемым против часовой стрелки, и координатой центра масс корпуса
𝑥 (рис. 1). Рассматривается система, для которой выполняются следующие
условия:

1. размер корпуса робота достаточно велик, чтобы обеспечить неопрокиды-
вание системы,
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Рис. 1: Рассматриваемая модель вибрационного робота

2. управление роботом осуществляется за счет выбора углового ускорения
маятника 𝜙.

Для этой системы необходимо построить управление, такое что:

1. сила реакции связи неотрицательна, что обеспечивает безотрывное дви-
жение корпуса:

𝑁 ≥ 0 (1)

2. в течение одного оборота маятника движение робота проходит две фазы:

�̇� > 0− фаза движения (скольжения), �̇� = 0− фаза покоя, (2)

3. угловая скорость маятника
�̇� > 0, (3)

4. начальные и конечные углы отклонения маятника на фазе покоя (и, со-
ответственно, на фазе скольжения) симметричны относительной верти-
кальной оси:

𝜙𝑒𝑛𝑑 𝑔𝑙𝑖𝑑𝑖𝑛𝑔 𝑝ℎ𝑎𝑠𝑒 = 2𝜋 − 𝜙𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 𝑔𝑙𝑖𝑑𝑖𝑛𝑔 𝑝ℎ𝑎𝑠𝑒, (4)

(Это условие наложено в рамках данной главы для упрощения поиска
искомого управления.)

5. на модуль углового ускорения наложено ограничение:

|𝜙| ≤ 𝜙𝑚𝑎𝑥, (5)

Это ограничение отвечает техническим характеристикам мотора, пере-
дающего момент вращения маятнику,
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6. ищется управление, которое обеспечивает максимизацию средней скоро-
сти движения корпуса вибрационного робота.

Определим уравнения, описывающие движение системы. Поскольку
в рамках рассматриваемого класса движений корпус робота не совершает
подскока, то уравнения движения имеют вид:

(𝑚+𝑀)�̈�𝑐𝑟 = 𝑅 (6)

𝑅 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−𝜇𝑁sign(�̇�), при �̇� ̸= 0,

𝑚𝑙(sin𝜙)̈, при �̇� = 0 и 𝑚𝑙| sin(𝜙)̈| ≤ 𝜇|𝑁 |,

𝜇𝑁sign(sin𝜙)̈, при �̇� = 0 и 𝑚𝑙|(sin𝜙)̈| ≥ 𝜇|𝑁 |

(7)

𝑁 = (𝑚+𝑀)𝑔 −𝑚𝑙(cos𝜙)̈, (8)

где

𝑋𝑐𝑟 = (𝑀𝑥+𝑚(𝑥+ 𝑙 sin𝜙))/(𝑚+𝑀) (9)

- координата центра масс системы, 𝑁 - нормальная сила реакции опо-
ры, а 𝜇 -коэффициент сухого трения.

Для робота, движение которого определяется уравнениями (6),(7),(8),
ставится задача поиска периодического движения корпуса при ограничениях
(1),(2),(3) (4) и (5). При этом управление должно быть выбрано из сообра-
жений увеличения средней скорости корпуса. Будем считать, что существует
предел 1

𝑇

∫︀ 𝑇
0 �̇�(𝑡)𝑑𝑡 при 𝑇 → ∞, назовем его средней скоростью �̇�𝑎𝑣.

Выпишем уравнение движения центра масс системы вдоль оси 𝑋 для
случая �̇� > 0:

(𝑚+𝑀)�̈�𝑐𝑟 = −𝜇𝑁 (10)

Введем безразмерные и характерные величины:

�̃� =
𝑥

𝜂
, 𝑡 =

𝑡

𝜏
, 𝜙 =

𝜙

𝜑
(11)

Здесь через (𝜂, 𝜏, 𝜑) обозначены характерные, а через (∙̃) – безраз-
мерные величины. Все дальнейшие выводы будут сделаны для безразмерных
величин и тильды в их обозначении будут опущены.

Характерные величины определим следующим образом: 𝜂 = 𝑚𝑙
𝑚+𝑀 , 𝜏 =√︁

𝜂
𝑔 , 𝜑 = 1 rad.

После подстановки замен (11) в уравнение (8) получим следующее
уравнение для нормальной силы реакции опоры:

10



𝑁 = 1− (cos𝜙)′′ (12)

Здесь штрих означает производную по безразмерному времени.
После подстановки (11) в (10), учитывая 𝑥′ ̸= 0 и выражение (12),

можно определить уравнение движения для фазы скольжения:

(𝑥+ (sin𝜙− 𝜇 cos𝜙))′′ = −𝜇 (13)

Как видно, в безразмерных величинах в уравнение движения входит
один параметр – 𝜇. Аналогично можно рассмотреть уравнение движения цен-
тра масс в проекции на ось x для случая 𝑥′ = 0.

Ниже представлены уравнения движения маятника по конусу трения
при покое корпуса робота, которые соответствуют движению, при котором
трение имеет максимальное по модулю значение и направлено в сторону роста
𝑥 (14) и в сторону уменьшения 𝑥 (15).

(sin𝜙+ 𝜇 cos𝜙)′′ = 𝜇 (14)
(sin𝜙− 𝜇 cos𝜙)′′ = −𝜇 (15)

Сначала в работе определяется управление на фазе движения. Пока-
зывается, что наименьшая потеря скорости центра масс будет происходить
при движении без трения (следует из (10)). Управление с нулевым трением,
и, как следствие, нулевой реакцией опоры будет обеспечиваться в том числе
и для положения 𝜙 = 𝜋. Для этого положения соответсвующая угловая ско-
рость маятника определяется однозначно: 𝜙′ = 1. В первой главе показано,
что если задано ограничение (5) и известно, что в вертикальном положении
трение должно быть равно нулю, то условия (𝜙, 𝜙′) на конец и начало дви-
жения без трения определяются однозначно.

До выхода на участок движения без трения, выбирается управление
с минимальным значением углового ускорения 𝜙′′ = −𝜙′′

𝑚𝑎𝑥, после участка с
𝑁 = 0 вплоть до остановки робота движение осуществляется с 𝜙′′ = 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥.
Положим время начала движения равным 𝑡0, обозначим момент пе-

реключения на участок с 𝑁 = 0 через 𝑡1, время конца движения по этому
участку через 𝑡2, 𝑡3 - время, соответствующее концу фазы движения.

На фазе покоя управление определяется условием симметричности
участка покоя (4), и минимизации времени фазы покоя. В главе доказано
следующее утверждение:
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Утверждение. Во время фазы покоя управление ускорением, заданное сле-
дующим образом, обеспечивает максимальную среднюю скорость вращения
маятника на фазе покоя:

1. c 𝑡3 до 𝑡4 – движение с максимально возможным ускорением по конусу
трения вплоть до достижения ограничения по ускорению 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥 ,

2. с 𝑡4 до 𝑡5 - движение по ограничению 𝜙′′ = 𝜙′′
𝑚𝑎𝑥

3. с 𝑡5 до 𝑡6 - движение по ограничению 𝜙′′ = −𝜙′′
𝑚𝑎𝑥

4. с 𝑡6 до 𝑡7 движение с минимально возможным ускорением по конусу
трения вплоть до достижения начальных условий фазы скольжения
𝜙7 и 𝜙′

7.

Здесь через 𝑡4−𝑡6 обозначены времена переключения между участками
фазы покоя.

Таким образом в первой главе был построен следующий закон управ-
ления вибрационным роботом:

𝜙′′ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, 𝜙0 < 𝜙 < 𝜙1

−1−𝜙′2𝑐𝑜𝑠𝜙
𝑠𝑖𝑛𝜙 , 𝜙1 < 𝜙 < (2𝜋 − 𝜙1)

𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, 𝑥′ > 0

𝜇+𝜙′2(𝑠𝑖𝑛𝜙+𝜇𝑐𝑜𝑠𝜙)
𝑐𝑜𝑠𝜙−𝜇𝑠𝑖𝑛𝜙 , 𝑥′ = 0

⋂︀ 𝜇+𝜙′2(𝑠𝑖𝑛𝜙+𝜇𝑐𝑜𝑠𝜙)
𝑐𝑜𝑠𝜙−𝜇𝑠𝑖𝑛𝜙 ≤ 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥

𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, 𝑥′ = 0

⋂︀
𝜙 ≤ 𝜙5

−𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, 𝑥′ = 0

⋂︀
𝜙5 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙6

−𝜇+𝜙′2(𝑠𝑖𝑛𝜙−𝜇𝑐𝑜𝑠𝜙)
𝑐𝑜𝑠𝜙+𝜇𝑠𝑖𝑛𝜙 , 𝑥′ = 0

⋂︀
𝜙6 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙7

(16)

Система (16) описывает закон управления только для первого оборота,
для остальных можно построить по аналогии.

Первые три участка уравнения относятся к участку движения корпуса,
а оставшиеся – к участку покоя.

Полученное управление сравнивалось с релейным законом управле-
ния, который обеспечивает периодический режим движения робота. Угловое
ускорение маятника при таком управлении может принимать всего два зна-
чения: : 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥 и 𝜙′′
𝑚𝑖𝑛. Значение 𝜙′′

𝑚𝑖𝑛 и точки переключения с одного режима
на другой выбираются из соображения периодичности движения и максими-
зации средней скорости робота.
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Построенное управление при численном сравнении этих двух режи-
мов показало преимущество по перемещению. Кроме того, в отличие от ре-
лейного закона, предложенный закон позволяет осуществлять невозвратное
движение, тем самым снижая энергетические затраты.

Заключение к первой главе. В первой главе были получены основ-
ные уравнения движения робота. В заданном классе движений был найден
закон управления, состоящий из семи отдельных участков. На фазе движения
есть три участка управления, которые на максимально возможном, в рамках
заданных ограничений, промежутке обеспечивают нулевое трение. Фазе по-
коя соотвествуют оставшиеся четыре участка управления.

В главе представлены численные результаты, которые подтвердили
аналитические выводы, а так же проведено сравнение полученного режима
управления с релейным. Найденный режим управление позволил значитель-
но увеличить перемещение робота.

Численные эксперименты также показали, что со временем найденное
управление выходит на периодический режим.

Во второй главе на движение рассматриваемой системы наклады-
вается условие периодичности. Рассматривается два различных ограничения
на угловое ускорение маятника: ограничение на модуль углового ускорения
сверху и ограничение на его максимум. В заданных ограничениях найдено
два режима управления, а также произведена параметрическая оптимизация
с целью максимизации средней скорости робота.

Для случая ограничения по модулю, найденное решение представлено
ниже:

𝜙′′ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, 𝜙6(𝑚𝑜𝑑2𝜋) < 𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋) ≤ 𝜙1(𝑚𝑜𝑑2𝜋)

−1−𝜙′2 cos𝜙
sin𝜙 , 𝜙1(𝑚𝑜𝑑2𝜋) < 𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋) ≤ (2𝜋 − 𝜙1)(𝑚𝑜𝑑2𝜋)

𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, (2𝜋 − 𝜙1)(𝑚𝑜𝑑2𝜋)) < 𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋) ≤ 𝜙3(𝑚𝑜𝑑2𝜋)

𝜇+𝜙′2(sin𝜙+𝜇 cos𝜙)
cos𝜙−𝜇 sin𝜙 , 𝜙3(𝑚𝑜𝑑2𝜋) < 𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋) ≤ 𝜙5(𝑚𝑜𝑑2𝜋)

𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, 𝜙5(𝑚𝑜𝑑2𝜋) < 𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋) ≤ 2𝜋 ∪ 0 < 𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋) ≤ 𝜙6(𝑚𝑜𝑑2𝜋)

(17)
При поиске данного решения был введен параметр 𝜏1 - время движе-

ния робота до выхода на участок без трения, и по нему была произведена
оптимизация. В результате оптимальное значение 𝜏1 равно максимально воз-
можному значению этого параметра при условии наложенных ограничений.

В первой и второй главе показано, как определить углы переключе-
ния между участками движения через параметры управления. Однако отме-
тим, что при численном моделировании условием переключения с третьего
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на четвертый участок управления служит остановка робота, то есть провер-
ка равенства 𝑥′ = 0, условием переключения на пятый участок - равенство
ускорения своему ограничению 𝜙′′ = 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥, переключение между остальными
участками определяется по значению угла 𝜙.

В построенном управлении (17) второе и третье уравнение отвечают
движению корпуса, четвертое и пятое - покою. Первое уравнение в зависи-
мости от параметров может либо относиться к движению, либо заключать в
себе естественный переход из покоя в движение.

Для построения управления при отсутствии ограничения на минимум
углового ускорения, вводился параметр 𝜙′′

𝑚𝑖𝑛, такой, что на всем периоде 𝜙′′ ≥
𝜙′′
𝑚𝑖𝑛 и после по нему проводилась оптимизация. В результате был получен

следующий закон управления:

𝜙′′ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1−𝜙′2 cos𝜙
sin𝜙 , 𝜙1(𝑚𝑜𝑑2𝜋) < 𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋) ≤ (2𝜋 − 𝜙1)(𝑚𝑜𝑑2𝜋)

𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, (2𝜋 − 𝜙1)(𝑚𝑜𝑑2𝜋)) < 𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋) ≤ 𝜙3(𝑚𝑜𝑑2𝜋)

𝜇+𝜙′2(sin𝜙+𝜇 cos𝜙)
cos𝜙−𝜇 sin𝜙 , 𝜙3(𝑚𝑜𝑑2𝜋) < 𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋) ≤ 𝜙5(𝑚𝑜𝑑2𝜋)

𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, 𝜙5(𝑚𝑜𝑑2𝜋) < 𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋) ≤ 2𝜋 ∪ 0 < 𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋) ≤ 𝜙1(𝑚𝑜𝑑2𝜋)

(18)
Здесь 𝜙𝑖 обозначают те же углы, что и ранее: 𝜙1 - угол начала дви-

жения с управлением 𝑁 = 0, 𝜙3 - угол остановки корпуса робота, 𝜙5 угол
переключения на управление 𝜙′′ = 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥 на фазе покоя.
Для численного моделирования брался следующий набор параметров:

𝑚 = 1 кг., 𝑀 = 4 кг., 𝑙 = 0.25 м., 𝑔 = 9.8 м./ с.2 (19)

Такие параметры могут быть, например, при следующих характерных
величинах: 𝜇 = 0.5, 𝜂 = 0.05, 𝜏 = 0.064.

Сравним различные режимы управления. На рис. 2 представлена за-
висимость скорости центра масс корпуса от времени для представленных за-
конов управления:

∙ Первая линия соответствует движению при релейном управлении, обес-
печивающем периодическое движение. Этот режим совпадает с релей-
ным управлением, упомянутым в первой главе.

∙ Вторая линия отображает движение, соответствующее управлению, схо-
жему с представленным выше. Отличие состоит в том, что вместо усло-
вия периодичности наложено условие симметричности фазы покоя по
углу (то есть 𝜙7 = 4𝜋−𝜙3). Данное управление получено и рассмотрено
в первой главе диссертации.
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Рис. 2: Сравнение режимов управления с добавлением случая с асимметричным ограничением
на 𝜙′′

∙ Третья линия отвечает представленному выше управлению (17) со зна-
чением параметра 𝜏1 = 0.25.

∙ Четвертая линия соответствует управлению (17) с оптимальным значе-
нием параметра 𝜏1 = 𝜏1𝑜𝑝𝑡.

∙ Пятая линия соответствует движению с оптимальными параметрами
𝜏1 = 𝜏1𝑜𝑝𝑡 и 𝜙′′

𝑚𝑖𝑛 = 𝜙′′
𝑚𝑖𝑛𝑜𝑝𝑡.

Начальные условия на скорость и положение корпуса (𝑥 и 𝑥′), значения
параметров и ограничения выбраны для всех решений одинаковыми, поэто-
му сравнение данных графиков целесообразно. Время, на котором происходит
движение, приблизительно равно десяти секундам в размерных величинах.
Расстояние, которое позволяет пройти четвертое управление, составляет при-
мерно 11.8 метров, для третьего управления оно составляет 9.5 метра, что
почти вдвое больше расстояния, пройденного при релейном управлении. Пя-
тое управление позволяет переместить робот за десять секунд на 15.8 метров,
что на 33% больше, чем при четвертом управлении.

Отметим также, что, как видно из рис. 2, движение при управлениях
2 – 5 осуществляется исключительно вперед, при первом есть колебания на-
зад, соответственно можно предположить, что энергетически предложенное
управление так же имеет преимущество перед релейным.

Заключение ко второй главе. Во второй главе добавлено условие
периодичности при построении управления вибрационным роботом, и рас-
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смотрено два случая ограничения на управление: симметричное (|𝜙′′| ≤ 𝜙′′
𝑚𝑖𝑛)

и одностороннее (𝜙′′ ≤ 𝜙′′
𝑚𝑎𝑥).

В случае симметричного ограничения произведена численная оптими-
зация по параметру 𝜏1 - времени движения корпуса вплоть до участка с нуле-
вым трением. Показано, что средняя скорость робота растет с ростом этого
параметра, поэтому оптимальное значение 𝜏1 соответствует максимально до-
пустимому значению в рамках действующих ограничений. В случае 𝜏1 = 𝜏1𝑜𝑝𝑡,
управление сокращается на один участок управления на фазе покоя, так, что
корпус робота начинает движение из фазы покоя с непрерывным управлени-
ем 𝜙′′ = −𝜙′′

𝑚𝑎𝑥.
Для исследования задачи с односторонним ограничением на угловое

ускорение маятника было предложено ввести нижнее ограничение на 𝜙′′ как
параметр 𝜙′′ ≥ 𝜙′′

𝑚𝑖𝑛. В главе произведена численная оптимизация по этому
параметру с целью максимизации средней скорости робота. Показано, что
средняя скорость робота растет с ростом абсолютного значения 𝜙′′

𝑚𝑖𝑛. Опти-
мальное значение этого параметра равно максимально возможному в рам-
ках действующих ограничений и определяется таким 𝜙′′

𝑚𝑖𝑛𝑜𝑝𝑡, что для такого
управления 𝜏1𝑜𝑝𝑡 = 0, то есть робот начинает движение сразу с нулевым тре-
нием без участка управления 𝜙′′ = 𝜙′′

𝑚𝑖𝑛.
Во второй главе также проведено сравнение полученных режимов

управления с управлением, рассмотренным в первой главе. Показано, что
управление с ограничением вида |𝜙′′| ≤ 𝜙′′

𝑚𝑖𝑛 и 𝜏1 = 𝜏1𝑜𝑝𝑡 позволяет увели-
чить пройденное расстояние за 10 секунд примерно в два раза в сравнении с
управлением из первой главы (где вместо периодичности движения наклады-
вается условие симметричности фазы покоя). При дальнейшей оптимизации
нижнего ограничения на угловое ускорение, средняя скорость робота растет,
так, что режим управления с 𝜙′′

𝑚𝑖𝑛 = 𝜙′′
𝑚𝑖𝑛𝑜𝑝𝑡 позволяет увеличить пройденное

расстояние еще на 33% в сравнении с предыдущем лучшим результатом для
симметричного ограничения на угловое ускорение.

В третьей главе проведен анализ параметров системы и управления,
при которых полученный во второй главе режим существует. Определены
максимальные и минимальные допустимые значения ограничений на грани-
цу углового ускорения при фиксированном значении коэффициента трения и,
наоборот, коэффициента сухого трения при фиксированном значении ограни-
чения на угловое ускорение для законов управления, полученных во второй
главе.

Исследование показывает допустимость сколь угодно большой кон-
станты, ограничивающей угловое ускорение 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥, и оптимизация с точки
зрения максимизации средней скорости робота по этому параметру для обоих
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случаев ограничений приводит к его бесконечному росту (чем больше значе-
ние ограничения, тем больше средняя скорость).

Минимальное значение ограничения на угловое ускорение определяет-
ся из ограничений на фазе покоя. Начало фазы покоя соответствует четвер-
тому уравнению системы (17), обозначим через 𝜙′′

𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑 угловое ускорение на
начало фазы покоя, которое равно

𝜙′′
𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑 =

𝜇+ 𝜙′2
3 (sin𝜙3 + 𝜇 cos𝜙3)

cos𝜙3 − 𝜇 sin𝜙3
, (20)

Обозначим через 𝜙𝑐𝑟𝑖𝑡 угол, при котором знаменатель (20) равен нулю,
т.е cos𝜙𝑐𝑟𝑖𝑡 = 𝜇 sin𝜙𝑐𝑟𝑖𝑡 В главе показано, что чем меньше верхняя граница
углового ускорения, тем больше фаза покоя, то есть тем меньше угол 𝜙3,
с уменьшением которого снижается значение знаменателя, и соответственно
растет абсолютное значение |𝜙′′

𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑|.
Для случая симметричного ограничения на угловое ускорение верхняя

граница на 𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, определяется таким значением 𝜙3, что 𝜙′′

𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑 = −𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, то

есть во время остановки для обеспечения покоя, маятнику необходимо тор-
мозиться с минимально допустимым ускорением.

Для случая с односторонним ограничением верхняя граница 𝜙′′
𝑚𝑎𝑥

определяется равенством 𝜙3 = 𝜙𝑐𝑟𝑖𝑡.
В главе показано, что для каждого типа ограничений на управление

можно брать сколь угодно большой коэффициент трения и движение, опре-
деленное рассматриваемыми законами управления, будет реализуемо.

Для обоих типов ограничений на управление показано, что существует
граничное минимальное значение коэффициента трения (при фиксированном
значении ограничения на угловое ускорение), при котором рассматриваемое
движение осуществимо. Его значение определяется так же исходя из условий
не выхода за ограничения на фазе покоя, в случае двустороннего ограниче-
ния 𝜙′′

𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑 ≥ −𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, в случае одностороннего 𝜙3 = 𝜙𝑐𝑟𝑖𝑡. Отметим также, что

в случае одностороннего ограничения, если не менять закон управления, мо-
жет случится так, что на фазе движения без трения робот будет вынужден
поехать назад, до достижения верхней границы на угловое ускорение. В этом
случае необходимо скорректировать закон управления так, чтобы участок
движения без трения заканчивался раньше.

Заключение к третьей главе. В третьей главе проведен анализ до-
пустимых значений 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥 при фиксированном значении 𝜇 и наоборот, грани-
цы коэффициента трения 𝜇 при фиксированном 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥, для которых получен-
ный режим реализуем. Показано, что сверху эти параметры не ограничены, а
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снизу, наоборот, существует ограничение, определенное условиями на начало
фазы покоя.

В четвертой главе диссертации рассматривается управление с сим-
метричным ограничением на угловое ускорение. И в некотором классе дви-
жений доказывается оптимальность полученного закона управления с точки
средней скорости робота.

Сначала в главе доказывается следующая теорема.

Теорема 1. Для рассматриваемого робота при заданных начальных усло-
виях, при движении корпуса (𝑥′ > 0) для всех положений маятника 𝜋 ≤
𝜙 ≤ 2𝜋 максимально возможное ускорение обеспечивает максимум скоро-
сти центра масс 𝑋 ′

𝑐𝑟.

Доказательство теоремы 1 состоит из следующих шагов:

1. Сначала в качестве отдельной леммы показано, что управление вида
𝜙′′ = 𝑎 обеспечивает большую скорость центра масс, чем 𝜙′′ = 𝑏, где
𝑎 > 𝑏, 𝑎, 𝑏−константы.

2. В качестве следствия из предыдущего шага показано также, что управ-
ление вида 𝜙′′ = 𝑎 даст большую скорость центра масс, чем управление
вида 𝜙′′ = 𝑎 до некоторого угла 𝜙*, и 𝜙′′ = 𝑏 - после этого угла (𝑎 > 𝑏,
𝑎, 𝑏−константы).

3. Далее в форме отдельной леммы доказано, что управление вида 𝜙′′ = 𝑎

даст большую скорость центра масс, чем управление вида 𝜙′′ = 𝑏 до
некоторого угла 𝜙*, и 𝜙′′ = 𝑎 - после этого угла (𝑎 > 𝑏, 𝑎, 𝑏−константы).

4. На основании ранее доказанных пунктов сделано обобщение для доказа-
тельства утверждения теоремы 1.

Следствие 1. Для рассматриваемого робота при заданных начальных усло-
виях, при движении корпуса (𝑥′ > 0) для всех положений маятника 0 ≤
𝜙 ≤ 𝜋 минимально возможное ускорение обеспечивает максимум скорости
центра масс 𝑋 ′

𝑐𝑟.

Доказательство следствия для участка движения робота от 𝜙 = 0 до
𝜙 = 𝜋 аналогично доказательству самой теоремы 1. Для доказательства ис-
пользуется переход в обратное время, остальные рассуждения такие же.

Рассмотрим случай, когда заданы граничные значения фазовых пе-
ременных, и определим управление между ними такое, что скорость центра
масс системы максимальна. Сформулируем следующую теорему:

Теорема 2. Если для рассматриваемого робота:
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1. при положении 𝜙 = 𝜙2 его угловая скорость 𝜙′ = 𝜙′
2 и скорость корпуса

𝑥′ = 𝑥′2, такие что 𝑁(𝜙2, 𝜙
′
2, 𝜙

′′
𝑚𝑎𝑥) = 0, (cos𝜙2 + 𝜇 sin𝜙2) > 0 и 𝜙′

2 =√︀
2(1 + cos𝜙2)| csc𝜙2|,

2. при положении 𝜙 = 𝜙1 + 2𝜋 угловая скорость маятника и скорость
корпуса равны 𝜙′

1 и 𝑥′1, соответственно, такие что 𝑁(𝜙1, 𝜙
′
1,−𝜙′′

𝑚𝑎𝑥) =

0, и 𝜙′
1 =

√︀
2(1 + cos𝜙1)| csc𝜙1|,

3. полагаем, что 𝑥′1 и 𝑥′2 определяются управлением (17),

4. при управлении 𝜙′′ = 𝜙′′
𝑚𝑎𝑥 для участка движения после угла 𝜙2 оста-

новка корпуса происходит до вертикального положения маятника 𝜙 =

2𝜋,

5. 𝜙′′
𝑚𝑎𝑥 > 𝜇,

то для каждого положения угла 𝜙2 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙1 + 2𝜋 максимальную
скорость центра масс корпуса 𝑋 ′

𝑐𝑟 будет обеспечивать следующее управле-
ние:

1. 𝜙′′ = 𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, 𝜙2 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙3

2. 𝜙′′ = 𝜇+𝜙′2(sin𝜙+𝜇 cos𝜙)
cos𝜙−𝜇 sin𝜙 , 𝜙3 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙4

3. 𝜙′′ = 𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, 𝜙4 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙5

4. 𝜙′′ = −𝜙′′
𝑚𝑎𝑥, 𝜙5 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙1 + 2𝜋

Здесь углы переключения между участками управления те же, что и
ранее, определенные управлением (17).

Доказательство этой теоремы состоит из четырех шагов:

1. Показано, что на фазе покоя при заданных граничных значениях управ-
ление строится из следующего соображения: сначала максимальный раз-
гон маятника, потом - максимальное торможение.

2. Показано, что выбор управления 𝜙′′ = 𝜙′′
𝑚𝑎𝑥 будет давать наибольшее

значение 𝑋 ′
𝑐𝑟 для всех углов 𝜙2 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙3. Рассуждения для последнего

участка управления (𝜙5 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙1 + 2𝜋) будут аналогичны.

3. Далее в качестве отдельной леммы доказано, что при известных началь-
ных условиях фазы покоя и при известном конечном угле и угловой ско-
рости рассматриваемого участка (не обязательно конца фазы покоя) для
всех промежуточных углов предложенное управление обеспечивает мак-
симум скорости центра масс.
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4. После этого при помощи доказанных пунктов обосновано утверждение
теоремы.

Далее в качестве отдельной теоремы в четвертой главе доказывается,
что полученное управление оптимально на всем участке движения при задан-
ных начальных условиях по всем фазовым переменным. То есть из условий
теоремы 2 убирается точка конца рассматриваемого участка и управление
рассматривается за период, это значит, что добавляется пятый участок - дви-
жение с нулевым трением.

В главе также при помощи отдельной леммы убирается необходимость
знания начальной угловой скорости маятника 𝜙′

2 при 𝜙 = 𝜙2, таким образом
расширяя класс движений, для которых полученное управление обеспечивает
максимум скорости центра масс системы для каждого положения маятника.

Заключение к четвертой главе В главе показано, что в рассмат-
риваемом классе движений для максимизации средней скорости корпуса тре-
буется реализовать следующую стратегию управления: на фазе движения
корпуса при движении маятника вверх требуется максимально тормозить ма-
ятник в рамках ограничений задачи, а при прохождении маятником второй
половины оборота (т.е. при движении маятника вниз) требуется максимально
разгонять маятник.

Кроме того, для случая с симметричным ограничением на угловое
ускорение рассматривается вопрос об оптимальности. В работе доказано, что
в случае, если начальный угол и скорость корпуса заданы определенным об-
разом, то построенный режим оптимален с точки зрения максимизации сред-
ней скорости корпуса робота (или, что тоже самое, центра масс системы).

В пятой главе оценена работа, создаваемая двигателем, вращающим
маятник робота. Для расчета момента, была получена проекция ускорения
маятника в неподвижной системе координат на ось перпендикулярной оси
маятника и применен второй закон Ньютона.

𝑚𝑙𝜙+𝑚�̈� cos𝜙 = 𝐹 −𝑚𝑔 sin𝜙 (21)

Здесь через 𝐹 обозначена сила, произведенная двигателем. Тогда мо-
мент силы 𝐹 (𝑀𝐹 ) будет следующим:

𝑀𝐹 = 𝑙(𝑚𝑙𝜙+𝑚𝑔 sin𝜙+𝑚�̈� cos𝜙) (22)

В главе рассматривалось три метода подсчета работы: Рассмотрим три
класса движения, которые определяют расчет проделанной работы:

1. Разгон и торможение маятника обеспечиваются вращающей силой:
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𝐴𝐹1 =

∫︁ 𝑡+𝑇

𝑡
|𝑀𝐹 | * 𝜙′𝑑𝑡 (23)

2. Разгон маятника обеспечивается вращающей силой, в то время как тор-
можение обеспечивается за счет других внешних ресурсов:

𝐴𝐹2 =

∫︁ 𝑡+𝑇

𝑡
𝑚𝑎𝑥(𝑀𝐹 , 0) * 𝜙′𝑑𝑡 (24)

3. При движении происходит рекуперация энергии, то есть ускорение яв-
ляется положительной работой вращающей силы, а торможение - отри-
цательной. В этом случае работа вращающей силы будет следующей:

𝐴𝐹3 =

∫︁ 𝑡+𝑇

𝑡
𝑀𝐹 * 𝜙′𝑑𝑡 (25)

Для каждого из рассматриваемых подходов было произведено числен-
ное сравнение затрат, деленных на период. Все рассмотренные в главе прин-
ципы управления показали преимущество по сравнению с релейным законом,
которые упоминался ранее в первой и второй главе.

Особенно это преимущество велико для третьего случая с рекупераци-
ей энергии. Для этого случая в пятой главе аналитически показано равенство
работы двигателя и работы силы трения. Такой вывод поясняет полученные
численные результаты, поскольку режимы управления, разработанные в рам-
ках диссертации обеспечивают при движении корпуса максимально большой,
в рамках ограничений, промежуток, где трение равно нулю. Торможение и
разгон корпуса (участки, где работа силы трения не нулевая), наоборот, про-
исходят наискорейшим образом.

Заключение к пятой главе. В пятой главе проведен анализ работы
силы, обеспечивающей вращение маятника. Представлено численное сравне-
ние энергетических затрат при различных режимах управления и показано,
что предложенные в работе законы управления обеспечивают более энерго-
эффективное перемещение по сравнению с релейным законом управления.

В шестой главе описан метод обеспечения возврата движения на ре-
жим движения при рассматриваемых законах управления, в том числе выход
на предложенный режим с нулевых начальных условий (𝑥 = 0, 𝑥′ = 0, 𝜙 =

0, 𝜙′ = 0), а также выход с начальных условий, где 𝜙′ > 0.
Кроме того, в этой главе рассмотрен случай, когда коэффициент тре-

ния 𝜇 заранее неизвестен, исследуется вопрос об автоадаптации алгоритма
управления и определении правильного значения 𝜇.
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При численном моделировании в режимах управления (17) и (18) под-
разумевается, что почти все точки переключения между фазами определяют-
ся заранее, исключение составляет момент остановки корпуса робота - пере-
ход на фазу покоя. Полагаем, что есть возможность измерять скорость кор-
пуса и, таким образом, отслеживать остановку корпуса для смены режима
управления.

Для обеспечения возврата режима при небольших отклонениях была
введена коррекция по измерениям, по которой происходит коррекция управ-
ления на каждом шаге. Коррекция заключается в следующем: на момент
остановки робота снимаются показания угловой скорости и угла положения
маятника, зная эти данные и угол, и угловую скорость маятника для начала
движения без трения (𝜙1 и 𝜙′

1), можно переопределить угол 𝜙*. Где через 𝜙*

обозначен угол переключения с 4-го участка управления на 5-ый из уравне-
ний (17).

Для управления (18) на каждом обороте маятника переопределяется
угол переключения с покоя на движение 𝜙1.

Таким образом, при движении с построенным управлением, предпола-
гается наличие коррекции по измерениям 𝜙, 𝜙′ и 𝑥′, при этом эта коррекция
осложнена тем, что в момент остановки необходимо сделать перерасчет угла
переключения между участками управления на фазе покоя.

Рассмотрим режим выхода на заданное управление с нуля для случая
управления (18).

Первым шагом старта выбирается третье управление из системы (18) -
движение с ускорением, обеспечивающим равенство нулю уравнения на конус
трения с максимальным значением силы трения (14). Точка переключения
на следующий участок определяется достижением ограничения 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥. Отме-
тим, что эта точка может быть рассчитана заранее и измерения угла для ее
определения здесь не требуется. Далее происходит переключение на четвер-
тый участок управления из системы (18) (угловое ускорение максимально),
движение по этому управлению происходит вплоть до того момента, пока не
будет угловая скорость достаточно большой, чтобы выйти на первый участок
управления (18). При этом, на участке движения с максимальным ускорени-
ем корпус робота может сначала покоиться, а потом начать движение. Далее
происходит переход на управление с нулевым трением (𝑁 = 0), пока расчет-
ное угловое ускорение не достигнет значения 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥. Затем режим управления
аналогичен второму участку из (18), переключение также определяется оста-
новкой корпуса. После этого цикл повторяется.
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(a) Рост скорости корпуса робота
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(b) Рост скорости центра масс системы
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Рис. 3: Зависимость скорости робота от 𝜙

Для осуществления данного управления нужно получать измерения
угла и угловой скорости маятника, а так же скорости корпуса для определе-
ния момента его остановки.

На графиках a и b рисунка 3 показана зависимость скорости корпуса
(а) и скорости центра масс системы (b) от 𝜙 для описанного выше управления.
Здесь и далее численные параметры при моделировании совпадают с (19),
ограничение на угловое ускорение 𝜙′′

𝑚𝑎𝑥 = 100/49, а 𝜇 = 0.5.
Горизонтальная линия на графике b соответствует скорости центра

масс робота на начало участка движения без трения для периодического ре-
жима. Видно, что найденное управление через несколько циклов приводит
среднюю скорость центра масс к нужной величине.

Оба графика свидетельствуют о том, что такой режим может разо-
гнать систему до периодического режима, найденного ранее.

В шестой главе также показано, что такой режим выхода на по-
строенное управление позволяет начинать движение с любых условий вида
𝜙0 = 0, 𝜙′

0 ≥ 0, 𝑥− ∀, 𝑥′0 = 0.
Рассмотрим теперь случай с переменным или неверно заранее опреде-

ленным коэффициентом трения 𝜇.
В работе показано, что если можно получать измерения и по 𝑥′′ в мо-

мент остановки робота, то можно разрешить уравнение (13) относительно
𝜇, подставив туда значения всех величин, и получить действительное значе-
ние коэффициента трения. После остановки корпуса происходит перестроение
управления с учетом полученного 𝜇.

При наличии измерений по 𝑥′′ во время остановки и измерений необ-
ходимых для обеспечения возврата на построенный режим при отклонениях
(как было показано выше), при изменении коэффициента трения во время
движения, и при наличии отличия между известным и действительным ко-
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(a) Неверное априорное знание 𝜇
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(b) Переменное значение 𝜇
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Рис. 4: Зависимость скорости центра масс робота от 𝜙

эффициентом трения, были построены графики зависимости скорости центра
масс робота от угла 𝜙 (рисунок 4). Все численные параметры такие же, как
и ранее.

Начальные условия такие, чтобы обеспечивался периодический режим
при априорном значении 𝜇 = 0.5. Реальное значение 𝜇 = 0.9 (рисунок a). На
втором рисунке сначала действительное значение 𝜇 = 0.9, а потом 𝜇 становит-
ся равным 0.5 (то есть действительное значение 𝜇 - переменное). Видно, что
существующей коррекции по измерениям достаточно для того, чтобы обес-
печить переход системы к стационарным режимам движения при различных
𝜇.

Все точки переключения системы отслеживаются во время движения
системы и поэтому могут адаптироваться к внешним изменениям. Таким об-
разом, полученное управление позволяет перемещаться по различным по-
верхностям с сухим трением и допускает начальное ошибочное измерение
коэффициента сухого трения 𝜇.

Заключение к шестой главе. В шестой главе представлены алго-
ритмы для устранения малых отклонений движения системы от предложен-
ного режима, а также алгоритм выхода на полученный режим движения из
состояния покоя.

Кроме того показано, что для алгоритма, обеспечивающего выход на
построенный режим, можно также не знать правильного значения коэффи-
циента трения 𝜇, в процессе движения алгоритм ”определит” действительное
значение этого параметра и перестроит управление соответственно.

В заключении описаны основные результаты работы.
В приложении рассмотрен случай, когда нулевое значение трения на

любом участке фазы движения (как в законах управления из первой и вто-
рой главы) не представляется возможным. Представлена соответствующая
модификация закона управления. Также показано, что при таком управле-
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нии существует набор характеристик корпуса робота, при котором робот не
будет опрокидываться.
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