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МЕТОДИКА И МЕТОДОЛОГИЯ ОБУЧЕНИЯ

Развитие методики преподавания, совер-
шенствование учебников и учебных по-

собий, создание математических и компьютерных 
моделей дидактических систем требуют оценки 
дидактических характеристик различных эле-
ментов учебного материала (ЭУМ). В связи с этим 
немалый интерес представляет собой проблема 
оценки дидактической сложности (ДС) различ-
ных вопросов школьного курса математики. 

Оценка ДС находится на стыке следующих 
научных направлений:

  оптимизация учебников (Я.А. Микк [5]);
  измерение сложности решения учебной за-

дачи (Г.А. Балл [1], А.В. Гидлевский [2]);
  формирование мыслительных операций у стар-

шеклассников (Н.Н. Поспелов, И.Н. Поспелов);
  применение метода контент-анализа для оценки 

сложности учебных текстов (Р.В. Майер [3, 4]);
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Аннотация
Сложность учебного материала пропорциональна времени (или количеству слов), требующемуся для объяснения этого материала уче-
нику с заданным уровнем знаний. Для оценки сложности некоторых вопросов школьного курса математики использовались метод раз-
ложения операций на элементарные действия и метод парных сравнений, а также проводился контент-анализ параграфов учебника. 
При этом учитывались: объем параграфа; количество математических символов в формулах; количество новых понятий, не входящих 
в  заданный уровень знаний; информационные объемы их определений. В  результате оценки дидактической сложности 27 параграфов 
школьного курса математики установлено, что за время обучения в школе сложность вопросов по математике возрастает примерно 
в 150–200 раз.
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Abstract
The complexity of an educational material is proportional to time (or quantity of words), which is necessary for an explanation of this material to the 
schoolchild with the given level of knowledge. For the estimation of the complexity of some issues of the mathematics school course the method of de-
composition of operations on elementary actions, the pair comparisons method were used, and the content-analysis of some paragraphs of textbook 
was carried out. Thus it was taken into account: the information volumes of the paragraph; the quantities of mathematical symbols in the formulas; the 
quantities of the new terms which are not included in given level of knowledge; the information volumes of their defi nitions.As a result of the estimation 
of the didactic complexity of the 27 paragraphs of the school mathematics course we established: during training at school the complexity of issues on 
mathematics grows approximately in 150-200 times.
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  «свертывание» и «развертывание» знаний 
и операций (С.И. Шапиро [9]). 
Цель настоящего исследования состоит в раз-

работке метода оценки сложности различных во-
просов школьного курса математики и ответе 
на вопрос: во сколько раз увеличивается сложность 
учебного материала по мере обучения в школе? 
В его основе лежат системный подход [6], методо-
логия мягких систем [8], математические методы 
в гуманитарных исследованиях, семантический 
подход к измерению информации [10].

Проблемой оценки сложности ЭУМ занима-
лись различные исследователи [1, 2, 5]. Так, 
А.М. Сохор [5] для оценки сложности текста 
делил понятия на знакомые (житейские) и не-
знакомые (научные). К знакомым были отнесе-
ны понятия, которым в учебнике не дается опре-
делений. Из текста выписывались все незнакомые 
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раций), выражающихся через простые поня-
тия (элементарные операции).
При свертывании учебной информации и вы-

полняемых операций происходит их аналитико-
синтетическая переработка; это приводит к по-
вышению плотности информации, усвоению 
терминов, имеющих высокую информационную 
емкость, автоматическому выполнению более слож-
ных операций. Примерами свертывания инфор-
мации является использование математических 
символов вместо понятий «функция», «аргумент», 
«производная», «интеграл», применение операций 
умножения, деления, дифференцирования, интег-
рирования и т.д. Чем выше степень свертывания 
информации, а значит, и ее плотность, тем больше 
ДС рассматриваемого ЭУМ. 

Оценить ДС ЭУМ по абсолютной величине 
не так просто, легче определить во сколько раз 
один ЭУМ сложнее другого. Для этого удобно 
использовать метод парных сравнений. Пред-
положительно ДС различных ЭУМ из первого 
и 11-го классов отличаются в десятки или сотни 
раз, поэтому их неудобно сравнивать непосред-
ственно. Однако возможно сопоставить ЭУМ 
из первого класса с ЭУМ из второго, ЭУМ из вто-
рого класса с ЭУМ из третьего и т.д.; при этом 
получится последовательность ЭУМ, соседние 
элементы которой отличаются незначительно. 
Это позволит сравнить между собой все ЭУМ 
школьного курса математики и ответить на во-
прос во сколько раз ЭУМ из 11-го класса слож-
нее, чем ЭУМ из 5-го класса. Пятикласснику 
невозможно объяснить, что такое производная 
или интеграл, однако можно представить, как 
учитель дает объяснение этого понятия один-
надцатикласснику, а затем объясняет данный 
вопрос, используя понятия, известные ученику 
десятого класса, затем объясняет то же самое 
на уровне девятого класса и т.д. Количество слов 
в таком объяснении с учетом определений новых 
понятий пропорционально сложности оценива-
емого ЭУМ. 

Определение сложности путем 
разложения ЭУМ на отдельные 
операции

На уроках математики в 1–8-х классах школь-
ники изучают различные операции с числами, 
решают уравнения и другие задачи, сводимые 
к выполнению некоторого алгоритма, опреде-
ленной последовательности элементарных дей-
ствий. Сложность алгоритма определяется числом 
составляющих его операций и пропорциональ-

для ученика понятия, которые вводятся в учеб-
нике, и тут же записывались их определения. 
Так поступают до тех пор, пока в определениях 
не останутся только знакомые понятия. Коли-
чество записанных определений показывает 
информационную глубину текста. Г.А. Балл, 
обсуждая проблему оценки сложности и труд-
ности учебных задач в [1], ввел понятия интег-
ральной и дифференциальной трудности, а также 
коэффициента сложности, который пропорци-
онален среднему времени выполнения операции 
данного вида. Используя алгоритмический под-
ход, он определял сложность задачи как сумму 
коэффициентов сложности последовательно 
выполняемых операций [1]. 

Разложим школьный курс математики на от-
дельные ЭУМ, совпадающие с параграфами учеб-
ников. Каждый ЭУМ соответствует доказатель-
ству некоторого утверждения или решению 
определенного класса задач и предусматривает 
изучение некоторой теории, овладение опреде-
ленной последовательностью интеллектуальных 
действий. Учебный текст содержит формулы 
и рисунки и является многомерным объектом, 
характеризующимся большим количеством ве-
личин. Поэтому проблема оценки и сравнения 
ДС различных ЭУМ достаточно сложна и может 
быть решена различными способами [3, 11]. 

С практической точки зрения важно, чтобы 
дидактическая сложность была связана с каки-
ми-то объективными характеристиками учеб-
ного процесса; ими могут быть: 

  время изучения соответствующего ЭУМ; 
  количество слов, которое должен произнести 

учитель, чтобы объяснить данный ЭУМ; 
  плотность учебной информации с  учетом 

степени свернутости и формализации.
Последняя характеристика хороша тем, что 

не зависит от объема ЭУМ и тесно связана с уров-
нем математической подготовки школьников; 
ее среднее значение возрастает по мере обучения 
в школе.

В рамках используемой теоретической моде-
ли сложность конкретного ЭУМ зависит от: 

  объема ЭУМ, т.е. минимального количества 
слов, которые нужно произнести (операций, 
которые следует выполнить), чтобы объяснить 
данный ЭУМ (решить соответствующую за-
дачу);

  уровня абстрактности, количества матема-
тических символов, формул и объектов, изо-
браженных на рисунках; 

  степени свертывания информации, которая 
характеризуется долей новых понятий (опе-
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на времени исполнения. Поэтому для оценки 
ДС того или иного ЭУМ следует учитывать ко-
личество элементарных действий, которое не-
обходимо совершить, чтобы решить соответ-
ствующую задачу. В младших классах на каждом 
уроке математики ученики решают большое 
количество однотипных задач; показателем слож-
ности ЭУМ является плотность учебной инфор-
мации Di в одной типовой задаче. Для определения 
минимального Smin и максимального Smax  значений 
ДС нами также использовался метод парных срав-
нений, заключающийся в сопоставлении различ-
ных ЭУМ друг с другом. При этом анализировалось 
учебное пособие для поступающих в вузы [7], 
содержащее краткое и системное изложение всех 
вопросов школьного курса математики. 

Содержание некоторых ЭУМ и приблизи-
тельные значения их ДС приведены ниже:

1. Сложение однозначных натуральных чисел 
(0–9): 3 + 5 = 8. Отсчитывают и выкладывают 
три счетные палочки, к ним добавляют пять 
палочек. Пересчитывают количество счетных 
палочек, ответ: восемь. Сложность S  1.

2. Вычитание однозначных натуральных чисел 
(0–9): 9  4 = 5. Выкладывают девять счетных 
палочек, убирают четыре. Ответ: пять. Сложность 
S  1,1 1,3.

3. Сложение двузначных натуральных чисел: 
26 + 53 = 79. Складывают по отдельности еди-
ницы и  десятки с  учетом переноса единицы 
в старший разряд. Ученики должны уметь счи-
тать до 100. Сложность S  2,3 2,7.

4. Умножение однозначных натуральных чисел 
(0–9): 5 · 7 = 35. Находят сумму пяти семерок, 
результат равен 35. Средняя сложность S  4 5.

5. Умножение двузначных натуральных чисел 
(10–99): 23 · 46 = 1058. Числа 23 и 46 записыва-
ют столбиком, 23 умножают на 6, затем 23 ум-
ножают на 4, добавляют 0. Результаты склады-
вают. Сложность S  9 11. 

6. Деление трехзначного числа на двузначное 
столбиком: 378/14 = 27. Подбирают целое x1  2 
так, чтобы x1 · 14  28. Вычитают 37  28 = 9. 
Сносят 8, получается 98. Подбирают целое x2  7 
так, чтобы x2 · 14  98. Сложность S  12 14.

7. Сложение и вычитание дробей с одинако-
выми знаменателями: 13/67 + 24/67 = 37/67. Общая 
черта дроби, числители складывают. Сложность 
S  4,2 4,9.

8. Сложение и вычитание дробей с разными 
знаменателями: 12/5 + 2/7 = 94/35. Первую дробь 
умножают на 7, вторую — на 5. Числители скла-
дывают, знаменатели одинаковые. Четыре ум-
ножения, одно сложение. Сложность S  14 18.

9. Деление обыкновенных дробей: (3/5) : (6/8) = 
= 24/30. Вторую дробь переворачивают; числители 
и знаменатели перемножают. Сложность S  7 9.

Результаты приблизительной оценки гранич-
ных значений Smin и Smax  дидактической слож-
ности 15 ЭУМ из курса математики представле-
ны в  табл. 1. Из  нее следует, что за  время 
обучения в 1–8-х классах сложность изучаемых 
вопросов (ЭУМ) возрастает в 35–45 раз. 

Оценка сложности ЭУМ 
методом контент-анализа

ЭУМ, изучаемые в старших классах, содержат 
сложные термины и логические рассуждения. 
Поэтому для оценки их ДС следует использовать 
другой подход, состоящий в анализе соответ-

Таблица 1

Приблизительная оценка сложности некоторых ЭУМ (1–8 классы)
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ствующего учебного текста, подсчете слов-мар-
керов, математических символов, новых понятий 
и т.д. Под информационным объемом Vi i-того 
ЭУМ будем понимать минимальное количество 
значимых слов, которые необходимо произнести, 
чтобы передать всю информацию, заключенную 
в данном ЭУМ.

Для его определения: 
  заменяют текст ЭУМ T0 эквивалентным тек-

стом T1 минимальной длины, содержащим 
ту же информацию; 

  заменяют рисунки и формулы их словесным 
описанием минимальной длины T2, T3, T3, … 
либо перечисляют все изображенные объек-
ты и символы; 

  подсчитывают количество слов в текстах T1, 
T2, T3, ….
Для измерения приведенного информаци-

онного объема Wi выбранного ЭУМ следует: 
  задать уровень знаний (или систему понятий, 

усвоенных учеником), относительно которо-
го определяется ДС; 

  выписать определения новых понятий, ис-
пользующихся в данном ЭУМ, которые уче-
нику неизвестны, а также подсчитать коли-
чество их использований; 

  умножить количества слов в определениях 
новых понятий на число их использований, 
и все эти произведения сложить с Vi. 
В нашем случае уровень Z зададим так: ученик 

владеет арифметическими операциями с дей-
ствительными числами, знает понятия «коор-
динатная плоскость», «квадрат числа», «модуль». 
Понятия «степень», «корень», «логарифм», «пре-
дел» и т.д. ученику неизвестны.

В качестве примера оценим сложность сле-
дующего текста: 

«Определенный интеграл на участке [a; b] 
находится так:

 


b

a N
dxxf lim)( ,)(

1




N

i
i xxf ,/)( Nabx 

где f(x) — подынтегральная функция; a и b — 
пределы интегрирования». 

Заменим его словесным описанием: «Опреде-
ленный интеграл на участке [a; b] находится 
так: интеграл от a до b от функции f(x) по dx 
равен пределу суммы N произведений значений 
функции от xi на x при N, стремящемся к бес-
конечности. Приращение x равно b минус a, 
деленное на N. Здесь f(x) — подынтегральная 
функция, a и b — пределы интегрирования». Его 
информационный объем V  43 слова. Расшиф-

руем понятия «интеграл», «предел», «функция»: 
«Интеграл — сумма бесконечно большого числа 
бесконечно малых величин. Интеграл равен пло-
щади криволинейной трапеции, ограниченной 
графиком функции, осью абсцисс, пределами ин-
тегрирования a и b. Предел функции при х, стре-
мящемся к A, равен B, если при x  A разность 
f(x)  B стремится к нулю. Функция — зависи-
мость переменной y от аргумента x, при котором 
каждому значению аргумента соответствует 
не более одного значения функции. Аргумент — 
независимая переменная х». Объем определений — 
58 слов. Приведенный информационный объем 
рассматриваемого текста W  101 равен общему 
количеству значащих слов и символов в тексте 
и определениях. Так как W > V, то имеет место 
свертывание информации. Для первого ЭУМ 
«Сложение натуральных чисел» из таблицы 1 W1 
 V1, свертывание информации отсутствует. 

Предлагаемый метод оценки ДС сложных 
ЭУМ состоит из следующих этапов:

1) определить объем Vi i-го ЭУМ, для этого 
подсчитать количество значимых слов, включая 
математические символы и объекты, изображен-
ные на рисунках. Формулы и рисунки заменить 
краткими текстами, передающими содержащу-
юся в них информацию;

2) для i-го ЭУМ выписать новые (относитель-
но уровня Z) понятия, подсчитать их количество 
Pi. Для каждого понятия определить число ис-
пользований ni,r(r  1, 2, …, Pi) написать опре-
деление и установить его объем vi,r в словах;

3) определить суммарный объем всех пояс-
нений, складывая произведения vi,r ni,r. Найти 
приведенный объем Wi по формуле 





iP

r
ririii nvVW

1
,,

.... ,,2,2,1,1, ii PiPiiiiii nvnvnvV 

4) подсчитать количество Mi — математиче-
ских символов, входящих в ЭУМ, и вычислить 
коэффициент формализации, показывающий, 
какую часть от общего объема ЭУМ Vi состав-
ляет «формульная» информация: Ki

ф  Mi/Vi 
(0  Ki

ф  1);
5) для определения степени свернутости ин-

формации Ki следует приведенный объем Wi сложить 
с числом математических символов Mi, умножен-
ных на весовой коэффициент a, и разделить на общий 
объем текста: Ki

ф Wi + aMi/Vi (Ki
ф  1). Чем боль-

ше новых понятий и символов в тексте, тем выше 
степень свернутости информации;

dx
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6) для каждого i-го ЭУМ рассчитать количество 
информации Ii = WiKi

c(1 + bKi
ф). Плотность учеб-

ной информации  может рассматриваться как 
характеристика сложности соответствующего ЭУМ.

Весовые множители a и b позволяют регули-
ровать степень влияния коэффициентов сверну-
тости Ki и формализации Ki

ф на величины Ii  и Di
Как показали расчеты, выполненные в Excel, 

варьирование a и b в пределах 1–3 приводит 
к изменению Ii, но существенно не отражается 
на отношениях Di/Dj. Поэтому будем считать, 
что a = b = 1. 

Результаты оценки ДС некоторых ЭУМ из учеб-
ного пособия [7] представлены в таблице 2, ко-
торая содержит столбцы: 

1) номер по порядку i; 
2) название параграфа (ЭУМ); 
3) объем Vi ЭУМ в словах; 
4) число математических символов Mi в фор-

мулах; 
5) приведенный объем Wi i-го ЭУМ; 
6) коэффициент свернутости информации Ki

c;
7) коэффициент формализации Ki

ф; 
8) количество новой информации Ii в условных 

единицах относительно выбранного уровня Z; 
9) плотность учебной информации Di, харак-

теризующая ДС ЭУМ; 
10) нижняя граница сложности Smin после 

согласования с табл. 1; 
11) верхняя граница сложности Smax.
Рассмотрим пятый ЭУМ «Предел функции, 

его свойства» (см. табл. 2). Общий объем, вклю-
чая математические символы и объекты, изо-
браженные на рисунках V5 = 309 слов. Исполь-
зуются новые (по  отношению к  уровню Z ) 
понятия: «функция» (v5,1 = 18, n5,1 = 26), «предел» 
(v5,2 = 40, n5,2 = 21), «график» (v5,3 = 33, n5,3 = 1), 

«степень» (v5,4 = 2, n5,4 = 38). Формулы содержат 
M5 = 192 символа, приведенный объем W5 = 
1726. Таблица 2 содержит коэффициенты K5

c и 
K5

ф, количество учебной информации I5 и ее 
плотность D5. Чтобы согласовать данные в таб-
лицах 1 и 2, умножим все Di на один и тот же 
коэффициент: Si = 11,7Di; границы сложности 
ЭУМ из конца таблицы 1 примерно соответствуют  
Smin = 0,9Si и Smax = 1,1Si и из начала табл. 2. Хотя 
результаты имеют погрешность 10%, можно 
утверждать, что за время обучения в школе слож-
ность учебного материала по математике возра-
стает в 150–200 раз. Из таблицы 2 также видно, 
что наибольшую степень свернутости инфор-
мации имеют ЭУМ «Первообразная. Неопреде-
ленный интеграл» и «Свойства определенного 
интеграла». Высокий коэффициент формализа-
ции имеют ЭУМ «Производные элементарных 
функций», «Определение дифференциала и его 
свойства», «Формула Тейлора», «Квадратичная 
функция». Расхождение в оценках ЭУМ «Реше-
ние полного квадратного уравнения» в таблицах 
1 и 2 объясняется тем, что в табл. 1 учитывает-
ся обоснование формул для нахождения корней 
уравнения, а в табл. 2 — нет.

Выводы
Определение ДС простых ЭУМ может быть 

осуществлено путем разложения сложных опе-
раций на элементарные действия, а также мето-
дом парных сравнений. Для сложных ЭУМ, изу-
чаемых в  старших классах, учебный текст 
следует дополнить определениями новых (отно-
сительно заданного уровня) понятий и затем 
подсчитать количество слов и математических 
символов. ДС характеризуется плотностью учеб-
ной информации, которая зависит от степени 

у р ( )

 

Таблица 2

Результаты оценки сложности некоторых ЭУМ (8–11 классы)



56 СТАНДАРТЫ И МОНИТОРИНГ В ОБРАЗОВАНИИ

МЕТОДИКА И МЕТОДОЛОГИЯ ОБУЧЕНИЯ

свернутости и формализации. В результате оцен-
ки 27 ЭУМ по математике из различных классов 
установлено, что их ДС за время обучения в школе 
возрастает в 150–200 раз. В частности, получается, 
что ЭУМ «Квадратный корень и его преобразова-
ния» в три-четыре раза сложнее ЭУМ «Умножение 
двузначных натуральных чисел», а ЭУМ «Свойства 
определенного интеграла» в три с половиной — 
пять раз превышает ДС ЭУМ «Квадратичная функ-
ция». Это можно интерпретировать так: предста-
вим себе гипотетического ученика, поступившего 
в школу, который способен запоминать и усваивать 
всю сообщаемую ему информацию без повторения, 
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закрепления и перерывов на отдых (что невоз-
можно, так как обучение школьника должно про-
исходить поэтапно и включает в себя не только 
объяснения учителя, но и закрепление изученно-
го материала). Для того чтобы объяснить ему ЭУМ 
«Квадратный корень», потребуется в три-четыре 
раза больше времени (слов или усилий), чем для 
того, чтобы научить его умножать двузначные 
натуральные числа. Применяемые в настоящей 
работе методы являются эвристическими и не 
допускают строгого обоснования [8]; их правиль-
ность проверяется соответствием результатов 
педагогической практике. 


