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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Ïîäñòàíîâêè (áèåêòèâíûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ) íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Pm íàä ïîëåì Ãàëóà P = GF(q) àêòèâíî

èçó÷àþòñÿ â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè, è â òîì ÷èñëå â òåîðèè çà-

ùèòû èíôîðìàöèè. ×àùå âñåãî ïîäñòàíîâêè èñïîëüçóþòñÿ êàê ýëåìåíòû ïðè

ïîñòðîåíèè óçëîâ ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè. Â ñåðåäèíå XX âåêà Ê. Øåííî-

íîì áûëè òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíû îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ê îòîáðàæåíèÿì,

ðåàëèçóåìûì â òàêèõ óçëàõ. Îíè ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðàêòè÷åñêîå âîïëîùå-

íèå è èçâåñòíû êàê ïðèíöèïû ïåðåìåøèâàíèÿ, ðàññåèâàíèÿ è óñëîæíåíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè ïîñòðîåíèè áèåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äàííûå òðå-

áîâàíèÿ îáåñïå÷èâàþòñÿ êîìïîçèöèåé íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ

òàáëè÷íî íàä ïîëåì GF(2), è ëèíåéíûõ ðàññåèâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Òàêîé ïîäõîä îáóñëîâëåí òåì, ÷òî èçâåñòíî íå äîñòàòî÷íî òåîðåòè÷åñêè

îáîñíîâàííûõ êëàññîâ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé. Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëå-

äîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ïîèñêà íîâûõ òåîðåòè÷åñêè îáîñíî-

âàííûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ êëàññîâ ïîäñòàíîâîê íà ïðîñòðàíñòâå áîëüøîé

ðàçìåðíîñòè, èìåþùèõ òðåáóåìûå êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ ïîäñòàíîâîê íà âåê-

òîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì Ãàëóà è ìîäóëå íàä êîëüöîì Ãàëóà áîëüøîé

ðàçìåðíîñòè, ïðåäñòàâèìûõ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íàä êîëüöîì Ãàëóà

è îïåðàöèåé âûäåëåíèÿ ðàçðÿäà ýëåìåíòà êîëüöà.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ. Â ñîâðåìåííûõ óçëàõ

ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè, ïîñòðîåííûõ ïî èòåðàöèîííîìó ïðèíöèïó, íà êàæ-

äîé èòåðàöèè ðåàëèçóåòñÿ áèåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

GF(2)m.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíî âû-

áðàííîå íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà ìàëîé ðàçìåðíîñòè (íà-

ïðèìåð 4 èëè 8) è ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà. Âûáîð òàêèõ ïðå-

îáðàçîâàíèé äëÿ èòåðàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, èñïîëüçóåìûõ â ñèñòåìàõ çà-
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ùèòû èíôîðìàöèè, èìåþùèõ òðåáóåìûå êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà, â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãèå

îòå÷åñòâåííûå è çàðóáåæíûå ñïåöèàëèñòû èçó÷àþò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ

íîâûõ êëàññîâ áèåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâî÷íûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ íàä áîëüøèì ïîëåì GF(2m) (íàïðèìåð, GF(2128)). Èçâåñòíû ñëå-

äóþùèå áàçîâûå êëàññû ïîäñòàíîâ÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ: Ãîëä-ôóíêöèè (Gold),

ôóíêöèè Êàñàìè (Kasami), ôóíêöèÿ îáðàùåíèÿ â ïîëå è ôóíêöèè Áðåêåí-

Ëåíäåð (Bracken-Leander).

Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ïîäñòàíîâîê ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ m

ïðîáëåìàòè÷íî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íå èçâåñòíû ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû èõ ðå-

àëèçàöèè, çà÷àñòóþ îòñóòñòâóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ, íåò âîçìîæíîñòè ïåðå÷èñëÿòü ïîäñòàíîâêè èç äàííîãî êëàññà.

Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïîäñòàíîâîê íà ïðîñòðàíñòâå îáóñëîâëåíà òåì,

÷òî â îáùåì âèäå ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëüíûõ

ñèñòåì ìíîãî÷ëåíîâ. Â òåîðèè èçâåñòíû åäèíè÷íûå ïðèìåðû òàêèõ êëàññîâ

îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì (ìíîãî÷ëåíû Äèêñîíà).

Ïðè ïîñòðîåíèè óçëîâ ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü

ïîêàçàëà òåîðèÿ ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ îòîáðàæåíèé íàä êîëüöàìè, êîòî-

ðàÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ îòå÷åñòâåííûìè ñïåöèàëèñòàìè. Â ðàáîòàõ Íå÷àå-

âà À.À.1 , Êóçüìèíà À.Ñ. 2, Êóðàêèíà Â.Ë., Õîíîëüäà Ò., ýòà òåîðèÿ ïðè-

ìåíÿåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîäîâ, ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è èõ

óñëîæíåíèé. Ïðè òàêîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèé âûñîêàÿ àëãåáðàè-

÷åñêèå ñòåïåíü ïðåîáðàçîâàíèÿ è áîëüøàÿ ëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü ïîëó÷àåìûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáåñïå÷èâàþòñÿ îòêðûòûì Íå÷àåâûì À.À. "ýôôåêòîì

ñàìîóñëîæíåíèÿ", êîòîðûé ñîñòîèò â òîì, ÷òî óñëîæíåíèå îáåñïå÷èâàåòñÿ

íåëèíåéíîñòüþ ôóíêöèè ïåðåíîñà â ñòàðøèé ðàçðÿä. Åù¼ îäíèì äîñòîèí-

ñòâîì òàêèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà èõ ðåàëèçàöèè íà ñîâðåìåííûõ

1Íå÷àåâ, À. À., Õîíîëüä, Ò. Ïîëíîâåñíûå ìîäóëè è ïðåäñòàâëåíèÿ êîäîâ // Ïðîáë. ïåðåäà÷è èíôîðì.

� Íîâîñèáèðñê. � 1999. � Ò.35. � �3. � Ñ.18�39.
2 Êóçüìèí, À. Ñ., Íå÷àåâ À.À. Ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûå êîäû è êîä Êåðäîêà íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì

Ãàëóà õàðàêòåðèñòèêè 2 // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. � 1994. � Ò. 49. � �5 (299). � Ñ.165�166.
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ïðîöåññîðàõ.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè ëèíåéíî ïðåäñòà-

âèìûõ îòîáðàæåíèé íàä êîëüöàìè ñòðîÿòñÿ íåëèíåéíûå ïîäñòàíîâêè íà ïðî-

ñòðàíñòâå âåêòîðîâ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè íàä ïîëåì Ãàëóà è ìîäóëå íàä êîëü-

öîì Ãàëóà. Êàæäàÿ èç ïîäñòàíîâîê ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñ ïîìîùüþ îä-

íîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ íàä êîëüöîì Ãàëóà è îïåðàöèè âûäåëåíèÿ ðàç-

ðÿäà â p-àäè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ýëåìåíòîâ êîëüöà Ãàëóà. Òàêèå ïîäñòàíîâêè

âñþäó äàëåå íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûìè. Â ñëó÷àå, êîãäà óêàçàí-

íîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðûì ëèíåéíûì àâòîíîìíûì

ðåãèñòðîì ñäâèãà íàä êîëüöîì Ãàëóà, ëèíåéíî ïðåäñòàâèìàÿ ïîäñòàíîâêà π

äîïóñêàåò ïðîñòóþ ïðîãðàììíóþ è àïïàðàòíóþ ðåàëèçàöèþ. Ïðè ýòîì áóäåì

íàçûâàòü ïîäñòàíîâêó π ðåêóðñèâíî-ïîðîæä¼ííîé.

Êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà íà ïðîñòðàíñòâå Pm íàä ïîëåì P = GF(q) èìååò

êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå π = (ψ1, . . . , ψm), ãäå ψj � êîîðäèíàòíûå ôóíê-

öèè, j ∈ 1,m. Äàëåå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäñòàíîâêà π íåëèíåéíà, åñëè õîòÿ

áû îäíà èç å¼ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé. Äëÿ

ñëó÷àÿ P = GF(2) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà îäíîé

èç êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé áîëüøå 1.

Ïðè èññëåäîâàíèè äèñêðåòíûõ îòîáðàæåíèé â çàùèòå èíôîðìàöèè îñ-

íîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïàðàìåòðàì: àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü

êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîñòè, ëèíåéíàÿ è ðàçíîñòíàÿ

õàðàêòåðèñòèêà, ïîêàçàòåëü âûðàâíèâàíèÿ, ëàâèííûé êðèòåðèé è åãî îáîáùå-

íèå, êîððåëÿöèîííàÿ èììóííîñòü è óñòîé÷èâîñòü, à òàêæå ïåðåìåøèâàþùèå

ñâîéñòâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ðåãóëÿðíóþ ïîäãðóïïó ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû

S(Ω), íàïðèìåð, ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû (Ω,+) èëè öèêëè÷åñêîé

ãðóïïû. Ïðèìåíåíèå îäíîé ïîäñòàíîâêè èç ñìåæíîãî êëàññà πΣ ìîæåò áûòü

ðàññìîòðåíî êàê îäèí ðàóíä èòåðàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (πΣ)k ⊂ S(Ω).

Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ è ðåàëèçàöèè ïðåîáðàçîâàíèé èòåðàòèâíîãî òè-

ïà ñîñòîèò â ïîèñêå òàêèõ ïîäñòàíîâîê π íà ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ íàä ïî-
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ëåì Ãàëóà èëè ìîäóëå íàä êîëüöîì Ãàëóà ðàçìåðíîñòè m, êîòîðûå äîïóñêà-

þò ïðîñòóþ è ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ, à òàêæå îáëàäàþò íåîáõîäèìûìè

êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Â äàííîé ðàáîòå ê òàêèì ñâîé-

ñòâàì îòíîñÿòñÿ:

- äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü m ïðîñòðàíñòâà (ìîäóëÿ) (m ≥ 64);

- íåëèíåéíîñòü ïîäñòàíîâêè π;

- ïîðîæäåíèå ñìåæíûì êëàññîì πΣ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû;

- 2-òðàíçèòèâíîñòü ñìåæíîãî êëàññà (πΣ)k ïðè íåáîëüøèõ k;

- ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòåïåíåé ìàòðèöû ïåðåõîäîâ ðàçíîñòåé

íåíóëåâûõ áèãðàìì 3 ê ðàâíîìåðíîé ìàòðèöå.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü ðàáîòû çàðóáåæíûõ èññëåäîâàòåëåé, â êî-

òîðûõ òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïîñîá ïðèáàâëåíèÿ ðàóíäîâîé êîíñòàíòû ïî

ìîäóëþ 2m, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîäñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå

äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû m.

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íîâûõ íåòðèâèàëüíûõ êëàññîâ

íåëèíåéíûõ ïîäñòàíîâîê íà ïðîñòðàíñòâå (ñâîáîäíîì ìîäóëå) áîëüøîé ðàç-

ìåðíîñòè, äëÿ êîòîðûõ ñìåæíûå êëàññû ïî ðåãóëÿðíîé ïîäãðóïïå ñèììåòðè-

÷åñêîé ãðóïïû èìåþò òðåáóåìûå êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Äîñòèæåíèå ïîñòàâëåííîé öåëè ïîòðåáîâàëî ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ íàó÷-

íûõ çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ.

1. Ñâåäåíèå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîäóëÿ íàä êîëü-

öîì Ãàëóà, èíäóöèðóþùèõ íåëèíåéíûå ïîäñòàíîâêè íà ïðîñòðàíñòâå íàä

ïîëåì Ãàëóà, ê çàäà÷å îïèñàíèÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ìíîãî÷ëåíîâ ñïå-

öèàëüíîãî âèäà íàä ïîëåì.

2. Ïîñòðîåíèå îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ìíîãî÷ëåíîâ, ñîñòîÿùèõ èç êâàäðà-

òè÷íûõ ôîðì ñïåöèàëüíîãî âèäà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2, êîòîðûå
3 Ãëóõîâ, Ì. Ì. Î ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðàõ, ñâÿçàííûõ ñ çàäàíèåì êîíå÷íûõ ãðóïï ñèñòåìàìè îáðàçóþùèõ

ýëåìåíòîâ/ Ì. Ì. Ãëóõîâ // Òð. ïî äèñêð. ìàòåì: Ò.1. � Ì.: ÒÂÏ, 1997. � Ñ.43�66.
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ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ëèíåéíî ïðåäñòàâèìîé ïîä-

ñòàíîâêè.

3. Îïèñàíèå êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ðå-

ãóëÿðíûì ïîäãðóïïàì ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåé-

íî ïðåäñòàâèìûì íàä êîëüöîì Ãàëóà ïîäñòàíîâîê:

- íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì Ãàëóà;

- íà ìîäóëå íàä êîëüöîì Ãàëóà, íå ÿâëÿþùèìñÿ ïîëåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè

ïîëîæåíèÿìè:

1. Âïåðâûå óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíûõ ïîäñòàíîâîê

áîëüøîé ñòåïåíè â âèäå êîìïîçèöèè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäó-

ëÿ íàä êîëüöîì Ãàëóà è ðàçðÿäíîé ôóíêöèè, ïðèìåíÿåìîé ê ýëåìåíòàì

êîëüöà Ãàëóà.

2. Îïèñàíû íîâûå êëàññû îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îò

áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì Ãàëóà õàðàêòåðèñòèêè 2, à òàêæå

ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû èõ ïåðå÷èñëåíèÿ.

3. Ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà èòåðàòèâíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî ïðîñòî ðåàëèçóåìûõ ëèíåéíî

ïðåäñòàâèìûõ ïîäñòàíîâîê íà ïðîñòðàíñòâå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ

ïîäñòàíîâîê ïðèìåíÿåòñÿ è ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íû-

ìè ïîëÿìè, òåîðèÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2, òåî-

ðèÿ ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ îòîáðàæåíèé. Ïðè îïèñàíèè êëàññà ðåêóðñèâíî-

ïîðîæäåííûõ ïîäñòàíîâîê èñïîëüçîâàëîñü ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíîé ðåêóð-

ðåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííîé ôóíêöèè ñëåä â êîëüöå

Ãàëóà-Ýéçåíøòåéíà.
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Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ðåãóëÿðíûì ïîäãðóïïàì

ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðèìåíÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû è ìåòîäû òåî-

ðèè êîíå÷íûõ ãðóïï ïîäñòàíîâîê.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèè îïðåäåëÿåòñÿ:

1. Ðàçâèòèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà òåîðèè ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ

îòîáðàæåíèé íàä êîëüöàìè Ãàëóà äëÿ èññëåäîâàíèÿ êëàññà ïîäñòàíîâîê

ñïåöèàëüíîãî âèäà.

2. Ïîñòðîåíèåì áîëüøèõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ ïîäñòàíîâîê ñ èñïîëüçîâà-

íèåì òîëüêî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è îïåðàöèè âûäåëåíèÿ ðàçðÿäà

ýëåìåíòà êîëüöà Ãàëóà.

3. Ðàçðàáîòêîé íîâîãî êðèòåðèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñè-

ñòåì êâàäðàòè÷íûõ ôîðì íàä ïîëåì Ãàëóà õàðàêòåðèñòèêè 2.

4. Îïèñàíèåì ñåìåéñòâ ËÐÏ íàä Z4, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ íåëè-

íåéíûå ïîäñòàíîâêè íà äâîè÷íîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé äëèíû íàä ïîëåì

Ãàëóà õàðàêòåðèñòèêè 2 ïîñòðîåíû êëàññû ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ íàä

êîëüöîì Ãàëóà õàðàêòåðèñòèêè 4 ïîäñòàíîâîê, èìåþùèå äâå íåëèíåéíûå

êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè, è ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåìûå êëàññû íåëèíåéíûõ

ðåêóðñèâíî ïîðîæä¼ííûõ ïîäñòàíîâîê.

2. Íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ ïðîèçâîëüíîé äëèíû íàä ïðîèçâîëüíûì êîëüöîì

Ãàëóà, íå ÿâëÿþùåìñÿ ïîëåì, ïîñòðîåí êëàññ ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ íàä

ýòèì êîëüöîì ïîäñòàíîâîê ñ õîðîøèìè êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèìè

ñâîéñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé íåíóëå-

âûõ áèãðàìì.

3. Ïîñòðîåíû êëàññû ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåìûõ ìíîæåñòâ èòåðàòèâíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, ïîðîæä¼ííûõ ëèíåéíî ïðåäñòàâèìîé ïîäñòàíîâêîé è
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ðåãóëÿðíîé ãðóïïîé, èìåþùèõ ãàðàíòèðîâàííûå êîìáèíàòîðíî-àëãåáðà-

è÷åñêèå ñâîéñòâà.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü ïî-

ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêà-

çàòåëüñòâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíû â 4 ïå÷àòíûõ

ðàáîòàõ, äîêëàäûâàëèñü íà êîíôåðåíöèÿõ CTCrypt12,13, SIBECRYPT'13,14,

êîíôåðåíöèè "Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ 2013" â ÌÃÓ, à òàêæå íà íàó÷íîì ñå-

ìèíàðå ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

äâóõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð èçâåñòíûõ êëàññîâ ïîäñòà-

íîâîê íà ïðîñòðàíñòâå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ñïîñîá ïî-

ñòðîåíèÿ íåëèíåéíûõ ïîäñòàíîâîê áîëüøîé ñòåïåíè, èñïîëüçóþùèé òåîðèþ

ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ îòîáðàæåíèé.

Äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü R = GR(q2, p2)

� êîëüöî Ãàëóà ñ ïîëåì âû÷åòîâ R = R/pR = GF (q), q = pr. Ïîäìíî-

æåñòâî P = Γ(R) = {a ∈ R : aq = a} íàçûâàþò p-àäè÷åñêèì ðàçðÿäíûì

ìíîæåñòâîì èëè ðàçðÿäíûì ìíîæåñòâîì Òåéõìþëëåðà êîëüöà R.

Êàæäûé ýëåìåíò a ∈ R îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

a = a0 + pa1, as ∈ P, s = 0, 1, (1)

íàçûâàåìîì p-àäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ýëåìåíòà a. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì

îòîáðàæåíèÿ

γs : R→ P, γs(a) = as, s = 0, 1, (2)

íàçûâàþòñÿ ðàçðÿäíûìè ôóíêöèÿìè â ðàçðÿäíîì ìíîæåñòâå P , à ýëåìåíòû

as = γs(a) � p-àäè÷åñêèìè ðàçðÿäàìè ýëåìåíòà a.
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Àëãåáðà (P,⊕, ·) ñ åñòåñòâåííûì óìíîæåíèåì è îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ

∀a, b ∈ P : a⊕ b = γ0(a+ b), (3)

åñòü ïîëå, èçîìîðôíîå R.

Ïóñòü Rm,n � ìíîæåñòâî m × n-ìàòðèö íàä R. Ïîíÿòèÿ p-àäè÷åñêîãî

ðàçëîæåíèÿ è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè γs åñòåñòâåííûì îáðàçîì (ïîýëåìåíòíî) ðàñ-

ïðîñòðàíÿþòñÿ íà ìàòðèöû A = (a(ij)) ∈ Rm,n:

As = γs(A) = (γs(a(ij))) ∈ Pm,m.

Â äèññåðòàöèè ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâ

ïîäñòàíîâîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ îäíèì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâà-

íèåì ìîäóëÿ R(m) íàä êîëüöîì Ãàëóà R = GR(q2, p2) è îïåðàöèåé âûäåëåíèÿ

ðàçðÿäîâ ýëåìåíòîâ êîëüöà R:

1. Ïîäñòàíîâêè íà ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ P (m) äëèíû m.

2. Ïîäñòàíîâêè íà ìîäóëå ñòîëáöîâ R(m) äëèíû m.

1. Ïîäñòàíîâêè íà ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ P (m) äëèíû m. Êàæ-

äîé ìàòðèöå A ∈ Rm×m ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îòîáðàæåíèå πA :

P (m) → P (m), äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó:

∀u↓ ∈ P (m) : πA(u↓) = γ1(Au
↓). (4)

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðåîáðàçîâàíèå πA ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé, ìàòðèöà A

íàçûâàåòñÿ ðàçðÿäíî-ïîäñòàíîâî÷íîé èëè (ÐÏ-ìàòðèöåé). Åñëè ïðè ýòîì

ïîäñòàíîâêà πA íåëèíåéíà, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÐÏ-ìàòðèöà A íåòðèâè-

àëüíà.

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿþò ÐÏ-ìàòðèöû âè-

äà A = S(F )m, ãäå S(F ) � ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà ìíîãî÷ëåíà F (x) =

xm −
∑m−1

i=0 fix
i ∈ R[x]. Â äàííîì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêà πA èìååò ýôôåêòèâ-

íóþ ðåàëèçàöèþ íà îñíîâå ëèíåéíîãî ðåãèñòðà ñäâèãà. Óíèòàðíûé ìíîãî-

÷ëåí F (x) ñòåïåíè m, äëÿ êîòîðîãî S(F )m � ÐÏ-ìàòðèöà, íàçûâàåòñÿ ÐÏ-

ìíîãî÷ëåíîì. ÐÏ-ìíîãî÷ëåí F (x) áóäåì íàçûâàòü íåòðèâèàëüíûì, åñëè ÐÏ-

ìàòðèöà S(F )m íåòðèâèàëüíà.
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Ñóùåñòâîâàíèå ÐÏ-ìàòðèö äëÿ m ≤ 14 âïåðâûå áûëî óñòàíîâëåíî àâ-

òîðîì ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé êîëüöà Ãàëóà

õàðàêòåðèñòèêè 4. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ïîäñòàíîâîê

ñâåäåíà ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé.

Îïèñàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü

äîïîëíåíà äî ïîäñòàíîâêè äèàãîíàëüíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè.

Ïîñòðîåí êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì êâàä-

ðàòè÷íûõ ôîðì íàä ïîëåì Ãàëóà õàðàêòåðèñòèêè 2. Äëÿ ëþáîãî m > 2 îïè-

ñàíû ñèñòåìû èç äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé{
g1(x1, . . . , xm) = σ2(x1, . . . , xk)⊕ d11x

2
1 ⊕ . . .⊕ d1mx

2
m,

g2(x1, . . . , xm) = σ2(xs, . . . , xt)⊕ d21x
2
1 ⊕ . . .⊕ d2mx

2
m,

(5)

ãäå 1 < s ≤ k < t ≤ m, σ2 � ýëåìåíòàðíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 2

ïîðÿäêà, êîòîðûå äîïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûìè äèàãîíàëüíûìè êâàäðàòè÷íûìè

ôóíêöèÿìè d3, . . . , dm äî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû

g1 = σ2(x1, . . . , xk)⊕ d11x
2
1 ⊕ . . .⊕ d1mx

2
m,

g2 = σ2(xs, . . . , xt)⊕ d21x
2
1 ⊕ . . .⊕ d2mx

2
m,

d3 = d31x
2
1 ⊕ . . .⊕ d3mx

2
m,

...

dm = dm1x
2
1 ⊕ . . .⊕ dmmx2

m.

(6)

Ïî êàæäîé òàêîé ñèñòåìå ìîæíî ïîñòðîèòü ÐÏ-ìàòðèöó A = A0 + 2A1 ∈
Rm,m, ãäå A1 = (dij), A0 �íåêîòîðàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà âèäà

A0 =


e.........e︸ ︷︷ ︸

k

0...........0

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s−1

e......e︸ ︷︷ ︸
t−s+1

0.......0

. . .


è êàæäàÿ èç ñòðîê A0 ñ íîìåðàìè i ∈ 3,m ñîäåðæèò ðîâíî ïî îäíîìó íåíó-

ëåâîìó ýëåìåíòó.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç fn,l(~x, ~y), 1 ≤ n < l ≤ m áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ, àñ-

ñîöèèðîâàííóþ ñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé σ2(xn, . . . , xl) íà Pm, è ÷åðåç V ⊥fn,l

� ÿäðî áèëèíåéíîé ôóíêöèè fn,l. Äëÿ ÷èñåë s, k, t èç (5) îïðåäåëèì ÿäðî:

V ⊥0 = V ⊥f1,k
∩V ⊥fs,t

. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå a
2≡ b äëÿ íåîòðèöà-

òåëüíûõ ÷èñåë a, b, òàêèõ ÷òî a ≡ b (mod 2).

Òåîðåìà 1 (1.16). Äëÿ ñèñòåìû (5) ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ôóíêöèé (6), òà-

êàÿ ÷òî

Π = (g1, g2, d3, . . . , dm) : Pm → Pm (7)

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà âåêòîðîâ

~u,~v ∈ Pm, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé 1− 6:

1. (a) ~u,~v ∈ V ⊥0 ,

(b) ñèñòåìà âåêòîðîâ (g1(~u), g2(~u)), (g1(~v), g2(~v)) ëèíåéíî-íåçàâèñèìà

íàä P .

2. (a) ~u ∈ V ⊥0 , ~v ∈ V ⊥c1f1,k⊕c2fs,t
\ V ⊥0 , äëÿ íåêîòîðûõ c1, c2 ∈ P ,

(b) (g1(~u), g2(~u)) 6= (0, 0), (c1g1 ⊕ c2g2)(~u) = 0, (c1g1 ⊕ c2g2)(~v) 6= 0.

3. (a) s− 1
2≡ t− k 2≡ k − s+ 1

2≡ 1 è

~u = (0, . . . , 0, 0, . . . , 0, e, . . . , e, ∗, . . . , ∗),

~v = (e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
s−1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−s+1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
t−k+1

, ∗, . . . , ∗);

(b) ìíîãî÷ëåí D1(x) = g1(~u)⊕xg2(~u)⊕x2g1(~v)⊕x3g2(~v) íå èìååò êîðíåé

â P , g2(~v) 6= 0.

4. (a) s− 1
2≡ t− k 2≡ 1, k − s+ 1

2≡ 0, è

~u = (e, . . . , e, e, . . . , e, δ1, . . . , δ1, ∗, . . . , ∗);

~v = (δ2, . . . , δ2︸ ︷︷ ︸
s−1

, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
k−s+1

, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
t−k+1

, ∗, . . . , ∗);

ãäå δ1 6= e, δ2 6= e.
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(b) ìíîãî÷ëåí D2(x) = g1(~u)⊕xδ2⊕eδ1⊕eg2(~u)⊕x2g1(~v)⊕x3 δ2⊕e
δ1⊕eg2(~v) íå èìååò

êîðíåé â P , g2(~v) 6= 0.

5. (a) s− 1
2≡ 1, t− k 2≡ 0, k − s+ 1

2≡ 0 è

~u = (e, . . . , e, e, . . . , e, 0, . . . , 0, ∗, . . . , ∗);

~v = (e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
s−1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−s+1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
t−k+1

, ∗, . . . , ∗);

(b) ìíîãî÷ëåí D3(x) = g1(~u)⊕xg2(~u)⊕x2g1(~v)⊕x3g2(~v) íå èìååò êîðíåé

â P , g2(~v) 6= 0.

6. (a) s− 1
2≡ 0, t− k 2≡ 1, k − s+ 1

2≡ 0 è

~u = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−s+1

, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
t−k+1

, ∗, . . . , ∗);

~v = (0, . . . , 0, e, . . . , e, e, . . . , e, ∗, . . . , ∗);

(b) ìíîãî÷ëåí D4(x) = g1(~u)⊕xg2(~u)⊕x2g1(~v)⊕x3g2(~v) íå èìååò êîðíåé

â P , g2(~v) 6= 0.

Äëÿ êëàññîâ ïîäñòàíîâîê íà ïðîñòðàíñòâå GF(2)m, îïèñàííûõ â òåîðå-

ìå, ïîëó÷åí ýôôåêòèâíûé ñïîñîá èõ ïåðå÷èñëåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîìm ≥ 3.

Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëãîå âðåìÿ îñòàþòñÿ

âîñòðåáîâàííûìè ïðè ïîñòðîåíèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â

äèññåðòàöèè îïèñàíî íîâîå ïðèìåíåíèå ËÐÏ íàä êîëüöîì Z4. Íèæå ïðèâî-

äÿòñÿ êëàññû íåëèíåéíûõ ïîäñòàíîâîê, ïðåäñòàâèìûõ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, çàäàííûõ ðåêóððåíòíûì çàêîíîì.

Ïóñòü F (x) = xm −
m−1∑
i=0

fix
i ∈ R[x].

Ïîäñòàíîâêà πF , ïîðîæä¼ííàÿ ÐÏ-ìíîãî÷ëåíîì F (x), äëÿ ëþáîãî u ∈
LR(F ), òàêîãî ÷òî u1[ 0,m− 1 ] = (0, ..., 0), óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

πF (u0[ 0,m− 1 ]) = u1[ m, 2m− 1 ]. (8)

Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ πF (u0[ 0,m− 1 ]) äîñòàòî÷íî âû÷èñ-

ëèòü m ýëåìåíòîâ u[ m, 2m− 1 ] ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u ∈ LR(F ).



14

Ïîëó÷åíû äâà áîëüøèõ íåòðèâèàëüíûõ êëàññà ÐÏ-ìíîãî÷ëåíîâ.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

F0(x) = xm ⊕
m−1⊕
i=0

γ0(fi)x
i, F1(x) =

m−1⊕
i=0

γ1(fi)x
i.

Òåîðåìà 2 (1.17). Ïóñòü R = Z4, F (x) ∈ R[x]�ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m ≥ 3.

Åñëè F0(x) = xm ⊕ xm−1 ⊕ x ⊕ e, òî F (x) ÿâëÿåòñÿ ÐÏ-ìíîãî÷ëåíîì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(F0(x), e⊕ F1(x)) = e, (F0(x), x⊕ F1(x)) = e. (9)

Äëÿ îïèñàíèÿ âòîðîãî êëàññà ÐÏ-ìíîãî÷ëåíîâ ðàññìîòðèì óíèòàðíûé

ìíîãî÷ëåí F (x) ≡ (x − e)m (mod 2R) ñòåïåíè m ≥ 3 íàä êîëüöîì R = Z4.

Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F (x) = C(x− e), C(x) = xm − 2cm−1x
m−1 − . . .− 2c0 ∈ R[x], (10)

ãäå c0, . . . , cm−1 ∈ {0, 1}.

Òåîðåìà 3 (1.18). Ïóñòü R = Z4. Ìíîãî÷ëåí F (x) ∈ R[x] âèäà (10) ñòåïåíè

m ≥ 3 ÿâëÿåòñÿ ÐÏ-ìíîãî÷ëåíîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (e) 6= 0,

òî åñòü c0 = e.

2. Ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûå ïîäñòàíîâêè íà ñâîáîäíîì ìîäóëå

Rm ñòðîê äëèíû m íàä êîëüöîì Ãàëóà R.

Ïîñòðîåíû íîâûå êëàññû ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ïîäñòàíîâîê íà ñâî-

áîäíîì ìîäóëå Rm ñòðîê äëèíû m íàä êîëüöîì Ãàëóà R.

ÌàòðèöàW ðàçìåðîâ m×n íàä êîëüöîì Ãàëóà R íàçûâàåòñÿ ðàçðÿäíî-

èíúåêòèâíîé (ÐÈ-ìàòðèöåé), åñëè ëþáàÿ íåíóëåâàÿ ñòðîêà ~u ∈ Rm îäíî-

çíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñòðîêå γ1(~uW ) ∈ P n.

Ïóñòü n = 2m è W ∈ Rm,2m � ðàçðÿäíî-èíúåêòèâíàÿ ìàòðèöà. Çàìå-

òèì, ÷òî óìíîæåíèå âåêòîðà γ1(~xW ) = (~y′ | ~y′′) ∈ P 2m íà ìàòðèöó
(
E
pE

)
äàåò

âåêòîð ~y′ + p~y′′ ∈ Rm. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ηW : Rm → Rm âèäà

ηW (~x) = γ1(~xW )

(
E

pE

)
, (11)
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ãäå E ∈ Rm,m � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé íà ìîäóëå Rm.

Ïðîôåññîðîì Íå÷àåâûì À.À. ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áîëüøîãî

êëàññà ÐÈ-ìàòðèö ðàçìåðîâ m× 2m, êîòîðûé ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåé òåî-

ðåìå.

Òåîðåìà 4 (1.21). Åñëè Um×m� îáðàòèìàÿ ìàòðèöà íàä êîëüöîì R, Gm×m�

îáðàòèìàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì P , òî ìàòðèöà Wm×2m íàä êîëüöîì R âèäà

W = U(E | E + pG) = (U | V ) (12)

ÿâëÿåòñÿ ðàçðÿäíî-èíúåêòèâíîé.

Ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäè òàêèõ ìàòðèö òàêæå ñóùåñòâóþò ÐÈ-ìàòðèöû, êî-

òîðûå ìîãóò áûòü ïðîñòî ðåàëèçîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîãî ðåêóð-

ðåíòíîãî çàêîíà.

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ïîäñòà-

íîâîê, ïîñòðîåííûõ â ïåðâîé ãëàâå, è êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà

èòåðàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíî ïðåä-

ñòàâèìûõ ïîäñòàíîâîê è ðåãóëÿðíîé ãðóïïû ïîäñòàíîâîê.

Ïðè èññëåäîâàíèè äèñêðåòíûõ îòîáðàæåíèé îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿ-

åòñÿ èññëåäîâàíèþ ñëåäóþùèõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ: àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ ñòåïåíü êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, íåëèíåéíîñòü, ëèíåéíàÿ è ðàçíîñòíàÿ

õàðàêòåðèñòèêà, ïåðåìåøèâàþùèå ñâîéñòâà.

Íåêîòîðûå èç óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè êî-

îðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïîäñòàíîâêè. Äëÿ ïîñòðîåííûõ ïîäñòàíîâîê πA êîîð-

äèíàòíûå ôóíêöèè ψ1, . . . , ψm ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè èëè ëè-

íåéíûìè ôóíêöèÿìè, ïîýòîìó èõ ñâîéñòâà óäà¼òñÿ âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíòû

ìàòðèöû A.

Ïîñòðîåííûé êëàññ ïîçâîëÿåò òàêæå ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïîäñòà-

íîâêè èç ìíîæåñòâà πkA, k ∈ N.
Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü òàêîé ïîäñòàíîâêè πF ðàâíà 2, è deg πkF ≥ k +

1, k ∈ 2,m.

Ïóñòü Ω ∈ {P (m), R(m)}, |Ω| = N .
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Ïóñòü π ∈ S(Ω) � ëèíåéíî ïðåäñòàâèìàÿ ïîäñòàíîâêà. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Σ ðåãóëÿðíóþ ïîäãðóïïó ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S(Ω), íàïðèìåð, ðåãó-

ëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû (Ω,+) èëè öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Ïðèìåíåíèå

îäíîé ïîäñòàíîâêè èç ñìåæíîãî êëàññà πΣ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê îäèí

ðàóíä èòåðàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç (πΣ)k ⊂ S(Ω).

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé èòåðàòèâíîãî òèïà íà îñíîâå ëèíåéíî ïðåäñòàâè-

ìûõ ïîäñòàíîâîê èçó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà:

- ãðóïïà, ïîðîæäàåìàÿ ñìåæíûì êëàññîì πΣ;

- ñâîéñòâà ìàòðèöû ïåðåõîäîâ ðàçíîñòåé íåíóëåâûõ áèãðàìì ñìåæíîãî

êëàññà πΣ;

- ïîêàçàòåëü d2(πΣ) 2-òðàíçèòèâíîñòè êëàññà πΣ

d2(πΣ) = min{k ≥ 1 : (πΣ)k 2-òðàíçèòèâíî}.

Ïóñòü äàëåå R = Zp2, P = Zp, ãäå p � ïðîñòîå. Â ðàáîòå èññëåäóþò-

ñÿ ñâîéñòâà ñìåæíûõ êëàññîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñòàíîâîêàì íà ïðîñòðàí-

ñòâå Ω = P (m) ñòîëáöîâ äëèíû m íàä ïîëåì P . Ïóñòü πA = (ψ1, . . . , ψm) �

ïîäñòàíîâêà âèäà (4), ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêîòîðîé ðàçðÿäíî-ïîäñòàíîâî÷íîé

ìàòðèöå A ∈ Rm,m. ×åðåç Σ îáîçíà÷èì ðåãóëÿðíóþ ïîäãðóïïó â S(Ω). Â

ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà êëàññà ïðåîáðàçîâàíèé:

1. Èòåðàòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîðîæä¼ííûå öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé;

2. Èòåðàòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîðîæä¼ííûå ãðóïïîé ñäâèãîâ.

Èòåðàòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîðîæä¼ííûå öèêëè÷åñêîé ãðóï-

ïîé.

Äëÿ äàííîãî êëàññà ïðåîáðàçîâàíèé îïèñàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

ñìåæíûé êëàññ ïîðîæäàåò ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó.

Ïóñòü Σ = G � ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû (Zpm,+)

â S(Z(m)
p ), ïîðîæä¼ííîé ïîëíûì öèêëîì t = (0, 1, 2, . . . , pm−1). Ïðè ýòîì äëÿ
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a↓, b↓ ∈ Z(m)
p , a↓ = (a1, . . . , am)T , b↓ = (b1, . . . , bm)T îïåðàöèÿ + îïðåäåëÿåòñÿ

èç ðàâåíñòâà

a↓ + b↓ = (c1, . . . , cm), (13)

ãäå ýëåìåíòû c1, . . . , cm ∈ Zp îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâà

c1+. . .+pm−1cm = (a1+pa2+. . .+pm−1am)+(b1+pb2+. . .+pm−1bm) (mod pm).

Çàäàäèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G(πA) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí 1,m è

èìåþùèé äóãó èç s â i, â òî÷íîñòè åñëè s ≤ i èëè êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ ψi

îòîáðàæåíèÿ πA ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé ys. Ãðàô G(πA) ïðîñòî

ñòðîèòñÿ ïî ìàòðèöå A. Äóãà èç s â i ñóùåñòâóåò â îäíîì èç ñëåäóþùèõ

ñëó÷àåâ:

(a) s ≤ i;

(b) a1(is) 6= 0;

(c) a0(is) 6= 0 è ñòðîêà (a0(i1), . . . , a0(im)) èìååò áîëåå, ÷åì 1 íåíóëå-

âóþ êîîðäèíàòó.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåðíà S-ãèïîòåçà

(âñå êîíå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû èçâåñòíû).

Òåîðåìà 5 (2.1). Ïóñòü ïðè ââåä¼ííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ ãðàô G(πA) ñèëü-

íî ñâÿçåí. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè p = 2 è 2m − 1 ñîñòàâíîå ÷èñëî, òî 〈πAG〉 = S(P (m)).

2. Åñëè p ≥ 3, S-ãèïîòåçà âåðíà è

pm /∈
{

11, 23,
pn

1 − 1

p1 − 1
, p3

1 + 1, dd(2n+1) + 1 : p1 � ïðîñòîå, d ∈ {2, 3}, n ≥ 1

}
, (14)

òî 〈πAG〉 ⊇ A(Pm).

Ñëåäñòâèå 5.1 (2.1.1). Ïóñòü p = 2 è 2m− 1 ñîñòàâíîå ÷èñëî. Åñëè ïåðâàÿ

êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè πA ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïîñëåäíåé

ïåðåìåííîé, òî 〈πAG〉 = S(P (m)).

Äëÿ îöåíêè ðàçíîñòíûõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé, ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ïîäñòàíîâîê, èçó÷àþòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäîâ
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ðàçíîñòåé íåíóëåâûõ áèãðàìì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñìåæíîãî êëàññà, ïî-

ðîæäåííîãî ãðóïïîé G.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäîâ ðàçíîñòåé íåíóëåâûõ áèãðàìì îïðåäåëÿ-

þòñÿ êîëè÷åñòâîì ðåøåíèé x↓ ∈ Ω óðàâíåíèÿ

πA(x↓ + a↓)− πA(x↓) = b↓, a↓, b↓ ∈ Ω.

Â îáùåì âèäå îïèñàíèå äàííîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Äëÿ çíà-

÷åíèé m < 17 òàêóþ ìàòðèöó ìîæíî âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå è èç å¼ ñâîéñòâ

äåëàòü âûâîäû î ïîêàçàòåëå 2-òðàíçèòèâíîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè å¼ ñòåïåíåé ê ðàâíîìåðíîé ìàòðèöå.

Â äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðåêóðñèâíî ïîðîæä¼ííûõ ëèíåéíî

ïðåäñòàâèìûõ ïîäñòàíîâîê, äëÿ êîòîðûõ ïîêàçàòåëü 2-òðàíçèòèâíîñòè ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ñìåæíîãî êëàññà ðàâåí 3, òî åñòü äîñòèãàåò ìèíèìàëüíî âîç-

ìîæíîãî çíà÷åíèÿ.

1. πF � êâàäðàòè÷íàÿ ïîäñòàíîâêà, ãäå

F (x) = x11 − x10 − 2x7 − 3x6 − 3x5 − 3x4 − 3x2 − 2x− 1 ∈ Z4[x],

äëÿ îáåèõ ðåãóëÿðíûõ ãðóïï (ãðóïïû ñäâèãîâ Σ è öèêëè÷åñêîé ãðóïïû

G). Ïðè ýòîì 〈πFG〉 = S(P (11)) è 〈πFΣ〉 = A(P (11)).

2. πF � ïîäñòàíîâêà íà GF(2)16, èíäóöèðîâàííàÿ ÐÏ-ìíîãî÷ëåíîì

F (x) = x16 + 3x15 + 2x14 + 2x12 + 2x11 + 2x10 + 2x9 + 2x7 + 2x5 + 2x4 + 2x2 + x+ 3.

äëÿ ñëó÷àÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G. Ïðè ýòîì 〈πFG〉 = S(P (16))

3. πF ïîäñòàíîâêà íà GF(2)8, èíäóöèðîâàííàÿ ÐÏ-ìíîãî÷ëåíîì

F (x) = x8 + x7 + 2x4 + 3x+ 3.

äëÿ ñëó÷àÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G. Ïðè ýòîì 〈πFG〉 = S(P (16)).

4. Ñòåïåíü π4
F ïîäñòàíîâêè πF èç ïóíêòà 3, äëÿ ãðóïïû ñäâèãîâ Σ.
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Àíàëèòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ðàóíäîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êî-

îðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè ïîäñòàíîâêè πA è ôóíêöèÿìè ïåðåíîñà â ñòàðøèå

ðàçðÿäû ïðè ïðèáàâëåíèè ðàóíäîâîé êîíñòàíòû. Ðàóíäîâîå ïðåîáðàçîâàíèå

çàäà¼òñÿ âûðàæåíèåì

R+(x↓, k↓) = πA(x↓ + k↓). (15)

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå îíî èìååò âèä

R+(x↓, k↓) =


ρ1(x

↓, k↓)
...

ρm(x↓, k↓)

 . (16)

Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî i ∈ 1,m ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ρi(x
↓, k↓) = ψi(x1⊕k1, x2⊕k2⊕ δ1(x↓1, k

↓
1), . . . , xm⊕km⊕ δm−1(x

↓
m−1, k

↓
m−1)),

(17)

ãäå x↓s = (x1, x2, . . . , xs)
T , s = 1,m− 1 è δs(x

↓
s, y
↓
s) � ôóíêöèÿ ïåðåíîñà â

s-é äâîè÷íûé ðàçðÿä ñóììû x1 + 2x2 + . . .+ 2s−1xs + y1 + 2y2 + . . .+ 2s−1ys.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè ìíîãî÷ëåíà ρi îïðåäåëÿåòñÿ

êîýôôèöèåíòàìè ìàòðèöû A. Ïîýòîìó ìàòðèöó ìîæíî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû

óêàçàííûå ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè áûëè äîñòàòî÷íî áîëüøèìè.

Ïðèáàâëåíèå ðàóíäîâîé êîíñòàíòû ðåàëèçóåòñÿ ñëîæåíèåì ïî ìîäóëþ

pm. Ñêîðîñòü âûïîëíåíèÿ äàííîé îïåðàöèè íà ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé

òåõíèêå èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è ñëîæåíèå âåêòîðîâ ïî ìîäóëþ p. Â ñëó-

÷àå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ïî ìîäóëþ 2m, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèé

èíòåðåñ, òðóäîåìêîñòü ñëîæåíèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò äëèíû áèòîâîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ñîñòîÿíèé.

Äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïîäñòàíîâêè πA â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ

m2 ÿ÷ååê ïàìÿòè, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòû êîëüöà R. Äëÿ ðåêóðñèâíî ïîðîæ-

ä¼ííûõ ðàçðÿäíî-ïîäñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö, òðåáóåòñÿ ëèøü m ÿ÷ååê ïàìÿòè,

ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòû êîëüöà R.

Ïðè âûïîëíåíèè àïïàðàòíîé ðåàëèçàöèè òàêèå ïîäñòàíîâêè ìîãóò áûòü

ðåàëèçîâàíû áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïàìÿòè.
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Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïðåä-

ñòàâëåíèåì öèêëè÷åñêîé ãðóïïû, ïîñòðîåííûé êëàññ èòåðàòèâíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äîñòîèíñòâàìè:

- äëÿ áîëüøèõ êëàññîâ ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ïîäñòàíîâîê ïîðîæäàåòñÿ

âñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà;

- ïîëó÷åí ñïîñîá ïðîñòîé ðåàëèçàöèè;

- áîëüøàÿ äîëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïåðåõîäîâ ðàçíîñòåé íåíóëåâûõ áè-

ãðàìì íåíóëåâûå;

- âûñîêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ðåçóëüòèðóþ-

ùåãî îòîáðàæåíèÿ, îáóñëîâëåííàÿ íåëèíåéíîñòüþ ôóíêöèè ïåðåíîñà â

ñòàðøèå ðàçðÿäû.

Äàííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò íåîáõîäèìîñòü äàëüíåéøåãî èññëå-

äîâàíèÿ ñâîéñòâà èòåðàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîäñòàíîâîê. Òàêèå ðàáîòû ïðîâîäèëèñü îòå÷å-

ñòâåííûìè ñïåöèàëèñòàìè óæå â 70-õ ãîäàõ è ïðîäîëæàþòñÿ â íàñòîÿùåå

âðåìÿ (Ìàëûøåâ Ô.Ì.). Â ïîñëåäíåå âðåìÿ çàðóáåæíûå àâòîðû (Ê. Íþáåðã,

Ä. Âàëëåí è äð.) òàêæå èññëåäóþò ëèíåéíûå è äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà

ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2m.

Èòåðàòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîðîæä¼ííûå ãðóïïîé ñäâèãîâ.

Îïèøåì ñâîéñòâà ñìåæíîãî êëàññà πAΣ â ñëó÷àå, êîãäà Σ � ðåãóëÿðíîå

ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ñäâèãîâ (P (m),⊕) â S(P (m)).

Äëÿ îïèñàíèÿ ãðóïïû, ïîðîæäàåìîé ñìåæíûì êëàññîì πAΣ, â îáùåì

âèäå ïðèìåíèìà êëàññèôèêàöèÿ Ëè ïðèìèòèâíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ ðåãó-

ëÿðíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó. Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì èçâåñòíîé

òåîðåìû Î'Íýíà-Ñêîòòà.

Áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå ïîðîæäàåìîé ãðóïïû â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ëè-

íåéíî ïðåäñòàâèìûõ ïîäñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Ïðîâåä¼ííûå

âû÷èñëåíèÿ íà ÝÂÌ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ áîëüøîé äîëè ÐÏ-ìàòðèö íàä êîëü-

öîì Z4 ïîðîæäàåòñÿ çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà.
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Äëÿ îïèñàíèÿ ìàòðèöû ïåðåõîäîâ ðàçíîñòåé íåíóëåâûõ áèãðàìì ñìåæ-

íîãî êëàññà πAΣ â ñëó÷àå, êîãäà P = GF(q), q = 2r, ïðèìåíèì ñëåäóþùèé

ïîäõîä.

Ïóñòü πA � ëèíåéíî ïðåäñòàâèìàÿ ïîäñòàíîâêà âèäà

πA = (ψ1, ψ2, . . . , ψm)T , (18)

ãäå ψi�êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íàä P , i = 1,m. Ïóñòü fi � áèëèíåéíàÿ ôîð-

ìà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ψi, i ∈ 1,m. Îïèøåì ñâîéñòâà

ìàòðèöû QπA
=

1

qm
(qπA

a↓,b↓
)a↓,b↓∈Pm\{0} ïåðåõîäîâ ðàçíîñòåé íåíóëåâûõ áèãðàìì

ìíîæåñòâà ïîäñòàíîâîê πAΣ.

Ïðåäëîæåíèå 6 (2.4). Ïðè ââåä¼ííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ ýëåìåíò qπA

a↓,b↓

ìàòðèöû QπA
ðàâåí êîëè÷åñòâó ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé

f1(x
↓, a↓) = ψ1(a

↓)⊕ b1
f2(x

↓, a↓) = ψ2(a
↓)⊕ b2

· · ·
fm(x↓, a↓) = ψm(a↓)⊕ bm

(19)

ãäå b↓ = (b1, . . . , bm)T , îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî x↓ ∈ P (m).

Â äèññåðòàöèè óäàëîñü ïîñòðîèòü êëàññ ðàçðÿäíî-ïîäñòàíîâî÷íûõ ìàò-

ðèö A ðàçìåðîâ m ×m, îïðåäåëÿþùàÿ ïîäñòàíîâêà πA êîòîðûõ èìååò îäíó

íåëèíåéíóþ êîîðäèíàòíóþ ôóíêöèþ è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Ãðóïïà 〈πAΣ〉 2-òðàíçèòèâíà;

2. d2(πAΣ) = m+ 2.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåìûìè ïîäñòàíîâêà-

ìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ïîäñòàíîâêè πkA, k ∈ N. Îíè îáëàäàþò ëó÷øèìè

êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, íåæåëè ïîäñòàíîâêà πA. Ïîñòðî-

åííûé êëàññ ïðåîáðàçîâàíèé ðàñøèðÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì è äîïóñêàåò

ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïîäñòàíîâîê ïðè ðåàëèçàöèè.
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Èòåðàòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå ðàçðÿäíî-èíúåêòèâíûõ

ìàòðèö.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðàçðÿäíî-èíúåêòèâíûõ ìàòðèö èçó÷àåòñÿ èòå-

ðàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ðåàëèçóþùåå ïîäñòàíîâêè èç ìíîæåñòâà (ηWΣ)k,

ãäå Σ � ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû (Rm,+) â ãðóïïå S (Rm), ηW �

ïîäñòàíîâêà íà Rm, èíäóöèðîâàííàÿ ðàçðÿäíî-èíúåêòèâíîé ìàòðèöåé W .

Ïîëó÷åíà îöåíêó ñíèçó ïîêàçàòåëÿ 2-òðàíçèòèâíîñòè d2(ηWΣ) äëÿ êëàñ-

ñà ïîäñòàíîâîê ηW âèäà (11).

Òåîðåìà 7 (2.12). Ïóñòü ηW �ïîäñòàíîâêà íà Rm, îïðåäåëåííàÿ ðàâåí-

ñòâîì (11). Òîãäà d2(ηWΣ) ≥ 4.

Ïîñòðîåíî äâà áîëüøèõ êëàññà ÐÈ-ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ äîêàçàííàÿ

îöåíêà äîñòèãàåòñÿ.

Ïóñòü R = GR(q2, p2), P = Γ(R), q = pr, m = 1, p > 2. Â ýòîì ñëó÷àå

ïðåîáðàçîâàíèå îäíîãî ðàóíäà áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

η(x) = γ1(xu(e | e+ pg))Z = γ1(xu) + p(γ1(xu)⊕ x0u0g0), (20)

ãäå u ∈ R∗, g ∈ Γ(R).

Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå {γ1(a+e)	γ1(b+e) : a, b ∈
P} ⊂ P . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò óñëîâèÿ äëÿ êîëåö Ãàëóà ïðè p > 2,

ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ÐÈ-ìàòðèöà èíäóöèðóåò 2-

òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ïîêàçàòåëåì

2-òðàíçèòèâíîñòè.

Òåîðåìà 8 (2.13). Ïóñòü äëÿ êîëüöà Ãàëóà R = GR(q2, p2), p > 2, âûïîëíåíî

óñëîâèå

{γ1(a+ e)	 γ1(b+ e) : a, b ∈ P} = P, (21)

è η � ïîäñòàíîâêà âèäà (20). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî d2(ηΣ) = 4.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåíî, ÷òî ðàâåíñòâî (21) ñïðàâåäëèâî äëÿ

Zp2, ãäå p ≤ 283, à òàêæå äëÿ êîëåö Ãàëóà GR(92, 32), GR(272, 32). Îïèñàíèå

êîëåö Ãàëóà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå (21) îñòàåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé.
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Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåðîâ, êîãäà óñëîâèå (21) íå âûïîëíÿåòñÿ, íå

íàéäåíî.

Ïðåäëîæåíèå 9 (2.14). Ïóñòü p = 3, q = pr, R = GR(q2, p2), òîãäà âûïîë-

íåíî ðàâåíñòâî (21).

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåðíà S-ãèïîòåçà (âñå êîíå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû

èçâåñòíû), óäàåòñÿ îïèñàòü ñâîéñòâà ãðóïïû 〈ηΣ〉.

Ïðåäëîæåíèå 10 (2.15). Ïóñòü âåðíà S-ãèïîòåçà, R = Zp2. Åñëè ìíîæå-

ñòâî Σ ñîäåðæèò ïîäñòàíîâêó, çàäàííóþ ðàâåíñòâîì t(x) ≡ x+1 (mod p2)

(ïîëíûé öèêë), òî 〈ηΣ〉 ⊇ A(R).

Âòîðîé êëàññ ïîäñòàíîâîê îïèñûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 11 (2.16). Ïóñòü R = GR(q2, 4), P = Γ(R),m ∈ N, ìàòðèöà W
âèäà (12) âûáðàíà òàê, ÷òî âñå ìèíîðû ìàòðèöû U0 îòëè÷íû îò íóëÿ.

Òîãäà d2(ηWΣ) = 4.

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò êëàññû íåëèíåéíûõ ïîäñòàíîâîê íà ïðî-

ñòðàíñòâå (ìîäóëå) ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè íàä ïîëåì (êîëüöîì) Ãàëóà

õàðàêòåðèñòèêè p (õàðàêòåðèñòèêè p2). Òàêèå ïîäñòàíîâêè ìîãóò áûòü ïî-

ñòðîåíû, íàïðèìåð, êîìïîçèöèåé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäóëÿ è îïåðà-

öèåé âûäåëåíèÿ 1-ãî ðàçðÿäà.

Äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïîäñòàíîâîê, ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ

íàä êîëüöîì Ãàëóà õàðàêòåðèñòèêè 4, ýêâèâàëåíòíà ñëîæíîé çàäà÷å ïîñòðî-

åíèÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïîëó-

÷åí ñïîñîá ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ñîñòîÿùèé â äîïîëíåíèè

äâóõ íåëèíåéíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà äèàãîíàëüíû-

ìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè äî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû.
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Îïèñàíû êëàññû ïîäñòàíîâîê, ðåàëèçóåìûå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ëè-

íåéíîãî çàêîíà ðåêóðñèè. Äëÿ ðåàëèçàöèè òàêîé ïîäñòàíîâêè íà ïðîñòðàíñòâå

GF (2)m äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü m çíàêîâ ËÐÏ íàä Z4.

Ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûå ïîäñòàíîâêè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå

ðàóíäîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èòåðàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

ïðèáàâëåíèå ðàóíäîâîé êîíñòàíòû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ 2m, òî åñòü ïðå-

îáðàçîâàíèå ïîðîæäåíî öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, ñóùåñòâóþò áîëüøèå êëàññû

ïîäñòàíîâîê íà ïðîñòðàíñòâå GF(2)m, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé ñìåæ-

íûé êëàññ ïîðîæäàåò âñþ ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó.

Ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûå ïîäñòàíîâêè äîïóñêàþò ýôôåêòèâíóþ ðåàëè-

çàöèþ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïàìÿòè è îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ ñêîðîñòü ðàáî-

òû àëãîðèòìà. Ñ ïîìîùüþ òàêèõ ïîäñòàíîâîê ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû 2-

òðàíçèòèâíûå ìíîæåñòâà ïîäñòàíîâîê, à òàêæå ìíîæåñòâà, ïîðîæäàþùèå

çíàêîïåðåìåííóþ ãðóïïó.

Ñóùåñòâóþò áîëüøèå êëàññû ðàçðÿäíî-èíúåêòèâíûõ ìàòðèö, èíäóöè-

ðóþùèõ ïîäñòàíîâêè íà ìîäóëå ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì ïîêà-

çàòåëÿ 2-òðàíçèòèâíîñòè.

Â êà÷åñòâå äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåìû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ðàñ-

ñìîòðåíû ñëåäóþùèå íàïðàâëåíèÿ: îáîáùåíèå êðèòåðèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ñè-

ñòåì êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, îïèñàíèå âñåõ ðåêóðñèâíî-ïîðîæä¼ííûõ ëèíåéíî

ïðåäñòàâèìûõ ïîäñòàíîâîê è èõ êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ, îáîá-

ùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà êîëüöà Ãàëóà õàðàêòåðèñòèêè p > 2.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòî-

ðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Ëàòûøåâó Âèêòîðó Íèêîëàå-

âè÷ó è äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Àëåê-

ñàíäðîâè÷ó Íå÷àåâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, âíèìàíèå ê ðàáîòå, ïîääåðæêó è

öåííûå ñîâåòû.
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