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Алгоритмы символьного решения алгебраических уравнений

Предложены два новых алгоритма символьного представления корней уравнения третьей 
степени. Описан способ решения уравнения четвертой степени с помощью возвратного 
уравнения. Построены алгоритмы для символьного решения алгебраических уравнений пятой 
и шестой степеней специальных видов. Особое внимание уделено уравнениям, разрешимым 
в квадратных радикалах. Указаны разложения на множители некоторых полиномов высоких 
степеней. Эффективность предложенных способов проиллюстрирована сравнением с реше-
ниями, генерируемыми пакетом прикладных программ Mathematica.
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Введение

В физико-технических расчетах часто возникает 
необходимость явного символьного (не численного) 
выражения корней алгебраических уравнений через 
буквенные коэффициенты этих уравнений для по-
следующего исследования физических закономер-
ностей. Для уравнений третьей и четвертой степе-
ней обычно используют так называемые формулы 
Кардано. Однако эти формулы оказываются некон-
структивными для уравнений с произвольными бук-
венными коэффициентами, так как не существует 
алгоритма извлечения кубического корня из про-
извольного комплексного числа. По этой причине 
формулы Кардано являются компьютерно трудно 
реализуемыми в случае, когда исходное кубическое 
уравнение или резольвента уравнения четвертой сте-
пени имеют три различных действительных корня.

Алгебраические уравнения пятой или более высо-
кой степеней в общем виде не имеют решения в ра-
дикалах. Однако специальные виды уравнений, на-
пример, двучленные уравнения xn – a = 0, решаются 
в радикалах, а уравнение пятой степени общего вида 
решается с помощью тэта-функций [1]. Более того, 
корни любого алгебраического уравнения могут быть 
выражены в виде обобщенных гипергеометрических 
функций от коэффициентов этого уравнения [1, 2]. 
В пакете прикладных программ Mathematica для ре-
шения алгебраических уравнений используют базисы 
Гребнера [3]. В работе [4] приведены аналитические 
выражения для представления всех корней произ-
вольного алгебраического уравнения в виде отноше-
ния бесконечных определителей. Поэтому в резуль-
тате значения корней выражаются в конечном виде 
численно и приближенно. В работе [5] дан способ 
выражения корней произвольного алгебраического 

уравнения, использующий интегральную формулу 
Меллина. В работе [6] представлен способ поис-
ка корней уравнения в поле алгебраических чисел. 
Несмотря на то что предлагаемые в работах [4—6] 
способы пригодны для решения уравнений произ-
вольных степеней, реализующие их алгоритмы ока-
зываются трудоемкими даже для уравнений невысо-
ких степеней, либо, например, в силу ограничений 
на коэффициенты уравнений, позволяют получить 
значения корней не в символьном виде.

В предисловии к монографии [2] отмечена акту-
альность поиска простых алгоритмов для решения 
алгебраических уравнений, приведены примеры ин-
женерно-технических задач, в которых возникает 
необходимость решения алгебраических уравнений 
третьей—восьмой степеней. В работе [2] приведена 
обширная библиография, содержащая более 280 ссы-
лок, подтверждающая актуальность настоящей работы.

В частных случаях, когда коэффициенты исход-
ных уравнений связаны какими-либо дополнитель-
ными соотношениями, иногда удается выразить 
в конечном виде корни уравнений через коэффици-
енты существенно более просто, чем это реализова-
но, например, в системе Mathematica 8.0 [7].

Настоящая работа является естественным про-
должением работы [7].

Кубическое уравнение

Уравнение третьей степени вида

 ( )3 2 2 3 0z az bz b a+ + + =  (1)

имеет корень ( )3 33 ,z b a ab a= − + −  что проверя-
ется подстановкой этого значения непосредствен-
но в уравнение. С помощью замены переменной 
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z = x – a/3 приведем уравнение (1) к каноническому 
виду x3 + (3b – a2)/3x + (3b – a2)(3b – 2a2)/(27a) = 0. 
Обозначим коэффициент при первой степени неиз-
вестного x через p, а свободный член — через q. Из 
полученной системы уравнений найдем a и b:

( ) ( ) ( )2

3 2

9 2 2 , 3 3,

27 4.

a q D p b p a

D p q

= − ± = +

= +
 (2)

Итак, справедливо утверждение: одним из корней 
кубического уравнения в канонической форме x3 + px+ 

+ q = 0 является ( )3 33 3 ,x a b a ab a= − + −  где a и b 
определяются равенствами (2), причем в выражении 
для a  можно взять любой знак. Остальные корни 
находятся с помощью формул Виета. Несмотря на 
то что этот способ решения кубического уравнения 
отличается от известных способов [7], при его ис-
пользовании в неприводимом случае возникают те 
же затруднения. Однако изложенный способ реше-
ния произвольного кубического уравнения построен 
на разложении на множители кубического уравнения 
(1) частного вида. Ниже, пользуясь разложением на 
множители полинома шестой степени специального 
вида, будут даны новые, более плодотворные алгорит-
мы решения произвольных кубических уравнений.

Выясним, при каких условиях кубическое урав-
нение

 3 2 0z az bz c+ + + =  (3)

с произвольными комплексными коэффициента-
ми a, b и c умножением обеих частей уравнения на 
линейный двучлен z + t приводится к возвратному 
уравнению четвертой степени, которое разрешимо 
в квадратных радикалах [7]. Приравнивая коэф-
фициенты при одинаковых степенях z в равенстве 
(z3 + az2 + bz + c)(z + t) = z3 + mz2 + nz 2 + mlz + l 2, 
имеем систему уравнений (t + a)l = bt + c, l2 = ct. 
Если t + a = 0 и c = –bt = ab, то получим биквадрат-
ное уравнение (z3 + az2 + bz + ab)(z – a) = (z 2 – a2)
(z 2 + b). Если t + a ≠ 0, то, выбирая любой корень l 
резольвенты l 3 – bl 2 + acl – c2 = 0, найдем значение 
t = l 2/c, с помощью которого уравнение (3) приво-
дится умножением на линейный двучлен z + t к воз-
вратному уравнению.

С помощью средств компьютерной алгебры не-
трудно проверить, что если коэффициенты кубиче-
ского уравнения (3) связаны соотношением

6 4 3 2 2 3 22 18 4 53 18 50 27 0,a a b a c a b abc b c− + + − − + =

или, другими словами, соотношением

( ) ( ) ( )( )2 2 29 2 5 3 2 3 27,с a b a b a b a= − ± − −

то уравнение (3) приводится умножением на линей-
ный двучлен z + t к разрешимому в квадратных ра-
дикалах уравнению четвертой степени

( ) ( ) ( ) ( )( )243 2 23 2 0,z az bz c z t z m b a+ + + + = + + − =

( )( )
( ) ( )( )

2

2

8 3 3,

4 3 2 3.

t a b a

m t a a b a

= −

= + = −

∓

∓

Для кубического уравнения в каноническом виде 
эти формулы упрощаются следующим образом. Так, 
кубическое уравнение вида

 3 5 6 9 0,x px p p+ ± =  (4)

где p — произвольное комплексное число, имеет кор-

ни 1 2 6,x p= −  2,3 6 3 6,x p p= ± −  если в уравне-

нии (4) выбран знак "+"; и имеет корни 1 2 6,x p=  

2,3 6 3 6,x p p= − ± −  если в уравнении (4) выбран 
знак "–". Таким образом, кубическое уравнение спе-
циального вида (4) разрешимо в квадратных ради-
калах. Заметим, что система прикладных программ 
Mathematica 8.0 выдает для корней уравнений вида 

(4), например, для уравнения ( )3 2 sin 3x x+ + +

+ ( ) ( )5 2 sin 3 6 2 sin 3 9 0+ + =  громоздкие выраже-
ния. Решение, построенное для кубического уравнения (4), 
можно использовать и для решения алгебраических уравне-
ний высоких степеней специального вида, подставляя вме-
сто величины р квадрат многочлена от x. Так, например, при 

( )22 6p ax bx c= + +  уравнение ( )23 2 6x ax bx c x+ + + ±
( )325 54 0ax bx c± + + =  оказывается возвратным 

уравнением шестой степени частного вида. Корни 
этого уравнения выражаются через квадратные ра-
дикалы и находятся среди корней квадратных урав-
нений ( )2 3,x ax bx c= ± + +  ( ) ( )2 1 3 6x ax bx c i= + + ±  
и ( ) ( )2 1 3 6,x ax bx c i= − + + ±  что проверяется непо-
средственной подстановкой.

Далее, при рассмотрении возвратных уравнений 
шестой степени будут даны два новых способа ре-
шения кубических уравнений.

Уравнение четвертой степени

В работе [7] доказана теорема о том, что любое 
уравнение четвертой степени

 4 3 2 0z az bz cz d+ + + + =  (5)

с произвольными комплексными коэффициентами 
a, b, c и d приводится к возвратному относительно 
x уравнению подстановкой z = x + t, где t — какой-
либо корень кубического уравнения (резольвенты)

 
( ) ( )

( )

3 3 2 2 2

2 2 2

4 8 2 4 16

8 4 0.

t a ab c t a b ac b d

t a c ad bc a d c

− + + + − + +

+ + − + − =
 (6)

Так, для корней уравнения ( )4 34 3z z+ + +
( ) 26 3 3 z+ + + ( )4 2 3 2 0z+ + =  Mathematica 8.0 ге-

нерирует длинные выражения с использованием 
кубических корней. Однако резольвента (6) этого 
уравнения имеет корень t = –1. Поэтому с помощью 
подстановки z = x – 1 это уравнение приводится 
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к возвратному уравнению 4 33 3 1 0,x x x+ − + =  

ко рн и  ко т ор о г о  ( )( )1,2 15 3 5 1 4,x i= − ± −  
( )( )3,4 15 3 5 1 4x i= − − ± +  выражаются через 

квадратные радикалы.
Рассмотрим несколько случаев, когда уравнение 

(6) легко разрешимо. Если коэффициенты исход-
ного уравнения (5) связаны равенством a3 – 4ab + 
+  8c  = 0, то резольвента принимает вид 

( )( ) ( )2 22 4 64 4 0d a b t a− − + =  и, следовательно, t = 

= –a/4 является двукратным корнем резольвенты. 
В этом случае уравнение (5) подстановкой z = x – a/4 
приводится к биквадратному уравнению (частному 
случаю обобщенного возвратного уравнения)

( ) ( )4 2 2 4 23 8 8 5 16 256 256 0.x a b x a a b d− − + − + =

Таким образом, уравнение 4 3 2z az bz+ + +  

( )3 4 8 0a ab z d+ − + = с произвольными комплексны-

ми коэффициентами a, b и d разрешимо в квадрат-
ных радикалах.

При выполнении равенства ( )22 4 64d a b= −  
резольвента (6) принимает вид

( )
( ) ( )( )

3

3 2 2 3

4 8

4 4 8 4 8 64 0

a ab c Ѕ

Ѕ t at a b t a ab c

− +

+ + − + − − =

и при дополнительном условии 25 24b a=  имеет ко-

рень 12t a= − + 33 8 7 3456.c a−  Следовательно, урав-

нение

4 3 2 2 45 24 2304 0z az a z cz a+ + + + =

приводится подстановкой z = x = t к возвратному 
относительно x уравнению.

Если выполняется равенство ( )22 4 64d a b= −  и 

равенство 3 4 8 0,a ab c− − =  то уравнение (5) являет-

ся возвратным и, следовательно, разрешимо в ква-
дратных радикалах.

Далее, при рассмотрении возвратных уравнений 
шестой степени будет представлен новый способ ре-
шения уравнения четвертой степени.

Уравнение пятой степени

При построении алгоритмов для решения алге-
браических уравнений пятой степени здесь будем 
использовать известные теоретические результаты, 
подробно изложенные в монографии [1].

Рассмотрим уравнение пятой степени специаль-
ного вида

 5 3 2 5 0,x ax a x b+ + + =  (7)

с многочленом Муавра в левой части (см. [1], с. 226). 
Уравнение (7) имеет корни

 45 5
1 2 , 0, 1, 2, 3, 4,j j

jx w t w t j= + =  (8)

где t1 и t 2 — корни квадратного уравнения 

( )52 5 0,t bt a+ − =  а w — любой примитивный корень 
пятой степени из единицы (см. [1], с. 211), например, 

2 5iw e π= = ( )5 1 2 5 10 2i− + + . То есть уравнение 
(7) решается в радикалах. Если коэффициенты a и 

b уравнения (7) связаны соотношением ( )255 2 ,a b= −  

то 1 2 2t t b= = −  и 52 2x b= −  является корнем урав-
н е н и я  ( 7 ) .  Н а п р и м е р ,  у р а в н е н и е 

5 310 20 8 2 0x x x− + + =  имеет корень 2 2.x = −
Тригонометрический способ Виета. По аналогии со 

способом Виета для решения кубических уравнений 
построим, пользуясь тождеством 5sin 5 16 sinα = α −

320 sin 5sin ,− α + α  алгоритм решения алгебраических 
уравнений пятой степени. Умножая это тождество 
на 2R5 и обозначая 2 sin ,x R= α  получим тождество 

5 2 3 45 5 0,x R x R x b− + + =  где 52 sin 5 .b R= − α  Следо-
вательно, уравнение

 5 2 3 45 5 0x R x R x b− + + =  (9)

при условии R > 0, 5 52     2R b R− m m  имеет пять дей-
ствительных корней

( )( )52 sin arcsin 2 2 5 ,kx R b R k⎡ ⎤= − + π⎣ ⎦

k = 0, 1, 2, 3, 4. Если выполняется равенство 52 ,b R= ±  
то уравнение (9) имеет два двукратных корня. Про-
ведем в уравнении (9) замену 25 ,R a− =  получим 
уравнение (7). Следовательно, для уравнения пятой 
степени специального вида (7) с многочленом Му-
авра в левой части имеем два различных представ-
ления корней уравнения: через радикалы и с помо-
щью тригонометрических функций. Заметим, что оба 
способа пригодны и для уравнений с комплексными 
коэффициентами. Аналогичный результат полу-
чим и в том случае, если воспользуемся тождеством 

5cos 5 16cosα = α − 320 cos 5cos .α + α  Интересно от-
метить, что с помощью своего способа Ф. Виет ре-
шил алгебраическое уравнение сорок пятой степени 
специального вида (см. [8], с. 106—108).

Для уравнения пятой степени общего вида ан-
глийским математиком А. Кэли были найдены усло-
вия, при выполнении которых уравнение разрешимо 
в радикалах, а также получены в явном виде корни 
этих разрешимых уравнений. Оказывается, любое 
уравнение пятой степени без кратных корней можно 
привести к виду

 5 0,x ax b+ + =  (10)

решая при этом лишь уравнения второй и третьей 
степени (см. [1], с. 222—225), а это уравнение в случае 

0a ≠  с помощью линейной подстановки ( )1 4
5x a t=  

приводится к виду 5 5 0.t t c+ + =
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Для уравнения (10) с рациональными коэффици-
ентами a и b в монографии [1], приведено конструк-
тивное доказательство следующей теоремы, которую 
можно использовать для построения алгоритма ре-
шения уравнения (10) и тогда, когда коэффициенты 
a и b не являются рациональными.

Теорема. ([1, c. 228—231]) Пусть a и b — такие 
рациональные числа, что многочлен пятой степени 
x5 + +ax + b неприводим. Тогда уравнение (10) разре-
шимо в радикалах в том и только том случае, когда 
существуют такие рациональные числа 1,ε = ±   0c l  
и 0,f ≠  что

( ) ( )4 4

2 2

5 3 4 4 11 2
, .

1 1

f с f с
a b

c c

− ε − ε +
= =

+ +
В этом случае корни уравнения имеют вид

 
( )2 3 4

1 2 3 4 ,

0, 1, 2, 3, 4,

j j j j
jx f w u w u w u w u

j

= + + +

=
 (11)

где ( )2 5 5 1 2 5 10 2,iw e iπ= = − + +

 
( ) ( )
( ) ( )

1 5 1 52 2 2 2
1 1 3 2 3 4

1 5 1 52 2 2 2
3 2 1 4 4 2

, ,

, ,

u v v D u v v D

u v v D u v v D

= =

= =
 (12)

 

1 2

3 4

2

, ,

, ,

1.

v D D D v D D D

v D D D v D D D

D c

= + − ε = − − + ε

= − + + ε = − − ε

= +

 (13)

Резольвентой уравнения (10) является уравнение 
шестой степени

 ( ) ( )
6 5 2 4 3 3 4 2

5 4 6 4

8 40 160 400

512 3125 256 9375 0,

r ar a r a r a r

a b r a ab

+ + + + +

+ − + − =
 (14)

которое имеет рациональные корни, если выпол-
нены условия теоремы. Окончательно для решения 
уравнения (10) с рациональными коэффициентами 
предлагается следующий алгоритм.

Шаг 1. Находим какой-либо рациональный ко-
рень r уравнения (14) с рациональными коэффици-
ентами [7] (несколько новых способов символьного 
решения уравнений шестой степени специального 
вида будут при ведены в следующем пункте).

Шаг 2. Если ( ) ( )( )3 16 4 3 0,r a r a− + >  то полагаем 
1,ε =  иначе полагаем 1.ε = −

Шаг 3. Вычисляем ( )( )5 2 2 .f b r a= − ε +
Шаг 4. Вычисляем значение 2 1D c= + =

( ) ( )( )22 225 16 16 3 .r a r a= + +  Заметим, что в работе [1] 
выражение для 2 1c +  дано с опечаткой.

Шаг 5. По формулам (13) вычисляем значения 
v1, v2, v3 и v4.

Шаг 6. По формулам (12) вычисляем значения 
u1, u2, u3 и u4.

Шаг 7. По формулам (11) вычисляем все пять кор-
ней уравнения (10).

Замечание. Если коэффициенты a и b связаны 
равенством

 5 4256 9375 0,a b− =  (15)

то резольвента (14) имеет корень r = 0, и все формулы 
алгоритма упрощаются. Например, для уравнения

 5 15 12 0x x+ + =  (16)

последовательно получим: r = 0, ε = –1, 4 3,c =  

25 9,D =  f = 1,

1 5 1 5

1 2

1 5 1 5

3 4

21 10 3 72 10 9
, ,

125 5 125 5

72 10 9 21 10 3
, ,

125 5 125 5

u u

u u

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
и по формуле (11) при j = 0 получим единственный 
([1], с. 236) действительный корень 0 1 2 3 4.x u u u u= + + +  

Равенство (15) можно записать в виде ( ) ( )5 4
5 3 4 0.a b− =  

Это равенство выполняется в том и только том слу-
чае, когда 5 43 5 ,a k= ⋅  5 53 4 5 ,b k= ⋅ ⋅  т. е. 4b ka= , где 
k — любое комплексное число. Так как для r = 0 
значения величин ε, c, D, vi и ui зависят только от 
коэффициента a и лишь значение величины f за-
висит от двух коэффициентов a и b, то корни урав-
нения (10) при условии (15) получаются из корней 
уравнения (16) умножением на f, для определения 
которого достаточно выполнить шаг 3 алгоритма. 
Например, уравнение 5 0,x cx c+ + =  не разрешимое 
в радикалах для произвольного с ([9], с. 17), при 

5 43 5 4с −= ⋅ ⋅  имеет своими корнями умноженные на 
5 4f =  корни уравнения (16).  Уравнение 

85 33 4 75 25 0x x+ − =  имеет своими корнями ум-

ноженные на 81 75f = −  корни уравнения (16) по-
тому, что для его коэффициентов также выполнено 
равенство (15). Для уравнения 5 9375 37500 0x x i+ + =  
с комплексным коэффициентом b по формуле шага 3 
получим множитель f = 5i.

Еще несколько разложений на множители мно-
гочленов пятой степени специального вида будут 
приведены в следующем пункте.

Уравнение шестой степени

Найдем условия, при которых полином шестой 
степени в каноническом виде можно представить 
в виде произведения полиномов третьей степени 
в каноническом виде

 ( ) ( )
6 4 3 2

3 3 ,

x cx dx ex fx g

x px q x rx k

+ + + + + =

= + + + +
 (17)
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где коэффициенты c, d, e, f, g — произвольные ком-
плексные числа. В этом случае уравнение шестой 
степени

 6 4 3 2 0x cx dx ex fx g+ + + + + =  (18)

решается в радикалах, например, одним из способов, 
изложенных в работе [7]. Оказывается справедлива 
следующая теорема.

Теорема 1. Для того чтобы выполнялось равенство 
(17) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
равенство

 ( )2 2 24 0g с e cdf d e f− − + + = . (19)

Доказательство. Достаточность. Пусть выпол-
няется равенство (19). Рассмотрим два возможных 
случая. Если кроме равенства (19) дополнительно вы-
полняется равенство 2 4 0,с e− =  то, подставляя в ра-
венство (19) выражение 2 4,e с=  найдем 4.f сd=  
В этом случае разложение (17) имеет вид

 

2
6 4 3 2

3 3

4 2

,
2 2 2 2

с сd
x cx dx x x g

с d v с d v
x x x x

+ + + + + =

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (20)

где 2 4 .v d g= −  Если выполняется неравенство 
2 4 0,с e− ≠  то, выражая из равенства (19) коэффи-

циент g, получим разложение

 

2 2
6 4 3 2

2

3

3

4
2

2 2 2

2
,

2 2 2

cdf d e f
x cx dx ex fx

c e
с w d cd f

x x Ѕ
w

с w d cd f
Ѕ x x

w

− −
+ + + + + =

−
+ −⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
− −⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (21)

где 2 4 .w c e= −  Справедливость разложения (21) 
легко проверяется перемножением скобок.

Необходимость. Пусть выполняется равенство 
(17). Следовательно, множество корней уравнения (18) 
распадается на две группы, в каждой из которых сум-
ма корней равна нулю. Обозначим корни так: m, n, 

( )m n− +  и s, t, ( )s t− +  и запишем равенство (17) 
в виде

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

6 4 3 2

.

x cx dx ex fx g

x m x n x m n x s x t x s t

+ + + + + =

= − − + + − − + +

Раскрывая скобки и приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях x, выразим коэффициенты 
c, d, e, f, g через корни m, n, s и t. С помощью средств 
компьютерной алгебры получим следующие выра-
жения:

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

22 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

,

,

,

4 ,

2

2.

с m mn n s st t

d m n mn s t st

e m mn n s st t

с e m mn n s st t

f сd

m mn n s st t m n mn s t st

= − + + + + +

= + + +

= + + + +

− = + + − − −
− =

= + + − − − + − −

 (22)

Рассмотрим два возможных случая. Если выпол-
няется равенство 2 4 0,с e− =  то, используя выраже-
ния (22), имеем 2 2 2 2 0,m mn n s st t+ + − − − =  следо-
вательно, выполняется равенство 2 0.f сd− =  Из 
этих двух равенств получим равенство (19). Если вы-
полняется неравенство 2 4 0,с e− ≠  то, используя вы-
ражения (22), с помощью средств компьютерной ал-
гебры получим равенство ( ) ( )2 2 2 4cdf d e f c e− − − =

( ) ( ) ,mn m n st s t g= + + =  т. е. равенство (19).
Следствие 1. При 2 4g d=  разложение (20) при-

нимает вид
22 2

6 4 3 2 3 .
4 2 4 2 2
с сd d с d

x cx dx x x x x⎛ ⎞+ + + + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

В этом случае уравнение (18) имеет три двукрат-
ных корня.

Следствие 2. График функции

2 2
6 4 3 2

2 4
cdf d e f

y x cx dx ex fx
c e
− −

= + + + + +
−

при 2 4e с≠  получается из графика функции 

( ) 6 4 3 2x x cx dx ex fx gϕ = + + + + +  параллельным пе-
реносом вдоль оси Oy. И хотя в общем случае урав-
нение (18) в радикалах неразрешимо, при 2 4e с≠  
можно выразить в радикалах абсциссы точек пере-
сечения графика функции ( ) 0xϕ =  с графиком пря-

мой линии 
2 2

2 ,
4

cdf d e f
y g

c e
− −

= −
−

 где коэффициенты 

c, d, e, f, g — действительные числа.
Следствие 3. Разрешая уравнение (19) относи-

тельно переменной f, получим вместо разложений 
(20) и (21) разложение

 

6 4 3 2

3 3

2

,
2 2 2 2

cd vw
x cx dx ex x g

с w d v с w d v
x x x x

±
+ + + + + =

+ − ±⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∓
 (23)

которое при 2 4 0w c e= − =  совпадает с разложе-

нием (20), а при 2 4 0w c e= − ≠  совпадает с раз-
ложением (21).

Пример (модулярное уравнение). Рассмотрим 
уравнение шестой степени

 6 5 5 64 0,x t x tx t− + + =  (24)

симметричное относительно переменных x и t. 
Это уравнение возникает при решении уравнений пятой 
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степени с помощью тэта-функций ([1], с. 264) и называ-
ется модулярным. Найдем значения параметра t, при ко-
торых левую часть этого уравнения можно представить 
в виде (17) и тем самым выразить корни уравнения че-
рез радикалы от параметра t. С помощью подстановки 

5 6x z t= +  приведем уравнение (24) к каноническо-
му виду (18) и найдем, что условие (19) выполняется 
только для таких t (кроме t = 0), когда 24 256t =  или 

24 64:t = −

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

2 3 3 6 8 12 16 8

2 24 24 10

4

2 2 4 4 16 4 16 1024

256 64 2 0.

cdf d e f g с e

t t t t t t t t

t t t

− − − − =

= − + + + + − + =

= − + =

Это уравнение имеет всего четыре действи-

тельных корня: 1,2 0,t =  3
3,4 2.t = ±  По формуле (21) 

найдем разложение при 3 2t =  и, возвращаясь 
с помощью подстановки 5 6z x t= −  к исходным 
переменным, для уравнения (24) получим искомое 
разложение

( )( )
( )( )

6 53 3

3 23 3

3 23 3

2 4 4 2 4

4 2 5 1 2

4 2 5 1 2 0.

x x x

x x x Ѕ

Ѕ x x x

− + + =

= − + − −

− − + − =

Следовательно, уравнение (24) при 3 2t =  разре-
шимо в радикалах. Теперь с помощью средств ком-
пьютерной алгебры находим корни этого уравнения. 
Приведем здесь выражение в радикалах одного из 
двух действительных корней

( )3 3 3 6
1 2 4 50 4 5 3 20 6 1,45935.x = + + − ≈

Заметим, что в работе [1], с. 267, приведено ре-
шение модулярного уравнения (24) при 4 2t =  с по-
мощью тэта-функций.

Следствие 4. Некоторые коэффициенты урав-
нения (18) могут быть равны нулю. Так, разрешая 
уравнение (19) относительно переменной e, при 
c = 0 и 2 4 0d g− ≠  получим разложение

2
6 3 2

2

3 3 ,
2 2

f
x dx x fx g

u
f d u f d u

x x x x
u u

+ − + + =

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

где 2 4 .u d g= −

Следствие 5. Если в разложении (21) положим 
2 2

2 0
4

cdf d e f
g

c e
− −

= =
−

 и ра зрешим у равнение 

2 2 0cdf d e f− − =  относительно переменной f, то по-
лучим разложение на множители полинома пятой 
степени

 

( )5 3 2

2 3

2

,
2 2

d с w
x cx dx ex

с w с w
x x x d

±
+ + + + =

±⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∓
 (25)

где 2 4 .w c e= −  Разложение (25) проще получить 
из разложения (23), полагая 0.g =  Если разрешить 
уравнение 2 2 0cdf d e f− − =  относительно перемен-
ной e, то при 0d ≠  получим разложение

2
5 3 2

2

2 3 .

cdf f
x cx dx x f

d
f сd f

x x x d
d d

−
+ + + + =

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Следствие 6. В приведенных выше разложениях 
в качестве коэффициентов можно выбирать произ-
вольные функции, в том числе функции нескольких 
переменных, в частности, полиномы. Например, 
если в разложении (21) положить 3,c =  2,e =  а затем 

в полученном разложении

 
( ) ( )

6 4 3 2 2 2

3 3

3 2 2 3

2 2

x x dx x fx d df f

x x d f x x d f

+ + + + − + − =

= + − + + + −
 (26)

сделать замену коэффициентов

( ) ( )
( ) ( )

4 3 2

4 3 2

2 1 3 ,

3 2 4 2 ,

d x x k x p x m n

f x x k x p x m n

= − + + + − + +

= − + + + − + +

где ( ) 2 ,k p rs pt s= −  m pt s=  и ,n s p=  то с помо-
щью компьютерной алгебры получим разложение на 
множители полинома шестой степени частного вида

 

( )

( )

3 2
6 4 3 2

2

2 4 2
2 ,

s p rs pt
x x px rx sx t

ps

p rs pts pt
x x x px

p ss

+ −
+ + + + + =

−⎛ ⎞⎛ ⎞
= + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (27)

в котором коэффициенты p, r, s, t — произвольны 
( )0 .ps ≠  Для сравнения этого разложения с разло-
жением (21) обозначим в разложении (27) ,p d=  

,r e=  .s f=  Коэффициент при 4x  обозначим через 
с  и  р а з р еш и м  по л у ч ен но е  р а в ен с т в о 

( )( )3 2 2c s p rs pt ps= + −  относительно t. После ука-
занных подстановок разложение (27) примет вид

 

( )2 2
6 4 3 2

3

2 2
2 4 2

2 .

f f cdf d e
x cx dx ex fx

d

f сd f f cdf d e
x x x dx

d d d

− +
+ + + + + =

⎛ ⎞− − +⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (28)

Если для коэффициентов уравнения (18) выпол-

няется равенство ( )2 2 3g f f cdf d e d= − +  и равенство 
( ) ( )2 2 2 4 ,g f cdf d e с e= − − + −  то справедливы раз-
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ложения (28) и (21), причем 2 34w с e d f= − = − . 

Легко проверить, что в этом случае x f d= + −  яв-

ляется корнем уравнения 3 2
0,

2 2 2
с w d cd f

x x
w

− −
+ + − =  

а x f d= − −  я вл яется корнем у равнения 
3 2

0,
2 2 2

с w d cd f
x x

w
+ −

+ + + =  следовательно, уравне-

ние (18) решается в квадратных радикалах.
Следствие 7. Сделаем следующую подстановку 

в разложении (26): ( )6 3 22 ,d x c x mx nx j= + − + + +  

( )6 33f x c x= + − +  ( ) 21m x+ + ( )1 ,a n x b j+ − + +  где 

1,m d ac= − +  2 3n a c a ad bc e= + − − + −  и 
3 2j v a c a d= − + + 2 .abc ae b bd− + −  В результате с по-

мощью средств компьютерной алгебры получим раз-
ложение на множители полинома восьмой степени 
частного вида

( )

( ) ( )( )

8 7 6 5 4 3 2

2

6 3 2 2 ,

x ax bx cx dx ex vx gx bh

x ax b Ѕ

Ѕ x cx d ac x a c ad bc e x h

+ + + + + + + + =

= + +

+ + − + − − + +

 (29)

где ( )2 ,g ah b a c ad bc e= + − − +  3 2h v a c a d= − + +  

2 ,abc ae bd+ − − а коэффициенты a, b, c, d, e, v — про-

извольны.
Если в разложении (26) положить

( )6 4 3 22 ,d x kx k x mx nx j= + − + + + +  

( ) ( )6 4 3 23 1 ,f x kx k x m x nx j k= + − + + + + + −  

то получим разложение на множители полинома 
восьмой степени специального вида

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )( )

8 7 2 4 2 3

2 2

2

6 4 3 2

1 1

2 2

1 2 ,

x x k k m x k m n x

j k km n x j kn k x jk k

x x k Ѕ

Ѕ x kx kx m x n x j k

+ − + − + + + + + +

+ + − + + + − − − − =

= + −

+ − + − + + + +

отличающееся от разложения (29). Из последнего разло-
жения при 1k = − , 1m = , 3n = − , 2j =  получим раз-
ложение ( ) ( )8 7 2 6 4 31 1 1 ,x x x x x x x x+ + = + + − + − +  
которое является решением олимпиадной задачи 
(см. [10], стр. 74, № 854).

Теорема 2. Обобщенное возвратное уравнение ше-
стой степени

 6 5 4 3 2 2 3 0x bx cx dx chx bh x h+ + + + + + =  (30)

имеет корни αβ, αγ, αδ, βγ, βδ, γδ, где α, β, γ, δ — корни 
уравнения четвертой степени

 4 3 2 0,z sz bz qz h+ − + + =  (31)

коэффициенты которого s и q находятся из системы 
уравнений

 ( )2 20, 2 0.sq c h q d h s b− − = + + + =  (32)

Доказательство. Запишем с помощью формул 
Виета коэффициенты уравнения (31) через кор-
ни: ,s = −α − β − γ − δ  ,b = −αβ − αγ − αδ − βγ − βδ − γδ  

,q = −αβγ − αβδ − αγδ − βγδ  .h = αβγδ  Теперь так же вы-
разим с помощью средств компьютерной алгебры ко-
эффициенты следующего уравнения шестой степени

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
6 5 4 3 2 0

x x x x x x

x px mx nx kx lx r

− αβ − αγ − αδ − βγ − βδ − γδ =

= + + + + + + =
 (33)

через его корни. Легко видеть, что коэффициенты 
p и r разложения (33) выражаются через коэффици-
енты уравнения четвертой степени (31) так: ,p b=  

3.r h=  Кроме того, с помощью средств компьютер-
ной алгебры убеждаемся, что коэффициенты m, n, k   
и l уравнения (33) также однозначно находятся по 
коэффициентам s, b, q и h уравнения (31):

( )2 2 2, 2 , , .m sq h n q h s b k hm l h b= − = − − + = =  (34)

Сравнивая выражения (34) с равенствами (32) 
и коэффициентами уравнения (30), находим, что 

,c m=  ,d n=  ,ch k=  2 ,bh l=  т. е. коэффициенты 
уравнений (30) и (33) равны. Следовательно, урав-
нение (30) имеет те же корни, что и уравнение (33). 
Теорема доказана.

Замечание. Система двух уравнений (32) с двумя 
неизвестными s и q сводится к биквадратному урав-
нению, например, относительно s :

 ( ) ( )24 22 0.hs d bh s c h+ + + + =  (35)

Таким образом, если выполнены условия теоре-
мы, то уравнение шестой степени (30) решается в ра-
дикалах. Отметим, что идея этой теоремы навеяна 
олимпиадной задачей (см. [11], стр. 63, № 21.7).

Заметим, что исходное уравнение шестой степени 
(30) восстанавливается по уравнению четвертой сте-
пени (31) однозначно. Однако уравнение (31), которое 
строится по уравнению (30), в общем случае может 
иметь два существенно различных набора корней 
в зависимости от корней квадратного относительно s2 
уравнения (35). Например, для уравнения шестой 
степени

6 5 4 3 235 476 3220 11 424

20 160 13 824 0

x x x x x

x

− + − + −
− + =

 

получим уравнение (31) в виде 4 3 235z sz z+ + +  
24 0,qz+ + =  где s — любой корень биквадратного 

уравнения (35), а q находится из первого соотноше-
ния (32). Так, из уравнения 4 224 4900 250000 0s s− + =  
находим 1,2 10,s = ±  3,4 25 6 ,s = ±  а из соотношения 

( )q c h s= +  находим 1,2 50,q = ±  3,4 20 6.q = ±  Поэто-
му для определения корней α, β, γ, δ можно выбрать 
уравнение (31) в одном из следующих четырех видов: 
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4 3 210 35 50 24 0,z z z z± + ± + =  4 3 225 6 35z z z± + ±  
20 6 24 0.z± + =  Корни первых двух уравнений на-

ходятся просто: 1,2 1,α = ∓  1,2 2,β = ∓  1,2 3,γ = ∓  1,2 4.δ = ∓  
Однако для корней последних двух уравнений по-
лучаем громоздкие символьные выражения, при-
ближенные численные значения которых равны: 

1,2 1,225;α ≈ ∓  1,2 1,633;β ≈ ∓  1,2 2,449;γ ≈ ∓  1,2 4,899.δ ≈ ∓  
В этом случае для попарных произведений этих при-
ближенных значений, т. е. для корней исходного 
уравнения шестой степени, находим приближенные 
значения: 2,000; 3,000; 3,999; 6,001; 8,000; 12,00.

Следствие 1. Возвратное уравнение шестой сте-
пени

6 5 4 3 2 1 0x bx cx dx cx bx+ + + + + + =

имеет корни αβ, αγ, αδ, βγ, βδ, γδ, где α, β, γ, δ — корни 
уравнения четвертой степени

( )4 3 2 1 1 0,z sz bz c sz+ − + + + =

а коэффициент 0s ≠  находится из биквадратного 
уравнения

( ) ( )24 22 1 0.s d b s c+ + + + =

Так как теорема справедлива для любых h, то, 
полагая в уравнении (30) h = 0, получим следующее 
утверждение.

Следствие 2 (новый способ решения кубического 
уравнения). Уравнение третьей степени

 3 2 0x bx cx d+ + + =  (36)

тогда и только тогда имеет корни αβ, αγ, βγ, когда α, 
β, γ являются корнями уравнения

 3 2 0.z c d z bz d± − − ± − =  (37)

Интересно отметить, что дискриминант D2 урав-
нения (37) связан с дискриминантом D1 уравнения 
(36) равенством 2 1 ,D D d= −  поэтому при положи-
тельных d дискриминанты уравнений (36) и (37) име-
ют разные знаки. Данное следствие предлагает новый 
способ [7] решения уравнений третьей степени, так 
как в некоторых случаях решить уравнение (37) ока-
зывается проще, чем решить исходное уравнение (36). 
Например, уравнение 3 27 15 15 9 0x x x+ + + =  
имеет два комплексных и один действительный 
корень, для которого пакет прикладных программ 
Mathematica 8.0 вырабатывает громоздкое точное 
выражение (приближенно равное 1,291− ) с исполь-
зованием корней шестой степени из двучленов, 
содержащих квадратные корни. Связанное с ним 
уравнение (37) с комплексными коэффициентами 

3 24 427 5 7 15 5 27 0z i z z i− − + =  имеет три ком-

плексных корня 4
1 15 ,z i=  ( ) 4

2,3 2 15 ,z i= ±  а про-
изведение двух последних корней равно точному 
значению действительного корня исходного урав-
нения 2 3 15 3 1,291,z z = − ≈ −  т. е. выражается всего 
лишь через один квадратный радикал. Рассмотрим  

кубическое уравнение 3 23 2 129 9 1 0,x x x− − + + =  
имеющее три действительных корня. После приведе-
ния связанного с ним уравнения (37) к каноническому 
виду получим уравнение ( )3 129 3 4 0,t t+ + =  с по-
мощью которого находим точные выражения корней 
исходного уравнения через квадратные радикалы: 

( )1 129 9 6,x = +  ( )2,3 9 129 3 34 2 129 12.x = − ± −
Теорема 3 (еще один новый способ решения куби-

ческого уравнения). Уравнение третьей степени

 3 2 0t bt ct d+ + + =  (38)

тогда и только тогда имеет корни 1 ,αβ + αβ  
1 ,αγ + αγ  1 ,αδ + αδ  когда α, β, γ, δ являются корня-

ми уравнения четвертой степени

 ( )4 3 2 4 1 0,z sz bz c s z+ − + + + =  (39)

где коэффициент 0s ≠  находится из биквадратного 
уравнения

 ( ) ( )24 24 4 0.s d b s c+ + + + =  (40)

Для доказательства этой теоремы сделаем в урав-
нении (38) подстановку 1t x x= +  и умножим ре-
зультат на x3. Получим возвратное уравнение шестой 
степени x6 + bx5 + (c + 3)x4 + (d + 2b)x3 + (c + 3)x2 + 
+ bx + 1 = 0. Затем применим следствие 1 теоремы 2. 
Заметим, что уравнение (39) является возвратным 
тогда и только тогда, когда d + 4b = 2(c + 4) или 
d + 4b = –2(c + 4). В этом случае один из корней 
уравнения (38) равен 2 или, соответственно, –2, т. е. 
корни уравнения (38) выражаются через квадратные 
радикалы. Примерами таких кубических уравнений 
являются уравнения x3 + cx ± 2(c + 4) = 0, где c — 
произвольное комплексное число, в том числе урав-
нения x3 – x – 6 = 0 и x3 – 19x + 30 = 0, подробно 
рассмотренные в работе [7].

Предлагаемый способ может оказаться полезным, 
когда решение кубических уравнений стандартными 
способами затруднительно [7]. Например, для куби-
ческого уравнения

( )3 23 3 9 2 9 3 2 29 8 0,t t t− + − + − =

имеющего отрицательный дискриминант (не-
приводимый случай), находим из биквадратно-
го уравнения 2s =  и, приведя уравнение (39) 
с помощью подстановки 2 4z x= −  к канони-
ческому виду, получим биквадратное уравнение 

( )4 23 3 4 3 8 69 64 0.x x+ − − + =  Наконец, для ис-
ходного кубического уравнения находим выражения 

корней 1 3 1 2,t = −  2,3 1 4 69 16 3 2,t = ± −  запи-
санные лишь через квадратные радикалы.

С помощью теоремы 3 получим следующий спо-
соб решения алгебраического уравнения четвертой 
степени.
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Следствие. Новый алгоритм решения уравнения 
четвертой степени.

Произвольное уравнение четвертой степени мож-
но привести к виду (39) делением на свободный член 
и заменой переменной, поэтому будем считать, что 
исходное уравнение имеет вид (39). Из уравнения (40) 

находим ( )22 24 4d s c s b= − − + −  и решаем уравнение 
(38), т. е. получим значения корней 1 1 ,w = αβ + αβ  

2 1 ,w = αγ + αγ  3 1 .w = αδ + αδ  Затем, для вычисления 
значений величин αβ, αγ, αδ решаем три квадратных 
уравнения 1 ,iv v w+ =  i = 1, 2, 3. Тогда корни уравне-
ния (39) находятся среди корней следующих восьми 
квадратных уравнений: 2

1 2 3,z sz v v v+ + + +  где vi — 
один из корней квадратного уравнения 1 ,iv v w+ =  
i = 1, 2, 3. Заметим, что если корни кубического урав-
нения (38) выражаются через квадратные радикалы, 
то корни уравнения четвертой степени (39) также 
выражаются через квадратные радикалы.

Несколько разложений частного вида
1. Уравнение третьей степени вида 3 2z az bz+ + +  
( )2 3 0a bk ak a k+ − + =  имеет корень ,z a k= −  т. е. 

разрешимо в квадратных радикалах.
2. Уравнение третьей степени вида 3 2z az bz+ + +  

( )2 2 3 0b b ak k k+ − + =  имеет корень ,z b k= −  т. е. 
разрешимо в квадратных радикалах.

3. Для любых комплексных a и b справедливо 
разложение

 
( )

( )[ ] ( ) ( )

3 2 3 3

2 2 2

3 1

1 1 1 .

x a bx a b

x a b x a b x a b b

− ± + =

⎡ ⎤= ± + + + − +⎣ ⎦∓
 (41)

Отсюда при b = 1 получим разложение 
( ) ( )23 2 33 2 2 .x a x a x a x a− ± = ± ∓  Из разложения (41) 

при 3 3,а q=  3 2b =  получим разложение на мно-
жители кубического многочлена 3 23 6 ,x q x q− ±  а при 

3 54,а p= −  3 2b =  получим разложение на мно-

жители многочлена 3 3 6.x px p+ ± −
4. Для любых комплексных a и r справедливо 

разложение

( ) ( )

4 2 2

2 2

2

.

x ax r r x ra a

x r x a x r x ra a

+ + ± ± + =

= ± ± + ± ± +∓

5. Если в многочлене 6 4 3 2x cx dx ex fx g+ + + + +  
коэффициен ты свя з аны соо т ношени ями 

( ) ( )4 1 4 16 1 16,f d c k e= − − −  ( )4 16 1 64,g dk e= + −  

где 1 2 ,k c= ± −  то справедливо разложение

 
( ) ( )

6 4 3 2

2 4 3 21 4 4 4 .

x cx dx ex fx g

x kx x kx x dx g

+ + + + + =

= − + + + + +
 (42)

6. Легко проверить, что разложение (42) остается 
справедливым, если коэффициенты c, f и k выра-
зить через свободные коэффициенты d, e и g так: 

21 2 ,c k= −  4 4 ,f d gk= −  ( )1 16 64 16 .k e g d= − +  

Тогда, полагая g = 0, получим разложение на мно-
жители многочлена пятой степени:

( ) ( )
5 3 2

2 3 21 4 4 ,

x cx dx ex f

x kx x kx x d

+ + + + =

= − + + + +

где 21 2 ,c k= −  4,f d=  ( )1 16 16 .k e d= −
7. Если в многочлене 6 5 4 3 2x bx cx dx ex+ + + + +

fx g+ +  коэффициенты связаны соотношени-
я м и 2,f mc=  ,g nk=  г д е  ( )2 2,m bc d= − −  

( ) ( )2 4 4 ,n c e b= −  ( ) ( )2 22 4 4 4 ,k b c bd c e b= − − +  то 
справедливо разложение

 
( ) ( )

6 5 4 3 2

3 3 2

2

2 2 .

x bx cx dx ex mcx nk

x cx n x bx c x k

+ + + + + + =

= + − + + −
 (43)

Если 2 4,e c=  то n = 0, g = 0 и из разложения 
(43) получим разложение на множители многочлена 
пятой степени

( ) ( )
5 4 3 2 2

2 3 2

4 2

2 2 ,

x bx cx dx c x mc

x c x bx c x m

+ + + + + =

= + + + +

где ( )2 2.m bc d= − −

Заключение

В практически важных задачах часто возника-
ют именно такие кубические уравнения, все три 
корня которых являются вещественными числами. 
А в этом случае известные способы решения (фор-
мулы Ферро-Тартальи, формулы Феррари-Кардано 
и др.) оказываются малопродуктивными [7]. В ра-
боте [12], например, доказывается, что однотипные 
величины треугольника (стороны, высоты, синусы 
углов и т. п.) являются корнями соответствующего 
кубического уравнения, коэффициенты которого вы-
ражаются через полупериметр p треугольника, ради-
ус r вписанной в треугольник и радиус R описанной 
около треугольника окружности. Так, стороны треу-
гольника являются корнями кубического уравнения  
x3 – 2px2 + (p2 + r2 + 4R)x – 4pRr = 0, а тангенсы 
половинных углов являются корнями уравнения 
px3 – (4R + r)x2 + px – r = 0, и стандартными способа-
ми эти действительные величины выражаются через 
комплексные числа. Решение уравнений четвертой 
степени обычно сводится к решению уравнений тре-
тьей степени, а к решению этих уравнений приводит 
решение уравнений более высоких степеней.

Основная часть данной работы посвящена разло-
жениям на множители полиномов пятой и, особенно, 
шестой степени специального вида. Исследование 
символьных решений возвратного уравнения шестой 
степени привело к построению новых алгоритмов 
для символьных решений уравнений третьей и чет-
вертой степеней. Особое внимание в работе уделя-
лось символьному выражению корней уравнений 
через квадратные радикалы. Найденные способы 
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решения уравнений третьей степени (сведением к ре-
шению уравнений четвертой степени) и четвертой 
степени (сведением к решению уравнений третьей 
степени) отличаются дискриминантами и резоль-
вентами от дискриминантов и резольвент известных 
способов [7]. Поэтому интересно построить итераци-
онный процесс из различных способов решения этих 
уравнений и выяснить, приводит ли он за конечное 
число итераций к легко разрешимому уравнению. 
Таким образом, появляется возможность построить 
более универсальный алгоритм решения таких урав-
нений, чем известные алгоритмы.

Представленные результаты могут служить осно-
вой при проектировании программ, дополняющих 
имеющиеся пакеты прикладных программ простыми 
алгоритмами в части точного символьного решения 
алгебраических уравнений третьей, четвертой сте-
пеней и некоторых специальных видов уравнений 
более высоких степеней.
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In physical and technical simulations there is often a need to express symbolically (not numerically) the roots 
of algebraic equations as functions of the symbolic coeffi cients of these equations for a subsequent study of the 
phenomena of interest. In many technical problems we have a cubic equation with three real roots. In this case the 
well-known solutions (Ferro-Tartaglià s and Ferrari-Cardanò s formulas) are diffi cult to implement accurately, since 
there is no effi cient algorithm for fi nding the cube roots of a complex number. The general polynomial equations of 
degree fi ve or higher have no solutions in radicals, although they can be expressed in terms of generalized hyper-
geometric functions of the coeffi cients of these equations. However, some special types of equations, for example, 
xn – a = 0, can be solved in radicals. Therefore, it is important to fi nd simple algorithms to solve algebraic equations, 
in particular, of degree three to eight.

The bulk of this work is devoted to factorizations of special polynomials of degree fi ve and six. A modular equation 
is considered. A polynomial of degree six with a single coeffi cient parametrically dependent of the other arbitrary coef-
fi cients is factorized. Factorizations are found for some polynomials of higher degree. A study of symbolic solutions 
to a reciprocal equation has resulted in some new algorithms for solving equations of degree three and four. These 
algorithms are based on solutions to equations with discriminants and resolvents different from those of the original 
equations. New methods of reducing the equations of degree three and four to reciprocal equations are proposed. 
Particular attention is given to equations solved by square radicals. The performance of these methods is shown by 
a comparison with solutions generated in the software system Mathematica.
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These results can be used in the design of simple computer programs to be used as supplementary to the pro-
grams of exact symbolic solving of algebraic equations available in the conventional software.

Keywords: reciprocal equations, solution in radicals, Cardano’s formula, resolvent, De Moivre’s polynomial, 
modular equation, computer algebra, software
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