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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Îäíèì èç ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì. Îñ-
íîâû ýòîé òåîðèè áûëè çàëîæåíû â ñåðåäèíå XX âåêà â ñâÿçè ñ ïðàêòè÷åñêèìè íóæäàìè
ðàçðàáîòêè ëîãè÷åñêèõ ñõåì äëÿ ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Ïðè ïðîåêòèðîâà-
íèè ýëåêòðîííîãî óñòðîéñòâà íàðÿäó ñ ðàçðàáîòêîé ëîãèêè ñõåìû íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàçìåùåíèå ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà ïëîñêîñòè ïðè íàëè÷èè ôèçè÷åñêèõ è
òåõíîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé.

Ïîìèìî ðàçìåðîâ, âàæíûìè ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðåàëüíûõ ýëåêòðîííûõ ñõåì
ÿâëÿþòñÿ ýíåðãîïîòðåáëåíèå (òåïëîâûäåëåíèå) è ñêîðîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, èìåþòñÿ èíæåíåðíûå ìåòîäû è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ïîçâîëÿþùèå ïðîåêòè-
ðîâàòü ëîãèêó ñõåìû è õîðîøóþ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óêëàäêó ýëåìåíòîâ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìîæíî èññëåäîâàòü ïðèíöèïèàëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ ñíèçó íà ýëåêòðè÷åñêóþ ìîùíîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Èçâåñòíû ñòðîãèå
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå êàê ëîãèêó óñòðîéñòâà, òàê è ðàçìåùåíèå ýëåìåíòîâ.
Â òàêèõ ìîäåëÿõ ââîäÿòñÿ ìåðû ñëîæíîñòè, îòðàæàþùèå óêàçàííûå ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðè-
ñòèêè óñòðîéñòâà.

Â àáñòðàêòíîé ïîñòàíîâêå â ðàìêàõ íåêîòîðîé ñòðîãîé ìîäåëè çàäà÷ó ïðîåêòèðîâàíèÿ
âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ñõåìû, âû÷èñëÿþùåé çà-
äàííóþ áóëåâó ôóíêöèþ (ìíîãî âõîäîâ è îäèí âûõîä) èëè áóëåâ îïåðàòîð (ìíîãî âõîäîâ
è ìíîãî âûõîäîâ). Â ðàìêàõ ââåä¼ííîé ìîäåëè òðåáóåòñÿ îïòèìèçèðîâàòü íåêîòîðûå ìå-
ðû ñëîæíîñòè ñõåìû. Óêàæåì îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè. Îäíèì
èç íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ êîíêðåòíûå îïåðàòî-
ðû, òàêèå êàê ñóììàòîðû, óìíîæèòåëè, àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè â êîíå÷íûõ ïîëÿõ è ò.ï.
Äðóãèì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íèæíèõ îöåíîê íà ñëîæíîñòü ñõåì, ðåàëèçóþùèõ
êîíêðåòíûå ôóíêöèè èëè îïåðàòîðû, ÷àùå âñåãî � ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè-
÷åíèÿõ íà ñõåìû. Òðåòüèì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà óíèâåðñàëüíûõ è îïòèìàëü-
íûõ â íåêîòîðîì ñìûñëå ìåòîäîâ ñèíòåçà ñõåì äëÿ çàäàííîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé èëè
îïåðàòîðîâ. Ôóíäàìåíòàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ñõåì, ïîëó÷àå-
ìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå îïòèìàëüíîñòè òàêèõ ìåòîäîâ, ïðåäñòàâëÿþò âñ¼ áîëüøèé èíòåðåñ ñ
ðîñòîì ñëîæíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå,
îòíîñÿòñÿ ê ïîñëåäíåìó óïîìÿíóòîìó íàïðàâëåíèþ.

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè

Èñòîðè÷åñêè ïåðâîé ìîäåëüþ óñòðîéñòâ, âû÷èñëÿþùèõ áóëåâû ôóíêöèè, áûëà ìîäåëü êîí-
òàêòíûõ ñõåì (äàëåå � ÊÑ), ââåä¼ííûõ Ê. Øåííîíîì1 â 1938 ãîäó åù¼ äî ïîÿâëåíèÿ
ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ (îïðåäåëåíèÿ òåðìèíîâ, èñïîëüçóåìûõ âî ââåäåíèè,
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå À. Â. ×àøêèíà2 è îáçîðå À. Ä. Êîðøóíîâà3).

Â 1950-õ ãîäàõ ïîïóëÿðíîñòü ïðèîáðåëà ìîäåëü ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (äà-
ëåå � ÑÔÝ). Ä. Ìþëëåð â ðàáîòå4 1956 ãîäà îïðåäåëèë ñëîæíîñòü ÑÔÝ, êàê êîëè÷åñòâî å¼
ýëåìåíòîâ, è ïîêàçàë, ÷òî ñëîæíîñòü ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ èìååò ïîðÿäîê 2n/n â õóä-

1C. E. Shannon. �A symbolic analysis of relay and switching circuits�. â: Transactions of the American Institute

of Electrical Engineers 57.12 (1938), ñ. 713�723
2À. Â. ×àøêèí. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Àêàäåìèÿ Ìîñêâà, 2012, ñ. 352
3À. Ä. Êîðøóíîâ. �Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé áóëåâûõ ôóíêöèé�. â: Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê 67.1

(2012), ñ. 97�168
4D. E. Muller. �Complexity in Electronic Switching Circuits�. â: IRE Transactions on Electronic Computers

EC-5.1 (1956), ñ. 15�19
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øåì ñëó÷àå. Ïîä ñëîæíîñòüþ áóëåâîé ôóíêöèè ïîíèìàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü ñðåäè
ÑÔÝ, ðåàëèçóþùèõ ýòó ôóíêöèþ. Ïîçäíåå Î. Á. Ëóïàíîâ äîêàçàë5, ÷òî â ñòàíäàðòíîì áàçèñå
({∨,&,¬}) ñëîæíîñòü ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 2n/n. Áîëåå òîãî,
îí èññëåäîâàë âçâåøåííóþ ñëîæíîñòü ÑÔÝ è íàø¼ë å¼ àñèìïòîòèêó äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé
â ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì áàçèñå ñ çàäàííûìè ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè âñåõ ýëåìåíòîâ áàçè-
ñà. Ë. À. Øîëîìîâ ïðåäëîæèë6 àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé ìåòîä ñèíòåçà ÑÔÝ äëÿ êëàññà
÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ, ðàçáèâàþùèõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íà ÷àñòè çàäàííîãî ðàçìåðà, îä-
íàêî â òåîðåìå íàêëàäûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåðû ýòèõ ÷àñòåé è îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ. Â îäíîé èç ïîñëåäóþùèõ ðàáîò7 Øîëîìîâ íàø¼ë àñèìïòîòèêó ôóíêöèè Øåí-
íîíà ñëîæíîñòè ÑÔÝ, ðåàëèçóþùèõ ÷àñòè÷íûå áóëåâû ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì
áàçèñå. Â ÷àñòíîñòè, ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ Øîëîìîâ äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ÷à-
ñòè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñëîæíîñòü â ñòàíäàðòíîì áàçèñå àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà d/ log2 d,
ãäå d � ÷èñëî íàáîðîâ, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè îïðåäåëåíî. À. Å. Àíäðååâ óñèëèë8

ðåçóëüòàò Øîëîìîâà, íàéäÿ àñèìïòîòèêó ôóíêöèè Øåííîíà óæå áåç îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåð
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

À. Å. Àíäðååâ è È. À. Âèõëÿíöåâ ðàññìîòðåëè9 äðóãóþ ìåðó ñëîæíîñòè ÑÔÝ, à èìåí-
íî, äëèíó êîäà ñõåìû, êîòîðàÿ êðîìå ÷èñëà ýëåìåíòîâ îòðàæàåò è òîïîëîãèþ èõ ñîåäèíåíèÿ.
Êàæäîé ÑÔÝ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äâîè÷íûé êîä ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîñëåäî-
âàòåëüíî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííîé ÑÔÝ. Ôàêòè÷åñêè, êîäèðîâàíèå ÑÔÝ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê òîïîëîãè÷åñêóþ ñîðòèðîâêó å¼ ãðàôà ñ ïîñëåäóþùåé óêëàäêîé
åãî âåðøèí íà öåëî÷èñëåííûå òî÷êè ïðÿìîé òàê, ÷òîáû âñå ð¼áðà áûëè íàïðàâëåíû âïðàâî.
Ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè äëèíà êîäà ÑÔÝ â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ëîãàðèôìîâ
äëèí ð¼áåð ãðàôà ïðè çàäàííîé óêëàäêå. Â ýòîé æå ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþ-
ùèé ïî ïðîèçâîëüíîé ÑÔÝ ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé êîä, à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî
ôóíêöèÿ Øåííîíà äëèíû êîäà ÑÔÝ äëÿ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà
2n. Êðîìå òîãî, áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñóììàòîðà äâóõ äâîè÷íûõ ÷èñåë äëèíà êîäà ÑÔÝ
ðàñò¼ò ëèíåéíî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïåðåìåííûõ, à äëÿ óìíîæèòåëÿ � íåëèíåéíî.

Ì. Í. Âàéíöâàéã ââ¼ë10 åù¼ îäíó ìåðó ñëîæíîñòè � ìîùíîñòü ÑÔÝ. Ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ Âàéíöâàéãà, ìîùíîñòü (àêòèâíîñòü) ÑÔÝ ðàâíà ìàêñèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ
ñõåìû, âûäàþùèõ íà âûõîäå åäèíèöó, ãäå ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì âõîäíûì íà-
áîðàì. Ìîùíîñòü ÑÔÝ îòðàæàåò ýëåêòðè÷åñêóþ ìîùíîñòü óñòðîéñòâà, âû÷èñëÿþùåãî áóëå-
âó ôóíêöèþ. Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ìîùíîñòè ÑÔÝ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé
ýëåìåíò ïîòðåáëÿåò ýíåðãèþ òîëüêî òîãäà, êîãäà çíà÷åíèå íà åãî âûõîäå ðàâíî 1. Âàéíöâàéã
ðàññìàòðèâàë ìîùíîñòü ÑÔÝ â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ è ïîêàçàë, ÷òî å¼ ïîðÿäîê ìîæåò áûòü
êàê ëèíåéíûì (íàïðèìåð, â áàçèñå {∨,&,¬}), òàê è ýêñïîíåíöèàëüíûì (íàïðèìåð, â áàçèñå
{x ∨ y}). Áîëåå äåòàëüíî çàâèñèìîñòü ìîùíîñòè ÑÔÝ îò áàçèñà èññëåäîâàë Î. Ì. Êàñèì-
Çàäå. Îí ïðåäëîæèë11 ìåòîä ñèíòåçà ÑÔÝ â áàçèñå {∨,&,¬}, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü ñõåìû

5Î. Á. Ëóïàíîâ. �Îá îäíîì ïîäõîäå ê ñèíòåçó óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì � ïðèíöèïå ëîêàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ�.

â: Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï 14. Íàóêà, Ì., 1965, ñ. 31�110
6Ë. À. Øîëîìîâ. �Î ôóíêöèîíàëàõ ñëîæíîñòè ñèñòåì íåäîîïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé�. â: Ïðîáëåìû êèáåð-

íåòèêè. Âûï 19. Íàóêà, Ì., 1967, ñ. 123�139
7Ë. À. Øîëîìîâ. �Î ðåàëèçàöèè íåäîîïðåäåëåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ�. â: Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï 21. Íàóêà, Ì., 1969, ñ. 215�226
8À. Å. Àíäðååâ. �Î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ�. â: Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà 1.4 (1989), ñ. 36�45
9À. Å. Àíäðååâ è È. À. Âèõëÿíöåâ. �Îöåíêè äëèíû êîäà äëÿ ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ�. â:

Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà 6.4 (1994), ñ. 10�20
10Ì. Í. Âàéíöâàéã. �Î ìîùíîñòè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ�. â: Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ 139.2 (1961),

ñ. 320�323
11Î. Ì. Êàñèì-Çàäå. �Îá îäíîâðåìåííîé ìèíèìèçàöèè ñëîæíîñòè è ìîùíîñòè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ
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ñ ëèíåéíîé ìîùíîñòüþ è àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî ñëîæíîñòè. Â äðóãîé ðàáîòå12

Êàñèì-Çàäå óñòàíîâèë ïîðÿäîê ôóíêöèè Øåííîíà ìîùíîñòè ÑÔÝ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîë-
íîãî êîíå÷íîãî áàçèñà, à òàêæå ïðèâ¼ë ïðèìåð áàçèñà, â êîòîðîì äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé
íå ñóùåñòâóåò ñõåì ñ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ñëîæíîñòüþ è îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó
ìîùíîñòüþ.

Êàñèìîì-Çàäå òàêæå áûëà ââåäåíà13 åù¼ îäíà ìåðà ìîùíîñòè ÑÔÝ � P -àêòèâíîñòü,
êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ýëåìåíò ñõåìû íàçûâàåòñÿ àêòèâíûì íà çà-
äàííîì âõîäíîì íàáîðå, åñëè ïðè ïîäà÷å ýòîãî íàáîðà íà âõîä ñõåìû ëèáî îäèí èç âõîäîâ
ýòîãî ýëåìåíòà, ëèáî åãî âûõîä ðàâåí 1. P -àêòèâíîñòü ñõåìû ðàâíà ìàêñèìàëüíîìó êîëè÷å-
ñòâó àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåâîçìîæíûì âõîäíûì íàáîðàì.
Ôàêòè÷åñêè, P -àêòèâíîñòü, â îòëè÷èå îò îáû÷íîé àêòèâíîñòè, ó÷èòûâàåò ñòåïåíü âåòâëåíèÿ
íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ ÑÔÝ. Êàê è äëÿ îáû÷íîé àêòèâíîñòè, äëÿ P -àêòèâíîñòè Êàñèì-Çàäå
èññëåäîâàë çàâèñèìîñòü îò áàçèñà è, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàë, ÷òî â áàçèñå {∨,&,¬} ëþáóþ
ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè ÑÔÝ ñ P -àêòèâíîñòüþ O(n2).

Ñ. À. Ëîæêèí è Ì. Ñ. Øóïëåöîâ ââåëè14 ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé àêòèâíîñòè ÑÔÝ, îïðå-
äåëèâ å¼, êàê ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âûõîäîâ ýëåìåíòîâ, èçìåíÿþùèõ ñâî¼ çíà÷åíèå ïðè
èçìåíåíèè âõîäíûõ íàáîðîâ ñõåìû. Ââåäåíèå äàííîé ìåðû ñëîæíîñòè îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî
áîëüøàÿ ÷àñòü ýíåðãèè ìèêðîñõåìû âûäåëÿåòñÿ èìåííî ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé íà å¼ âõî-
äàõ è, ñîîòâåòñòâåííî, â óçëàõ ñõåìû. Â òîé æå ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ëþáîì ïîëíîì
áàçèñå ìîæíî ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ ñ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé àê-
òèâíîñòüþ. Òàêæå áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ñèíòåçà ÑÔÝ â áàçèñå {∨,&,¬} äëÿ ôóíêöèé îò
n ïåðåìåííûõ ñ àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ 2n/n è ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ.
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò îáû÷íîé (ñòàòè÷åñêîé) àêòèâíîñòè, ïîðÿäîê äèíàìè÷å-
ñêîé àêòèâíîñòè íå çàâèñèò îò áàçèñà.

Åù¼ îäíîé âàæíîé ìåðîé ñëîæíîñòè ÑÔÝ ÿâëÿåòñÿ å¼ ãëóáèíà. Åñëè ñëîæíîñòü ìîäåëè-
ðóåò ðàçìåð óñòðîéñòâà, à ìîùíîñòü � ýíåðãîïîòðåáëåíèå, òî ãëóáèíà îïðåäåëÿåò çàäåðæêó
ìåæäó ïîäà÷åé íà óñòðîéñòâî âõîäíîãî íàáîðà è ïîëó÷åíèåì âû÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ íà âû-
õîäå. Ñ. Á. Ãàøêîâ ïîêàçàë15, ÷òî ôóíêöèÿ Øåííîíà ãëóáèíû ÑÔÝ äëÿ ôóíêöèé îò n ïåðå-
ìåííûõ ðàâíà n− log2 log2 n ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû. Çàòåì C. À. Ëîæêèí ïî-
êàçàë16, ÷òî â áàçèñå {∨,&,¬} ôóíêöèÿ Øåííîíà ãëóáèíû ÑÔÝ ðàâíà dn− log2 log2 n+ o(1)e
ïðè n → ∞. Â áîëåå ïîçäíåé ðàáîòå17 Ëîæêèí íàø¼ë ôóíêöèþ Øåííîíà ãëóáèíû ÑÔÝ â
ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû.

ÑÔÝ ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íå åäèíñòâåííîé ìîäåëüþ, ïîçâîëÿþùåé îïðåäåëÿòü ìåðû ñëîæ-
íîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé. Äðóãîé òàêîé ìîäåëüþ ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûå ñõåìû (äàëåå ÊÑ).
Ñëîæíîñòü ÊÑ îïðåäåëÿåòñÿ, êàê êîëè÷åñòâî å¼ êîíòàêòîâ. Ëóïàíîâ ïîêàçàë18, ÷òî ñëîæ-

ýëåìåíòîâ. � â: Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 33. Ì.: Íàóêà, 1978, ñ. 215�220
12Î. Ì. Êàñèì-Çàäå. �Îá îäíîé ìåðå ñëîæíîñòè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ�. â: Ïðîáëåìû êèáåð-

íåòèêè. Âûï. 38. Ì.: Íàóêà, 1981, ñ. 117�179
13Î. Ì. Êàñèì-Çàäå. �Îá îäíîé ìåðå àêòèâíîñòè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. � â:Ìàòåìàòè÷åñêèå

âîïðîñû êèáåðíåòèêè. Âûï 4. Ì.: Íàóêà, 1992, ñ. 218�228
14Ñ. À. Ëîæêèí è Ì. Ñ. Øóïëåöîâ. �Î äèíàìè÷åñêîé àêòèâíîñòè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ

è ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî ñëîæíîñòè ñõåì ñ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ�. â:

Ó÷åíûå çàïèñêè Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 156.3 (2014), ñ. 84�97
15Ñ. Á. Ãàøêîâ. �Ãëóáèíà áóëåâûõ ôóíêöèé�. â: Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï 34. Ì.: Íàóêà, 1978, ñ. 265�

268
16Ñ. À. Ëîæêèí. �Î ãëóáèíå ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè â íåêîòîðûõ áàçèñàõ�. â: Annales Universitatis

Scientiarum Budapestinensis de Rolando Eotvos Nominatae, Sectio Computatorica 4 (1983), ñ. 113�125
17Ñ. À. Ëîæêèí. �Î ãëóáèíå ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì áàçèñå�. â: Âåñòíèê Ìîñ-

êîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà 2 (1996), ñ. 80�82
18Î. Á. Ëóïàíîâ. �Î ñèíòåçå íåêîòîðûõ êëàññîâ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì�. â: Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï 10.

Íàóêà, Ì., 1963, ñ. 63�97
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íîñòü ÊÑ, ðåàëèçóþùèõ áóëåâû ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 2n/n, êàê
è ñëîæíîñòü ÑÔÝ. Þ. Ñ. Øóòêèí ââ¼ë19 ïîíÿòèå âðåìåííîé ñëîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ÊÑ,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå àíàëîãîì ìîùíîñòè ÑÔÝ. Îí ïîêàçàë, ÷òî ôóíê-
öèÿ Øåííîíà ñëîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ÊÑ ðàñò¼ò ëèíåéíî ñ ðîñòîì ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

À. Â. ×àøêèí ââ¼ë20 åù¼ îäíó ìîäåëü âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé � íåâåòâÿùèåñÿ ïðî-
ãðàììû ñ óñëîâíîé îñòàíîâêîé. ÑÔÝ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåâåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âñåì âõîäàì, âûõîäàì è ð¼áðàì ñîïîñòàâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïåðåìåí-
íûå, çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
ïðîãðàììû, â êîòîðîé êàæäàÿ ñòðî÷êà èìååò âèä xi = fi(xji,1 , ..., xji,ni

), ãäå fi � ôóíêöèÿ,
âû÷èñëÿåìàÿ i-ì ôóíêöèîíàëüíûì ýëåìåíòîì, xji,1 , ..., xji,ni

� ïåðåìåííûå, ïðèïèñàííûå âõî-
äàì ýòîãî ýëåìåíòà, xi � ïåðåìåííàÿ, ïðèïèñàííàÿ åãî âûõîäó. Ïðè òàêîì ñîïîñòàâëåíèè
ñëîæíîñòü ÑÔÝ ðàâíà êîëè÷åñòâó êîìàíä â ïðîãðàììå, òî åñòü å¼ äëèíå. Â íåâåòâÿùåéñÿ
ïðîãðàììå ñ óñëîâíîé îñòàíîâêîé ëåâûå ÷àñòè êîìàíä ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, è êðîìå îáû÷íûõ
êîìàíä ìîãóò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ êîìàíäû âèäà stop(xi). Åñëè xi = 1, òî âûïîëíåíèå ïðî-
ãðàììû íà ýòîì øàãå çàâåðøàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ñ
óñëîâíîé îñòàíîâêîé ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì äëèíà ïðîãðàììû. Ñðåäíåå âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ îïòèìàëüíîé ïðîãðàììû ñ óñëîâíîé îñòàíîâêîé íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé ñëîæíîñòüþ
áóëåâîé ôóíêöèè. Â ðàáîòå ×àøêèíà20 áûëè ïîëó÷åíû ïîðÿäêè ðîñòà ôóíêöèé Øåííîíà
ñðåäíåé ñëîæíîñòè äëÿ êëàññîâ âñþäó îïðåäåë¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ
ôóíêöèé è ôóíêöèé ñ ìàëûì ÷èñëîì åäèíèö. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïî÷òè
âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü ïî ïîðÿäêó ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ ÑÔÝ, à äëÿ
êëàññà ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ñ ìàëûì ÷èñëîì åäèíèö ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü ïî ïîðÿäêó â
n ðàç ìåíüøå ñëîæíîñòè ÑÔÝ.

Èç ïåðå÷èñëåííûõ ìîäåëåé íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìèêðîñõåì, ðåàëè-
çóþùèõ áóëåâû ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ÑÔÝ. Íåäîñòàòîê äàííîé ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî â íåé íå ó÷èòûâàåòñÿ ðàçâîäêà ïðîâîäîâ íà ïëîñêîñòè, õîòÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
÷èïà ðàçìåùåíèå ïðîâîäîâ ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå âàæíîé çàäà÷åé, ÷åì ïîñòðîåíèå ñàìîé ëîãè÷å-
ñêîé ñõåìû. Ñ. Ñ. Êðàâöîâ ïðåäëîæèë21 ìîäåëü ïëîñêèõ (êëåòî÷íûõ) ñõåì, êîòîðàÿ îòðàæà-
åò êàê ëîãè÷åñêóþ ÷àñòü ìèêðîñõåìû (ÑÔÝ), òàê è ðàçìåùåíèå å¼ ýëåìåíòîâ íà ïëîñêîñòè.
Ôàêòè÷åñêè, ïëîñêàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ óêëàäêîé ÑÔÝ íà öåëî÷èñëåííóþ ðåø¼òêó íà ïëîñêî-
ñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîåäèí¼ííûìè ìîãóò áûòü ëèøü ýëåìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ ñ ñîñåäíèõ
òî÷êàõ ðåø¼òêè; ïðè ýòîì äëèííûå ïðîâîäà ìîäåëèðóþòñÿ öåïüþ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ
òîæäåñòâåííûå ôóíêöèè. Êðàâöîâ äîêàçàë, ÷òî ïîðÿäîê ôóíêöèè Øåííîíà ïëîùàäè ïëîñ-
êèõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ, ðàâåí 2n. À. Àëüáðåõò ïîêàçàë22, ÷òî
àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Øåííîíà èìååò âèä σ2n. Îäíàêî åãî äîêàçàòåëüñòâî íåêîíñòðóêòèâ-
íî, è êîíêðåòíîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû σ äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî. Êðîìå òîãî, ýòà êîíñòàíòà
ìîæåò çàâèñåòü îò áàçèñà. Òåì íå ìåíåå, Ñ. Â. Ãðèáîê ïðèâ¼ë23 ïðèìåð áàçèñà, äëÿ êîòîðîãî
êîíñòàíòà σ âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ïëîñêîé ñõåìû, îò-
ëè÷àþùååñÿ îò îïðåäåëåíèÿ Êðàâöîâà, êîòîðîå êàê ïðàâèëî èñïîëüçóåòñÿ â äðóãèõ ðàáîòàõ.
Îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ îöåíîê ïëîùàäè è äðóãèõ ìåð ñëîæíîñòè ýòî îòëè÷èå íåïðèíöèïè-

19Þ. Ñ. Øóòêèí. �Îá îäíîâðåìåííîé ìèíèìèçàöèè îáúåìíîé è âðåìåííîé ñëîæíîñòè êîíòàêòíûõ è âåí-

òèëüíûõ ñõåì�. â: Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ 14.1-4 (2010), ñ. 595�615
20À. Â. ×àøêèí. �Î ñðåäíåì âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé áóëåâûõ ôóíêöèé�. â: Äèñêðåòíûé àíàëèç è

èññëåäîâàíèå îïåðàöèé 4.1 (1997), ñ. 60�78
21Ñ. Ñ. Êðàâöîâ. �Î ðåàëèçàöèè ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè â îäíîì êëàññå ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ è

êîììóòàöèîííûõ ýëåìåíòîâ�. â: Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï 19. Ì.: Íàóêà, 1967, ñ. 285�293
22À. Àëüáðåõò. �Î ñõåìàõ èç êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ�. â: Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï 33. Ì.: Íàóêà, 1977,

ñ. 209�214
23Ñ. Â. Ãðèáîê. �Îá îäíîì áàçèñå äëÿ ñõåì èç êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ�. â: Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî Óíèâåðñè-

òåòà, ñåð. 15. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåðíåòèêà 4 (1999), ñ. 36�39
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àëüíî (êîãäà ðå÷ü íå èä¼ò î íàõîæäåíèè àñèìïòîòèêè). Ïåðå÷èñëÿåìûå íèæå ðåçóëüòàòû,
êàê è ðåçóëüòàòû Êðàâöîâà è Àëüáðåõòà âåðíû âíå çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîãî îïðåäåëåíèÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è î ðåçóëüòàòàõ,
ïîëó÷åííûõ â äàííîé äèññåðòàöèè. Îïðåäåëåíèå ïëîñêîé ñõåìû, èñïîëüçóåìîå â äèññåðòà-
öèè ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñõåìû áåç èçîëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ÷óòü êîìïàêòíåå
èçîáðàæàòü ãðîìîçäêèå ñõåìû.

Í.À. Øêàëèêîâà èññëåäîâàëà24 ïëîùàäü ïëîñêèõ ñõåì äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ñå-
ìåéñòâ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ, à òàêæå äëÿ êëàññà ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Êðî-
ìå òîãî, â ýòîé ðàáîòå áûëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ïëîùàäüþ ïëîñêèõ ñõåì è îáú¼ìîì
òð¼õìåðíûõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ áóëåâû îïåðàòîðû. Øêàëèêîâà ïîêàçàëà, ÷òî åñëè îïåðàòîð
ðåàëèçóåòñÿ òð¼õìåðíîé ñõåìîé ñ îáú¼ìîì V , òî åãî ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïëîñêîé ñõåìîé ñ
ïëîùàäüþ O(V 3/2), ïðè÷¼ì ïîðÿäîê ýòîé îöåíêè íåëüçÿ ïîíèçèòü. À. À. Òèóí÷èê íàø¼ë25

ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà ïëîùàäè ïëîñêèõ ñõåì êîíñòàíòíîé øèðèíû, â êîòîðûõ
äîïóñêàþòñÿ êðàòíûå âõîäû. À. Þ. ßáëîíñêàÿ óñèëèëà26 ýòîò ðåçóëüòàò è íàøëà àñèìïòîòè-
êó ïëîùàäè ïëîñêèõ ñõåì êîíñòàíòíîé øèðèíû ñ êðàòíûìè âõîäàìè äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ
áóëåâûõ ôóíêöèé. Ä. À. Æóêîâ27,28,29 äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ è ôóíê-
öèé ïðåäëîæèë ìåòîäû ñèíòåçà ïëîñêèõ ñõåì, ïîçâîëÿþùèå îïòèìèçèðîâàòü îäíîâðåìåííî
ïëîùàäü è ãëóáèíó. Â ÷àñòíîñòè, Æóêîâ ïîêàçàë29, ÷òî ïðîèçâîëüíóþ ÷àñòè÷íóþ áóëåâó
ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïëîñêîé ñõåìîé ñ ïëîùàäüþ O(d) è ãëóáèíîé O(log d), ãäå d �
ðàçìåð îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Â äàííîé äèññåðòàöèè ââîäÿòñÿ ìåðû ìîùíîñòè (àêòèâíîñòè) ïëîñêèõ ñõåì, îòðàæàþùèå
ýíåðãîïîòðåáëåíèå ìèêðîñõåìû, êîòîðóþ ìîäåëèðóåò ïëîñêàÿ ñõåìà. Îäíà èç ðàññìàòðèâàå-
ìûõ ìåð ìîùíîñòè � ïîòåíöèàë (àêòèâíîñòü) � ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ìîùíîñòè (ñòàòè÷åñêîé
àêòèâíîñòè) ÑÔÝ. Ýòó ìåðó ìîùíîñòè âïåðâûå ââ¼ë Î.Â. ×åðåìèñèí30, îí ïîêàçàë ÷òî íåâîç-
ìîæíî ðåàëèçîâàòü äåøèôðàòîð ïëîñêîé ñõåìîé ñ îäíîâðåìåííî îïòèìàëüíûìè ïî ïîðÿäêó
ïëîùàäüþ è ïîòåíöèàëîì.

Òàêæå â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ è äðóãàÿ ìåðà ìîùíîñòè � ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ
ìîùíîñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì äèíàìè÷åñêîé àêòèâíîñòè ÑÔÝ. Ýòà ìåðà ñëîæíî-
ñòè ëó÷øå îòðàæàåò ýíåðãîïîòðåáëåíèå ìèêðîñõåì, ïîñêîëüêó îñíîâíàÿ ýíåðãèÿ òðàòèòñÿ íà
ïåðåõîäíûå ïðîöåññû, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò ïðè ïåðåêëþ÷åíèè ýëåìåíòîâ ñõåìû.

Îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà óíè-
âåðñàëüíûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà ïëîñêèõ ñõåì, ïîçâîëÿþùèõ äëÿ áîëüøèíñòâà ôóíêöèé èç çà-
äàííîãî êëàññà ïîëó÷àòü ñõåìû ñ îïòèìàëüíûìè ïî ïîðÿäêó ìîùíîñòüþ è ïëîùàäüþ. Âòî-
ðûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íèæíèõ îöåíîê ìîùíîñòè ïëîñêèõ ñõåì ñ öåëüþ
îáîñíîâàíèÿ îïòèìàëüíîñòè ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå ïîëó÷åíî
íåñêîëüêî óíèâåðñàëüíûõ îöåíîê, ñâÿçûâàþùèõ ìåðû ñëîæíîñòè ïëîñêèõ ñõåì. Â ÷àñòíîñòè,

24Í. À. Øêàëèêîâà. �Î ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ�. â: Ìàòåìàòè÷å-

ñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. Âûï 2. Ì.: Íàóêà, 1989, ñ. 177�197
25À. À. Òèóí÷èê. �Î ðåàëèçàöèè ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè êëåòî÷íûìè ñõåìàìè îãðàíè÷åííîé øèðèíû�. â:

Ìåòîäû äèñêðåòíîãî àíàëèçà â ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Íîâîñèáèðñê: Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎ

ÀÍ ÑÑÑÐ 50 (1990), ñ. 73�83
26À. Þ. ßáëîíñêàÿ. �Î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé èç èíâàðèàíòíûõ êëàññîâ ñõåìàìè îãðà-

íè÷åííîé âûñîòû ñ êðàòíûìè âõîäàìè�. â: Âåñòíèê ÍÍÃÓ 4.1 (2012), ñ. 225�231
27Ä. À. Æóêîâ. �Î âðåìåíè ïàðàëëåëüíîãî ñëîæåíèÿ íåñêîëüêèõ ÷èñåë�. â: Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåð-

ñèòåòà. Ñåðèÿ 1, Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà 6 (2001), ñ. 52�54
28Ä. À. Æóêîâ. �Áûñòðûå êëåòî÷íûå ñõåìû äëÿ óìíîæåíèÿ�. â: Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïå-

ðàöèé. Ñåðèÿ 1 9.3 (2002), ñ. 40�47
29Ä. À. Æóêîâ. �Î âû÷èñëåíèè ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé êëåòî÷íûìè ñõåìàìè�. â: Äèñêðåòíûé àíàëèç

è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Ñåðèÿ 1 11.2 (2004), ñ. 32�40
30Î. Â. ×åðåìèñèí. �Îá àêòèâíîñòè ñõåì èç êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ ñèñòåìó âñåõ êîíúþíêöèé�.

â: Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà 15.2 (2003), ñ. 113�122
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â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ ìîùíîñòü è ïîòåíöèàë ñîâïàäàþò ïî ïîðÿäêó. Â
ñâÿçè ñ ýòèì äàëåå âìåñòî òåðìèíîâ ¾ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ ìîùíîñòü¿ èëè ¾ïîòåíöèàë¿ ÷à-
ñòî óïîòðåáëÿåòñÿ ñëîâî ¾ìîùíîñòü¿, ïîä÷¼ðêèâàþùåå, ÷òî óòâåðæäåíèå îòíîñèòñÿ ê îáåèì
ìåðàì ìîùíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ ïëîùàäè ïëîñêèõ
ñõåì èçâåñòåí ëèøü ïîðÿäîê ôóíêöèè Øåííîíà, à àñèìïòîòèêà íåèçâåñòíà. Ïîýòîìó â äàí-
íîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ èìåííî ïîðÿäîê, à íå àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Øåííîíà. Êðîìå òîãî,
äëÿ ìîäåëåé ñõåì, àíàëîãè÷íûõ ìîäåëè ïëîñêèõ ñõåì (íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëè ìíîãîñëîéíûõ
ñõåìû ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ñëî¼â) ïîðÿäîê ðîñòà âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè
ìåð ñëîæíîñòè òàêîé æå, êàê è â ìîäåëè ïëîñêèõ ñõåì, ïîýòîìó âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
âåðíû è âî âñåõ àíàëîãè÷íûõ ìîäåëÿõ ñõåì31.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïîðÿäêà ôóíêöèè Øåííî-
íà ìîùíîñòè ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ âàæíûì ôàêòîðîì òàêæå ÿâëÿåòñÿ è ãëóáèíà ñõåìû, êîòîðàÿ îòðàæàåò ñêîðîñòü
ðàáîòû ýòîé ñõåìû. Â îäíîé èç òåîðåì ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ áîëüøîãî êëàññà ÷àñòè÷íûõ îïå-
ðàòîðîâ ñóùåñòâóþò ñõåìû, îäíîâðåìåííî îïòèìàëüíûå ïî ìîùíîñòè, ïëîùàäè è ãëóáèíå.
Äðóãèì âàæíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïîðÿäêà ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ áóëåâûõ
ôóíêöèé ñ ìàëûì ÷èñëîì åäèíèö. Òàêèå ôóíêöèè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ñõåì
äëÿ äðóãèõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé ñ öåëüþ ïîíèæåíèÿ ñðåäíåé ìîùíîñòè ïóò¼ì ôèëüòðà-
öèè íàáîðîâ, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòî. Òàêæå áûëè
íàéäåíû ïîðÿäêè ôóíêöèé Øåííîíà äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Öåëü ðàáîòû

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ôóíêöèè Øåííîíà ìîùíîñòè ïëîñêèõ ñõåì, ðåàëèçóþ-
ùèõ áóëåâû ôóíêöèè è îïåðàòîðû èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ. Òàêæå öåëüþ ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå
çàâèñèìîñòè ôóíêöèè Øåííîíà îò îãðàíè÷åíèé, íàëîæåííûõ íà ðàñïîëîæåíèå âõîäîâ è âû-
õîäîâ ñõåìû.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì, òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû îöåíêè ôóíêöèè Øåííîíà ìîùíîñòè ïëîñêèõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ ôóíê-
öèè è îïåðàòîðû èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ. À èìåííî, ïîëó÷åí ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà
ñðåäíåé è ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè äëÿ êëàññà ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ. Òàêæå ïîëó-
÷åíû áîëåå âûñîêèå íèæíèå îöåíêè ìîùíîñòè ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ ïðè íàëè÷èè
îãðàíè÷åíèé íà ðàñïîëîæåíèå âûõîäîâ ñõåìû. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ÷èñëî âûõîäîâ îïåðàòîðà
ïî ïîðÿäêó áîëüøå, ÷åì ÷èñëî âõîäîâ, òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì
ýòè âûõîäû äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû äðóã îò äðóãà, ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè ïîðÿäîê
ðîñòà ìîùíîñòè íå áîëåå, ÷åì ëèíåéíî çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà âûõîäîâ ñõåìû. Ïðè íåêîòî-
ðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàñïîëîæåíèå âûõîäîâ ïîðÿäîê ðîñòà ìîùíîñòè îò êîëè÷åñòâà âûõîäîâ
ñòàíîâèòñÿ âûøå ëèíåéíîãî. Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòàõ äëÿ êëàññà ÷àñòè÷íûõ îïå-
ðàòîðîâ îöåíêè ñðåäíåé è ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè ñîâïàäàþò ïî ïîðÿäêó.

31Îò ìîäåëè ëèøü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â íåé ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, çàíèìàþùèé åäèíèöó ïëîùàäè, ðåàëè-

çîâûâàë áóëåâ îïåðàòîð ñ ÷èñëîì âõîäîâ è âûõîäîâ, îãðàíè÷åííûì íåêîòîðîé êîíñòàíòîé.
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Òàêæå ïîëó÷åí ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè äëÿ êëàññà
ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì åäèíèö ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé íà ðàñïîëîæåíèå âõîäîâ ñõå-
ìû. Êàê è â ñëó÷àå ÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ, ïîêàçàíî, ÷òî íàèìåíüøàÿ ìîùíîñòü äîñòèãàåòñÿ
ïðè îïðåäåë¼ííîì ðàññòîÿíèè ìåæäó âõîäàìè ñõåìû.

Â ðàáîòå òàêæå èññëåäîâàí êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî êëàññà ïîëó÷åí ïî-
ðÿäîê ôóíêöèè Øåííîíà ñðåäíåé è ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî â
êëàññå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ïîðÿäêè ðîñòà ñðåäíåé è ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè ðàçëè÷àþòñÿ.
Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷åíû ïîðÿäêè ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ
ôóíêöèé.

Êðîìå îöåíîê ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ôóíêöèé, â ðàáîòå åñòü
íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ î ñâÿçè ðàçëè÷íûõ ìåð ñëîæíîñòè ïëîñêèõ ñõåì. Òàêæå äîêàçàíà óíè-
âåðñàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ôóíêöèè Øåííîíà ìîùíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà áóëåâûõ
ôóíêöèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ïðî-
åêòèðîâàíèè ÑÁÈÑ äëÿ óìåíüøåíèÿ ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ.
Ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ ìîùíîñòü ïëîñêèõ ñõåì, èññëåäîâàííàÿ â ðàáîòå íàìíîãî ëó÷øå îòðàæàåò
ýíåðãîïîòðåáëåíèå ìèêðîñõåìû, ÷åì ñòàòè÷åñêàÿ ìîùíîñòü, êîòîðàÿ îáû÷íî ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ìîùíîñòè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî â ðàáîòå ïîêà-
çàíî, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ è îáû÷íàÿ ìîùíîñòè ñîâïàäàþò ïî
ïîðÿäêó, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãèå ðåçóëüòàòû äëÿ ñòàòè÷åñêîé ìåðû ìîùíîñòè ìîãóò áûòü
îáîáùåíû è íà ïåðåêëþ÷àòåëüíóþ ìîùíîñòü. Íî äàæå ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ ìîùíîñòü ñõåì èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íåäîñòàòî÷íî òî÷íî îòðàæàåò ýíåðãîïîòðåáëåíèå ìèêðîñõåìû,
ïîñêîëüêó ïðè ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèÿõ ïðîâîäíèêè, ñîåäèíÿþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû, ïîòðåáëÿþò ìîùíîñòü, ñðàâíèìóþ ñ ìîùíîñòüþ ñàìèõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó, ÷òîáû
îïòèìèçèðîâàòü ìèêðîñõåìó, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ýíåðãèþ, âûäåëÿåìóþ ïðîâîäàìè, è ìî-
äåëü, èçó÷àåìàÿ â äàííîé ðàáîòå, ïîçâîëÿåò ýòî ñäåëàòü. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èí-
òåðåñíû íå òîëüêî ìåòîäû ñèíòåçà, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå, íî è îáùèå èäåè îïòèìèçàöèè
ìîùíîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê êîíêðåòíûì ñõåìàì.

Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íèæíèõ îöåíîê äëÿ äðóãèõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû è ïóáëèêàöèè àâòîðà

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è ïóáëèêîâàëèñü â òåçèñàõ ñëåäóþùèõ
êîíôåðåíöèé:

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿
(2013, 2014, Ìîñêâà)

� Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ (2013, 2014)

� XII Ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ¿ èìåíè àêà-
äåìèêà Î. Á. Ëóïàíîâà (2016, Ìîñêâà).

� ÕI Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû è êîìïüþòåðíûå íàóêè¿
(2016, Ìîñêâà)
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Ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ
èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà:

� Ñåìèíàðå ¾Òåîðèÿ àâòîìàòîâ¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà, ïðîô., ä.ô-ì.í. Â. Á. Êóä-
ðÿâöåâà (2013 ã., 2016 ã., 2017 ã.).

� Ñåìèíàðå ¾Âîïðîñû ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ïîèñêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô., ä.ô-ì.í.
Ý. Ý. Ãàñàíîâà (2013 � 2016 ãã.).

� Ñïåöñåìèíàð äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé, íàó÷íûõ ñîòðóäíèêîâ, àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ ¾Äèñ-
êðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà¿ (2016 ã.).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [1�6] â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷-
íûõ èçäàíèÿõ, îïðåäåë¼ííûõ ïîëîæåíèåì î ïðèñóæäåíèè ó÷¼íûõ ñòåïåíåé â ÌÃÓ èìåíè
Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, à òàêæå â òåçèñàõ êîíôåðåíöèé [7�9]

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òð¼õ ãëàâ. Îáúåì äèññåðòàöèè 164 ñòðàíèöû. Ñïèñîê
ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 35 íàèìåíîâàíèé.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü çàâåäóþùåìó êàôåäðîé ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðó,
àêàäåìèêó Â.Á. Êóäðÿâöåâó è âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû çà îïûò è çíàíèÿ, ïîëó÷åííûå âî
âðåìÿ îáó÷åíèÿ. Îñîáóþ ïðèçíàòåëüíîñòü õî÷åòñÿ âûñêàçàòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ä.ô.-
ì.í., ïðîôåññîðó Ý.Ý. Ãàñàíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïëîñêèå ñõåìû

Êëåòî÷íûì ýëåìåíòîì áóäåì íàçûâàòü áóëåâ îïåðàòîð, ó êîòîðîãî â ñóììå íå áîëåå ÷åòûð¼õ
âõîäîâ è âûõîäîâ, ïðè÷¼ì êàæäîìó åãî âõîäó è êàæäîìó âûõîäó ñîïîñòàâëåíà íåêîòîðàÿ
ìåòêà èç ìíîæåñòâà {l, r, t, b}, ïðè÷¼ì ìåòêè íå ïîâòîðÿþòñÿ.

Ìåòêè áóäåì òàêæå íàçûâàòü ñòîðîíàìè ýëåìåíòà:

� l � ëåâàÿ ñòîðîíà;

� r � ïðàâàÿ ñòîðîíà;

� t � âåðõíÿÿ ñòîðîíà;

� b � íèæíÿÿ ñòîðîíà.

Êëåòî÷íûé ýëåìåíò áóäåì èçîáðàæàòü â âèäå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà íà ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì
âõîäàì è âûõîäàì ýëåìåíòà ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñòîðîíû êâàäðàòà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèñâîåííû-
ìè èì ìåòêàìè.

Ìåòêè, ïðèñâîåííûå âõîäàì (âûõîäàì) îïåðàòîðà áóäåì íàçûâàòü âõîäàìè (âûõîäàìè)
ýëåìåíòà. Ìåòêè, íå ïðèñâîåííûå íè âõîäàì, íè âûõîäàì, áóäåì íàçûâàòü èçîëÿòîðàìè. Ìíî-
æåñòâî âõîäîâ (âûõîäîâ) ýëåìåíòà e áóäåì îáîçíà÷àòü in(e) (out(e)).

Âõîäû è âûõîäû ýëåìåíòà áóäåì íàçûâàòü åãî êîíòàêòàìè.
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Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íåìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî òåì, ÷òî äîïóñêàåòñÿ,
÷òîáû íà ðàçíûõ âûõîäàõ ðåàëèçîâûâàëèñü ðàçíûå íåòîæäåñòâåííûå ôóíêöèè.

Åñëè íà âñåõ âûõîäàõ ýëåìåíòà ðåàëèçóþòñÿ òîæäåñòâåííûå ôóíêöèè, òî áóäåì íàçûâàòü
ýëåìåíò êîììóòàöèîííûì, èíà÷å � ëîãè÷åñêèì.

Êîììóòàöèîííûé ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóåò ëèáî ïðîâîäíèêó â ìèêðîñõåìå, ëèáî ïåðåñå÷å-
íèþ ïðîâîäîâ, ëèáî òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè, ñëóæàùåé äëÿ óñèëåíèÿ ñèãíàëà.

Êëåòî÷íûé ýëåìåíò ìîæíî îïèñàòü óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå çàäàþò åãî îïåðàòîð, çàìåíÿÿ
âñå ïåðåìåííûå â íèõ íà ñîïîñòàâëåííûå èì ìåòêè (l,r,t èëè b). Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè êàæäîãî
óðàâíåíèÿ áóäåò ñòîÿòü âûõîäíàÿ ìåòêà, à â ïðàâóþ áóäóò âõîäèòü òîëüêî âõîäíûå ìåòêè.

Äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ïóñòîé êëåòî÷íûé ýëåìåíò � èçîëèðóþùèé.
Âñþäó äàëåå çíà÷îê := áóäåò îáîçíà÷àòü ¾ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî¿.
×åðåç E îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ, NE := |E|.
Ñåòüþ èç êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ìíîæåñòâå M ⊂ Z2 íàä áàçèñîì E ′ ⊆ E áóäåì

íàçûâàòü îòîáðàæåíèå K : M → E ′.
Ýëåìåíò K(x, y) áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòîì ñõåìû K ñ êîîðäèíàòàìè (x, y). Ýëåìåíò ñ

ïðèïèñàííûìè åìó êîîðäèíàòàìè áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòîì ñõåìû.
Ëåâîé, ïðàâîé, âåðõíåé è íèæíåé ñòîðîíàìè ýëåìåíòà e ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) áóäåì

íàçûâàòü òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x− 1
2
, y), (x+ 1

2
, y), (x, y− 1

2
) è (x, y+ 1

2
) ñîîòâåòñòâåííî (íà

ðèñóíêàõ îñü y áóäåò íàïðàâëåíà âíèç).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåòü K èç êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ êîððåêòíà, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ

ýëåìåíòîâ x è y ñõåìû K âåðíî, ÷òî åñëè ñòîðîíà a ýëåìåíòà x ñîâïàäàåò ñî ñòîðîíîé b
ýëåìåíòà y, òî âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

� îäèí èç ýëåìåíòîâ x, y � èçîëèðóþùèé,

� ñòîðîíû a è b ÿâëÿþòñÿ èçîëÿòîðàìè,

� Ñðåäè ñòîðîí a è b îäíà ÿâëÿåòñÿ âõîäîì, äðóãàÿ � âûõîäîì, íàïðèìåð, a � âûõîä, à
b � âõîä, â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûõîä a ïîäêëþ÷åí ê âõîäó b;

Ìíîæåñòâî M áóäåì íàçûâàòü íîñèòåëåì ñåòè K.
Ââåä¼ì ïîíÿòèå ãðàôà êîððåêòíîé ñåòè èç êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ K (áóäåì îáîçíà÷àòü

GK). GK � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âõîäû è âûõîäû ýëåìåí-
òîâ ñõåìû. Åñëè âûõîä îäíîãî ýëåìåíòà ïîäêëþ÷¼í êî âõîäó äðóãîãî, òî èì áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü îäíà è òà æå âåðøèíà ãðàôà (áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì
ïåðâîãî ýëåìåíòà è âõîäîì âòîðîãî). Èç âåðøèíû a â âåðøèíó b âåä¼ò ðåáðî â òîì è òîëü-
êî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò e òàêîé, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ åãî âõîäîì, b � âûõîäîì,
ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ íà âûõîäå b, ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âõîäà a.

Ïëîñêîé ñõåìîé èëè ñõåìîé èç êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ìíîæåñòâå M ⊂ Z2 íàä áàçèñîì
E ′ ⊆ E áóäåì íàçûâàòü êîððåêòíóþ ñåòü èç êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ, â ãðàôå êîòîðîé íåò
îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ. Ìíîæåñòâî M áóäåì íàçûâàòü íîñèòåëåì ñõåìû K.

Äàëåå âåçäå èñïîëüçóåòñÿ áàçèñ E, òî åñòü ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáûå
êëåòî÷íûå ýëåìåíòû.

Åñëè âõîä (âûõîä) ýëåìåíòà íå ïîäêëþ÷¼í ê âûõîäó (âõîäó) äðóãîãî ýëåìåíòà, áóäåì åãî
íàçûâàòü âõîäîì (âûõîäîì) ñõåìû.

Êîíòàêòàìè ñõåìû áóäåì íàçûâàòü åå âõîäû è âûõîäû. Ìíîæåñòâî âõîäîâ (âûõîäîâ)
ñõåìû K áóäåì îáîçíà÷àòü In(K) (Out(K)).

Óçëàìè ñõåìû K áóäåì íàçûâàòü âåðøèíû ãðàôà GK .
Åñëè M � íîñèòåëü ñõåìû K, òî âåëè÷èíó |M | áóäåì íàçûâàòü ïëîùàäüþ ñõåìû K è

îáîçíà÷àòü |K|.
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Ðàññòîÿíèåì ìåæäó óçëàìè ñõåìû áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî ð¼áåð â ìèíèìàëüíîé îðèåí-
òèðîâàííîé öåïè, ñîåäèíÿþùåé ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû â GK . Ðàññòîÿíèå îò óçëà a äî
óçëà b íà ñõåìå K áóäåì îáîçíà÷àòü ρK(a, b).

Ïîäñõåìîé ñõåìû K ñ íîñèòåëåì M0 ⊆ M áóäåì íàçûâàòü ñõåìó K|M0 . Åñëè ñõåìà K
ôèêñèðîâàíà, òî èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ïîäñõåìà M0.

Êàæäîé ïëîñêîé ñõåìå K ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü ñõåìó èç ôóíêöèî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ Circ(K):

1. êàæäîé ôóíêöèè fs,i, êîòîðóþ ðåàëèçóåò i-é âûõîä ýëåìåíòà s êëåòî÷íîé ñõåìû, ñîïî-
ñòàâèì ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò es,i, ðåàëèçóþùèé fs,i; åñëè i-é è j-é âûõîäû ÿâëÿþòñÿ
âûõîäàìè îäíîé è òîé æå ôóíêöèè, òî èì áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèí è òîò æå ôóíê-
öèîíàëüíûé ýëåìåíò.

2. åñëè i-é âûõîä s1 ïîäêëþ÷¼í ê j-ìó âõîäó s2 ñîåäèíèì âûõîä ýëåìåíòà es1,i ñ j-ìè
âõîäàìè ýëåìåíòîâ es2,k äëÿ âñåõ k, äëÿ êîòîðûõ fs2,k çàâèñèò îò j-ãî àðãóìåíòà.

3. Óäàëèì èç ñõåìû âñå òîæäåñòâåííûå ôóíêöèè, ïîäñîåäèíèâ èõ âõîä êî âñåì èõ âûõîäàì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà K ðåàëèçóåò áóëåâ îïåðàòîð fK , åñëè ñõåìà èç ôóíêöèîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ Circ(K) ðåàëèçóåò fK . Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïåðàòîð fK îïðåäåëÿåòñÿ
ñõåìîé K ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ è êîìïîíåíò îïåðàòîðà.

Ìíîæåñòâî ïëîñêèõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ áóëåâ îïåðàòîð f (âîçìîæíî, ÷àñòè÷íî îïðåäå-
ë¼ííûé) áóäåì îáîçíà÷àòü Impl(f).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(f) ìèíèìàëüíóþ ïëîùàäü ïëîñêîé ñõåìû, ðåàëèçóþùåé îïåðàòîð f .

Ìåðû ìîùíîñòè ñõåì.

Äëÿ êàæäîé ñõåìû K çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ íóìåðàöèþ åå óçëîâ. Íà i-ì óçëå ðåàëèçóåòñÿ
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ gi îò âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ñõåìû K (íà âõîäàõ ñ÷èòàåì, ÷òî ðåàëèçóþòñÿ
òîæäåñòâåííûå ôóíêöèè).

Âåçäå äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñõåìà K èìååò n âõîäîâ, l óçëîâ è gi � ôóíêöèÿ, ðåàëè-
çóåìàÿ â i-ì óçëå ñõåìû K.

Ñîñòîÿíèåì ñõåìû K íà âõîäíîì íàáîðå x íàçîâ¼ì âåêòîð

sK(x) := (g1(x), ..., gl(x)).

Åñëè v = (v1, ..., vq) ∈ {0, 1}q, îáîçíà÷èì |v| := v1 + v2 + ...+ vq.
Ââåä¼ì îïåðàöèþ ⊕ : {0, 1}q ×{0, 1}q → {0, 1}q � ïîêîìïîíåíòíîå ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2,

òî åñòü (v1, ..., vq)⊕ (u1, ..., uq) = (v1 ⊕ u1, ..., vq ⊕ uq).
Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

|v ⊕ u| =
l∑

i=1

vi ⊕ ui ≤
l∑

i=1

(vi + ui) =
l∑

i=1

vi +
l∑

i=1

ui = |v|+ |u|. (1)

Âåëè÷èíà |v ⊕ u| � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò, ïî êîòîðûì âåêòîðà u è v ðàçëè÷àþòñÿ.
Ïóñòü ñõåìà K èìååò n âõîäîâ. Òîãäà
Ïîòåíöèàëîì ñõåìû K íà âõîäíîì íàáîðå x ∈ {0, 1}n íàçîâ¼ì âåëè÷èíó uK(x) := |sK(x)|.

Ôàêòè÷åñêè, ïîòåíöèàë ñõåìû K íà íàáîðå x � ýòî ÷èñëî óçëîâ ñõåìû K, ïðèíèìàþùèõ
çíà÷åíèå 1, êîãäà íà âõîä ñõåìû ïîäàí íàáîð x.

Ìàêñèìàëüíûì ïîòåíöèàëîì ñõåìû K ñ n âõîäàìè íà ìíîæåñòâå âõîäíûõ íàáîðîâ D ⊆
{0, 1}n íàçîâ¼ì ÛD(K) := max

x∈D
uK(x).
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Âåëè÷èíó wK(x, y) := |sK(x) ⊕ sK(y)| íàçîâ¼ì çàòðàòîé ýíåðãèè íà ïåðåêëþ÷åíèå âõîäà
ñ x íà y.

Ìàêñèìàëüíîé ïåðåêëþ÷àòåëüíîé ìîùíîñòüþ ñõåìû K íà ìíîæåñòâå âõîäíûõ íàáîðîâ
D ⊆ {0, 1}n íàçîâ¼ì âåëè÷èíó

ŴD(K) := max
x,y∈D

wK(x, y).

Â ñëó÷àå D = {0, 1}n èíäåêñ D áóäåì îïóñêàòü, òî åñòü Ŵ (K) = W{0,1}n(K). Ŵ (K) áóäåì
íàçûâàòü ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòüþ ñõåìû K.

Çàìå÷àíèå. Èç 1 è ñâîéñòâà v ⊕ u⊕ u⊕ w = v ⊕ w ñëåäóåò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ
wK :

wK(x, y) + wK(y, z) = |sK(x)⊕ sK(y)|+ |sK(y)⊕ sK(z)| ≥ |sK(x)⊕ sK(z)| = wK(x, z), (2)

òî åñòü wK ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå {0, 1}n.
Ñðåäíèì ïîòåíöèàëîì ñõåìû K íà ìíîæåñòâå âõîäíûõ íàáîðîâ D ⊆ {0, 1}n íàçîâ¼ì

âåëè÷èíó

UD(K) :=
1

|D|
∑
x∈D

uK(x).

Ñðåäíåé ïåðåêëþ÷àòåëüíîé ìîùíîñòüþ ñõåìû K íà ìíîæåñòâå âõîäíûõ íàáîðîâ D ⊆
{0, 1}n íàçîâ¼ì âåëè÷èíó

WD(K) :=
1

|D|2
∑
x,y∈D

wK(x, y).

Åñëè D = {0, 1}n, òî íèæíèé èíäåêñ D ó ìåðû ìîùíîñòè áóäåì îïóñêàòü.
Ââåä¼ì ìîùíîñòü è ïîòåíöèàë áóëåâûõ îïåðàòîðîâ ïðè çàäàííîì ìíîæåñòâå Q äîïó-

ñòèìûõ ïëîñêèõ ñõåì. Åñëè H(K) � íåêîòîðàÿ ìåðà ìîùíîñòè (UD, ÛD, WD èëè ŴD),
F : D → {0, 1}m � áóëåâ îïåðàòîð (âîçìîæíî, ÷àñòè÷íûé), Q � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
ïëîñêèõ ñõåì, òî

HQ(F ) := min
K∈Impl(f)∩Q

H(K).

Ââåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè Øåííîíà ìåðû ìîùíîñòè H äëÿ êëàññà ôóíêöèé F :

HQ(F) := max
f∈F

HQ(f).

Îáîçíà÷èì P2(D′,m) � ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ f : D′ → {0, 1}m ñ m
âûõîäàìè, îïðåäåë¼ííûõ íà ìíîæåñòâå D′. Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà D′
ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ìíîæåñòâà D, íà êîòîðîì èçìåðÿåòñÿ ìîùíîñòü. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
ðàññìàòðèâàåìàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü ïîäñõåìîé äðóãîé ñõåìû, ðåàëèçóþùåé îïåðàòîð ñ äðó-
ãîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íèæíèõ îöåíîê òàêæå áûâàåò ïîëåçíî âçÿòü
D ⊂ D′.
Îáîçíà÷èì P2(n,m) := P2({0, 1}n,m) � ìíîæåñòâî âñþäó îïðåäåë¼ííûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ
ñ n âõîäàìè è m âûõîäàìè.

Òàêæå ââåä¼ì ôóíêöèþ Øåííîíà ìåð ìîùíîñòè äëÿ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ. Åñëè H � ìåðà
ìîùíîñòè ôóíêöèè (UD,Q, ÛD,Q, WD,Q èëè ŴD,Q), òî

H(D′) := H(P2(D′, 1)), H(n) := H(P2(n, 1));
H(D′,m) := H(P2(D′,m)), H(n,m) := H(P2(n,m)).

Âî âñåõ ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ åñëè ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñõåì Q ñîâïàäàåò ñî ìíî-
æåñòâîì âñåõ ñõåì, òî èíäåêñ Q â ìåðå ìîùíîñòè áóäåì îïóñêàòü.
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Îáùèå îáîçíà÷åíèÿ

Ââåä¼ì íåñêîëüêî îáùèõ îáîçíà÷åíèé è îïðåäåëåíèé, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ôîð-
ìóëèðîâêàõ òåîðåì. Â ÷àñòíîñòè, â ñâÿçè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ áóäóò
çàâèñåòü îöåíêè (â òîì ÷èñëå, íåÿâíî), óòî÷íèì, êàê áóäóò ïîíèìàòüñÿ â ðàáîòå òàêèå ñòàí-
äàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ, êàê o(·), ω(·), O(·) è Ω(·) â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íåÿâíûõ ïàðàìåòðîâ. ×à-
ñòî íàì ïîíàäîáèòñÿ ïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí, ÿâíî èëè íåÿâíî
çàâèñÿùèõ îò íàáîðà ïàðàìåòðîâ x = (x1, ..., xk), îäèí èç êîòîðûõ êàê ïðàâèëî ñòðåìèò-
ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à íà îñòàëüíûå íàëîæåíû àñèìïòîòè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ. Ôîðìàëüíî,
åñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ X, è íà í¼ì çàäàíà áàçà ïîä-
ìíîæåñòâ32 B. Ìîãóò áûòü è äðóãèå ïàðàìåòðû, äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îáðàçóþò
ìíîæåñòâî Y è êîòîðûå â äàííîì êîíòåêñòå ñ÷èòàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè. Ïóñòü âåëè÷èíû f
è g ÿâíî èëè íåÿâíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ x ∈ X è y ∈ Y . Ââåä¼ì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé.

1. Áóäåì ïèñàòü f(x, y) = o(g(x, y)) èëè g(x, y) = ω(f(x, y)) ïðè áàçå B, åñëè

∀y ∈ Y (∃B ∈ B ∀x ∈ B g(x, y) 6= 0) è lim
B

f(x, y)

g(x, y)
= 0,

òî åñòü îòíîøåíèå f ê g ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ íåðàâíîìåðíî ïî y ∈ Y .

2. f(x, y) = O(g(x, y)) èëè f(x, y) 4 g(x, y) ïðè áàçå B, åñëè

∃C > 0 ∀y ∈ Y ∃B ∈ B ∀x ∈ B f(x, y) ≤ Cg(x, y),

òî åñòü ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà C è ïîäìíîæåñòâî B ⊆ X, B ∈ B òàêèå, ÷òî
f(x, y) ≤ Cg(x, y) äëÿ ëþáûõ x ∈ B, y ∈ Y .

3. f(x, y) � g(x, y) ïðè áàçå B, åñëè f(x, y) 4 g(x, y) è g(x, y) 4 f(x, y) ïðè áàçå B, òî åñòü

∃C1 > 0, C2 > 0 ∀y ∈ Y ∃B ∈ B ∀x ∈ B C1g(x, y) ≤ f(x, y) ≤ C2g(x, y).

Åñëè êàæäûé íàáîð ïàðàìåòðîâ x ∈ X çàäà¼ò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ F(x), òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ýëåìåíòîâ f ∈ F(x) ïðè áàçå B âåðíî óòâåðæäåíèå P (x, f),
åñëè äîëÿ f ∈ F(x), äëÿ êîòîðûõ óòâåðæäåíèå P (x, f) èñòèííî, ñòðåìèòñÿ ê 1 ïî áàçå B, òî
åñòü

| {f ∈ F(x) : P (x, f)} | = |F(x)|(1 + o(1)) ïðè B.

Îáû÷íî ìíîæåñòâî F(x) � ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé èëè îïåðàòîðîâ, à íàáîð ïàðàìåòðîâ
x âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷èñëî àðãóìåíòîâ n, ìîæåò òàêæå âêëþ÷àòü â ñåáÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D,
÷èñëî âûõîäîâ îïåðàòîðà m, à òàêæå îãðàíè÷åíèÿ íà ãåîìåòðèþ ñõåìû. Áàçà B êàê ïðàâèëî
çàäà¼òñÿ íåñêîëüêèìè àñèìïòîòè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïàðàìåòðû ïðè n→∞.

Äëÿ íåàñèìïòîòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèå a � b, åñëè a ≤ Cb, ãäå C � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Ðåçóëüòàòû

Â ïåðâîé ãëàâå äîêàçàíû îáùèå ðåçóëüòàòû, ñâÿçûâàþùèå ðàçëè÷íûå ìåðû ñëîæíîñòè ïëîñ-
êèõ ñõåì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìû K1 è K2 èìåþò îäèíàêîâûå óêëàäêè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîð-
ôèçì ãðàôîâ GK1 è GK2 , ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâåííûå óçëû ñõåì K1 è K2 èìåþò îäèíàêîâûå
êîîðäèíàòû.

32Íåïóñòàÿ ñèñòåìà B ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ áàçîé ìíîæåñòâà X, åñëè ∅ /∈ B è äëÿ ëþáûõ

B1, B2 ∈ B ñóùåñòâóåò B ∈ B òàêîå, ÷òî B ⊂ B1 ∩ B2 (Â. À. Çîðè÷. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. ×àñòü I.

ÌÖÍÌÎ Ìîñêâà, 2017, ñ. 576).

14



Òåîðåìà 1.1. Åñëè ñõåìà K èìååò n âõîäîâ è m âûõîäîâ, òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
D ⊆ {0, 1}n âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ ìîùíîñòü ïî ïîðÿäêó íå ïðåâîñõîäèò ïîòåíöèàë, à èìåííî

ŴD(K) ≤ 2ÛD(K), WD(K) ≤ 2UD(K).

2. Ñóùåñòâóåò ïëîñêàÿ ñõåìà K ′ c òîé æå óêëàäêîé, ÷òî è ñõåìà K òàêàÿ, ÷òî

FK = FK′ è ÛD(K ′) ≤ ŴD(K) +m+ min
x∈D
|x|.

3. Ñóùåñòâóåò ïëîñêàÿ ñõåìà K ′ c òîé æå óêëàäêîé, ÷òî è ñõåìà K òàêàÿ, ÷òî

FK = FK′ è UD(K ′) ≤ WD(K) +m+ n.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà D ⊆ {0, 1}n è ëþáîãî îïåðàòîðà F ∈ P2(D,m) âû-
ïîëíåíî

ÛD(F )−m ≤ ŴD(F ) ≤ 2ÛD(F );

UD(F )−m− n ≤ WD(F ) ≤ 2UD(F ).

Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê ìàêñèìóìó ïî F ∈ P2(D,m), ñðàçó ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà D ⊆ {0, 1}n âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

Û(D,m)−m ≤ Ŵ (D,m) ≤ 2Û(D,m);

U(D,m)−m− n ≤ W (D,m) ≤ 2U(D,m).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèé ìàêñèìàëüíûé ïîòåíöèàë è ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü �
âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà, åñëè íåò îãðàíè÷åíèé íà áàçèñ. Ïîýòîìó äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ
òîëüêî ïîòåíöèàë.

Òåîðåìà 1.2. Äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f , îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû, âûïîëíåíà îöåíêà

Û(f) ≥
√
S(f)

4
√

2
.

Ó÷èòûâàÿ ïðîñòóþ ìîùíîñòíóþ íèæíþþ îöåíêó ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ ïëîùàäè ïëîñ-
êèõ ñõåì, ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü F � íåêîòîðûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, F(n) = F ∩P2(n). Òîãäà äëÿ
ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé f ∈ F(n) ïðè n→∞ âûïîëíåíà îöåíêà

Û(f) �
√

log |F(n)| − n log n.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì óíèâåðñàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ ñðåäíåãî ïîòåíöèàëà.
Äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ îïðåäåëèì

� |f | := |{x : f(x) = 1}| � âåñ áóëåâîé ôóíêöèè,

� dist(f, g) := |f ⊕ g| � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü F � êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕn(F , t) ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ôóíêöèé èç F(n), ïîïàäàþùèõ â øàð ðàäèóñà 2nt,

ϕn(F , t) = max
f0∈P2(n)

|{f ∈ F(n) : dist(f, f0) ≤ 2nt}| .
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Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü çàäàí êëàññ ôóíêöèé F òàêîé, ÷òî n log n = o(log |F(n)|) ïðè n→∞.
Òîãäà äëÿ ëþáîé íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}∞n=1, tn ∈ (0, 1] äëÿ ïî÷òè âñåõ
ôóíêöèé f ∈ Fn ïðè n→∞ âåðíà îöåíêà

U(f) � tn

√
log2

|Fn|
ϕn(F , tn)

.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ìîùíîñòü ïëîñêèõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ ÷àñòè÷íûå áóëåâû
îïåðàòîðû. Íèæíèå îöåíêè äîêàçàíû êàê äëÿ ñëó÷àÿ ñõåì áåç îãðàíè÷åíèé, òàê è ñ îãðà-
íè÷åíèåì íà ðàñïîëîæåíèå âûõîäîâ. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà ãåîìåòðèþ ñõåìû íå íàëîæåíû
íèêàêèå îãðàíè÷åíèÿ, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü D ⊆ {0, 1}n.Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ
f : D → {0, 1}m ïðè n→∞, |D| = ω(n log n), m = 2o(|D|) âûïîëíåíà îöåíêà

U(f) �
√
m|D|+m

√
|D|√

log2 |D|
.

Åñëè log |D| = o(m), òî ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàñïîëîæåíèå âûõîäîâ ìîæíî
ïîëó÷èòü áîëåå âûñîêóþ íèæíþþ îöåíêó.

Ïîýòîìó ñôîðìóëèðóåì îáîáùåíèå íèæíåé îöåíêè äëÿ ñëó÷àÿ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðàñïîëî-
æåíèå âûõîäîâ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P êîíòàêòîâ ñõåìû K. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ïîëíûé
ãðàô ñ âåðøèíàìè â öåíòðàõ êëåòîê, êîíòàêòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ìíîæåñòâà P .
Ñóììó äëèí ð¼áåð ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà ýòîãî ãðàôà îáîçíà÷èì ÷åðåç TP .

Ââåä¼ì ìíîæåñòâî ñõåì

Qout[l, h] =
{
K : l ≤ TOut(K) ≤ h

}
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè l = 0, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå îãðàíè÷èâàåì TOut(K) ñíèçó, ïîñêîëüêó
TOut(K) ≥ 0 äëÿ ëþáîé ñõåìû K.

Òåîðåìà 2.5. Åñëè D ⊆ {0, 1}n, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ f : D →
{0, 1}m ïðè n log n = o(|D|) è m = 2o(|D|) âûïîëíåíà îöåíêà

UQout[0,h](f) � m2d

(h+
√
md) log2 d

. (3)

Äëÿ âñþäó îïðåäåë¼ííûõ îïåðàòîðîâ ýòó îöåíêó ìîæíî óñèëèòü, åñëè íà TOut(K) íàëîæèòü
îãðàíè÷åíèå íå òîëüêî ñâåðõó, íî è ñíèçó. Ïóñòü l, h ∈ N òàêèå, ÷òî l ≤ h.

Òåîðåìà 2.6. Äëÿ ïî÷òè âñåõ îïåðàòîðîâ f : {0, 1}n → {0, 1}m ïðè n→∞, logm = o(2n) è
l ≤ h âûïîëíåíà îöåíêà

UQout[l,h](f) �



m
√
m2n/2

n
, h <

√
m2n/2;

m22n

nh
,

√
m2n/2 ≤ h < m2n/2

√
n

;

m2n/2√
n
, l ≤ m2n/2

√
n
≤ h;

l, l > m2n/2
√
n
.
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Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âåðõíåé îöåíêè ìîùíîñòè ìû áóäåì ñëåäèòü òàêæå çà ïëîùàäüþ è
ãëóáèíîé ñõåìû. Ââåä¼ì åù¼ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Öåïüþ â ïëîñêîé ñõåìå áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ, â êîòî-
ðîé âûõîä êàæäîãî ýëåìåíòà, êðîìå ïîñëåäíåãî, ïîäêëþ÷¼í êî âõîäó ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà.

Ýëåìåíò öåïè íàçîâ¼ì ñóùåñòâåííûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì èëè îí ÿâëÿåòñÿ
ðàçâåòâëåíèåì ïðîâîäà, òî åñòü õîòÿ áû íà äâóõ åãî âûõîäàõ ðåàëèçóåòñÿ òîæäåñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ îò îäíîãî è òîãî æå âõîäà.

Âåñîì öåïè áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííûõ ýëåìåíòîâ ýòîé öåïè.
Öåïü ìàêñèìàëüíîãî âåñà áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíîé öåïüþ.
Âåñ ìàêñèìàëüíîé öåïè ñõåìû K áóäåì íàçûâàòü ãëóáèíîé è îáîçíà÷àòü d(K).

Òåîðåìà 2.7. Åñëè D ⊆ {0, 1}n, ïðè÷¼ì n2 ≤ |D|, òî äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà
f : D → {0, 1}m ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíàÿ ñõåìà K, ðåàëèçóþùàÿ îïåðàòîð f òàêàÿ, ÷òî

S(K) � m|D|, d(K) � log2 |D|+
m

log2 |D|
,

Û(K) � n log2
2 n+

m
√
|D|√

min(m, log2 |D|)
.

Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, õîòÿ ñõåìà K ðåàëèçóåò ÷àñòè÷íûé îïåðàòîð f , ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïîòåíöèàë ïî âñåì íàáîðàì, íå òîëüêî èç îáëàñòè D. Èç ýòîé òåîðåìû,
à òàêæå òåîðåìû 2.4 ñëåäóåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû � ïîðÿäîê ôóíêöèè Øåííîíà
ïîòåíöèàëà äëÿ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè D ⊆ {0, 1}n, ïðè÷¼ì n2 log4
2 n ≤ |D|, òî

Û(D,m) � U(D,m) �
m
√
|D|√

min(m, log2 |D|)
ïðè n→∞, m = 2o(|D|).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïî÷òè âñåõ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ ñóùåñòâóþò ïðÿìîóãîëü-
íûå ñõåìû ñ îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó ìîùíîñòüþ è ïëîùàäüþ. Ïðè÷¼ì, ïðè m ≤ log2

2 |D|,
ãëóáèíà ñõåìû òàêæå áóäåò îïòèìàëüíà.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî ïðÿìîóãîëüíûå ñõåìû, òî ãëóáèíó ìîæíî ñäåëàòü îïòè-
ìàëüíîé ïî ïîðÿäêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m.

Òåîðåìà 2.8. Åñëè D ⊆ {0, 1}n, ïðè÷¼ì |D| ≥ n2 log4
2 n, òî äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà

f : D → {0, 1}m ñóùåñòâóåò ñõåìà K, ðåàëèçóþùàÿ îïåðàòîð f òàêàÿ, ÷òî

S(K) � m|D|, Û(K) �
m
√
|D|√

min(m, log2 |D|)
, d(K) � log2m|D|.

Âòîðóþ ãëàâó çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî íåñëîæíîãî óòâåðæäåíèÿ, èç êî-
òîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííûå îöåíêè ïëîùàäè è ãëóáèíû ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïî
ïîðÿäêó.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Åñëè D ⊆ {0, 1}n, ïðè÷¼ì |D| ≥ n2 log4
2 n, òî ïëîùàäü O(m|D|) è ãëóáèíà

O(log2m|D|) îïòèìàëüíû ïî ïîðÿäêó äëÿ ïî÷òè âñåõ ÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ f : D → {0, 1}m
ïðè n→∞, m = 2o(|D|).
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Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé. Áîëüøàÿ ÷àñòü ýòîé
ãëàâû ïîñâÿùåíà ìàêñèìàëüíîìó ïîòåíöèàëó áóëåâûõ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì åäè-
íèö. Òàêèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïîäìíîæåñòâ {0, 1}n è ìî-
ãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ñî÷åòàíèè ñ ÷àñòè÷íûìè ôóíêöèÿìè è îïåðàòîðàìè, îïðåäåë¼ííûìè
íà ýòèõ ïîäìíîæåñòâàõ. Ïîñêîëüêó ñõåìû, ðåàëèçóþùèå ýòè ôóíêöèè, â îñíîâíîì ìîãóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ áëîêîâ äëÿ ðåàëèçàöèè äðóãèõ ôóíêöèé, òî ðàñ-
ïðåäåëåíèå íà èõ âõîäàõ ìîæåò íå áûòü ðàâíîìåðíûì. Ïîýòîìó äëÿ ýòîãî êëàññà ôóíêöèé
íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èìåííî ìàêñèìàëüíûé ïîòåíöèàë, îí íå çàâèñèò îò ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Äëÿ ôóíêöèé ñ ìàëûì ÷èñëîì åäèíèö, êàê è äëÿ ÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ, èññëåäóåòñÿ
çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëà îò îãðàíè÷åíèé íà ñõåìó, íî íà ýòîò ðàç îãðàíè÷åíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ
íå íà âûõîäû, à íà âõîäû ñõåìû. Ïîýòîìó äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ íàì ïîòðåáóåòñÿ
ìíîæåñòâî ñõåì Qin[l, h] =

{
K : l ≤ TIn(K) ≤ h

}
.

Åñëè D ⊆ {0, 1}n, òî çà FDN îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé f : D → {0, 1}, ïðèíèìàþùèõ
çíà÷åíèå 1 íå áîëåå, ÷åì íà N íàáîðàõ.

Îöåíêè ïîòåíöèàëà áóäóò èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ u0(h,N, d), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

u0(h,N, d) :=
R log2 d

max(h,
√
R) log2

max(2 log2 d,h,N)
log2 d

, (4)

ãäå R = N log2
d
N
.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî {0, 1}n ìîùíîñòè d, f0 � ÷àñòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ èç D â {0, 1}, h è N � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû. Òîãäà åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

N ≤ d

2
è N log2

d

N
≥ C0h log2 h,

òî äîëÿ ôóíêöèé f ∈ FDN , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà íèæíÿÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïîòåí-
öèàëà

ÛQin[0,h](f0 ⊕ f) ≥ C1u0(h,N, d),

ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå 1 − α(N, d), ãäå α(N, d) = O(2−R/2) ïðè N, d → ∞. Çäåñü C0, C1 �
íåêîòîðûå àáñîëþòíûå êîíñòàíòû.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè

h1(N, n) =

√
Nn(n− log2N)

log2N

è

u1(l, h,N, n) =


u0(h,N, 2

n), åñëè h < h1(N, n);
h1(N, n), åñëè l ≤ h1(N, n) ≤ h;
l, åñëè l > h1(N, n).

Òåîðåìà 3.10. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è N , à òàêæå ïàðàìåòðîâ l è h ≥ l,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì

log2 n ≤ N ≤ 2n−1 è n ≤ h

äîëÿ ôóíêöèé f ∈ F n
N , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà (ïî ïîðÿäêó) ìàêñèìàëüíîãî ïîòåí-

öèàëà
ÛQin[l,h](f) � u1(l, h,N, 2

n) � min
t∈[l,h]

max(t, u0(t, N, 2
n)), ïðè n→∞,

ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå 1− α(n), ãäå α(n) = O(2−C1N) ïðè n→∞. Çäåñü C1 > 0 � íåêîòîðàÿ
àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.
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Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå Q�h := Qin[h/2, h].
Èç òåîðåìû 3.10 ñëåäóåò, ÷òî ïðè N < 2n/2 äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîòåíöèàëà ñ

îãðàíè÷åíèåì Q�h(n), íóæíî âçÿòü h(n) = h1(N, n). Îòñþäà âûòåêàåò îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî
ïîòåíöèàëà áåç îãðàíè÷åíèé íà ðàñïîëîæåíèå âõîäîâ ñõåìû.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïàðàìåòð N óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

log2
2 n ≤ N ≤ 2n−1.

òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé f ∈ F n
N ñïðàâåäëèâà îöåíêà (ïî ïîðÿäêó) ìàêñèìàëüíîãî ïîòåí-

öèàëà
Û(f) � h1(N, n), ïðè n→∞.

Õîòÿ äëÿ êëàññà F n
N ìàêñèìàëüíûé ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëÿåò áîëüøèé èíòåðåñ, ÷åì ñðåä-

íèé ïîòåíöèàë ñàì ïî ñåáå, ñôîðìóëèðóåì âåðõíþþ îöåíêó ñðåäíåãî ïîòåíöèàëà, ÷òîáû ïîêà-
çàòü, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííîì ñîîòíîøåíèè N è n îí ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ìàêñèìàëüíûé
ïîòåíöèàë.

Òåîðåìà 3.11. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n, N ≤ 2n âûïîëíåíà îöåíêà

U(F n
N) = O

(
n+

√
N log2N

n

)
.

Ðàçíèöà ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ñðåäíèì ïîòåíöèàëîì îñîáåííî ñóùåñòâåííàÿ ïðè N =
n3. Â ýòîì ñëó÷àå U(F n

N) = O(n
√

log2 n) ïî òåîðåìå 3.11, à Û(F n
N) � n2√n√

log2 n
ïî ñëåäñòâèþ 1.

Åù¼ îäèí ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû � îöåíêè äëÿ êëàññà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.
Çà Mn áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 3.12.

Û(Mn) � 2n/2

4
√
n
, U(Mn) � 2n/2

n3/4
ïðè n→∞.

Èç ðåçóëüòàòîâ äëÿ êëàññà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé è äëÿ P2 ìîæíî ïîëó÷èòü ïîðÿäîê ìîù-
íîñòè äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ýòîò ðåçóëüòàò, ðàçîáü¼ì âñå
çàìêíóòûå êëàññû33 íà 4 ìíîæåñòâà (ðèñóíîê 1).

R = {P2, T0, T1, T01, S, S01, I
µ, Iµ1 , I

∞, I∞1 , O
µ, Oµ

0 , O
∞, O∞0 };

RM = {M,M0,M1,M01, SM,MIµ,MIµ1 ,MI∞,MI∞1 ,MOµ,MOµ
0 ,MO∞,MO∞0 };

RL = {K,K0, K1, K01, L, L0, L1, L01, SL,D,D0, D1, D01};
RC = {U, SU,MU,U0, U1, U01, C, C0, C1}.

Òåîðåìà 3.13. Åñëè F � çàìêíóòûé êëàññ, òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè.

1. Åñëè F ∈ R, òî ÛF (n) � UF (n) � 2n/2 ïðè n→∞.

2. Åñëè F ∈ RM , òî ÛF (n) � 2n/2

4√n , UF (n) � 2n/2

n3/4 ïðè n→∞.

3. Åñëè F ∈ RL, òî ÛF (n) � UF (n) � n ïðè n→∞.

4. Åñëè F ∈ RC, òî ÛF (n) � UF (n) = O(1).

Òàêèì îáðàçîì, âñå çàìêíóòûå êëàññû äåëÿòñÿ íà 4 ãðóïïû. Ïîðÿäîê ìîùíîñòè â ëþáîì
çàìêíóòîì êëàññå ëèáî òàêîé æå, êàê â P2, ëèáî êàê â êëàññå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ëèáî
ëèíåéíûé, ëèáî êîíñòàíòíûé.

33Îáîçíà÷åíèÿ çàìêíóòûõ êëàññîâ âçÿòû èç êíèãè: À.Á. Óãîëüíèêîâ. Êëàññû Ïîñòà. Ó÷åáíîå ïîñîáèå. Ì.:

Èçä-âî ÖÏÈ ïðè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2008, ñ. 64
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Ðèñ. 1: Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ íà ãðóïïû: R (áåëûå ïðÿìîóãîëüíèêè), RM

(÷¼ðíûå ïðÿìîóãîëüíèêè), RL (áåëûå ýëëèïñû), RC (÷¼ðíûå ýëëèïñû).

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ñîáðàíû ïîðÿäêè ôóíêöèè Øåííîíà ïîòåíöèàëà è ïëîùàäè ïëîñ-
êèõ ñõåì áåç îãðàíè÷åíèé äëÿ ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå êëàññîâ âñþäó îïðåäåë¼ííûõ áóëåâûõ
ôóíêöèé è îïåðàòîðîâ.

Êëàññ F S(F) Û(F) U(F)

P2(n); F (n) ïðè F ∈ R 2n 2n/2 2n/2

M(n); F (n) ïðè F ∈ RM
2n√
n

2n/2

4
√
n

2n/2

n3/4

F n
N ïðè log2

2 n ≤ N ≤ 2n−1 N(n− log2N)

√
Nn(n− log2N)

log2N
≤ n+

√
N log2N

n

P2(n,m) ïðè logm = o(2n) m2n
m2n/2√

min(m,n)

m2n/2√
min(m,n)
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

� Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ñðåäíåé è ìàêñèìàëüíîé ïåðåêëþ÷àòåëüíîé ìîùíîñòè ïëîñêèõ ñõåì,
è ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ ìîùíîñòü äëÿ ëþáîãî áóëåâà îïåðàòîðà ñîâïàäàåò
ïî ïîðÿäêó ñ ïîòåíöèàëîì (êîòîðûé òàêæå íàçûâàåòñÿ àêòèâíîñòüþ) ïëîñêèõ ñõåì ïðè
óñëîâèè, ÷òî â áàçèñå èìåþòñÿ ïðîèçâîëüíûå êëåòî÷íûå ýëåìåíòû.

� Ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíê-
öèè ÷åðåç ïëîùàäü ìèíèìàëüíîé ñõåìû, ðåàëèçóþùåé äàííóþ ôóíêöèþ. Êàê ñëåä-
ñòâèå, ïîëó÷åíà óíèâåðñàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ôóíêöèè Øåííîíà ìàêñèìàëüíîãî ïî-
òåíöèàëà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé. Òàêæå ïîëó÷åíà óíèâåðñàëüíàÿ
íèæíÿÿ îöåíêà ôóíêöèè Øåííîíà ñðåäíåãî ïîòåíöèàëà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà áó-
ëåâûõ ôóíêöèé.

� Ïîëó÷åí ïîðÿäîê ôóíêöèè Øåííîíà ñðåäíåãî è ìàêñèìàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïëîñêèõ
ñõåì, ðåàëèçóþùèõ ÷àñòè÷íûå áóëåâû îïåðàòîðû. Ïðè ýòîì íèæíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà â
áîëüøåé îáùíîñòè è ó÷èòûâàåò îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàëîæåíû íà ðàñïî-
ëîæåíèå âûõîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ÷èñëî âûõîäîâ ñóùåñòâåííî áîëüøå,
÷åì âõîäîâ, è âñå âûõîäû ñõåìû ðàñïîëîæåíû ðÿäîì, òî íèæíÿÿ îöåíêà ïîòåíöèàëà ñó-
ùåñòâåííî âûøå, ÷åì ïîòåíöèàë îïòèìàëüíîé ñõåìû áåç îãðàíè÷åíèé íà ðàñïîëîæåíèå
âûõîäîâ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âåðõíåé îöåíêè ïîñòðîåíà ñõåìà, èìåþùàÿ îïòèìàëüíûå
ïî ïîðÿäêó ïîòåíöèàë, ïëîùàäü è ãëóáèíó.

� Äëÿ êëàññà ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì åäèíèö ïîëó÷åíà ôóíêöèÿ Øåííîíà ìàê-
ñèìàëüíîãî ïîòåíöèàëà â çàâèñèìîñòè îò îãðàíè÷åíèé íà ðàñïîëîæåíèå âõîäîâ ñõåìû.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì äîêàçàííîé òåîðåìû âûâîäèòñÿ ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà
äëÿ ñõåì áåç îãðàíè÷åíèé. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôóíê-
öèé ñ ìàëûì ÷èñëîì åäèíèö íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ñ ðàñïîëîæåííûìè ðÿäîì
âõîäàìè è ïîòåíöèàëîì, îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó.

� Ïîëó÷åí ïîðÿäîê ôóíêöèè Øåííîíà ñðåäíåãî è ìàêñèìàëüíîãî ïîòåíöèàëà äëÿ êëàññà
ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåçóëüòàòà è îöåíîê äëÿ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ
îïåðàòîðîâ ïîëó÷åíû ïîðÿäêè ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà ñðåäíåãî è ìàêñèìàëüíîãî ïî-
òåíöèàëà äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Îäíî èç íàïðàâëåíèé äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåìû äèññåðòàöèè ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ
èññëåäîâàíèåì ôóíêöèè Øåííîíà ïîòåíöèàëà è ïåðåêëþ÷àòåëüíîé ìîùíîñòè äëÿ äðóãèõ
êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé è îïåðàòîðîâ. Äðóãèì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåìû
ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñðåäíåãî ïîòåíöèàëà è ïåðåêëþ÷àòåëüíîé ìîùíîñòè ïëîñêèõ ñõåì ïðè
íåðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé íà âõîäàõ. Äëÿ ðàçâèòèÿ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû 3-é ãëàâû äèññåðòàöèè îá îöåíêàõ äëÿ ôóíêöèé ñ îãðàíè-
÷åííûì ÷èñëîì åäèíèö. Òàêæå âïîëíå åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìîùíîñòè äëÿ
ïëîñêèõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ àâòîìàòû (ïðè ýòîì â áàçèñ äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò çàäåðæêè).

Êðîìå ýòîãî, èíòåðåñíûì îáîáùåíèåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìåð ñëîæíîñòè
â ìîäåëè ìíîãîñëîéíûõ ñõåì ñ ðàñòóùèì ÷èñëîì ñëî¼â, íà êîòîðûõ ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ
ïðîâîäà, à òàêæå â ìîäåëè îáú¼ìíûõ ñõåì.
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