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1 Öåíòðû òÿæåñòè ïëîñêèõ ôèãóð è ïëàíè-

ìåòðèÿ

Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ öåíòðîâ òÿæåñòè, èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, öåíòðîâ ìàññ
(äàëåå äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ èñïîëüçóþòñÿ îáà òåðìèíà), ñîñòàâëÿþò îäèí
èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ ñòàòèêè, è ÿâëÿþòñÿ ñàìûì äðåâíèì ðàçäåëîì
ìåõàíèêè (äà è ôèçèêè âîîáùå). Èõ îñíîâû áûëè çàëîæåíû çíàìåíè-
òûì Àðõèìåäîì. Åãî ïîäõîä ê ýòèì çàäà÷àì áûë â çíà÷èòåëüíîé ìåðå
ãåîìåòðè÷åñêèì, è ñ òåõ ïîð ìåòîäû íàõîæäåíèÿ öåíòðîâ ìàññ ïðîñòûõ
ïëîñêèõ ôèãóð ñîñòàâëÿþò ñâîåîáðàçíûé ðàçäåë ãåîìåòðèè1. Êàê è ñàìó
ãåîìåòðèþ, èõ ìîæíî èçëàãàòü àêñèîìàòè÷åñêè.

1.1 Öåíòð ìàññ êîíå÷íîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî-

÷åê

Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå àêñèîì ìîæíî âçÿòü ñëåäóþùèå, êàæóùèåñÿ äî-
ñòàòî÷íî î÷åâèäíûìè, óòâåðæäåíèÿ.

Ax 0. Ó ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìû òî÷åê öåíòð ìàññ ñóùåñòâóåò è îïðå-
äåëåí îäíîçíà÷íî.

Ax 1. Öåíòð ìàññ òî÷êè ñîâïàäàåò ñ íåé.
Ax 2. Öåíòð ìàññ äâóõ òî÷åê ñ ìàññàìè mi äåëèò îòðåçîê, èõ ñîåäèíÿ-

þùèé, â îòíîøåíèè m1 : m2, è ðàñïîëîæåí áëèæå ê áîëüøåé ìàññå (åñëè
îíè ðàâíû, òî îí íàõîäèòñÿ ïîñåðåäèíå).

Ax 3. Åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê M ðàçáèòî íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâàMi ñ ñóììàðíûìè ìàññàìèmi è öåíòðàìè ìàññ Ai, i = 1, 2,
òî öåíòð ìàññ ìíîæåñòâà M ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû èç äâóõ
òî÷åê Ai ñ ìàññàìè mi.

1Äàëåå ìû â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñëåäóåì ïðåêðàñíîìó ó÷åáíèêó òåîðåòè÷åñêîé
ìåõàíèêè ïðîôåññîðà Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà Í. Å. Æóêîâñêîãî [1], íàïèñàííîìó
â èñòèííî ãåîìåòðè÷åñêîì ñòèëå. Ìíîãèå (íî íå âñå) èçëàãàåìûå äàëåå ôàêòû âçÿòû
èç ýòîé êíèãè (íî äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòî äàþòñÿ äðóãèå).
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Ýòèõ àêñèîì äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âû÷èñëèòü öåíòð ìàññ ëþáîãî êîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê Ai ñ ìàññàìè mi, i = 1, . . . , n. Äëÿ ýòîãî ìîæíî
çàìåíèòü ñ ïîìîùüþ àêñèîìû 3 òî÷êè A1, A2 íà îäíó òî÷êó A1,2 ñ ìàññîé
m1 + m2, îïðåäåëèâ ïîëîæåíèå òî÷êè A1,2 ñ ïîìîùüþ àêñèîìû 2. Åñëè
n > 2, òî ê ïîëó÷åííîìó (n− 1)-òî÷å÷íîìó ìíîæåñòâó {A1,2, A3, . . . , An}
ïîâòîðÿåì òîò æå ïðèåì, ïîêà íå ïîëó÷èì îäíó òî÷êó A1,2,...,n ñ ìàññîé
m1+. . .+mn, êîòîðàÿ ñîãëàñíî àêñèîìå 1 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû
òî÷åê Ai, i = 1, . . . , n.

Óêàçàííûé ïðèåì ìîæíî, êîíå÷íî, ïðèìåíÿòü ê äàííîìó ìíîæåñòâó
òî÷åê ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, íà ïåðâîì øàãå ìîæíî âìåñòî
òî÷åê A1, A2, âçÿòü ëþáóþ ïàðó ðàçëè÷íûõ òî÷åê Ai, Aj, íî ñîãëàñíî àê-
ñèîìå 1 ðåçóëüòàò îò ïîðÿäêà âûáîðà òî÷åê íå çàâèñèò.

Íåçàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà îò âûáðàííîãî ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ óêà-
çàííûõ îïåðàöèé âûãëÿäèò íå ñòîëü óæ è î÷åâèäíîé. Íàïðèìåð, ïðè
íàõîæäåíèè òðåìÿ âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè öåíòðà òÿæåñòè ñèñòåìû èç
òðåõ òî÷åê ðàâíûõ ìàññû, ïîëó÷àåòñÿ ¾áåñïëàòíî¿ èçâåñòíàÿ âñåì øêîëü-
íèêàì òåîðåìà î ïåðåñå÷åíèè ìåäèàí â òðåóãîëüíèêå. Äåéñòâèòåëüíî,
öåíòð ìàññ ëåæèò íà êàæäîé èç ìåäèàí, çíà÷èò è íà èõ ïåðåñå÷åíèè, ïî-
ýòîìó îíè ïåðåñåêàþòñÿ, à ïåðåñåêàòüñÿ îíè ìîãóò òîëüêî â îäíîé òî÷êå.

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå öåíòðà ìàññ, ìîæíî ëåãêî äîêàçàòü ìíîãèå ãåî-
ìåòðè÷åñêèå òåîðåìû. Íàïðèìåð, ïîìåñòèâ â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ìàñ-
ñû, ðàâíûå 2, è çàìåíÿÿ êàæäóþ èç íèõ íà äâå åäèíè÷íûå ìàññû, ñî-
ñðåäîòî÷åííûå â òîé æå âåðøèíå, çàìåòèì, ÷òî öåíòð ìàññ ïîëó÷åííîé
ñèñòåìû èç øåñòè òî÷åê ïî-ïðåæíåìó íàõîäèòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí. Çàìåíÿÿ êàæäóþ ïàðó òî÷åê, ëåæàùèõ â ðàçíûõ âåðøèíàõ, íà
òî÷êó ñ ìàññîé 2, ëåæàùåé â ñåðåäèíå ñòîðîíû, ñîåäèíÿþùåé ýòè âåðøè-
íû, ïîëó÷èì òðè òî÷êè, ëåæàùèå â âåðøèíàõ ñðåäèííîãî òðåóãîëüíèêà,
îáðàçîâàííîãî ñðåäíèìè ëèíèÿìè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà . Ñîãëàñíî àê-
ñèîìå 2 òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ñðåäèííîãî òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàåò
ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà (ìîæíî, êîíå÷íî,
åùå äîêàçàòü, ÷òî ýòè äâà òðåóãîëüíèêà ãîìîòåòè÷íû ñ êîýôôèöèåíòîì
äâà îòíîñèòåëüíî èõ îáùåé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí).

2 Öåíòðû òÿæåñòè è âåêòîðíàÿ àëãåáðà

Åñëè âûáðàòü íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O è ïðîâåñòè èç íåå
ðàäèóñ-âåêòîðû vi â òî÷êè Ai, òî ðàäèóñ-âåêòîð v = OA, ãäå A� íàé-
äåííûé âûøå öåíòð ìàññ ñèñòåìû òî÷åê Ai ñ ìàññàìè mi, âû÷èñëÿåòñÿ
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ñëåäóþùèì îáðàçîì

v = α1v1 + . . .+ αnvn, αi =
mi

m
, m = m1 + . . .+mn.

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ðàâíûõ ìàññ èõ öåíòð òÿæåñòè íå
çàâèñèò îò âåëè÷èíû ìàññû. Äàëåå åãî äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü
öåíòðîèäîì2.

Ïðèâåäåííóþ âûøå ôîðìóëó ëåãêî äîêàçàòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñâîéñòâàìè âåêòîðîâ. Ñíà÷àëà äîêàæåì åå äëÿ n = 2 (ò.å. âûâåäåì àêñè-
îìó 2 èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ âåêòîðîâ).

A
B

C

D1

B1

C1

D

Ðèñ. 1: Âû÷èñëåíèå öåíòðà òÿæåñòè äâóõ òî÷å÷íûõ ìàññ è ñëîæåíèå âåê-
òîðîâ

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû âåêòîðà v1 =
−→
AB, v2 =

−→
AC, m1v1 =

−−→
AB1,m2v2 =−−→

AB2, ãäåm1 = |AB1|/|AB|, m2 = |AC1|/|AC| ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ óìíî-

æåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, è m1v1 + m2v2 =
−−→
AD1, ãäå ABD1C � ïàðàë-

ëåëîãðàìì ñîãëàñíî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ. Ñîãëàñíî Ax 2 öåíòð
òÿæåñòè äâóõ ìàññ m1 è m2, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ B,C íàõîäèòñÿ
â òî÷êå D îòðåçêà BC, òàêîé, ÷òî CD : DB = m1 : m2, îòêóäà èìååì

CD : CB = m1 : (m1 +m2), çíà÷èò âåêòîð
−−→
CD ðàâåí

m1

m1 +m2

−−→
CB =

m1

m1 +m2

(
−→
AB −

−→
AC),

ïîýòîìó âåêòîð

−−→
AD =

−→
AC+

−−→
CD =

−→
AC+

m1

m1 +m2

(
−→
AB−

−→
AC) =

m1

m1 +m2

−→
AB+

m2

m1 +m2

−→
AC =

m1

m1 +m2

v1+
m2

m1 +m2

v2,

÷òî è äîêàçûâàåò ôîðìóëó ïðè n = 2.

2Íàïðèìåð, öåíòðîèäîì òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû

v = α1v1 + . . .+ αnvn, αi =
mi

m
, m = m1 + . . .+mn

â îáùåì ñëó÷àå ïðèìåíèì èíäóêöèþ. Áàçèñ (n = 2) óæå äîêàçàí. Åãî
ìîæíî ïðèìåíèòü è äëÿ âûïîëíåíèÿ øàãà èíäóêöèè. Ïîêàæåì, ÷òî íåçà-
âèñèìî îò ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ óêàçàííûõ âûøå îïåðàöèé, ïîëó÷èòñÿ
äàííàÿ âûøå ôîðìóëà äëÿ öåíòðà ìàññ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè A1 è A2 çàìåíÿþòñÿ âíà÷àëå òî÷êîé A12 ìàññû
M1 = m1 + m2, ðàñïîëîæåííîé â èõ öåíòðå òÿæåñòè. Ñîãëàñíî áàçèñó
èíäóêöèè, ýòîò öåíòð òÿæåñòè íàõîäèòñÿ â êîíöå ðàäèóñ âåêòîðà V1 =
m1

M1
v1+

m2

M1
v2. Äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû òî÷åê {A1, . . . , An} ñî-

ãëàñíî àêñèîìå 2 íóæíî íàéòè öåíòð ìàññ ñèñòåìû òî÷åê {A12, A3, . . . , An}.
Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îí íàõîäèòñÿ â êîíöå ðàäèóñ-âåêòîðà

1

m
(V1M1 + v3m3 + . . .+ vnmn).

Íî 1
m
V1M1 = 1

m
(m1v1 +m2v2), çíà÷èò

1

m
(V1M1 + v3m3 + . . .+ vnmn) =

1

m
(m1v1 + . . .+mnvn).

Ñ ïîìîùüþ äîêàçàííîé ôîðìóëû öåíòð ìàññ ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòå-
ìû òî÷åê ìîæíî âû÷èñëèòü ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêè. Áîëåå òîãî, óêàçàííóþ
ôîðìóëó ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ öåíòðà ìàññ, òîãäà óêà-
çàííûå âûøå àêñèîìû ïðåâðàòÿòñÿ â òåîðåìû ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè.
Òî÷íåå, åñëè âûáðàòü íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O è ïðîâåñòè èç
íåå ðàäèóñ-âåêòîðû vi â òî÷êè Ai, òî öåíòð ìàññ äàííîé ñèñòåìû òî÷åê
ñ ìàññàìè mi îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîð v = OA, ãäå

v = α1v1 + . . .+ αnvn, αi =
mi

m
, m = m1 + . . .+mn,

òî÷êà A ïðè ýòîì íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O (íà÷àëà êîîðäèíàò).
Äðóãîå îïðåäåëåíèå öåíòðà ìàññ äàííîé ñèñòåìû òî÷åê òàêîâî: ýòî òà-
êàÿ òî÷êà A, äëÿ êîòîðîé ðàäèóñ-âåêòîðà Vi, íàïðàâëåííûå èç A â Ai

óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

m1v1 + . . .+mnvn = 0.

Íî è çäåñü íàäî äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü òàêîé òî÷-
êè.

Äîêàçàòåëüñòâà Ax 0 �Ax 3 óäîáíî ïðîâîäèòü ïîëüçóÿñü íå îáû÷-
íîé åâêëèäîâîé àêñèîìàòèêîé ãåîìåòðèè, à âåêòîðíîé àêñèîìàòèêîé, â
êîòîðîé âñå ïîíÿòèÿ ãåîìåòðèè ôîðìóëèðóþòñÿ íà ÿçûêå âåêòîðîâ è îïå-
ðàöèé íàä íèìè.
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Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå ðàâíîñèëüíîñòü îáîèõ îïðåäåëåíèé

Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü âåêòîðíóþ àëãåáðó.
Ïðèìåíÿÿ âòîðîå èç ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé öåíòðà ìàññ,

ëåãêî äîêàçàòü Àõ 2 ïðîùå, ÷åì ñäåëàíî âûøå.
Íî âåðíî è îáðàòíîå, èç óêàçàííûõ àêñèîì äëÿ ïîíÿòèÿ öåíòðà ìàññ

ìîæíî âûâåñòè âñå òåîðåìû ãåîìåòðèè, â êîòîðûõ íå èñïîëüçóåòñÿ ìåò-
ðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ : ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè è âåëè÷èíà óãëà ìåæäó
ïðÿìûìè.

Íàïðèìåð, ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí ñëîæåíèÿ òðåõ âåêòîðîâ ìîæíî âû-
âåñòè èç òåîðåìû î òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí â òðåóãîëüíèêå, êîòîðàÿ
âûòåêàåò èç òåîðåìû î öåíòðå òÿæåñòè òðåõ òî÷åê ñ ðàâíûìè ìàññàìè.
Íà ÿçûêå öåíòðîâ òÿæåñòè ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå îòðåçêà ìåæäó
äâóìÿ òî÷êàìè: ýòî ïðîñòî ìíîæåñòâî âñåõ ïîçèöèé, êîòîðûå ìîæåò çà-
íèìàòü öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû èç ýòèõ äâóõ òî÷åê ïðè âñåõ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèÿõ ìàññ ýòèõ òî÷åê. Åñëè n òî÷åê ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî ìíî-
æåñòâî âñåõ ïîçèöèé,êîòîðûå ìîæåò çàíèìàòü öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû èç
ýòèõ òî÷åê ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ìàññ òàêæå îáðàçóåò îòðåçîê
(âåðíî, êîíå÷íî, è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå). Åñëè ìàññû ýòèõ òî÷åê ðàâíû,
à ñàìè òî÷êè ðàñïðåäåëåíû íà ýòîì îòðåçêå ðàâíîìåðíî, ò.å. ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ðàâíû, òî öåíòð òÿæåñòè ëåæèò òî÷íî â ñå-
ðåäèíå ýòîãî îòðåçêà. Åñëè íå âñå èç n òî÷åê ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî
ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïîëîæåíèé öåíòðà ìàññ ýòîé ñèñòåìû òî÷åê îá-
ðàçóåò âûïóêëûé m-óãîëüíèê, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ âûïóêëîé îáîëî÷êîé
äàííîé ñèñòåìû òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, åñëè äàííûå n òî÷åê ëåæàò â âåðøè-
íàõ âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà, òî åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ñ íèì ñîâïàäàåò.
Ïðè n = 3 ïîëó÷àåòñÿ îïðåäåëåíèå òðåóãîëüíèêà íà ÿçûêå öåíòðîâ ìàññ.

2.1 Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó âíóòðè òðåóãîëüíèêà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
öåíòð ïîäõîäÿùå ïîäîáðàííûõ ìàññ mi, i = 1, 2, 3, ïîìåùåííûõ â åãî
âåðøèíû. Íàáîð ÷èñåë (m1 : m2 : m3) î÷åâèäíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åò ñîîòâåòñòâóþùèé öåíòð ìàññ (ñîãëàñíî äîêàçàííîé âûøå ôîðìóëå íà
âåêòîðíîì ÿçûêå îí çàäàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì α1v1 + α2v2 + α3v3, ãäå
αi = mi/m, m = m1 + m2 + m3, vi � ðàäèóñ-âåêòîðà âåðøèí òðåóãîëü-
íèêà). Ýòîò íàáîð íàçûâàåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè.
Îíè, î÷åâèäíî, îïðåäåëåíû íå îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ
íà ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó3 Ýòî ñâîéñòâî áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

3Ïðè óìíîæåíèè ìàññ íà îäíî è òî æå ÷èñëî ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ íå ìåíÿåòñÿ.
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íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîñòüþ4 è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îíî îêàçûâàåòñÿ î÷åíü
óäîáíûì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷åê íà ãðàíèöå òðå-
óãîëüíèêà, óäîáíî ââåñòè ïîíÿòèå íóëåâîé ìàññû. Òîãäà, íàïðèìåð, êî-
îðäèíàòàìè âåðøèí òðåóãîëüíèêà áóäóò (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1), à
êîîðäèíàòû òî÷êè, äåëÿùåé ñòîðîíó, ñîåäèíÿþùóþ 1-þ âåðøèíó ñî 2-é
â îòíîøåíèè a : b (ñ÷èòàÿ îò 1-é âåðøèíû) áóäóò (b : a : 0).

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ìåäèàí áóäóò (1 : 1 : 1).

Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ìîæíî ñäåëàòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí-
íûìè, åñëè íàëîæèòü íà íèõ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå m1 + m2 + m3 =
1. Òàêèå êîîðäèíàòû èíîãäà íàçûâàþò àðåàëüíûìè5 Ïðè÷èíà íàçâàíèÿ
ïðîñòà: åñëè òðåóãîëüíèê èìååò ïëîùàäü åäèíèöà è òî÷êà âíóòðè íåãî
èìååò àðåàëüíûå êîîðäèíàòû (α1, α2, α3), òî ïëîùàäè òðåõ òðåóãîëüíè-
êîâ, íà êîòîðûå îí ðàçáèâàåòñÿ ýòîé òî÷êîé â òî÷íîñòè ðàâíû α1, α2, α3

( αi � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ïðîòèâîïîëîæíîãî âåðøèíå ñ ìàññîé mi,
à ñóììà âñåõ αi åäèíèöå).

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå ýòî ñâîéñòâî àðåàëüíûõ êîîðäèíàò.

Áàðèöåíòðè÷åñêèå (è àðåàëüíûå) êîîðäèíàòû ìîæíî ïðèïèñàòü (åñëè
õî÷åòñÿ) è ëþáîé òî÷êå ïëîñêîñòè âíå òðåóãîëüíèêà, åñëè äëÿ èõ îïðå-
äåëåíèÿ èñïîëüçîâàòü îòðèöàòåëüíûå ìàññû6

Î áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (îòêðûòûõ íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì
À.Ô.Ì�åáèóñîì) ìîæíî íàïèñàòü öåëóþ êíèãó (ñàì Ì�åáèóñ è íàïèñàë).
Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü êíèãè [2] èì ïîñâÿùåíà. Â íåé îïèñàíû, â ÷àñòíî-
ñòè, ïðèìåíåíèÿ ýòèõ êîîðäèíàò â õèìèè è ìåòàëëóðãèè (äëÿ îïèñàíèÿ
ñìåñåé, ñïëàâîâ è ðàñòâîðîâ), êîëîðèìåòðèè (äëÿ çàäàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî
öâåòà èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìûå RGB-êîîðäèíàòû), ïîïóëÿöèîííîé ãå-
íåòèêå (èíòåðïðåòàöèÿ çàêîíà Õàðäè-Âåéíáåðãà) è, åñòåñòâåííî, â ìàòå-
ìàòèêå (ïîäðàçäåëåíèÿ ïîëèýäðîâ â òîïîëîãèè, èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèé
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ).

4Èìåííî èç-çà íåãî â îïðåäåëåíèè áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò âìåñòî çàïÿòûõ
ñòîÿò äâîåòî÷èÿ.

5Îò ñëîâà area � ïëîùàäü.
6Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îòðèöàòåëüíûå ìàññû áåññìûñëåííû, íî çäåñü îíè

èñïîëüçóåòñÿ ÷èñòî ôîðìàëüíî.
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3 Öåíòðîèä ÷åòûðåõóãîëüíèêà è ïàðàëëåëî-

ãðàìì Âàðèíüîíà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè öåíòð òÿæåñòè ÷åòûðåõ ðàâíûõ ìàññ, ìîæíî ïðè-
ìåíèòü ñëåäóþùèé ïðèåì. Ðàçáèâàåì ýòè ìàññû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
íà äâå ïàðû, çàìåíÿåì êàæäóþ ïàðó òî÷êîé óäâîåííîé ìàññû, ðàñïîëî-
æåííîé òî÷íî ïîñåðåäèíå ìåæäó òî÷êàìè ýòîé ïàðû, òîãäà çàäà÷à ñâå-
äåòñÿ ê íàõîæäåíèþ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû èç äâóõ ïîñòðîåííûõ òî÷åê.
Òàê êàê èõ ìàññû ðàâíû, èñêîìûé öåíòð íàõîäèòñÿ ðîâíî ïîñåðåäèíå
ìåæäó ïîñòðîåííûìè ñåðåäèíàìè. Óêàçàííîå ïîñòðîåíèå ðàáîòàåò âñå-
ãäà, â òîì ÷èñëå è êîãäà îäíà èëè íåñêîëüêî òî÷åê ñîâïàäàþò. Â ýòîì
ñëó÷àå çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàõîæäåíèå öåíòðà òÿæåñòè
òðåõ èëè äâóõ òî÷åê óæå ñ íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûìè ìàññàìè. Â ýòîì
ñëó÷àå çàäà÷ó ìîæíî òàêæå ðåøèòü óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì.

Åñëè âñå ÷åòûðå òî÷êè ðàçëè÷íûì, òî èõ âåðøèíû îáðàçóþò ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê, ÷åòûðå èç øåñòè ïàð âåðøèí îáðàçóþò åãî ñòîðîíû , à äâå
� äèàãîíàëè7. Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí èíîãäà íàçûâàþò áèìåäèàíàìè. Ê äâóì áèìåäèàíàì ìîæíî äîáà-
âèòü îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû äèàãîíàëåé. Òîãäà èç ïðèâåäåííîãî
âûøå ðàññóæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî âñå òðè óêàçàííûõ îòðåçêà (äâå áè-
ìåäèàíû è îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äèàãîíàëåé) ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå � öåíòðå òÿæåñòè ðàâíûõ ìàññ, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøè-
íàõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà, è ýòà òî÷êà ñëóæèò èõ îáùèì öåíòðîì. ×åòûðåõ-
óãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ñåðåäèíàìè ñòîðîí äàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà,
èìååò óêàçàííûå áèìåäèàíû â êà÷åñòâå äèàãîíàëåé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ýòîò ñðåäèííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì (ñì. ðèñ
2). Îí íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì Âàðèíüîíà â ÷åñòü ôðàíöóçñêîãî
ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà 17-ãî âåêà. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî îò-
ðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äèàãîíàëåé, â ñâîåé ñåðåäèíå ñîâïàäàåò ñ
öåíòðîì ïàðàëëåëîãðàììà Âàðèíüîíà.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà Âàðèíüîíà ïàðàë-
ëåëüíû äèàãîíàëÿì äàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà è ðàâíû èõ ïîëîâèíàì.

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü òåîðåìó î ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà âäâîå áîëüøå
ïëîùàäè åãî ïàðàëëåëîãðàììà Âàðèíüîíà.

7Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, òàêèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ áóäåò íåñêîëüêî, íî ìû âûáåðåì èç
íèõ íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ, îí îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, íî íå îáÿçàí áûòü âûïóêëûì,
è ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â òðåóãîëüíèê â òîì ñìûñëå, ÷òî äâå ñîñåäíèå ñòîðîíû ìîãóò
ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé.
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C2M

Ðèñ. 2: Ïàðàëëåëîãðàìì Âàðèíüîíà è öåíòð ÷åòûðåõ ðàâíûõ ìàññ

Óêàçàíèå: òðåóãîëüíèêè, îòñåêàåìûå îò ÷åòûðåõóãîëüíèêà åãî ïàðàë-
ëåëîãðàììîì Âàðèíüîíà, ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 2 òðåóãîëüíèêàì,
îòñåêàåìûì îò íåãî äèàãîíàëÿìè. Â ñëó÷àå íåâûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî ñëîæåíèå, íî è âû÷èòàíèå ïëîùàäåé.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð òÿæåñòè âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà
(öåíòð åãî ïàðàëëåëîãðàììà Âàðèíüîíà) ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷å-
íèÿ äèàãîíàëåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê
� ïàðàëëåëîãðàìì.

Óêàçàíèå: öåíòð ïàðàëëåëîãðàììà Âàðèíüîíà ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé
îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî öåíòðû äèàãîíàëåé. Åñëè äèàãîíàëè â òî÷êå ïå-
ðåñå÷åíèÿ íå äåëÿòñÿ îáå ïîïîëàì, òî óêàçàííàÿ ñåðåäèíà íå ñîâïàäàåò ñ
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, à åñëè îáå äåëÿòñÿ ïîïîëàì, òî óêàçàí-
íàÿ ñåðåäèíà âûðîæäàåòñÿ â èõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ. ×åòûðåõóãîëüíèê, ó
êîòîðîãî îáå äèàãîíàëè äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïîïîëàì, ÿâëÿåòñÿ
ïàðàëëåëîãðàììîì.

4 Êàê íàéòè öåíòðû òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà

è ìíîãîóãîëüíèêîâ

Âîçâðàùàÿñü ê ïîíÿòèþ öåíòðà ìàññ, ðàññìîòðèì âîïðîñ, êàê íàõîäèòü
öåíòðû ìàññ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì òî÷åê. Íàïðèìåð, êàê íàéòè öåíòð ìàññ
îòðåçêà äàííîé ìàññû m? Åñëè ðàçáèòü åãî n òî÷êàìè íà ðàâíûå îòðåçêè
è â êàæäóþ ïîìåñòèòü ìàññó m/n, òî öåíòð ìàññ òàêîé ñèñòåìû íàõî-
äèòñÿ â öåíòðå îòðåçêà íåçàâèñèìî îò n. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
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öåíòð îòðåçêà ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî íåìó ìàññîé m òàêæå
íàõîäèòñÿ â åãî öåíòðå. Ìû ïðèìåì ýòîò ôàêò çà àêñèîìó. Â îòëè÷èå îò
àêñèîì, êàñàþùèõñÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì òî÷åê, äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå â
ðàìêàõ ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè çàòðóäíèòåëüíî, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî íå
ÿñíî, êàê òî÷íî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ìàññû.
Ïîïûòêà äàòü òàêîå îïðåäåëåíèå ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñàì, ñâÿçàííûì ñ
òåì, ÷òî íåÿñíî, êàê â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü ìàññó ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
îòðåçêà: åñëè îíà âñåãäà áîëüøå íóëÿ, òî îòðåçîê äîëæåí èìåòü áåñêî-
íå÷íóþ ìàññó, à åñëè îíà âñåãäà ðàâíà íóëþ, òî è ìàññà îòðåçêà íóëü.
Âûõîä èç ýòèõ ïàðàäîêñîâ äàåò òåîðèÿ ïðåäåëîâ â ðàìêàõ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Â èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè äàåòñÿ
îïðåäåëåíèå öåíòðà òÿæåñòè äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûõ ôèãóð è òåë ñ äî-
ñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûì, à íå òîëüêî ðàâíîìåðíûì, ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ
â íèõ, è ýòî îïðåäåëåíèå èìååò âèä èíòåãðàëà. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü òîëüêî ïðîñòåéøèå ôèãóðû è òåëà, íàïðèìåð ìíîãîóãîëüíèêè, è
òîëüêî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàññ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà ìîæíî åãî ïðåä-
ñòàâèòü ñîñòîÿùèì èç ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ, ïàðàëëåëü-
íûõ îäíîé èç ñòîðîí. Çàìåíÿÿ êàæäûé èç ýòèõ îòðåçêîâ íà òî÷êó ñ òîé æå
ìàññîé (ìîæíî ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî ìàññà îòðåçêà ðàâíà åãî äëèíå),
ñâîäèì çàäà÷ó ê íàõîæäåíèþ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû òî÷åê, ëåæàùèõ íà
îòðåçêå (èñïîëüçóåì ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåíèå àêñèîìû 2).
Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ýòîò öåíòð ìàññ ëåæèò íà ýòîì îòðåçêå � ìåäèàíå
òðåóãîëüíèêà 8. Íàéòè åãî ñðàçó çàòðóäíèòåëüíî, íî ýòî è íå íóæíî �
âåäü òàêîå æå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îí ëåæèò è íà äâóõ äðóãèõ
ìåäèàíàõ òîæå, à çíà÷èò ñîâïàäàåò ñ èõ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ9.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî öåíòð ìàññ òðàïåöèè ñ ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé ìàññîé ëåæèò íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì ñåðåäèíû ïàðàë-
ëåëüíûõ ñòîðîí òðàïåöèè. Êàê åãî íàéòè òî÷íî, óêàæåì ÷óòü ïîçäíåå.

Ïîñëå òîãî êàê íàéäåí öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà, ìîæíî íàéòè
öåíòð òÿæåñòè è ïðîèçâîëüíîãî (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëîãî) ìíîãîóãîëü-
íèêà. Äëÿ ýòîãî åãî äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçðåçàòü íà òðå-
óãîëüíèêè. Ïðîùå âñåãî ýòî ñäåëàòü òîëüêî ïðîâîäÿ äèàãîíàëè â ìíîãî-
óãîëüíèêå, íå äîïóñêàÿ èõ ñàìîïåðåñå÷åíèé â òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò åãî
âåðøèí, äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ðàçáèå-

8Ñòðîãî ãîâîðÿ, âûøå ýòî óòâåðæäàëîñü äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì òî÷åê, à çäåñü ñèñòå-
ìà áåñêîíå÷íàÿ, äà è ìàññû ðàçíûå, ò.å. ôàêòè÷åñêè ïîëó÷èëàñü çàäà÷à î íàõîæäåíèè
öåíòðà òÿæåñòè îòðåçêà ñ íåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ (ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ îäíàêî î÷åíü ïðîñòàÿ � çàäàåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò êîîðäèíàòû òî÷êè.)

9Èíòåðåcíî, ÷òî òàêîå ðàññóæäåíèå, âîñõîäÿùåå ê Àðõèìåäó, íå òðåáóåò íèêàêèõ
âû÷èñëåíèé.
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íèå n−óãîëüíèêà íà n− 2 òðåóãîëüíèêà.
Âîçüìåì ëþáóþ òðèàíãóëÿöèþ ìíîãîóãîëüíèêà, çàìåíèì êàæäûé òðå-

óãîëüíèê íà òî÷êîé, ðàñïîëîæåííîé â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí, ñ
ìàññîé, ðàâíîé åãî ïëîùàäè, è ïîòîì íàéäåì öåíòð òÿæåñòè ïîñòðîåí-
íûõ ìàññ óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì (ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîé ôîðìóëû).
Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì âûøå àêñèîìàì ïîëó÷åííàÿ òî÷êà è áóäåò öåíòðîì
ìàññ äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ïðèìåíÿÿ ðàçëè÷íûå òðèàíãóëÿöèè, ìû
âñåãäà ïîëó÷èì îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè öåíòð ìàññ ïðîèçâîëüíîé, íî äîñòàòî÷íî ¾õîðî-
øåé¿ ïëîñêîé ôèãóðû ñ ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîé ìàññîé äîñòàòî÷íî
âïèñàòü â ýòó ôèãóðó n−óãîëüíèê, íàéòè åãî öåíòð ìàññ è âûïîëíèòü
ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè n, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîä õîðîøåé
ôèãóðîé çäåñü ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ ôèãóðà, äëÿ êîòîðîé óïîìÿíóòûé ïðå-
äåëüíûé ïåðåõîä ìîæíî ñòðîãî îáîñíîâàòü. Ìû íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ
â ýòè âîïðîñû, ñêàæåì òîëüêî, ÷òî õîðîøèìè ôèãóðàìè çàâåäîìî ÿâ-
ëÿþòñÿ âñå ôèãóðû, èçó÷àåìûå â ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, ò.å. ôèãóðû,
îãðàíè÷åííûå îòðåçêàìè ïðÿìûõ è/èëè äóãàìè îêðóæíîñòåé, à ïðèäó-
ìàòü ¾íåõîðîøóþ¿ ôèãóðó íà ñàìîì äåëå òðóäíàÿ çàäà÷à. Óêàçàííûé
ìåòîä âû÷èñëåíèÿ öåíòðîâ ìàññ ïðèäóìàë Àðõèìåä. Îí óìåë ïðèìåíÿòü
åãî äàæå äëÿ íå ñîâñåì ýëåìåíòàðíûõ ôèãóð, íàïðèìåð äëÿ ñåãìåíòîâ
ïàðàáîëû. ×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ òåîðèåé ïðåäåëîâ, ìîæåò ñàìîñòîÿòåëü-
íî ïîïðîáîâàòü ïîâòîðèòü ðåçóëüòàòû Àðõèìåäà, íàïðèìåð íàéòè öåíòð
òÿæåñòè ñåêòîðà êðóãà ñ äàííûì óãëîì èëè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåãìåíòà.

Äëÿ óïðîùåíèÿ íàõîæäåíèÿ öåíòðîâ ìàññ ïðîèçâîëüíûõ ôèãóð ïî-
ëåçíî èñïîëüçîâàòü äâà ñâîéñòâà, êîòîðûå ìîæíî ïðèíÿòü çà àêñèîìû.

Ax 4. Åñëè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê èìååò îñü ñèììåòðèè (ò.å.
ïðÿìóþ, ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè îò êîòîðîé ñèñòåìà òî÷åê ïåðåõîäèò
â ñàìà â ñåáÿ), òî åå öåíòð ìàññ ëåæèò íà ýòîé îñè.

Ax 5. Åñëè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê èìååò öåíòð âðàùåíèÿ (ò.å.
òî÷êó, ïðè ïîâîðîòå âîêðóã êîòîðîé íà óãîë, ìåíüøèé 360 ãðàäóñîâ, ñè-
ñòåìà ïåðåõîäèò â ñåáÿ), òî åå öåíòð ìàññ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì âðàùåíèÿ.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñèñòåìà òî÷åê èìååò öåíòð ñèììåòðèè, òî öåíòð ìàññ
ñ íèì ñîâïàäàåò.

Ýòè ñâîéñòâà â ñëó÷àå êîíå÷íîé ñèñòåìû òî÷åê ëåãêî âûòåêàþò èç
àêñèîìû Ax 0, è äîêàçàííîé âûøå âåêòîðíîé ôîðìóëû äëÿ öåíòðà ìàññ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè èëè ïîâîðîòå ñèñòåìà ïåðå-
õîäèò â ñåáÿ è ïîýòîìó åå öåíòð ìàññ îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Åñëè æå ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî óòâåðæäåíèÿ Ax 4,5 íå âåðíû è âîñïîëüçîâàòüñÿ óïîìÿíó-
òîé ôîðìóëîé (è òåîðåìàìè ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè), òî öåíòð ìàññ ïðè
óêàçàííîì äâèæåíèè ïåðåìåùàåòñÿ â äðóãóþ òî÷êó, ÷òî íåâîçìîæíî.

Îäíàêî äëÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì òî÷åê âñå íå òàê ïðîñòî, õîòÿ áû ïî-
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òîìó, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà ìîæåò âîîáùå íå èìåòü öåíòðà ìàññ (êàê, íàïðè-
ìåð, ïðÿìàÿ, ïîòîìó ÷òî îíà áåñêîíå÷íà â îáå ñòîðîíû èëè ëó÷, ïîòîìó,
÷òî îí áåñêîíå÷åí â îäíó ñòîðîíó), ïîýòîìó óêàçàííûå ñâîéñòâà ìû ïðè-
íèìàåì çà àêñèîìû, è â èõ ôîðìóëèðîâêó äîáàâëÿåì ïðåäïîëîæåíèå î
ñóùåñòâîâàíèè ó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû òî÷åê öåíòðà ìàññ.

Èç óêàçàííûõ àêñèîì âûòåêàåò, íàïðèìåð, ÷òî êðóã ñ ðàâíîìåðíîé
ðàñïðåäåëåííîé ìàññîé èìååò öåíòð ìàññ, ñîâïàäàþùèé ñ öåíòðîì êðó-
ãà, è òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ îêðóæíîñòè ñ ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîé
ìàññîé.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà
ñ ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîé ìàññîé è äëÿ ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíè-
êà ñ ìàññîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî åãî ïåðèìåòðó.

5 Öåíòð òÿæåñòè ïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà

Ê âîïðîñó î áûñòðîì íàõîæäåíèè öåíòðà ìàññ ìíîãîóãîëüíèêà ìû äàëåå
âåðíåìñÿ, à ñåé÷àñ ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ [1], çàäà÷ó î íàõîæäåíèè öåí-
òðà ìàññ ïåðèìåòðà ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà (ò.å. îáúåäèíåíèÿ òðåõ
åãî ñòîðîí). Ýòîò âîïðîñ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî
öåíòð òÿæåñòè âñåãî òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì òÿæåñòè òîëüêî
òðåõ åãî âåðøèí, â êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíà âñÿ åãî ìàññà, ïðè÷åì â êàæ-
äîé ïîðîâíó, ò.å. ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí. À ÷òî áóäåò, åñëè ìàññà
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî âñåìó ïåðèìåòðó? Îêàçûâàåòñÿ, öåíòð ìàññ
â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ äðóãîé çàìå÷àòåëüíîé òî÷êîé òðåóãîëüíèêà �
öåíòðîì îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ñðåäèííûé òðåóãîëüíèê (ñì. ðèñ. 3)

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíèì êàæäóþ ñòîðîíó òðåóãîëüíèê åå öåíòðîì,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñÿ ìàññà ñòîðîíû ñîñðåäîòî÷åíà â åå ñåðåäèíå. Ñî-
ãëàñíî àêñèîìå 3, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ öåíòðà òÿæåñòè òðåõ
âåðøèí òðåóãîëüíèêà, ìàññà êàæäîé èç êîòîðûõ ðàâíà äëèíå ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ñòîðîíû. 10

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî öåíòðà òÿæåñòè ïðèìåíèì îïèñàííûé
âûøå ìåòîä âû÷èñëåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû èç òðåõ òî÷åê. Ñîãëàñíî
àêñèîìå 2 öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû èç òî÷åê A1, B1 ñ ìàññàìè, ïðîïîðöè-
îíàëüíûìè |B1C1| è |A1C1| ñîîòâåòñòâåííî ðàñïîëîæåí â òî÷êå C2, äå-
ëÿùåé ñòîðîíó A1B1 ïðîïîðöèîíàëüíî ñòîðîíàì A1C1, B1C1. Íî òîãäà

10Çäåñü áåçðàçëè÷íî, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä äëèíàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí �
òî ëè ðå÷ü èäåò î ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà 4ABC, òî ëè î ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà
4A1B1C1, îáðàçîâàííîãî öåíòðàìè ñòîðîí 4ABC, òàê êàê 4A1B1C1 ÿâëÿåòñÿ ñðå-
äèííûì òðåóãîëüíèêîì äëÿ 4ABC, è ñîãëàñíî åãî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó äëèíû åãî
ñòîðîí â äâà ðàçà ìåíüøå äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí 4ABC.
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O

Ðèñ. 3: Öåíòð òÿæåñòè ïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà

îòðåçîê C1C2 ñîâïàäàåò ñ áèññåêòðèñîé óãëà C1 òðåóãîëüíèêà4A1B1C1 â
ñèëó èçâåñòíîãî èç øêîëüíîé ãåîìåòðèè ñâîéñòâà áèññåêòðèñû. Ñîãëàñíî
àêñèîìàì 2,3 èñêîìûé öåíòð òÿæåñòè òî÷åê A1, B1, C1 ñ ìàññàìè |B1C1|,
|A1C1|, |A1B1| ëåæèò íà áèññåêòðèñå C1C2 òðåóãîëüíèêà 4A1B1C1. Àíà-
ëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îí ëåæèò è íà îñòàëüíûõ äâóõ
áèññåêòðèñàõ, à çíà÷èò ñîâïàäàåò ñ èõ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ, ò.å. ñ öåí-
òðîì âïèñàííîãî â ñðåäèííûé òðåóãîëüíèê 4A1B1C1 êðóãà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíòðà ìàññ ïåðèìåòðà ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà, èëè âîîáùå ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñèñòåìû îòðåçêîâ, ìîæíî, ðà-
çóìååòñÿ, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñâåñòè çàäà÷ó ê íàõîæäåíèþ öåíòðà ìàññ
êîíå÷íîé ñèñòåìû òî÷åê, îäíàêî òàêîãî êðàñèâîãî îòâåòà, êàê äëÿ òðå-
óãîëüíèêà, ïî-âèäèìîìó íå ïîëó÷èòñÿ (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, êîãäà
ðàññìîòðåííàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò òåì èëè èíûì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè).

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðîèä òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàåò ñ öåí-
òðîì ìàññ åãî ïåðèìåòðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðàâèëüíûé.

Óêàçàíèå. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà öåíòð ìàññ ñîâïàäàåò ñ
öåíòðîì ìàññ åãî ñðåäèííîãî òðåóãîëüíèêà, à öåíòðà ìàññ ïåðèìåòðà äàí-
íîãî òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì êðóãà, âïèñàííîãî â ñðåäèííûé
òðåóãîëüíèê, à ïîñëåäíèé ïîäîáåí äàííîìó òðåóãîëüíèêó, äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî öåíòð âïèñàííîãî êðóãà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîèäîì òðåóãîëüíè-
êà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðàâèëüíûé. Óêàçàííîå ñîâïàäåíèå
âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà áèññåêòðèñû ÿâëÿþòñÿ ìåäèàíàìè. Íî
áèññåêòðèñà ñîâïàäàåò ñ ìåäèàíîé òîëüêî ó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà.
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6 Öåíòð ìàññ ÷åòûðåõóãîëüíèêà è ïàðàëëå-

ëîãðàìì Âèòòåíáàóýðà

Óêàçàííûé âûøå ïðèåì äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíòðà ìàññ ìíîãîóãîëüíèêà
ìîæíî, êîíå÷íî, ïðèìåíèòü è äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà, íî åñòü áîëåå áûñò-
ðûé ñïîñîá. Ïîñëå òîãî, êàê íàøëè öåíòðû ìàññ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, íà
êîòîðûå ÷åòûðåõóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ äèàãîíàëüþ, ìîæíî, íå âû÷èñëÿÿ
åãî ñ ïîìîùüþ àêñèîìû 2 (äëÿ ÷åãî íóæíî áóäóò âû÷èñëèòü ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ), çàìåòèòü, ÷òî èñêîìûé öåíòð òÿæåñòè ëåæèò íà îòðåç-
êå, ñîåäèíÿþùåì öåíòðû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ (ñì. ðèñ. 4).

A

B

C D

O1

O2

Ðèñ. 4: Ðàçáèåíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà íà äâà òðåóãîëüíèêà è èõ öåíòðû
òÿæåñòè

Ïðîâåäÿ äðóãóþ äèàãîíàëü, è ïîâòîðÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ äâóõ
òðåóãîëüíèêîâ, îòñåêàåìûõ ýòîé äèàãîíàëüþ, ïîëó÷èì âòîðîé îòðåçîê,
íà êîòîðîì òîæå ëåæèò èñêîìûé öåíòð. Çíà÷èò, îí ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè
ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ (ñì. ðèñ. 5).

Íî åñòü è äðóãîé ñïîñîá íàéòè öåíòð òÿæåñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ñî-
ãëàñíî êíèãå èçâåñòíîãî íåìåöêîãî ãåîìåòðà Â. Áëÿøêå 11 (ýòà ññûëêà
äàíà â [3]). ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàéäÿ öåíòð ïàðàëëåëîãðàììà Âèòòåí-
áàóýðà 12 (ñì. ðèñ. 6).

11Projective Geometry, Basel 1954.
12F.Wittenbauer (1857-1922).
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O4

D

O1
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Ðèñ. 5: Ïîñòðîåíèå öåíòðà òÿæåñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà

A

B

C

B1

C1

D
B2

C2

O
W1

W2

W3

W4

M

Ðèñ. 6: Ïàðàëëåëîãðàìì Âèòòåíáàóýðà

Îí îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàç-
áèâàþòñÿ êàæäàÿ ïàðîé òî÷åê íà òðè ðàâíûõ îòðåçêà, ÷åðåç êàæäóþ ïà-
ðó ñîñåäíèõ òî÷åê äåëåíèÿ, ðàñïîëîæåííûõ íà ñìåæíûõ ñòîðîíàõ, ïðî-
âîäÿòñÿ ïðÿìûå. Îíè è îãðàíè÷èâàþò ïàðàëëåëîãðàìì (ñì. ðèñ. 6).

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðàëëåëîãðàìì Âèòòåíáàóýðà äåéñòâè-
òåëüíî ïàðàëëåëîãðàìì.

Óêàçàíèå: åãî ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì äèàãîíàëÿì
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äàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå äëÿ ëþáîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ÷òî ñòîðîíû åãî
ïàðàëëåëîãðàìì Âèòòåíáàóýðà ñîñòàâëÿþò ïî äëèíå äâå òðåòè îò ïà-
ðàëëåëüíûõ èì äèàãîíàëåé ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Óêàçàíèå: òðåóãîëüíèêè, îòñåêàåìûå îò ÷åòûðåõóãîëüíèêà åãî ïàðàë-
ëåëîãðàììîì Âèòòåíáàóýðà, ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 3 òðåóãîëüíè-
êàì, îòñåêàåìûì îò íåãî äèàãîíàëÿìè.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå äëÿ ëþáîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ÷òî åãî ïàðàë-
ëåëîãðàìì Âèòòåíáàóýðà ïîäîáåí ïàðàëëåëîãðàììó Âàðèíüîíà ñ êîýô-
ôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 4/3 è íàéäèòå îòíîøåíèå åãî ïëîùàäè ê ïëîùàäè
ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 11. Äëÿ ëþáîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà öåíòð ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïàðàëëåëîãðàììà Âèòòåíáàóýðà ñîâïàäàåò öåíòðîì òÿæåñòè ýòîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà (ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ öåí-
òðû ïàð òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ðàçáèâà-
åòñÿ äèàãîíàëÿìè).

A

B

C

A1

D1

A2

D2

B1

C1

C2

D2

D

W1

W2

W3

W4

M

O3

O4

O1

O2

Ðèñ. 7: Öåíòð òÿæåñòè ïàðàëëåëîãðàììà Âèòòåíáàóýðà ñîâïàäàåò ñ öåí-
òðîì òÿæåñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà

Óêàçàíèå. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ äðåâíèå èíäóñû ïèñàëè: ñìîòðè (ðèñ. 7).
Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà O1 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì 4ACB, ïîýòîìó îíà äåëèò
ïîïîëàì îòðåçîê C1B1, ãäå C1C � òðåòü ñòîðîíû AC, à B1B � òðåòü
ñòîðîíû AB. Îòðåçîê C1B1 ïàðàëëåëåí CB è ñòîðîíå W1W2 ïàðàëëåëî-
ãðàììà Âèòòåíáàóýðà, çíà÷èò W1C1B1W2 � ïàðàëëåëîãðàìì è ïîýòîìó
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|C1O1| = |W1W2|/2. Àíàëîãè÷íî òî÷êà O2 äåëèò ïîïîëàì îòðåçîê C2D2,
|C2O2| = |C1O1|, C2O2 ‖ C1O1. Òîãäà C1O1C2O2 � ïàðàëëåëîãðàìì, çíà-
÷èò O1O2 ‖ W1W4, ïîýòîìó O1O2 ëåæèò íà ñðåäíåé ëèíèè ïàðàëëåëî-
ãðàììà Âèòòåíáàóýðà. Àíàëîãè÷íî O3O4 ëåæèò íà äðóãîé åãî ñðåäíåé
ëèíèè. Ïîýòîìó òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ O1O2 è O3O4 (öåíòð ìàññ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCD) ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ïàðàëëåëîãðàììà Âèòòåíáàóýðà.

Çàäà÷à 12. ([3]). Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð òÿæåñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ñîâïàäàåò ñ åãî öåíòðîèäîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîò ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê � ïàðàëëåëîãðàìì.

Óêàçàíèå. Äàííîå óñëîâèå âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà öåí-
òðû ïàðàëëåëîãðàììîâ Âàðèíüîíà è Âèòòåíáàóýðà ñîâïàäàþò (è ÿâëÿ-
þòñÿ èõ öåíòðîì ïîäîáèÿ). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îáùèé öåíòð M
îáîèõ ïàðàëëåëîãðàììîâ ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé
÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD è ïðèìåíèòü çàäà÷ó 6. Äîïóñòèì, ÷òî M 6= O
(ñì. ðèñ. 6). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî OM
òîãäà ïàðàëëåëüíà âñåì ñòîðîíàì ïàðàëëåëîãðàììîâ. Äîêàæåì, íàïðè-
ìåð, ÷òî OM ‖ W1W4. Ïðîâåäåì ÷åðåç M ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ äèà-
ãîíàëè CB ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíîé W1W4

ïàðàëëåëîãðàììà Âèòòåíáàóýðà â òî÷êå P. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà
PM ñî ñòîðîíîé ïàðàëëåëîãðàììà Âàðèíüîíà îáîçíà÷èì Q. Èç ïîäîáèÿ
ýòèõ ïàðàëëåëîãðàììîâ (ñì. çàäà÷ó 10) ñëåäóåò, ÷òî PM : QM = 4 : 3.
Ðàññìîòðèì òî÷êè P1, Q1, â êîòîðûõ äèàãîíàëü CB ïåðåñåêàåòñÿ ñ òåìè
æå ñòîðîíàìè ïàðàëëåëîãðàììîâ Âèòòåíáàóýðà è Âàðèíüîíà. Òàê êàê
W1W4 îòñåêàåò îò 4ACO ïîäîáíûé åìó (ïî äâóì óãëàì) ñ êîýôôèöè-
åíòîì 1/3 òðåóãîëüíèê, òî CP : CO = 1 : 3, ò.å. OP : CO = 2 : 3.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî OQ : CO = 1 : 2 (äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìîæíî
òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà). Îòñþ-
äà èìååì OP : OQ = 4 : 3. Íî òàê êàê PM : QM = 4 : 3 = PO : QO,
PM ‖ PO è ïåðåñåêàþùèå èõ ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììîâ ïàðàëëåëüíû,
òî OM ‖ W1W4.

Äîâîëüíî äëèííîå ðåøåíèå çàäà÷è 12 ñ èñïîëüçîâàíèå âåêòîðíîé àë-
ãåáðû èìååòñÿ â [4].

6.1 Ñðàâíåíèå äâóõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ öåíòðà ìàññ

÷åòûðåõóãîëüíèêà

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ñïîñîá Âèòòåíáàóýðà ïîñòðîåíèÿ öåíòðà
ìàññ ïðîùå. Â íåì ïðîâîäÿòñÿ 6 ïðÿìûõ (ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà è
åãî äèàãîíàëè). À â ïåðâîì ìåòîäå íàäî ó êàæäîãî òðåóãîëüíèêà íàéòè
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öåíòð (äëÿ ýòîãî ïðîâîäÿòñÿ äâå ïðÿìûå), à ïîòîì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
äâóõ äèàãîíàëåé ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà � âñåãî 10 ïðÿìûõ.
Íî íàäî ó÷èòûâàòü ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ òî÷åê, äåëÿùèõ íà òðè ðàâíûå
÷àñòè ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Òîãäà ñïîñîá Âèòòåíáàóåðà îêàçûâà-
åòñÿ áîëåå ñëîæíûì.

Íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ öåíòðà ìàññ òðåóãîëüíèêà. Åãî ìîæíî ïîñòðî-
èòü, ïðîâåäÿ âñåãî 5 ëèíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì 4ABC, è ñëî-
æèì âåêòîðà AC,CB, ïîñòðîèâ âåêòîð CC1, ñäåëàâ 2 çàñå÷êè îêðóæ-
íîñòÿìè (ñì. ðèñ. 8). Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì òî÷êó A1. Çàìåòèì, ÷òî èç
äâóõ íóæíûõ äëÿ ýòîãî îêðóæíîñòåé îäíà (ñ öåíòðîì â B) óæå áûëà
ïîñòðîåíà, ïîýòîìó âñåãî â óêàçàííîé ÷àñòè ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçîâàëîñü
3 îêðóæíîñòè. Ïðîâåäÿ ïðÿìûå CC1, AA1, ïîëó÷àåì â èõ ïåðåñå÷åíèè
öåíòð 4ABC. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðÿìûå AB è CB áûëè ïðîâåäå-
íû, òî ïðîâåäåííîå ïîñòðîåíèå äàåò òàêæå ñåðåäèíû ñòîðîí AB,AC, è
äâå èç òðåõ ìåäèàí 4ABC.

A
B

C

D

Ðèñ. 8: Ïîñòðîåíèå ñóììû äâóõ âåêòîðîâ

Îöåíèì ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ öåíòðà ìàññ ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD
ïåðâûì ñïîñîáîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD
äàíû. Ïîñòðîèì óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì öåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ABC,
ACD. Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåíî 10 ëèíèé è ïîñòðîåíû ñåðåäèíû âñåõ ñòîðîí
÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. ×òîáû íàéòè öåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ABD,
ADC äîñòàòî÷íî â êàæäîì èç íèõ ïðîâåñòè ïî äâå ìåäèàíû (åùå 4 ëè-
íèè) è â òî÷êàõ èõ ïåðåñå÷åíèÿ ïîëó÷àåì öåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ABD,
ADC. Îñòàåòñÿ â ïîëó÷åííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì ïîñòðî-
åííûìè öåíòðàìè, ïðîâåñòè äâå äèàãîíàëè. Îáùàÿ ñëîæíîñòü ïîñòðîå-
íèÿ � 16 ëèíèé. Åñëè ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà íå çàäàíû, òî èõ ïðè-
äåòñÿ ïðîâåñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ âîçðàñòàåò íà 4.
×èòàòåëþ ïðåäëàãàåì ïîïðîáîâàòü óìåíüøèòü ñëîæíîñòü, èñïîëüçóÿ ïà-
ðàëëåëîãðàìì Âèòòåíáàóýðà. Âðÿä ëè åìó ýòî óäàñòñÿ.
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7 Öåíòð òÿæåñòè òðàïåöèè

Öåíòð òÿæåñòè òðàïåöèè ìîæíî íàéòè áîëåå áûñòðûì ñïîñîáîì, ÷åì
öåíòð òÿæåñòè ïðîèçâîëüíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Óêàæåì, ñëåäóÿ [1], äâà
ñïîñîáà, êàê ýòî ñäåëàòü. Ïåðâûé ñïîñîá î÷åâèäåí èç ñëåäóþùåãî ðèñ. 9.

A

B C

D

M2

O1

O2

M1

M

Ðèñ. 9: Ïîñòðîåíèå öåíòðà òÿæåñòè òðàïåöèè

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ñäåëàííîìó â ðàçäåëå 4 çàìå÷àíèþ, öåíòð
ìàññ òðàïåöèè ëåæèò íà ïðÿìîé O1O2, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû îñíîâàíèé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí, êàê è ó ëþáîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ëåæèò íà îò-
ðåçêå M1M2, ñîåäèíÿþùåì öåíòðû ìàññ 4ABC, 4ACD.

Îöåíèì ñëîæíîñòü ýòîãî ïîñòðîåíèÿ. Âíà÷àëå â íåì äëÿ äâóõ òðå-
óãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå òðàïåöèÿ äåëèòñÿ îäíîé äèàãîíàëüþ, ñòðîÿòñÿ
èõ öåíòðû ñî ñëîæíîñòüþ 10. Ïðè ýòîì ïîïóòíî ñòðîÿòñÿ ñåðåäèíû îñ-
íîâàíèé (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòè îñíîâàíèÿ óæå äàíû). Îñòàåòñÿ ïðî-
âåñòè åùå 2 ïðÿìûå è íàéòè òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 9). Áîêîâûå
ñòîðîíû (è äèàãîíàëè) ïðè ýòîì íå ïðåäïîëàãàþòñÿ äàííûìè. Åñëè íå
äàíû è îñíîâàíèÿ, òî ñëîæíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2.

Âòîðîé ñïîñîá ïîêàçàí íà ñëåäóþùåì ðèñ. 10. Íà íåì A1A = BC,
C1C = AD.

Åãî îáîñíîâàíèå íå òàê î÷åâèäíî è ïîêàçàíî íà ðèñ. 11. Îáîçíà÷èì
äëèíû îñíîâàíèé òðàïåöèè ÷åðåç a, b, à äëèíó îòðåçêà O1O2, ñîåäèíÿþ-
ùåé èõ öåíòðû, ÷åðåç l. Òî÷êà M2 � öåíòð 4ABC äåëèò AO2 â îòíî-
øåíèè 2 : 1. Àíàëîãè÷íî ðàñïîëîæåíà òî÷êà M1. Íà ðèñ. 11 ïðîâåäåíû
ïðÿìûå MiNi, i = 1, 2, ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèÿì òðàïåöèè äî ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ ïðÿìîé O1O2. ×åðåçM îáîçíà÷åíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿM1M2 c O1O2

(öåíòð ìàññ òðàïåöèè). Ïàðû4AO2O1,4M2O2N2, è4CO2O1,4M1O1N1

ïîäîáíû (ïî äâóì óãëàì) ñ êîýôôèöèåíòîì 3, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîM2N2 :
M1N1 = a : b è òî÷êè N1, N2 äåëÿò O1O2 íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Òî-
ãäà 4M1MN1,4M2MN2 òîæå ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì ñ êîýôôèöèåí-

18



A

B C

DA1

C1

O1

O2

M

Ðèñ. 10: Âòîðîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè òðàïåöèè

òîì a/b, çíà÷èò N2M : N1M = a : b. Òàê êàê |N2N1| = l/3, òî èìååì
|N2M | = la/(3(a + b)), |N1M | = lb/(3(a + b)). Îòñþäà MO2 : MO1 =
(2a+ b) : (2b+a) òàê êàê |MO2| = l/3+ la/(3(a+ b)) = l(2a+ b)/(3(a+ b)),
|MO1| = l(2b+ a)/(3(a+ b)).

Èç ðàâåíñòâ A1A = BC, C1C = AD ñëåäóåò ïðîïîðöèÿ MO2 : MO1 =
(2a+ b) : (2b+ a) = O2C2 : A1O1, à òàê êàê ∠A1O1M = ∠C1O2M êàê íà-
êðåñò ëåæàùèå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, òî4A1O1M,4C1O2M ïîäîá-
íû, ñëåäîâàòåëüíî ∠A1MO1 = ∠C1MO2, çíà÷èò ïðÿìàÿ A1C1 ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó M, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

A

B C

DA1

C1

M2

O1

O2

N2

M1N1

M

Ðèñ. 11: Äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëüíîñòè âòîðîãî ñïîñîáà

Îöåíèì ñëîæíîñòü ýòîãî ïîñòðîåíèÿ. Âíà÷àëå â íåì ñòðîÿòñÿ òî÷êè
A1, C1, äëÿ ÷åãî ïðîâîäÿòñÿ ïî 2 ëèíèè äëÿ êàæäîé òî÷êè (åñëè îñíîâà-
íèÿ çàäàíû, âñå ðàâíî èõ íóæíî óäëèíÿòü, ïðîâîäÿ ÷åðåç íèõ ïðÿìûå).
Ïîòîì ñòðîÿòñÿ ñåðåäèíû îñíîâàíèé. Îñòàåòñÿ ïðîâåñòè äâå ïðÿìûå. Êàê
ïîñòðîèòü ñåðåäèíû îñíîâàíèé? Åñëè îñíîâàíèÿ çàäàíû, òî êàæäóþ èç
ñåðåäèí ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ äâóõ îêðóæíîñòåé è ïðÿìîé, ïðî-
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õîäÿùåé ÷åðåç èõ îáùóþ õîðäó (ñì. ðèñ. 12).

A BO

Ðèñ. 12: Äåëåíèå îòðåçêà ïîïîëàì

Îáùàÿ ñëîæíîñòü, êàê è â ïåðâîì ïîñòðîåíèè, ðàâíà 12 (íî óæå áåç
ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî îñíîâàíèÿ äàíû). Íî ìîæíî ïîñòðîèòü ñåðåäèíû
îñíîâàíèé è äðóãèì ñïîñîáîì. Ïðîâåäåì äèàãîíàëè è íàéäåì òî÷êó èõ
ïåðåñå÷åíèÿ P, ïðîäîëæèì áîêîâûå ñòîðîíû äî èõ ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå
Q è ïðîâåäåì ÷åðåç P,Q ïðÿìóþ. Îíà äåëèò îñíîâàíèÿ ïîïîëàì. 13

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå ýòî.

Óêàçàíèå. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé,
äåëèòñÿ ýòîé òî÷êîé è áîêîâûìè ñòîðîíàìè íà äâà ðàâíûõ îòðåçêà. Ïðè-
ìåíèòå ïðèçíàêè ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ.

Ñëîæíîñòü óêàçàííîãî ïîñòðîåíèÿ ðàâíà 11.

8 Áûñòðîå ïîñòðîåíèå öåíòðà ìàññ êîíå÷íîé

ñèñòåìû òî÷åê

Ñîãëàñíî óêàçàííîìó âûøå âåêòîðíîìó ñïîñîáó âû÷èñëåíèÿ öåíòðà ìàññ
ïî ôîðìóëå

v = α1v1 + . . .+ αnvn, αi =
mi

m
, m = m1 + . . .+mn.

ïîñòðîåíèå öåíòðà ìàññ öèðêóëåì è ëèíåéêîé (åñëè âåëè÷èíû ìàññ çàäà-
íû â âèäå äëèí äàííûõ n îòðåçêîâ) ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Âûáåðåì â êà÷åñòâå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðîâ òî÷êó, ñîâ-
ïàäàþùóþ ñ ïîëîæåíèåì îäíîé èç çàäàííûõ ìàññ. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü,

13Èñïîëüçîâàííûé ñïîñîá äåëåíèÿ ïîïîëàì äâóõ ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ îäíîé ëè-
íåéêîé ïðèíàäëåæèò çíàìåíèòîìó øâåéöàðñêîìó ãåîìåòðó ßêîáó Øòàéíåðó.
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÷òî âåêòîð vn = 0 è íå ó÷èòûâàòü åãî â âû÷èñëåíèÿõ. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷-
êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò çàìåíó n íà n− 1. Âíà÷àëå ïîñòðîèì âñå ðàäèóñ-
âåêòîðà mivi. Êàæäîå èç ýòèõ ïîñòðîåíèé (ñì. ðèñ. 13) òðåáóåò ïðîâåäå-
íèÿ 4 ëèíèé14 , îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì âåêòîðà vi, åñëè
çàðàíåå ïðîâåäåíà ïîäõîäÿùàÿ ïðÿìàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò O è íà
íåé îòëîæåíû îòO îòðåçêè ñ äëèíàìè 1, mi, i = 1, . . . , n−1.Î÷åâèäíî äëÿ
ïðîâåäåíèÿ ýòèõ ïîñòðîåíèé òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè 4(n− 1)+n+1 = 5n− 3
ëèíèé.

A
B

C

Ðèñ. 13: Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî

Ïîòîì íóæíî âûïîëíèòü ñëîæåíèå n − 1 ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ, ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïðèáàâëÿÿ ïî âåêòîðó, èñïîëüçóÿ ïîñòðîåíèå 8. Äëÿ ýòîãî
òðåáóåòñÿ åùå 2(n− 2) ëèíèé. È â êîíöå íàäî ïîäåëèòü ïîëó÷åííûé âåê-
òîð íà ÷èñëîm1+. . .+mn−1. Äëÿ ýòîãî íóæíî åùå n−2 çàñå÷åê öèðêóëåì
äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà äàííîé ïðÿìîé ñ åäèíè÷íûì îòðåçêîì îòðåçêà äëèíû
m1 + . . .+mn−1 è 4 ëèíèè äëÿ âûïîëíåíèÿ äåëåíèÿ (ñì. ðèñ. 14). Îáùåå
÷èñëî ïðîâåäåííûõ ëèíèé ðàâíî 9n− 6.

Íî åñòü áîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá. Íóæíî íà êàæäîì øàãå ñòðîèòü
öåíòð ìàññ ñèñòåìû òî÷åê {m1, . . . ,mi} è îòðåçîê äëèíû m1 + . . .+mi â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñòåìû òî÷åê {m1, . . . ,mi−1} è îòðåçîê
äëèíûm1+. . .+mi−1 óæå ïîñòðîåí. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ÷åðåç òî÷êómi

ïðîâåñòè ïîäõîäÿùóþ ïðÿìóþ, îòëîæèòü íà íåé îò ýòîé òî÷êè îòðåçêè ñ
äëèíàìèm1+. . .+mi−1 èmi äðóã çà äðóãîì (äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ 3 ëèíèè,
ïðè÷åì áóäåò ïîñòðîåí îòðåçîê äëèíûm1+. . .+mi), è ðàçäåëèòü îòðåçîê,
ñîåäèíÿþùèé òî÷êó mi ñ öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû òî÷åê {m1, ldotsmi−1}
â îòíîøåíèè m1 + . . . + mi−1 : mi èñïîëüçóÿ ïîñòðîåíèå ðèñ. 14. Äëÿ
ýòîãî òðåáóåòñÿ åùå 4 ëèíèè. Â èòîãå íà êàæäîì øàãå èñïîëüçóåòñÿ 7
ëèíèé, à îáùåå èõ ÷èñëî ðàâíî 7(n − 2). Ýòîò ñïîñîá ïðåäïî÷òèòåëüíåå
åùå è òåì, ÷òî âñå ïîñòðîåííûå âñïîìîãàòåëüíûå òî÷êè (öåíòðû ìàññ)
ëåæàò â âûïóêëîé îáîëî÷êå äàííîé ñèñòåìû òî÷åê (çíà÷èò, íå òðåáóåòñÿ
ïðîâîäèòü ñëèøêîì äëèííûõ ëèíèé).

14Çäåñü è äàëåå ïîä ëèíèÿìè ïîíèìàþòñÿ ïðÿìûå è îêðóæíîñòè.
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Íàéòè öåíòð ñèñòåìû n ðàâíûõ ìàññ (ò.å. öåíòðîèä) ìîæíî áûñòðåå.
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàõîäèì ñóììó âñåõ âåêòîðîâ, èñïîëüçóÿ ïîñòðîåíèå
ðèñ. 8. À ïîòîì äåëèì ïîëó÷åííûé âåêòîð íà n.

Äåëåíèå ìîæíî âûïîëíèòü òàê, êàê íà ðèñ. 14, åñëè âûáðàòü ïðî-
èçâîëüíûé îòðåçîê çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîèòü
îòðåçîê äëèíû n. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñî ñëîæíîñòüþ O(log n), è äàæå
ìåíüøåé (ñì. [5]).

A
C

B

D

Ðèñ. 14: Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè

Â ñëó÷àÿõ n = 3, 4, 6, 8 åñòü åùå áîëåå ïðîñòîå ïîñòðîåíèå. Äëÿ n = 3
âûøå óæå óêàçûâàëîñü ïîñòðîåíèå ñëîæíîñòè 5.

Äëÿ n = 4 ïðèìåíÿåì óêàçàííûé âûøå îáùèé ñïîñîá, íî óìíîæåíèå
ïîëó÷åííîãî âåêòîðà íà 1/4 âûïîëíÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîâåäåì
îòðåçîê ÷åðåç åãî êîíöû, ïîäåëèì åãî ïîïîëàì, è ïîäõîäÿùóþ åãî ïîëî-
âèíó � åùå ïîïîëàì. Êàæäîå äåëåíèå ïîïîëàì ñïîñîáîì ðèñ.12 òðåáóåò
ïðîâåäåíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé è ïðÿìîé. Îáùàÿ ñëîæíîñòü ýòèõ äâóõ
äåëåíèé ðàâíà 7. Íî åñëè âûáðàòü â ïåðâîì äåëåíèè îêðóæíîñòè òàê,
÷òîáû îíè îáå ïðîõîäèëè ÷åðåç êîíöû îòðåçêà, òî ïðè äåëåíèè ïîïîëàì
ïîëó÷åííîé åãî ïîëîâèíû ìîæíî ïðîâîäèòü îêðóæíîñòè òîãî æå ðàäèó-
ñà, ïðè ýòîì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â êîíöå îòðåçêà ñîâïàäåò ñ óæå ïðî-
âåäåííîé, è ñëîæíîñòü óìåíüøèòñÿ äî 6. Ïîëíàÿ ñëîæíîñòü óêàçàííîãî
ïîñòðîåíèÿ ðàâíà 10.

Åñëè n = 6, òî ó êàæäîé òðîéêè ñòðîèì öåíòð ñ ïîìîùüþ 5 ëèíèé, è
îñòàåòñÿ ïîäåëèòü ïîïîëàì îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ïîñòðîåííûå äâå òî÷-
êè ñî ñëîæíîñòüþ 4. Ïîëíàÿ ñëîæíîñòü óêàçàííîãî ïîñòðîåíèÿ ðàâíà
14.

Äëÿ n = 8 ïðèìåíÿåì îáùèé ñïîñîá, íî óìíîæåíèå ïîëó÷åííîãî âåê-
òîðà íà 1/8 âûïîëíÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîâåäåì îòðåçîê ÷åðåç åãî
êîíöû, ïîäåëèì åãî ïîïîëàì, ïîäõîäÿùóþ åãî ïîëîâèíó îïÿòü ïîïîëàì,
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è ïîòîì � åùå ïîïîëàì. Óìíîæåíèå íà 1/4 âûïîëíÿëîñü, êàê óêàçàíî âû-
øå, ñî ñëîæíîñòüþ 6.Ïîñëåäíåå äåëåíèå ïîïîëàì òðåáóåò åùå äâóõ ëèíèé
(â íåì èñïîëüçóåòñÿ ïîñòðîåííàÿ ðàíåå îêðóæíîñòü). Ïîëíàÿ ñëîæíîñòü
óêàçàííîãî ïîñòðîåíèÿ ðàâíà 12 + 8 = 20.

9 Áûñòðîå ïîñòðîåíèå öåíòðà ìàññ ìíîãîóãîëü-

íèêà

Îöåíèì ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ öåíòðà ìàññ n−óãîëüíèêà ïðè n > 4. Âû-
øå áûë óêàçàí îäèí ñïîñîá åãî ïîñòðîåíèÿ. Äëÿ ýòîãî åãî äîñòàòî÷íî
ðàçðåçàòü íà n−2 òðåóãîëüíèêà, ó êàæäîãî èç íèõ ïîñòðîèòü öåíòð ìàññ
(ýòî äåëàåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 5(n − 2)), ïîñòðîèòü îòðåçêè, äëèíû êî-
òîðûõ ðàâíû ïëîùàäÿì ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ (îòðåçîê åäèíè÷íîé äëèíû
ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî), è äàëåå ïîñòðîèòü öåíòð ìàññ ïîëó÷åííîé
ñèñòåìû n− 2 ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (â ïðåäûäóùåé ñåêöèè áûëî ïîêàçà-
íî, ÷òî ýòî äåëàåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 7((n − 2) − 2) = 7(n − 4)). Òàê êàê
îáùåå ÷èñëî ñòîðîí ó n− 2 òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî 3(n− 2), ïðè÷åì n ñòî-
ðîí n−óãîëüíèêà ìîæíî ñ÷èòàòü çàäàííûìè, òîãäà ÷èñëî ñòîðîí n − 2
òðåóãîëüíèêîâ, ëåæàùèõ âíóòðè n−óãîëüíèêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìó-
ëå (3(n − 2) − n)/2 = n − 3. Ýòè ñòîðîíû ìîæíî ïîñòðîèòü, ïðîâåäÿ
n− 3 îòðåçêà. Îñòàåòñÿ îöåíèòü ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îòðåçêà, ðàâíîãî
ïëîùàäè äàííîãî òðåóãîëüíèêà. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ðåøèâ ñëåäóþùèå
çàäà÷è.

Çàäà÷à 14. Âûñîòó òðåóãîëüíèêà ìîæíî ïîñòðîèòü ñî ñëîæíîñòüþ
4.

Óêàçàíèå. Ðàçäåëèòü îäíó èç åãî ñòîðîí ïîïîëàì ñî ñëîæíîñòüþ 3,
ïîñòðîèòü íà ýòîé ñòîðîíå êàê íà äèàìåòðå îêðóæíîñòü, òîãäà òî÷êà åå
ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãîé ñòîðîíîé ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì âûñîòû, îïóùåí-
íîé íà ýòó ñòîðîíó ñîãëàñíî òîìó, ÷òî äèàìåòð âèäåí èç ëþáîé òî÷êè
îêðóæíîñòè ïîä ïðÿìûì óãëîì.

Çàäà÷à 15. Óäâîåííóþ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà (ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå
åäèíèöû èçìåðåíèÿ äëèí) ìîæíî ïîñòðîèòü ñî ñëîæíîñòüþ 10.

Óêàçàíèå. Îíà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ îñíîâàíèÿ íà âûñîòó. Äëÿ âûïîë-
íåíèÿ óìíîæåíèÿ îòðåçêîâ ïðèìåíèòü ïðèåì ðèñ. 13. Åäèíè÷íûé îòðå-
çîê ìîæíî îòëîæèòü íà îñíîâàíèè (âûáðàâ åãî òàê, ÷òîáû îí áûë êîðî÷å
îñíîâàíèÿ), íà áîêîâîé ñòîðîíå îòëîæèòü âûñîòó, òîãäà îòðåçîê íà áî-
êîâîé ñòîðîíå, ðàâíûé ïðîèçâåäåíèþ îñíîâàíèÿ íà âûñîòó, ñòðîèòñÿ ñî
ñëîæíîñòüþ 6.
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Òåïåðü îêîí÷àòåëüíî ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ öåíòðà ìàññ ìîæíî îöå-
íèòü êàê

(n− 3) + 5(n− 2) + 10(n− 2) + 7(n− 4) = 23n− 61.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ. Ðàçîáüåì n−óãîëüíèê (äëÿ
ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îí âûïóêëûé) íà ÷åòûðåõóãîëüíèêè (è â
ñëó÷àå íå÷åòíîãî n åùå îäèí òðåóãîëüíèê). Äëÿ ýòîãî â ðàçáèåíèè íà
n − 2 òðåóãîëüíèêà îáúåäèíèì ïàðû òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùåé ñòîðîíîé â
÷åòûðåõóãîëüíèêè. Â ñëó÷àå ÷åòíîãî n ÷èñëî ïîëó÷åííûõ ÷åòûðåõóãîëü-
íèêîâ ðàâíî n/2−1, à â ñëó÷àå íå÷åòíîãî � (n−3)/2.Ïîñòðîèì ó êàæäîãî
èç ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ öåíò ìàññ ñïîñîáîì, óêàçàííûì â ðàçäåëå 6.
Ñëîæíîñòü ýòîãî ïîñòðîåíèÿ ðàâíà (n− 3)+16(n/2− 1) = 9n− 19 (äàëåå
ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ÷åòíîãî n). Ïîñòðîèì îòðåçêè, äëèíû êîòîðûõ
ðàâíû ïëîùàäÿì ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ. È, íàêîíåö, ïîñòðîèì öåíòð
ìàññ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû n/2 − 1 ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñî ñëîæíîñòüþ
7(n/2 − 3). Îñòàåòñÿ îöåíèòü ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû îòðåçêîâ,
ïðîïîðöèîíàëüíûõ ïëîùàäÿì ïîñòðîåííûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ.

Çàäà÷à 16. Óäâîåííóþ ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà (ïðè ïîäõîäÿùåì
âûáîðå åäèíèöû èçìåðåíèÿ äëèí) ìîæíî ïîñòðîèòü ñî ñëîæíîñòüþ 16.

Óêàçàíèå. Îïóñòèì íà äèàãîíàëü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿ-
ðû èç êîíöîâ äðóãîé äèàãîíàëè. Óäâîåííàÿ ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ýòîé äèàãîíàëè íà ñóììó äëèí óêàçàííûõ ïåðïåí-
äèêóëÿðîâ. Ïîñòðîèòü îáà ïåðïåíäèêóëÿðà ìîæíî ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 29
ñî ñëîæíîñòüþ 8. Íà îäíîé èç ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà îòêëàäûâàåì
îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ñóììå ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü ñî ñëîæíîñòüþ 3. Íà äèàãîíàëè îòêëàäûâàåì îòðåçîê åäèíè÷-
íîé äëèíû ñî ñëîæíîñòüþ 1. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëè íà ñóììó
ïåðïåíäèêóëÿðîâ ñòðîèòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 4 â âèäå îòðåçêà íà ñòîðîíå
÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Òåïåðü îêîí÷àòåëüíî ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ öåíòðà ìàññ ìîæíî îöå-
íèòü ïðè ÷åòíîì n êàê

9n− 19 + 16(n/2− 1) + 7(n/2− 3) = 20, 5n− 56.

Ïðè n íå÷åòíîì îöåíêà èìååò âèä

(n− 3) + 8(n− 3) + 5 + 7(n− 1)/2 + 8(n− 3) + 10 = 20, 5n− 39, 5.

Êàê âèäíî, âòîðîé ñïîñîá íåñêîëüêî áîëåå ýôôåêòèâåí.

Çàäà÷à 17. Îöåíèòå äâóìÿ óêàçàííûìè ñïîñîáàìè ñëîæíîñòü ïîñòðî-
åíèÿ îòðåçêà, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ïëîùàäè äàííîãî n−óãîëüíèêà.
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