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БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ГРУППЫ

С ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА ПОДГРУППЫ,

НЕ ЯВЛЯЮЩИЕСЯ РАЗРЕШИМЫМИ

A3-ГРУППАМИ

О. Ю.ДАШКОВА

Группа всех автоморфизмов векторного пространства A над полем F

называется полной линейной группой и обозначается GL(F, A). Подгруппы

группы GL(F, A) называются линейными группами. Пусть H ≤ GL(F, A).

Если размерность dimF A векторного пространства A над полем F конеч-

на, то H называется конечномерной линейной группой, и GL(F, A) в этом

случае можно отождествить с группой невырожденных квадратных мат-

риц размерности n× n, где n = dimF A. Конечномерные линейные группы

играют важную роль в математике и изучались достаточно широко.

Подгруппы группы GL(F, A) в случае, когда dimF A бесконечна, ис-

следовались мало. Такие исследования требуют дополнительных ограни-

чений на рассматриваемые группы. Достаточно успешным примером при-

менения условий конечности для изучения бесконечномерных линейных

групп является теория финитарных линейных групп [1, 2]. Группа G на-

зывается финитарной, если для каждого её элемента g подпространство

CA(g) имеет конечную коразмерность в A.

Если H — подгруппа группы GL(F, A), H реально действует на фак-

тор-пространстве A/CA(H) естественным образом. Если dimF (A/CA(H))

конечна, будем говорить, что H имеет конечную центральную размер-

ность. В противном случае будем говорить, что H имеет бесконечную

центральную размерность. Таким образом, группа является финитарной
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тогда и только тогда, когда каждая её циклическая подгруппа имеет ко-

нечную центральную размерность. Если H ≤ GL(F, A) имеет конечную

центральную размерность, то и любая её подгруппа K ≤ H также имеет

конечную центральную размерность.

В [3] изучались линейные группы, у которых семейство всех собствен-

ных подгрупп бесконечной центральной размерности удовлетворяет усло-

вию минимальности. Также рассматривалась аналогичная проблема для

линейных групп, у которых семейство всех собственных подгрупп беско-

нечной центральной размерности удовлетворяет условию максимальности

[4]. Кроме того, исследовались бесконечномерные линейные группы, у ко-

торых все собственные подгруппы различных бесконечных рангов имеют

конечную центральную размерность [5].

Следует отметить, что наряду с центральной размерностью подгруп-

пы H ≤ GL(F, A) в [6] было введено понятие фундаментальной размер-

ности. Пусть H — подгруппа группы GL(F, A). Рассмотрим подпростран-

ство [H, A] пространства A, которое порождается следующими элемента-

ми: [H, A] = 〈v(g − 1), g ∈ H, v ∈ A〉. Назовем фундаментальной раз-

мерностью группы H размерность подпространства [H, A]. В [6] исследо-

вались бесконечномерные линейные группы, у которых все собственные

подгруппы различных бесконечных рангов имеют конечную фундамен-

тальную размерность.

А. И. Мальцев [7] ввёл понятие разрешимой Ai-группы, i = 1–5.

Разрешимой Ai-группой называется группа, обладающая конечным суб-

нормальным рядом с факторами, являющимися абелевыми Ai-группами.

В частности, абелевой A3-группой называется абелева группа, фактор-

группа которой по периодической части имеет конечный специальный

ранг, а периодическая часть удовлетворяет условию минимальности. Абе-

левой A4-группой называется абелева A3-группа с конечной периодической

частью. Напомним, что минимаксной называется группа, обладающая ко-

нечным субнормальным рядом, факторы которого удовлетворяют условию

минимальности или максимальности. В частности, разрешимая минимакс-

ная группа является разрешимой A3-группой. Поэтому разрешимая ми-
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нимаксная группа G содержит ряд нормальных подгрупп Q ≤ H ≤ G,

где подгруппа Q является либо единичной, либо делимой абелевой чер-

никовской, фактор-группа H/Q либо единичная, либо обладает конечным

рациональным рядом, фактор-группа G/H конечна [8].

В настоящей работе исследуются локально разрешимые группы бес-

конечной центральной размерности, не являющиеся A3-группами, у ко-

торых любая собственная подгруппа, не являющаяся A3-группой, имеет

конечную центральную размерность. Аналогичная проблема рассматри-

вается для локально разрешимых групп, не являющихся минимаксными

группами и A4-группами.

ЛЕММА 1. Пусть G — линейная группа бесконечной центральной

размерности, не являющаяся разрешимой A3-группой. Если каждая соб-

ственная подгруппа группы G, не являющаяся разрешимой A3-группой,

имеет конечную центральную размерность, то справедливы следующие

утверждения:

(1) если U и V — собственные подгруппы группы G и G = 〈U, V 〉,

то по крайней мере одна из подгрупп U или V является разрешимой A3-

группой;

(2) если H — собственная подгруппа группы G, не являющаяся раз-

решимой A3-группой, то любая подгруппа группы H и любая собственная

подгруппа группы G, содержащая H, имеют конечную центральную раз-

мерность;

(3) если K, L — собственные подгруппы группы G и содержат под-

группу H, не являющуюся разрешимой A3-группой, то 〈K, L〉 является

собственной подгруппой группы G.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (1) Предположим противное. Пусть U и V

являются разрешимыми A3-группами. Тогда размерности фактор-про-

странств A/CA(U) и A/CA(V ) конечны. Поскольку фактор-пространство

A/(CA(U) ∩ CA(V )) вкладывается в прямую сумму фактор-пространств

A/CA(U) и A/CA(V ), то размерность фактор-пространства A/(CA(U) ∩

∩CA(V )) также конечна. Отсюда пространство A/CA(G) конечномерно.

Следовательно, группа G имеет конечную центральную размерность; про-
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тиворечие.

(2) Если K ≤ H, то справедливо включение CA(H) ≤ CA(K). Отсюда

любая подгруппа K группы H, не являющейся разрешимой A3-группой,

имеет конечную центральную размерность. Поскольку любая собствен-

ная подгруппа L группы G, содержащая H, не является разрешимой A3-

группой, то подгруппа L также имеет конечную центральную размерность.

(3) Предположим, что G = 〈K, L〉. Согласно п. (1) по крайней ме-

ре одна из подгрупп K или L является разрешимой A3-группой. Однако

подгруппы K и L содержат подгруппу H, не являющуюся разрешимой A3-

группой. Следовательно, K и L не являются разрешимыми A3-группами;

противоречие. Лемма доказана.

Следует отметить, что имеют место аналогичные утверждения, ес-

ли вместо разрешимых A3-групп рассматривать минимаксные группы или

разрешимые A4-группы.

Рассмотрим сначала локально разрешимые группы бесконечной цен-

тральной размерности, не являющиеся A3-группами, у которых каждая

собственная подгруппа группы G, не являющаяся A3-групой, имеет ко-

нечную центральную размерность. Имеет место следующая

ТЕОРЕМА 1. Пусть G — локально разрешимая линейная группа

бесконечной центральной размерности, не являющаяся разрешимой A3-

группой. Если каждая собственная подгруппа группы G, не являющаяся

разрешимой A3-группой, имеет конечную центральную размерность, то

группа G разрешима, имеет бесконечный специальный ранг, и удовлетво-

ряет следующим условиям:

(1) G = HQ, где H — нормальная подгруппа группы G, H ∩ Q = E,

Q ≃ Cq∞ для некоторого простого числа q;

(2) char F = p, q 6= p;

(3) H является p-группой конечной центральной размерности;

(4) K = H ∩ Z(G) — конечная подгруппа;

(5) H/K — бесконечная элементарная абелева p-группа;

(6) H/K — минимальная нормальная подгруппа фактор-группы

G/K.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим сначала случай, когда специаль-

ный ранг группы G бесконечен. Любая собственная подгруппа группы

G, имеющая бесконечный специальный ранг, не является разрешимой A3-

группой, и по основному результату из [5] группа G является разрешимой

и удовлетворяет заданным условиям.

Пусть теперь специальный ранг группы G конечен. Обозначим че-

рез T (G) периодический радикал группы G. Согласно [9] фактор-группа

G/T (G) разрешима. Если G 6= T (G), то фактор-группа G/T (G) являет-

ся группой почти без кручения и имеет нормальную подгруппу H/T (G)

конечного индекса, обладающую конечным рациональным рядом.

Рассмотрим сначала случай, когда G = H. Тогда найдется нор-

мальная подгруппа H1/T (G) ≤ G/T (G), для которой фактор-группа

G/H1 — абелева группа без кручения специального ранга 1. Если эта

фактор-группа циклическая, то группа G представима в виде произведе-

ния G = UV , где U и V — собственные подгруппы группы G, не являющи-

еся разрешимыми A3-группами; это противоречит лемме 1(3). В случае

нециклической фактор-группы H/H1 выберем максимальную нормаль-

ную свободную абелеву подгруппу M/H1 ≤ G/H1. Если фактор-группа

G/M не является локально циклической p-группой для некоторого про-

стого числа p, то группа G представима в виде произведения G = UV ,

где U и V — собственные подгруппы группы G, не являющиеся разреши-

мыми A3-группами; это противоречит лемме 1(3). Если же фактор-группа

G/M является локально циклической p-группой для некоторого простого

числа p, то рассмотрим фактор-группу G/M r для простого числа r 6= p.

Эта фактор-группа согласно [10, лемма 1.D.4] разлагается в произведение

G/M r = (M/M r)(V/M r), где V/M r — p-группа. И тогда группа G предста-

вима в виде произведения G = MV , где M и V — собственные подгруппы

группы G, не являющиеся разрешимыми A3-группами; это противоречит

лемме 1(3).

Рассмотрим случай, когда G 6= H. Если фактор-группа G/H не яв-

ляется конечной циклической p-группой для некоторого простого числа

p, то G/H является конечной разрешимой нециклической группой, и по-
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этому разлагается в произведение G/H = (U/H)(V/H) двух собствен-

ных подгрупп. Следовательно, группа G представима в виде произведения

G = UV , где U и V — собственные подгруппы группы G, не являющиеся

разрешимыми A3-группами; это противоречит лемме 1(3).

Пусть теперь фактор-группа G/H является конечной циклической

p-группой для некоторого простого числа p. Подгруппа H/T (G) обладает

конечным рациональным рядом, поэтому фактор-группа H/H ′ не явля-

ется периодической. Отсюда фактор-группа (G/H ′)/T (H/H ′) будет рас-

ширением абелевой группы без кручения (H/H ′)/T (H/H ′) конечного спе-

циального ранга при помощи циклической p-группы. Если фактор-группа

(H/H ′)/T (H/H ′) не является свободной абелевой, то найдется нормаль-

ная свободная абелева подгруппа (N/H ′)/T (H/H ′) ≤ (G/H ′)/T (H/H ′),

содержащаяся в (H/H ′)/T (H/H ′), для которой фактор-группа G/N явля-

ется периодической и имеет конечный специальный ранг. Если эта фактор-

группа окажется p-группой, то она будет черниковской, и тогда группа G

представима в виде произведения G = UV , где U и V — собственные под-

группы группы G, не являющиеся разрешимыми A3-группами; это проти-

воречит лемме 1(3). Если же фактор-группа G/N не является p-группой,

то найдется нормальная подгруппа G1/N ≤ G/N , для которой G/G1 —

нециклическая черниковская группа, и поэтому группа G представима в

виде произведения G = UV , где U и V — собственные подгруппы груп-

пы G, не являющиеся разрешимыми A3-группами; это противоречит лем-

ме 1(3).

Пусть теперь G = T (G). Согласно [11, теор. 2] группа G являет-

ся расширением делимой абелевой группы D с помощью группы G/D с

конечными силовскими подгруппами по всем простым числам p. Пусть

G 6= D, а фактор-группа G/D является бесконечной. Тогда найдутся два

различных простых числа p1, p2 ∈ π(G/D), и по [12, теор. 2] максималь-

ная нормальная подгруппа L/D фактор-группы G/D, не содержащая эле-

ментов порядков p1 и p2, имеет в G/D конечный индекс. Следовательно,

G/L является конечной нециклической разрешимой группой, и поэтому

она представима в виде произведения G/L = (U/L)(V/L), где U и V —
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собственные подгруппы группы G, не являющиеся A3-группами. Отсюда

G = UV , что противоречит лемме 1(3).

Рассмотрим теперь случай, когда G/D конечна. Пусть G/D не яв-

ляется циклической. Подгруппа D не является разрешимой A3-группой,

а фактор-группа G/D представима в виде произведения G/D = (U/D) ·

· (V/D), где U и V — собственные подгруппы группы G, содержащие под-

группу D; противоречие с леммой 1(3).

Пусть G/D является циклической p-группой. Подгруппа D разла-

гается в прямое произведение своих силовских черниковских подгрупп,

причём множество π(D) бесконечно. Подгруппу D можно представить в

виде произведения D = D1×D2, где D1 — p1-подгруппа, p1 6= p, а D2 — p′
1
-

подгруппа. Подгруппа D1 является черниковской, следовательно, фактор-

группа G/D2 представима в виде произведения G/D2 = (U/D2)(V/D2), где

U и V — собственные подгруппы группы G, содержащие подгруппу D2, не

являющуюся разрешимой A3-группой; противоречие с леммой 1(3).

Осталось рассмотреть случай, когда G = D. Разложим группу G в

прямое произведение своих силовских черниковских подгрупп. Поскольку

множество π(D) бесконечно, группа G представима в виде произведения

G = D1 × D2, где множества π(D1) и π(D2) также бесконечны. Следо-

вательно, D1 и D2 — собственные подгруппы группы G, не являющиеся

разрешимыми A3-группами; противоречие с леммой 1(1).

Следовательно, группа G имеет бесконечный специальный ранг, и,

по основному результату работы [5], группа G является разрешимой и

удовлетворяет заданным условиям. Теорема доказана.

Поскольку разрешимые минимаксные группы и разрешимые A4-

группы являются разрешимыми A3-группами, справедливы приводимые

ниже следствия.

СЛЕДСТВИЕ 1.1. Пусть G — локально разрешимая неминимакс-

ная линейная группа бесконечной центральной размерности. Если каж-

дая собственная неминимаксная подгруппа группы G имеет конечную

центральную размерность, то группа G разрешима, имеет бесконечный

специальный ранг, а её строение определяется теоремой 1.
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СЛЕДСТВИЕ 1.2. Пусть G — локально разрешимая линейная

группа бесконечной центральной размерности, не являющаяся разреши-

мой A4-группой. Если каждая собственная подгруппа группы G, не явля-

ющаяся разрешимой A4-группой, имеет конечную центральную размер-

ность, то G разрешима, имеет бесконечный специальный ранг, а её стро-

ение определяется теоремой 1.

ТЕОРЕМА 2. Пусть G — локально нильпотентная линейная

группа. Если каждая собственная подгруппа группы G, не являющаяся

разрешимой A3-группой, имеет конечную центральную размерность, то

группа G либо разрешимая A3-группа, либо её центральная размерность

конечна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно рассмотреть случай, когда груп-

па G имеет бесконечную центральную размерность. Предположим, что

специальный ранг группы G бесконечен. Согласно теореме 2 группа G раз-

решима, и её строение определяется теоремой 1. Однако группа, удовлетво-

ряющая условиям теоремы 1, не является локально нильпотентной; про-

тиворечие с условием теоремы. Следовательно, специальный ранг группы

G конечен.

Предположим, что группа G не является разрешимой A3-группой.

Рассмотрим случай, когда G 6= T (G). Поскольку фактор-группа G/T (G)

без кручения и имеет конечный специальный ранг, то согласно [13] фактор-

группа G/T (G) нильпотентна. В силу того, что G не является разреши-

мой A3-группой, её периодическая часть T (G) не будет черниковской, и

поэтому группа G представима в виде произведения G = UV , где U и

V — собственные подгруппы группы G, не являющиеся разрешимыми A3-

группами; это противоречит лемме 1(3).

Если G = T (G), то разложим группу G в прямое произведение своих

силовских черниковских подгрупп. Множество π(T (G)) бесконечно, поэто-

му группа G представима в виде произведения G = D1×D2, где множества

π(D1) и π(D2) также бесконечны. Следовательно, D1 и D2 — собственные

подгруппы группы G, не являющиеся разрешимыми A3-группами. Вновь

получаем противоречие с леммой 1(3). Отсюда периодическая часть груп-
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пы G является черниковской, а группа G — разрешимой A3-группой. Тео-

рема доказана.

СЛЕДСТВИЕ 2.1. Пусть G — локально нильпотентная линей-

ная группа. Если каждая собственная неминимаксная подгруппа группы

G имеет конечную центральную размерность, то G либо минимаксна,

либо её центральная размерность конечна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Любая собственная подгруппа группы G, не

являющаяся разрешимой A3-группой, неминимаксна, поэтому G удовле-

творяет условиям теоремы 2. Следовательно, G есть либо разрешимая A3-

группа, либо её центральная размерность конечна. Пусть G является раз-

решимой A3-группой, а её центральная размерность бесконечна. Предпо-

ложим, что она неминимаксна. Тогда фактор-группа G/T (G) также неми-

нимаксна, и G можно представить в виде произведения G = UV , где U и

V — собственные неминимаксные подгруппы группы G; это противоречит

лемме 1(3). Следствие доказано.

СЛЕДСТВИЕ 2.2. Пусть G — локально нильпотентная линей-

ная группа. Если каждая собственная подгруппа группы G, не являюща-

яся разрешимой A4-группой, имеет конечную центральную размерность,

то G есть либо разрешимая A3-группа, либо её центральная размерность

конечна.

Рассмотрим теперь локально разрешимые линейные группы бес-

конечной фундаментальной размерности. Следующая лемма аналогична

лемме 1.

ЛЕММА 2. Пусть G — линейная группа бесконечной фундамен-

тальной размерности, не являющаяся разрешимой A3-группой. Предпо-

ложим также, что каждая собственная подгруппа группы G, не являю-

щаяся разрешимой A3-группой, имеет конечную фундаментальную раз-

мерность.

(1) Если U , V — собственные подгруппы группы G, а G = 〈U, V 〉,

то по крайней мере одна из подгрупп U или V является разрешимой A3-

группой.
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(2) Если H — собственная подгруппа группы G, не являющаяся раз-

решимой A3-группой, то все собственные подгруппы группы G, содержа-

щие H, и подгруппы группы H имеют конечную фундаментальную раз-

мерность.

(3) Если K и L — собственные подгруппы группы G, содержащие

подгруппу H, не являющуюся разрешимой A3-группой, то 〈K, L〉 являет-

ся собственной подгруппой группы G.

Рассуждения, аналогичные проведённым в теоремах 1 и 2 (использу-

ем [6, теор. 3.3 и 4.9] вместо основного результата из [5] и лемму 2 вместо

леммы 1, соответственно), позволяют доказать, что имеет место

ТЕОРЕМА 3. Пусть G — локально разрешимая линейная груп-

па бесконечной фундаментальнойной размерности, не являющаяся раз-

решимой A3-группой. Если каждая собственная подгруппа группы G, не

являющаяся разрешимой A3-группой, имеет конечную фундаментальную

размерность, то группа G разрешима, имеет бесконечный специальный

ранг, и удовлетворяет следующим условиям:

(1) G = HQ, где H — нормальная подгруппа группы G, H ∩ Q = E,

Q ≃ Cq∞ для некоторого простого числа q;

(2) char F = p, q 6= p;

(3) H является p-группой конечной фундаментальной размерности;

(4) K = H ∩ Z(G) — конечная подгруппа;

(5) H/K — бесконечная элементарная абелева p-группа;

(6) H/K — минимальная нормальная подгруппа фактор-группы

G/K.

СЛЕДСТВИЕ 3.1. Пусть G — локально разрешимая неминимакс-

ная линейная группа бесконечной фундаментальной размерности. Если

каждая собственная неминимаксная подгруппа группы G имеет конеч-

ную фундаментальную размерность, то группа G разрешима, имеет бес-

конечный специальный ранг, а её строение определяется теоремой 3.

СЛЕДСТВИЕ 3.2. Пусть G — локально разрешимая линейная

группа бесконечной фундаментальной размерности, не являющаяся раз-
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решимой A4-группой. Если каждая собственная подгруппа группы G, не

являющаяся разрешимой A4-группой, имеет конечную фундаментальную

размерность, то группа G разрешима, имеет бесконечный специальный

ранг, а её строение определяется теоремой 3.

ТЕОРЕМА 4. Пусть G — локально нильпотентная линейная

группа. Если каждая собственная подгруппа группы G, не являющая-

ся разрешимой A3-группой, имеет конечную фундаментальную размер-

ность, то группа G есть либо разрешимая A3-группа, либо её фундамен-

тальная размерность конечна.

СЛЕДСТВИЕ 4.1. Пусть G — локально нильпотентная линей-

ная группа. Если каждая собственная неминимаксная подгруппа группы

G имеет конечную фундаментальную размерность, то группа G либо

минимаксна, либо её фундаментальная размерность конечна.

СЛЕДСТВИЕ 4.2. Пусть G — локально нильпотентная ли-

нейная группа бесконечной фундаментальной размерности. Если каж-

дая собственная подгруппа группы G, не являющаяся разрешимой A4-

группой, имеет конечную фундаментальную размерность, то группа G

есть либо разрешимая A3-группа, либо её фундаментальная размерность

конечна.
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