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Глава 2. ИНФОРМАЦИОННЫЕ МОДЕЛИ ВЫПУСКНИКОВ В ПОДСИСТЕМАХ ВУЗОВ

§1. КОММУНИКАЦИОННЫЙ ПОДХОД К РАЗРАБОТКЕ МОДЕЛИ ВЫПУСКНИКА ПОДГОТОВИТЕЛЬНОГО ФАКУЛЬТЕТА
Соотношение теоретического обоснования с моделирующим представлением сходно с отношением последнего к процедурам: в том и другом случае вышележащие средства управляют нижележащими, но вместе с тем могут и порождаться или корректироваться ими.

Э.Г. Юдин

Когда накоплено достаточно большое число «односторонних» и частных знаний об объекте, возникает особая теоретическая задача -  объединить их  в одном  многостороннем знании об объекте.  Решение этой задачи имеет не только теоретическое, но и практическое значение, так как оно позволяет рационализировать знания и тем самым ведет к экономии работы с ними. Нередко  их объединяют чисто механически. При этом объект рассматривается как изоморфный той системе знания, которая может быть получена путем непосредственного объединения уже существующих, полученных  независимо друг от друга частных знаний.

В качестве объекта исследования выберем методику преподавания подготовительного курса математики на подготовительном факультете. Методикой преподавания математики на уровне предвузовского образования занимались многие ученые – математики и методисты, но чаще это выражалось неявно и выглядело как пособия для поступающих в вузы, основным назначением которых было помочь абитуриенту успешно поступить в соответствующий вуз. При этом перестройкой структуры подачи теоретического материала авторы не занимались, а изменение   содержания обычно проявлялось в механическом добавлении. Очень многие положения математики в распространенных пособиях представляются обучаемым в готовом виде. Это обусловлено тем, что каждое из этих положений  когда-то было предметом специального открытия. При этом общие пути их разработки оставались неизвестными. Так, набор способов доказательств теорем  представлял собой чисто механическое объединение. Поэтому усвоение способов доказательств теорем во всех областях, особенно в высшей математике, встречает серьезные трудности у обучаемых: они не запоминают их процедуры, часто не понимают смысла, не умеют применять на практике и поэтому, как правило, просто заучивают. В итоге не происходит усвоение материала, не  развивается математическое мышление.

Отмеченный недостаток во всем довузовском образовании (в том числе и школьном) отмечался с давних пор передовыми преподавателями и методистами. Очень актуально воспринимаются слова, написанные А.Н. Шапошниковым еще в 1908 году [1]. Критикуя учебник алгебры А.П. Киселева, он говорит: «Модное направление, не желая видеть в доказательстве необходимое звено в цепи научных построений, связывающее и одухотворяющее знания, рассматривает каждое доказательство как препроводительный документ, как своеобразный, выданный научному предложению паспорт, долженствующий – самое большое – успокоить подозрительность учащихся за счет законности «требующей доказательства» истины; модное направление очень заботится о том, чтобы учащиеся сами, хотя бы по недосмотру, признали выданное свидетельство правильным и чтобы они научились предъявлять его, по первому требованию, каждому ревизирующему преподавателю». Далее А.Н. Шапошников описывает, какой вред приносит такое преподавание. Он прямо говорит, что главная цель такого преподавания – удовлетворить экзаменационным требованиям. Он пишет, что это педагогическое направление «по главной преследуемой им цели и по наиболее выдающемуся исполнителю, наложившему на него печать своеобразной особенности, может быть названо экзаменационно-киселевским. При господстве этого направления классное преподавание превращается в длинный ряд однообразных по существу и незамысловатых репетиций к будущему парадному спектаклю – экзамену. Принципом изложения теории ставится щеголеватая краткость, яркая выпуклость отдельных заучиваемых выражений и мнемонический характер доказательств. Логическая стройность, научная правда и даже здравый смысл – все это безжалостно приносится в жертву экзаменационному эффекту» - очень современное высказывание!

Н. Извольский [2], подвергая критике тот же самый учебник, говорит, что обучение математике в нем сводится к заучиванию правила и механическому следованию этому правилу. Представляя реформистское движение, он еще в 1914 году обращал внимание педагогической общественности на то, что в основу обучения должно быть «положено усвоение смысла действия, а не механическое следование заученному правилу».

Позднее, Ф.М. Шустеф - автор фундаментального труда, исследовавшая русские учебники алгебры, как дореволюционные, так и советские, об учебнике А.П. Киселева говорит (см. [3], с. 291): «Если мы вспомним, что изменения в сторону большей конкретизации и более подробных пояснений делались очень скупо, то мы увидим, что действительно главные условия автора были направлены не на то, чтобы обеспечить усвоение алгебры путем лучшего выяснения основных идей курса, подчеркивания связей и аналогий между различными разделами курса, выяснения основных методов науки, а путем чисто внешних приемов, путем достижения максимальной краткости, легкой запоминаемости учебника. В результате работы автора в этом направлении учебник приобрел характер, наиболее подходящий для дореволюционной гимназии. Именно он содержал в систематизированном и законченном виде краткое, почти конспективное, изложение того и только того, что требовалось в конечном итоге заучить для экзаменов (все дополнительное печаталось мелким шрифтом). При этом все это в довольно совершенной форме, с выделением правил, теорем и формул, с предельным расчленением на части. Таким образом, это делало учебник наилучшим для подготовки к экзаменам, которые определяли в большой мере все преподавание в дореволюционной гимназии».

1. В основе наших поисков лежит метод  познания, который представляет собой системный взгляд на практическое значение науки, на связь теории и практики, на подчинение теоретических изысков и усилий практическим интересам человека, в нашем случае, практике  преподавания  повторительно-подготовительного курса математики на уровне предвузовского образования. Будем руководствоваться представлениями по этим вопросам общепризнанных ученых  и попытаемся развить их применительно к рассматриваемому объекту. По Аристотелю, основным способом доказательства  утверждений должна быть дедукция (см. [4]). Именно этот способ рассуждений   является стержневым и в методе Декарта (см. [5]).

Учитывая специфику условий проведения наших исследований (достаточная образовательная база – номинальное знание уже изученного ранее курса математики средней школы, цель – через повторение этого курса подготовить обучаемых к получению высшего образования со всеми его необходимыми качествами, важнейшими из которых являются воспитание творческой личности, способной научно мыслить; возрастная психологическая подготовленность и т. п.) нами была выдвинута гипотеза о возможности  реализации представлений Аристотеля и Декарта в преподавании повторительного подготовительного курса математики на подготовительном факультете. Следуя Эйнштейну, который в логике построения своей теории относительности использовал принцип единства физического знания (см. [6], с. 82), в своей работе мы руководствовались принципом единства математического знания. Именно этот принцип позволил нам построить предложенную в настоящей работе модель выпускника подготовительного факультета, использование которой оптимизирует процесс разработки соответствующей стройной методики преподавания повторительно-подготовительного курса математики. С целью структуризации такого подхода мы воспользовались разработками отечественных философов Г.П. Щедровицкого (см. [7]) и Э.Г. Юдина (см. [8]), в результате чего нами были получены следующие результаты.

2. Подход к проблеме синтеза знаний, относимых к одному объекту, может быть совершенно иным, отличным от механического, так как  абстракции не всегда выделяют части изучаемого объекта - они образуются иначе. Содержание знаний, получаемых при решении частных задач, можно сравнить с проекциями, которые  «снимаются» с объекта при разных  его «поворотах» (см. [7], с. 74).

Проиллюстрируем понимаемое таким образом отношение между несколькими знаниями и объектом,  который мы изучаем, на рис. 1. Пусть круг изображает объект; отрезки (М1), (М2), (М3) - знания, фиксирующие разные «стороны» объекта (их три – для определенности, на самом деле, их может быть меньше или больше); заштрихованные секторы круга – «объективное содержание», которое выделяется  и фиксируется этими знаниями.
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Рис. 1

Если взять рассматриваемый нами объект – методику преподавания математики на подготовительном факультете как общенаучное понятие, то отрезки (М1), (М2), (М3) могут символизировать какие-то знания об этой методике, например, методики конкретных авторов для различных этапов обучения математике, частные методики.

Ясно, что чисто механическое объединение таких проекций не может дать представления о действительном, оптимальном, строении объекта. Попытки такого объединения с последующей формальной объективизацией полученной таким образом системы знаний так же бесперспективны, как и попытки получить представление  о структуре детали путем простого присоединения друг к другу ее чертежных проекций.  Но каким же образом осуществить синтез различных односторонних  знаний об одном объекте? В этом и заключается наша проблема.

3. Обоснованный методологический подход к этой проблеме требует прежде всего четкого и резкого разграничения понятий объекта и предмета изучения. В контексте рефлексивного методологического исследования естественно рассматривать противопоставление объекта и знаний о нем как нечто реально существующее и весьма существенное для многих процедур и приемов научного и философского мышления. Понятие предмета изучения строится именно на этом отношении между объектом и знаниями о нем. Cчитается, что, если объект независим от исследования и противостоит ему, то предмет изучения, напротив, формируется самим исследователем. При этом характер предмета зависит не только от того, какой объект он отражает, но и от того, зачем этот предмет сформирован, для достижения какой цели. Итак, объект и цель (цели) исследования являются теми двумя факторами, которые определяют, как и с помощью каких средств - приемов и способов исследования - будет сформирован необходимый для решения поставленной задачи предмет. 

Конкретизируем исследование нашего объекта – методики преподавания математики на подготовительном факультете на достижении следующей цели  -  обеспечить преподавателя возможностью самостоятельно разрабатывать методику преподавания математики на  подготовительном факультете как стройной научной дисциплины. Успешное решение этой задачи является одним из основных звеньев организации написания соответствующих учебно-методических пособий по математике, а также организации исследовательской работы преподавателей, желающих самостоятельно разработать свою методику преподавания подготовительного курса математики. Объект и цель исследования определили предмет исследования – систему теоретических принципов, которые лежат в основе разработки соответствующей методики преподавания математики на подготовительном факультете. 

Изучение работ по методике преподавания математики дало перечень дидактических принципов, которыми должен руководствоваться учитель средней школы при обучении математике: сознательность, наглядность, систематичность, доступность и прочность, активность и самостоятельность учащихся, генетический характер изложения, единство теории и практики, научность, систематичность и последовательность,  индивидуальный подход к учащимся, воспитания, современность научно-идейного содержания, интересное преподавание, активизация процесса учения, интеллектуально развивающее обучение, оптимальная степень сложности, систематическое развитие математических способностей, учет возрастных психологических особенностей учащихся, руководящая роль учителя, развитие теоретического мышления, переход от обучения к самообразованию, развитие познавательных сил учащихся, положительный эмоциональный фон обучения, коллективный характер обучения, оперативность знаний учащихся.

4. Как решить такую сложную задачу: каким образом должен осуществляться синтез  различных теоретических представлений и знаний, если они получены «хаотично», вне связи друг с другом и без всякой ориентировки на последующий синтез. Ясно, что в такой ситуации первый шаг должен состоять в том, чтобы перестроить сами исходные представления и знания, освободить их от одинаковых повторяющихся элементов содержания, дополнить другими представлениями, которые окажутся необходимыми с точки зрения задачи синтеза. 

Попытка проделать такое движение сразу же наталкивается на видимый парадокс: чтобы новые (полученные в результате перестройки) исходные представления увязывались с задачей синтеза, исследователь должен уже в исходном пункте иметь представление о действительной структуре объекта, который он изучает и хочет воспроизвести, и, кроме того, он должен соотнести с этим представлением все существующие односторонние проекции - знания. Иначе говоря, построение сложного, системного знания об объекте предполагает в качестве своего предварительного условия знание структуры этого объекта. На первый взгляд кажется, что это требование содержит в себе противоречие. Но другого способа решить поставленную задачу нет, а более детальный анализ ситуации убеждает нас в том, что обнаруживаемое здесь противоречие - мнимое.  Прежде всего потому, что искомое структурное представление объекта еще не есть теоретическое представление или теоретическое знание структуры этого объекта, оно лежит в особой плоскости представлений об объекте - методологической - и выполняет особую методологическую функцию в процессе исследования, являясь лишь средством для построения теоретического знания. 

Такой вывод задает направление того движения, которое должно быть осуществлено для синтеза уже существующих знаний об объекте: он подчеркивает то, что нельзя получить решения этой проблемы, оставаясь в плоскости одних лишь имеющихся знаний. Он показывает, что в это движение обязательно должен войти анализ тех  процедур, посредством которых были получены существующие знания. Он показывает также, что нужно проделать особую работу по воссозданию структуры того объекта, проекциями которого являются уже имеющиеся знания. Идея такого движения в исследовании схематично изображена на рис. 2. Знак К здесь обозначает новую знаковую форму, представляющую структуру объекта. Сплошные стрелки  символизируют теоретико-методологическое движение по построению этой знаковой формы, исходя из уже существующих знаний (М1), (М2), (М3), а штриховые стрелки - характеристику и объяснение этих знаний как «проекций» объекта   (его нового представления К).
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Рис. 2

Cхема рис. 2 наглядно показывает, что, решая задачу синтеза различных знаний об одном объекте, нужно, вместо того, чтобы искать какие-то связи между ними в их собственной плоскости, воспроизвести каким-то образом структуру объекта, а затем, исходя из нее, восстановить те «проекции», которые привели к имеющимся знаниям.

Проведенные рассуждения показывают, что процедуры анализа существующих знаний об объекте и их синтеза, полученные посредством абстрагирования представлений и знаний, должны быть органически связаны между собой, должны образовывать единый познавательный механизм. Этот принцип может быть применен к любым теоретическим знаниям и представлениям, которые мы хотим объединить.

 В нашем случае представление К рис. 2 содержит дидактические принципы, которые мы считаем основополагающими для разработки методики обучения математике на подготовительном факультете. Из вышеприведенного перечня сюда вошли: генетичность, научность и связь с практикой. Конечно, все остальные принципы из того перечня  важны и должны, разумеется, выполняться, однако они находятся в подчиненном положении по отношению к выбранным. К выделенным трем принципам мы прибавили еще два принципа построения  методики преподавания математике, которые возможно учесть на уровне предвузовского образования в условиях глобального (широкого) повторения школьного курса математики: алгоритмичность и обзорность.

Так как предмет методики  учебного предмета определяется как связь, взаимодействие преподавания и учения в обучении конкретному учебному предмету, т. е. конкретному содержанию, то форма связи преподавания и учения на конкретном содержании определяется  характером изучаемой в  данном содержании связи. Эта связь может быть объектной или мыслительной. 

Мыслительная связь подчиняется законам формальной (математической) логики, поэтому преподавание и изучение    этой связи определяется анализом и синтезом логических приемов мышления, применяемых при выводе одних умозаключений из других, т. е. при доказательстве теорем. Это подробно рассмотрено в [9]. При этом систематичность и последовательность преподавания (изложения) рассматриваемого содержания проверяется построением его генетического дерева и последующего восстановления его научного вывода методами математической логики. 

Что касается объектных связей между элементами содержания, то они не могут быть полностью преподнесены только на основе формальной логики, поскольку, как говорит отечественный математик и логик Д. Бочвар, «математика не выводима из формальной логики, ибо для построения математики необходимы аксиомы, устанавливающие факты из области объектов, и прежде всего – существование в последней определенных объектов. Но такие аксиомы обладают уже внелогической природой» (см. [10], с. 56).  

Такое положение объясняет то, что при обосновании системы школьного курса используются не только знания по логике, но и из истории науки, науковедения (см. [11],  т. 1, с. 568). При этом используется философская логика, которая существенно отличается от математической, формальной логики.

Философия настаивает на необходимости исследования конкретно-исторического содержания мышления и его принципов. Она раскрывает отношения между теорией и практикой в их возникновении и историческом развитии, взаимосвязи между различными приемами научного мышления, между ступенями его развития. 

Формальная логика берет только определенную сторону мышления: законы получения новых истинных знаний, не прибегая в каждом конкретном случае к опыту и к истории познания. Возникновение, становление и развитие мышления – это компетенция теории познания и философской логики, но никак не формальной логики.

Таким образом, философская и формальная логики – две разные науки, различающиеся как предметами своего исследования, так и используемыми методами. Обе они изучают, подобно целому ряду других наук, человеческое мышление, но берут разные его стороны. Формальная логика свое главное внимание направляет на выяснение структуры знания, на его «анатомирование» и описание формальных связей его элементов. Философская же логика трактует истину как процесс, как возникновение и развитие знания, последовательно проходящее в своем развитии определенные ступени (см. [10], с. 59).

Высказанные мысли дают обоснование включения в представление рис. 2 еще двух принципов: историчности и логичности. При этом логичность здесь понимается в смысле логики науки. Именно эти знания, возникшие в результате исторического развития науки, могут объяснить объектные связи.

В схеме рис. 2 для нашего конкретного случая фигуры (М1), (М2), (М3) символизируют отдельные методики, К - новую универсальную систему дидактических принципов разработки методики преподавания подготовительного курса математики, сплошные стрелки - анализ существующих методик преподавания математики с точки зрения выполнения выделенной системы принципов, штриховые  стрелки - процесс объяснения рассматриваемых методик  как «проекций» универсальной системы принципов. Примеры исследований, соответствующих этой схеме, подробно рассматриваются в наших работах (см., например, [12]). Вообще этот процесс может быть и достаточно простым, если рассматриваемая методика соответствует системе принципов К, а может быть, естественно, и достаточно непростым, как например, в случае, если преподаватель должен рассматривать материал, который можно преподнести с использованием метода математической индукции, а в рассматриваемой методике доказательство ведется, в   лучшем случае, так называемым «и т. д. - методом» (например, при выводе формулы общего члена арифметической или геометрической прогрессий или при доказательстве теоремы Фалеса – подробнее об этом см. в [13]).

5. Итак, результатом решения поставленной цели явилось выделение универсальной системы специфических теоретических принципов, которые лежат в основе самостоятельной разработки методики преподавания подготовительного курса математики, а затем обобщенного состава действий по этой работе. На рис. 3 эта система показана в виде семислойного представления, построенного по принципу вложенных множеств (по принципу матрешки).
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Рис. 3

Первый слой – всеобъемлющий, определяющий основное свойство преподавания математики на подготовительном факультете, которое можно рассматривать как требование, – это историчность. Второй  слой определяется логичностью (логикой науки), которая развивается на материале и фоне исторически обусловленного материала. 

Третий слой – генетичность, которая должна быть основополагающей при изложении учебного материала и является полем действия для следующего, четвертого, слоя – научности.

Таким образом, первые четыре внешних слоя определяют последовательность организации содержания и, в определенном смысле, корректируют и само содержание.

Следующий, пятый, слой – обзорность – определяет специфику методики преподавания материала и является естественным продолжением первых четырех, внешних, слоев. Он предполагает активное сознательное использование таких понятий, как сравнение и аналогия, анализ и синтез, абстрагирование и конкретизация, обобщение и классификация, индукция и, конечно, атрибут всякого достойного повторения – дедукция. Конечно, осуществление такого подхода в преподавании было бы неполным без использования методов проблемного и развивающего обучения. Шестой слой – алгоритмичность – определяет рационализацию в решении огромного объема задач, необходимых для овладения предлагаемого в повторительном курсе материала.

Последний, седьмой, слой – связь с практикой – призван продемонстрировать перед учащимися разнообразие практических тем для исследования, методов разрешения возникающих при этом проблем, дать им возможность попробовать себя в самостоятельной исследовательской работе и тем самым обозначить уровень своих притязаний. Таким образом, последний слой необходимо рассматривать и как мотивационный, очень важный в воспитании и самоопределении абитуриента.


[image: image4.png]Vinmepcamnas
CHCTeMA TIPHHLIIIOB
PpazpaGoTKH MIL

KM

/

y / TIpenmero-
OGobmerHbI cremmgireckie
coCTaB ReffcTBHI SBIEHHA

o pazpaGotke MIT
TIKM

(M; M3M3)
MeTOHKH I1PerioaBaHHs
TIKM




Рис. 4

6. После того, как специальное представление объекта  (К) получено, начинается следующий этап мыслительной работы - использование представления уже непосредственно для синтеза знаний в единой теоретической системе. 

Чтобы связать и действительно объединить знания, их нужно еще предварительно перестроить. Именно эта работа и осуществляется на втором этапе. Начинается новое, вторичное соотнесение уже существующих знаний с разработанным на их основе представлением объекта в свете специальной целевой установки: сделать их теоретически однородными и объединяемыми. Это всегда ведет к перестройке знаний, часто настолько существенной, что она выступает как процесс замены одних знаний другими. Этот процесс продолжается до тех пор, пока нам, наконец, не удается свести исходную совокупность знаний к единому сложному знанию, выводимому из имеющегося у нас представления объекта. При этом очень трудно ответить на вопрос, что же мы делаем «на самом деле» - объединяем исходные разрозненные знания, сводим их к новому целостному знанию или выводим это последнее из имеющегося представления объекта. Практически в большинстве случаев преобладает последнее. 

В наглядной форме такие отношения и функции представления объекта  изображены на рис. 4. Фигура (М
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) символизирует систему  перестроенных знаний, двойная стрелка - процедуру получения этой системы на основе специального представления объекта (К), штриховые стрелки - предметно-специфические явления. Все остальные элементы схемы совпадают с теми, которые были представлены на рис. 2.

Такое объединение знаний имеет неоспоримую ценность: его итогом является своеобразное  «сплющивание» всех знаний об объекте, расположенных как бы в разных планах и проекциях и потому непосредственно не сводимых одно к другому.  Это «сплющивание» является непременным условием сложного знания об объекте.  Такая организация, которая часто называется «линейной» или «плоскостной», существенно облегчает оперирование системой знаний, и в частности, обеспечивает ее формализацию.

Такой подход к достижению поставленной цели (путем создания универсальной системы принципов разработки методики преподавания подготовительного курса математики) позволил выделить 

ОБОБЩЕННЫЙ СОСТАВ ДЕЙСТВИЙ ПО РАЗРАБОТКЕ МЕТОДИКИ ПРЕПОДАВАНИЯ МАТЕМАТИКИ НА ПОДГОТОВИТЕЛЬНОМ ФАКУЛЬТЕТЕ
А. Анализ ситуации, т. е. выявление и формулирование возникшей проблемы. Выделяем одну из четырех вариантов проблем, которые на данном этапе обучения  являются специфическими и наиважнейшими:

1. Сомнение в характере и сути связи между элементами содержания. В этом случае необходимо провести анализ  этой связи. Она может быть двух видов:

α) мыслительная; 

β) объектная.



2. Целесообразность обзора.

3. Возможность алгоритмизации. 

4. Желание ввести дополнительный материал.

Б. В соответствии с выявленной проблемой поступаем следующим образом:

1. В зависимости от вида связи выполнить следующий план дальнейших действий:

α) если эта связь мыслительная, то она подчиняется законам формальной логики, которая может быть использована для обоснования этой связи и (или) для выявления генезиса связи (анализ с помощью составления генетического дерева), а также последующего его научного обоснования (синтез путем обоснования связи). Этот процесс возможен только при условии использования принципа единства  генетичности и научности;

β) если связь объектная и вызывает какие-либо неудовлетворения (например, какие-либо противоречия), которые надо разрешить и если они не снимаются средствами формальной логики (по методике предыдущего пункта), то необходимо обратиться к истории развития науки (анализ места рассматриваемого материала в соответствующей хронологической цепи) и, воспользовавшись логикой развития науки, попытаться разрешить создавшуюся проблемную ситуацию (синтез исторически обусловленного места этого материала в логически последовательной структуре математического знания). При этом, естественно, входит в действие закон единства исторического и логического в преподавании.

2. Если рассматриваемый материал состоит из нескольких частей, изучаемых в разных частях курса и связанных какой-либо общей линией, целесообразно попытаться выполнить всеобъемлющий (на реальном уровне) обзор этого материала.

3. Если рассматриваемый вопрос поддается алгоритмированию (провести анализ), попытаться разработать соответствующий алгоритм; исследовать вопрос выявления аналогов и обобщения полученного алгоритма, а затем сделать обзор (осуществить синтез), объемлющий все материалы на изученную тему, объединенные общим алгоритмом.

4. Если рассматриваемый материал является дополнительным и находится в плане его теоретического углубления или расширения, в плане развития межпредметных связей или в плане приложений изученных разделов математики, то для сохранения единой теоретической линии исследуем этот материал, используя методику предыдущих пунктов: 1) анализ генезиса этого материала; в случае сложностей, возникших при этом – 2) анализ его места в исторической цепи развития математики и других предметов; 3) синтез путем обоснования связи; 4) анализ и синтез материала в соответствии с п. Б2, Б3, естественно, в рамках целесообразного всеобъемлющего взгляда на рассматриваемый материал.    

Таким образом, в схеме рис. 4 фигура (М
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) символизирует  разработанные методики преподавания конкретного фрагмента повторительно-подготовительного курса математики, двойная стрелка - обобщенный состав действий по разработке методики преподавания (сокращенно - МП) подготовительного курса математики (сокращенно - ПКМ), штриховые стрелки - предметно-специфические явления, описываемые в каждом конкретном фрагменте. Отметим, что обобщенный состав действий позволяет разрабатывать только схемы действий:  для разработки методик преподавания конкретных фрагментов курса необходимо хорошее владение предметно-специфическими знаниями и умениями из одной или нескольких областей знания.

7. Теперь должно быть ясно, что из предложенного представления предмета нашего исследования  выводятся потом все уже существующие знания об объекте, и оно либо служит их основанием, либо заставляет их перестраивать. Поскольку именно на его основе строится новое синтетическое знание, которое затем используется в практической работе, постольку это представление является моделью объекта. 

Так как эта модель объекта создается с совершенно особым назначением - специально для того, чтобы объединить уже существующие знания, она имеет специфический набор функций и совершенно особые характеристики формы и содержания, которые должны быть особым образом обозначены. В методологии такое представление объекта, создаваемое с целью описанного выше объединения и синтеза разных знаний, называют «конфигуратором», а процедуру  этого объединения и синтеза, основывающуюся на специально созданном для этого представлении объекта, - «конфигурированием».

Таким образом, мы рассмотрели пример модели-конфигуратора - универсальной системы принципов разработки методики преподавания математики на подготовительном факультете, которая позволила осуществить конфигурирование соответствующих знаний по разработке методики преподавания повторительного курса математики. Это один из примеров практического применения научного метода восхождения от абстрактного к конкретному. 

Учитывая специфику разработанной модели, назовем ее моделью выпускника подготовительного факультета, а точнее, моделью выпускника подготовительного факультета в пространстве предвузовского математического образования, и запишем соответствующую целевую функцию времени t обучения: 

F(С; P, H, L, G, N, A, O, Pr, t),




(1)

где С – содержание, определенное соответствующей программой, параметр Р – система дидактических принципов, которыми должен руководствоваться учитель средней школы при обучении математике; параметры H, L, G, N, A, O, Pr – выделенные нами принципы, причем, три из них – генетичность (G), научность (N) и связь с практикой (Pr) присутствуют и в системе Р, однако ввиду их исключительной важности на уровне предвузовского образования они заслуживают такого «удвоенного» внимания.

8. С первого взгляда может показаться, что предложенная модель, в терминологии теории В.И. Арнольда о «жестких» и «мягких» моделях [14], является «жесткой», что означает независимость принимаемых решений от реального состояния дел. Однако такое впечатление ошибочно. Обоснуем это.
Предложенная концепция может быть применена локально, т. е. в любом месте курса повторительно-подготовительной математики, которое преподавателю не очень «нравится» по каким-либо причинам, или в случае, если он хочет «попробовать» другой подход к изложению рассматриваемого куска материала (реализовать свои идеи или воспользоваться методикой или идеями из другого курса). Считаем, что это большой плюс, так как такой подход дает возможность не только развиться творческим способностям преподавателя, но и оптимально «подстроиться» практически к любому контингенту учащихся путем гибкой ориентации на их особенности как в знаниях, так и в способностях. Последнее выводит творческую работу преподавателя на еще более высокий уровень, позволяющий каждый коллектив учащихся вести по-своему неповторимому пути повторения математики, индивидуального развития многих, в том числе, конечно, и творческих черт характера учащихся (см. [15], с. 70 - 90). Трудно сказать лучше В.П. Беспалько: «Это реальная возможность индивидуализации образования путем персонализации обучения, это переход педагогической науки от педагогических проповедей к проектированию оптимальных педагогических процессов, это достижение всеми учащимися высокого уровня мастерства в изучаемых ими предметах, это, наконец, превращение образования из, порой, тяжкой повинности в радостное занятие на всю жизнь» (см. там же, с. 2).


Поэтому эта концепция полностью соответствует идеям нелинейной динамики, синергетики, дает пример базовой модели с ее понятиями и методами, которые могут быть применены в конкретных ситуациях, а могут и не быть (см. [16], с. 60 – 62). Они могут стать основой построения новой нелинейной познавательной парадигмы, а могут остаться отдельными находками в отдельных частях курса. Излюбленный образ синергетики – бифуркационная диаграмма. В точках бифуркации происходит выбор и процессы другого уровня, не отраженные на диаграмме (шумы, случайности, управляющие воздействия) могут сыграть ключевую роль. Это значит, что путь развития неединственный, что можно в нужный момент вмешаться в ход событий и изменить его. Будущее оказывается неединственным. Этот образ станет руководством к действию для тех, кто будет определять точку бифуркации и воздействовать на систему, либо окажется основой нового алгоритма или технологии – зависит от специалистов, которые будут применять общие идеи нелинейной динамики к своей конкретной области. В работах [17, 18] приведен пример точки бифуркации в преподавании математики на подготовительном факультете и показаны варианты выхода из нее, один из которых достаточно долгое последнее время был общепризнанным, однако противоречит предлагаемой нами концепции, другой возвращает нас назад, к Евклиду, но на более высоком, с точки зрения научности, уровне изложения, подтверждая тем самым слова И.К. Андронова о большой ценности геометрии Евклида «для школьников всех народов и времен» ([19], с. 141). 


«Одна из причин резонанса, который получила нелинейная динамика, состоит в том, что она дает новый взгляд на развитие науки, на возможность описать явления природы. Фундаментальный вопрос состоит в том, почему, обладая весьма скромными возможностями, мы неплохо ориентируемся и во многом успели разобраться за последние 40 веков? Почему иногда среди огромного множества сложных взаимодействующих факторов  и сотен тысяч переменных удается выделить наиболее важные процессы и ключевые факторы? Ответ нелинейной динамики состоит в том, что во множестве случаев происходит самоорганизация, связанная с выделением параметров порядка. И нелинейную среду, потенциально обладающую бесконечным числом степеней свободы, удается описать динамической системой с конечным, а иногда и небольшим числом переменных» (см. [16], с. 61). 

В нашем случае модель выпускника подготовительного факультета, которая может быть описана целевой функцией (1), является ярким примером динамической системы с параметрами порядка – принципами обучения математике, выделенными в соответствии с задачами предвузовского математического образования. Настоящая концепция нова именно своей системной природой и, как ни странно это звучит, «необязательностью» ее использования, другими словами, использованием «по желанию» преподавателя. Определение точек бифуркации и выявление вариантов путей выхода из этих точек, а также обоснованный выбор оптимального варианта – вот задачи, с которыми может столкнуться преподаватель-методист, работающий по нашей концепции. Конечно, в полной мере использовать предложенную методику может только тот учитель, который, очевидно, обладает достаточной квалификацией и желанием этим заниматься. Ясно, что «прикладная математика», преподаваемая учителем, естественно, определяется его привязанностями – его вкусом - в лучшем смысле этого слова.

Так или иначе, только учитель, владеющий ситуацией в достаточно полной мере, как никто другой, вправе решать вопрос о дозировании учебной информации разного характера в свете предлагаемой концепции в условиях непрерывного математического образования. При этом, огромное значение имеет единение учителя и учащегося в процессе обучения. Лозунгом преподавателя должна быть фраза «Учащийся – соавтор преподавателя!». Развивая и уточняя эту мысль, обратимся к теории «жестких» и «мягких» моделей В.И. Арнольда, в которой большое значение придается введению обратной связи (т.е. зависимости принимаемых решений от реального состояния дел, а не только от планов),  стабилизирующей систему обучения, «которая без обратной связи разрушилась бы при оптимизации параметров» (см. [14], с. 14).

Эта теория объясняет достаточно частые неудачи всеобщего внедрения начинаний учителей-новаторов, на которые особое внимание обращает Ю.М. Колягин (см. [20]), поскольку многие начинания носят «жесткий» характер. В таких случаях, по теории В.И. Арнольда, «оптимизация параметров плана может приводить к полному уничтожению планируемой системы вследствие возникающей из-за оптимизации неустойчивости.… Оказывается, устойчивость восстанавливается, если заменить жесткое планирование обратной связью. Иными словами, решение о величине эксплуатации [подхода, метода и т. п. – Т.К.] следует принимать не директивно, а в зависимости от достигнутого состояния системы [учитель – учащиеся – Т.К.]» (см. [14], с. 13). «Жесткую модель всегда надлежит исследовать на структурную устойчивость полученных при ее изучении результатов по отношению к малым изменениям модели (делающим ее мягкой)» (см. там же, с. 17).

Поэтому в рекомендациях к какой-либо новой системе совершенно необходима дополнительная информация о ней, а именно, - информация о виде малых поправок, отступление от которых  не ухудшает результатов внедрения системы. Без этой информации жесткая модель может привести к качественно ошибочным предсказаниям и, чаще всего, к неудачам. Таким образом, в выборе степени использования предлагаемой модели преподавания преподаватель должен ориентироваться как на объективные условия (например, недостаток времени, недостаток баз знаний студентов), так и на полуобъективные условия. Примером последнего может служить первоначальное отсутствие интереса студентов к углубленному изучению предлагаемого материала, который в процессе обучения может появиться, поэтому приобретает особое значение постоянная как положительная, так и отрицательная обратная связь преподавателя с учащимися, дающая возможность корректировать учебный процесс.

В случае явной невозможности осуществления преподавания в каких-то частях курса в соответствии с  предложенной концепцией в достаточно полной мере, например, в связи с недостатком времени, целесообразно использовать типичные формулировки, например, перед введением понятия обыкновенной дроби - для сохранения  фундаментальной логической последовательности изложения материала имеет смысл сказать: «Вспомним из геометрии теорему Фалеса и задачу деления отрезка на n равных частей». Здесь ясно преимущество повторительности курса математики.  Для преподавателя главное в таких ситуациях – оставаться верным требованию «научной современности и педагогической целесообразности» (см. [21], c. 109). 

Таким образом, с точки зрения синергетики, в рамках предлагаемой нами концепции, можно уточнить модель выпускника подготовительного факультета (1), сделав ее «мягкость» очевидной за счет введения дополнительных параметров порядка: 

M(F; T, U, Sp, I1, I2, S, V) = M(С; P, H, L, G, N, A, O, Pr; T, U, Sp, I1, I2, S, V, t),
(2)

где F –модель выпускника подготовительного факультета, описанная нами формулой (1), Т – общее время, отведенное на обучение на подготовительном факультете, U – уровни баз учащихся, Sp – будущая специальность обучаемых, I1 – их интерес к математике, I2 – интерес преподавателя к процессу преподавания, S – обратная связь ученика с преподавателем, V – предпочтения преподавателя. В соответствии с предложенной синергетикой классификацией процессов другого уровня, не учтенных при описании разработанной модели с помощью функции (1), шумами можно считать степени интересов учащихся к математике и степень интереса преподавателя к процессу преподавания, случайностями – обратную связь учащегося с преподавателем и предпочтения преподавателя, управляющими воздействиями – общее время обучения, уровни баз учащихся и будущую специальность обучаемых.

Управление учебным процессом осуществляется непосредственно преподавателем. Однако часто преподаватель вынужден подчиняться заведующему секцией математики, далее – заведующему кафедрой – с одной стороны, непосредственно авторам используемых моделей преподавания или их рекомендациям, а также соответствующим методистам. Как говорит  В.И. Арнольд, многоступенчатое управление при n > 3 (n – число ступеней) неустойчиво. Двухступенчатое управление приводит к периодическим колебаниям, но не вызывает катастрофического нарастания колебаний, происходящего при трехступенчатом и более ступенчатом управлении: «Настоящую устойчивость обеспечивает только одноступенчатое управление, при котором управляющее лицо более заинтересовано в интересах дела, чем в поощрении со стороны начальства» (см. [14], с. 19). Эти слова подтверждают плодотворность системы преподавания, созданной в МГУ им. М.В. Ломоносова, когда каждый преподаватель преподает по своей методике, точнее, сам выбирает, как преподавать, конечно, в рамках того, что преподавать, т. е. в рамках заданной программы.

Уточняя особую роль случая n = 2, обратим внимание на то, что «двухступенчатое управление может оказаться как устойчивым, так и неустойчивым, в зависимости от деталей организации дела» (см. там же). Оправданным двухступенчатым управлением, естественно, можно считать руководство преподавателем со стороны автора внедряемой модели преподавания. В этом случае успех обеспечивается достаточностью компетенций обеих сторон, «мягкостью» модели и, безусловно, доброжелательностью всех сторон. При этом, естественно, обязательным условием успешного внедрения модели должно быть наличие двухступенчатой обратной связи «ученик - учитель - автор». В этих условиях каждое новое преподавание становится уникальным, не похожим на предыдущие и последующие. Таким образом, «мягкая» модель (2) выпускника подготовительного факультета становится, с одной стороны, дифференцированной и, с другой стороны, индивидуальной. А ученик и учитель становятся создателями своей модели выпускника, их совместной модели курса, соавторами автора концепции. При таком подходе учителю никогда не наскучит преподавать вроде бы один и тот же курс из года в год.

Ясно, что при этом совершенно необходим определенный настрой учителя на «сотрудничество» с учеником, что требует от учителя наличия определенных психологических качеств, основа которых кроется в особенностях физиологии мозга: как отметил В.И. Арнольд, «мягкое моделирование требует гармоничной работы обоих полушарий мозга». Как известно, левое полушарие отвечает за умножение многочленов, языки, шахматы, интриги и последовательности силлогизмов, а правое – за пространственную ориентацию, интуицию и за все необходимое в реальной жизни. В связи с этим целесообразно вспомнить, что говорил более ста лет назад премьер-министр России С.Ю. Витте: между математиками есть двоякого рода люди: 1) математики-философы, т. е. математики высшей математической мысли, для которых цифры и исчисления есть ремесло; для этого рода математиков цифры и исчисления не имеют никакого значения, их увлекают не цифры и исчисления, а сами математические идеи. Одним словом, это математики, так сказать, чистой философской математики; 2) напротив, есть такие математики, которых философия математики, математические идеи не трогают, которые всю суть математики видят в исчислениях, цифрах и формулах… К сожалению, математики-философы относятся с презрением к математикам-вычислителям, а математики-вычислители, среди которых есть много ученых весьма знаменитых, смотрят на математиков-философов как на людей в известном смысле «тронутых» [14, с. 28, 29]).

У «математиков-исчислителей» гипертрофировано левое полушарие, обычно за счет недоразвитого правого. Очевидно, если такой математик берется за преподавание, то, скорее всего, результаты неутешительны. Подтверждения тому имеют место даже среди очень известных и талантливых математиков. Пример тому – Павел Сергеевич Александров, у которого училась автор этих строк – его программные лекции по аналитической геометрии на механико-математическом факультете МГУ не были образцом изложения соответствующего материала, да и атмосфера, которая царила в аудитории, была далека от состояния единения учителя и учеников в едином движении мысли. Поэтому «легче» было изучить этот курс по его же опубликованной к тому времени литературе. 

Как видно из приведенных данных, преподаватель математики должен совмещать в себе обоих математиков – безусловно, он должен быть и хорошим «исчислителем», и, в добавок, достаточно «продвинутым» философом, т. е. он должен обладать способом мышления, который С.Ю. Витте назвал «математика-философия» - именно он заставляет учителя думать о всех реалиях окружающего мира с помощью (сознательного или бессознательного) мягкого моделирования.

При приеме в педагогический вуз проверяется знание соответствующего содержания предмета, т. е. работа левого полушария. Это осуществляется опосредованно - с помощью предметных экзаменов. Что касается задачи отбора таких преподавателей, у которых достаточно хорошо работает и правое полушарие, необходимо отметить, что к сожалению, до сих пор она не рассматривается на должном уровне – некоторым намеком на отбор может служить собеседование, проводимое администрацией (например, деканом) с абитуриентами, выдержавшими конкурс по предметам. 

Можно ли в период вступительных экзаменов выяснить степень работы правого полушария мозга и, тем более, «воскресить» его или помочь ему начать работать – это большой вопрос, который мы в силах только поставить. Пока же, как мы видим из практики,  этот вопрос решается стихийно, на уровне профпригодности студента – будущего преподавателя, определяемой профессорско-преподавательским составом педагогического вуза и продиктованной чаще всего интуицией «старших товарищей», т. е. еще более опосредованно, чем вопрос о предметных знаниях. Поэтому, по большому счету, остается лишь констатировать факт существования талантливых учителей, которые, можно надеяться, наряду с владением «исчислительными» знаниями по предмету, являются и математиками-философами. 

Так уж случилось, что «наша культура, тем паче в век научно-технической революции, ориентирована прежде всего на развитие логико-знаковых, левополушарных компонентов мышления, и в результате они очень быстро становятся доминирующими» (см. [22], с. 176).Именно здесь к месту сказать фразу, приписываемую Леонардо да Винчи, обратив ее к серьезности обсуждаемой ситуации (см. [16], с. 59): «Все работает не так как рассчитано, а так, как сконструировано». Однако все не так мрачно, и, вскрыв проблему, мы можем наметить путь ее решения – потенциально мозг готов развиваться – в любом возрасте, и преподаватель может сам заняться развитием не только мозга ученика, но и своего. Как отмечает Н.П. Бехтерева, «при встрече с каждой новизной … активизируется огромное количество нервных элементов, включается масса связей между различными зонами мозга. Весьма вероятно, что такая реакция на новизну и является чем-то вроде естественной тренировки мозга, вроде механизма, который, обеспечивая избыточную готовность к каждой конкретной, даже маленькой новизне данной минуты, сохраняет возможности индивидуума к обучению на протяжении большей части жизни» (см. [23], с. 71). Использование предлагаемой концепции как раз может способствовать развитию правополушарных компонентов мышления. 
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§ 2. ИНФОРМАТИЗАЦИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОБРАЗОВАНИЯ В УСЛОВИЯХ ПОДГОТОВИТЕЛЬНОГО ФАКУЛЬТЕТА
Направления применения элементов информатики в процессе совместного преподавания математики и информатики на факультетах и отделениях системы предвузовского образования разнообразны [1]- [6]. Рассмотрим четыре из них, с нашей точки зрения, наиболее яркие:
1) многочисленные правила  решения различных математических (и не только математических) задач, записанные в словесно-пошаговой форме, можно рассматривать в качестве примеров алгоритмов; 
 
2) для систематизации и объединения знаний по одной глобальной теме, рассеянной мелкими порциями на протяжении достаточно длительного времени изучения математики не только в средней школе, но и в повторительном курсе,  направленном  на  подготовку  учащихся,  уже  окончивших среднюю школу, к учебе в высших учебных заведениях. В этом случае основной акцент делается на составление блок-схемы, которое возможно только в случае полной ясности в понимании учащимися всей темы во всех ее нюансах;

 
3) для  осуществления  вычислений,  которые в средней школе обычно  не  производятся, однако  являются  яркой  иллюстрацией  и  значительно  упрощают  понимание довольно сложных понятий, ситуаций и т. п.; 

 
4) для демонстрации решения вычислительных задач во всей полноте, т. е. не только для «доведения до числа», но и для исследования исходных данных, которое в обязательном порядке включает в себя выявление области определения исходных данных, а затем - активную проверку и соответствующую корректировку их значений. В этом случае основной акцент делается на составлении программы, в которой закладывается диалог человека и компьютера, и на последующей ее отладке. При этом появляется уникальная возможность объединить различные способы решения задачи, например, посредством сравнения численных значений результатов, полученных разными путями.

 
Проиллюстрируем описанные направления примерами.

1. Примеров первого направления можно найти очень много. Однако, чтобы они превратились в алгоритмы, необходимо в их оформление ввести выполнение определенных условий, к которым относятся следующие:

- обязательная нумерация производимых действий (шагов); 

- каждый нумерованный шаг должен включать только одно действие. 

- каждый шаг, как и весь алгоритм, должен обладать такими свойствами алгоритмов, как результативность, определенность и понятность;

- в отличие от правил, которые часто формулируются на конкретных примерах, их алгоритмический вариант желательно давать в общем виде (это соответствует такому свойству алгоритмов, как массовость).
Рассмотрим подачу понятия НОД в пособии для начального этапа обучения математике иностранных учащихся [7, с. 24]:

Числа 24 и 30 делятся на 2. Число 2 – это их общий делитель. Числа 24 и 30 имеют другие общие делители: 1, 3, 6.


Число 6 – наибольший общий делитель (НОД) чисел 24 и 30:

НОД (24; 30) = 6.

Наибольший общий делитель можно найти так: сначала разложить числа 24 и 30 на простые множители

24 = 
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потом взять общие множители 2 и 3 и найти их произведение:

НОД (24; 30) = 2 ( 3 = 6.

После прочтения этого текста мы делаем следующее: вместе со студентами формулируем определения общего делителя и НОД нескольких чисел: 
Общий делитель нескольких чисел – это число, на которое делятся все эти числа; наибольший общий делитель нескольких чисел – это самый большой общий делитель этих чисел. 
Затем записываем 
Алгоритм вычисления НОД нескольких чисел

1. Разложить все числа на простые множители.
2. Из этих разложений взять все общие простые множители.

3. Составить из них произведение.

4. Вычислить это произведение.

5. Конец: Найденное произведение – искомый НОД данных чисел.
Сравнение этих вариантов подачи материала показывает, что второй вариант дает обобщение первого варианта, своевременное для повторительно-подготовительного уровня работы с школьным курсом математики. 
2. В резюме темы «Степени» (перед темой «Показательная функция») полезно вспомнить все определения степеней, начиная с натуральной степени и до рациональной степени. При этом естественным образом выявляются случаи, которые  не  входят  в  определения,  более  того,  исключаются  из определений и, как следствие, не включаются в упражнения. Это случаи, когда вычисление значений степени невозможно. Последнее подтверждает просмотр учебной и учебно-методической  литературы.  Так,  например,  «Математическая  энциклопедия» [8, т. 5, c. 221], как и «Математический энциклопедический словарь» [9, с. 566], давая определение целой отрицательной степени, даже не оговаривают условие того, что основание степени не равно нулю. Теперь понятно, почему именно в этих случаях учащиеся часто делают ошибки.

Если  же  учащийся  сам  составляет  блок-схему  вычисления  степеней,  то эти «особые» случаи высвечиваются по необходимости, просто потому, что такова специфика разработки алгоритмов, при этом именно на этих случаях автоматически акцентируется внимание учащегося, поскольку с психологической точки зрения результатом  проведенной  работы  для  него  является не только систематизация  знаний,  приобретенных ранее,  но  и  ощущение  полноты  и,  более того, завершенности рассматриваемого раздела математики.

 
На рис. 1 приведена соответствующая блок-схема [3, с. 188], которая соответствует всему комплексу  определений рациональных степеней (см., например, [7, c. 79], [10, c. 7, 23 - 29], [11, c. 4]):
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Рис. 1
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Блок-схема наглядно демонстрирует внутренние связи определений рациональной степени 1 – 6′′, поэтому процесс составления этой блок-схемы имеет не только методическое, но и определенное теоретическое значение. 

3. Переходя  к  практике вычислений,  отметим очевидное  –  мы самостоятельно,  т.  е.  не  прибегая  к  дополнительным  вычислительным средствам, можем довести этот процесс до числа далеко не так часто. 

3.1. Вычисление степеней. Продолжая предыдущий пункт, рассмотрим примеры вычисления степеней: 

22; 2-2; 20; 81/3; 43/2; 4-3/2; 2,3782; 1,35923; 21/2; 20,0043; 21,2; 2-0,0043; 2-1,2.

3.1.1. Первые  шесть  примеров  мы  можем  решить  «сами»,  используя  только определения 1 – 6 предыдущего пункта:
22=4; 2-2=1/4; 20=1; 81/3=2; 43/2=8; 4-3/2=1/8.

3.1.2. Следующие  три  примера  можно  вычислить  вручную  в  соответствии  с определением  2,  однако  это  достаточно  долго  и  трудоемко,  поэтому  для вычисления  этих  примеров  целесообразно  прибегнуть  к  помощи  таблиц, например,  известных  «Четырехзначных  математических  таблиц для средней школы» В.М. Брадиса [12]: 

2,3782=5,655 (см. табл. III «Квадраты»); 1,35923=2,511 (см. табл. V «Кубы»);

21/2=1,414 (см. табл. IV «Квадратные корни»).

3.1.3. Остальные примеры мы можем вычислить только после изучения темы «Десятичные  логарифмы»  и  научившись  пользоваться  соответствующими таблицами  (см.  там  же  таблицу  XIII  «Мантиссы  десятичных  логарифмов» и таблицу XIV «Значения функции 10x (десятичные антилогарифмы)». На одном примере напомним, как это делается: пусть нам надо вычислить А=20,0043. Для этого прологарифмируем это равенство по основанию 10: lg A=0,0043 lg2. Получив по таблице XIII  lg2(0,3010, вычисляем lg A(0,0043 ( 0,301=0,0012943, а  затем,  округлив полученное число до четвертого знака после запятой, по таблице XIV находим А(100,00129(100,0013(1,003. Аналогично вычисляем 21,2(2,297, а затем, используя определение 4 и только что вычисленные значения, получаем: 


2-0,0043=1/20,0043(1/1,003(0,998; 
2-1,2=1/21,2(1/2,297(0,435.

 
3.1.4. Имея в распоряжении компьютер, можно продолжить вычисление степеней. Сформулируем задачу в общем виде: с помощью компьютера вычислить y = xn, где x(R+, n(Q. 

Сразу  отметим,  что  ограничение  на  x  в  формулировке  условия задачи существенно,  так  как  для  отрицательных  оснований  операция  возведения  в степень «^» на компьютере не выполняется. 

Запишем программу для решения этой задачи на языке БЭЙСИК*:

 
ПРОГРАММА 1
10 REM ВЫЧИСЛЕНИЕ СТЕПЕНИ, ПОКАЗАТЕЛЬ – ДЕСЯТИЧНАЯ ДРОБЬ

20 PRINT «ВВЕДИТЕ X,N» 

30 INPUT X,N

40 Y=X^N

50 PRINT «X=»; X; «N=»; N; «Y=»; Y

60 END
 
Запустив эту программу, мгновенно получаем значения степеней. Так, для вышеприведенных примеров будем иметь: 22=4; 2-2=0,25; 20,0043=1,002985; 21,2=2,297397; 2-0,0043=0,9970239; 2-1,2=0,4352753. Округлив эти значения до третьего знака после запятой, получим значения, практически совпадающие с вычисленными ранее. 

 
В программе 1 число N должно быть выражено десятичной дробью. Если показатель выражен обыкновенной дробью p/q (p(Z, q(N \ {1}), то в программу 1 необходимо ввести следующие изменения:

 
ПРОГРАММА 2

10 REM ВЫЧИСЛЕНИЕ СТЕПЕНИ, ПОКАЗАТЕЛЬ – ОБЫКНОВЕННАЯ ДРОБЬ

20 PRINT «ВВЕДИТЕ X,P,Q»

30 INPUT X,P,Q

40 Y=X^(P/Q)

50 PRINT «X=»; X; «P/Q=»; P;«/»; Q; «Y=»; Y

60 END
 
С помощью этой программы без труда получаем, например: 21/2=1,414214 (ср. с результатом, полученным с помощью таблиц); 23/2=2,828427; 26/5=2,297397 (ср. с результатами, полученными по таблицам и на компьютере с помощью программы 1, учтя, что 6/5=1,2); 245/17= =6,26389.

 
Далее, перед темой «Показательная функция» после рассуждений  о  том,  что  в  высшей  математике  доказывается  существование  степени с иррациональным показателем [11, c. 16], полезно показать, что на компьютере можно вычислить степень с любым действительным показателем, выражающимся функцией f(a1,…,an). В этом случае программа 1 преобразуется в следующую:

 
ПРОГРАММА 3

10 REM ВЫЧИСЛЕНИЕ СТЕПЕНИ, ПОКАЗАТЕЛЬ – ФУНКЦИЯ

20 PRINT «ВВЕДИТЕ X, A1,…,AN»

30 INPUT X,A1,…,AN

35 F=f(A1,…,AN)

40 Y=X^F

50 PRINT «X=»;X; «A1=»;A1; …; «AN=»;AN; «F=»;F; «Y=»;Y

60 END
 
Здесь f(A1,…,AN) – запись функции показателя на языке БЭЙСИК. В частности, если показатель есть квадратный корень (т. е. F=SQR(A)), то компьютер вычислит y = x
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, например,  y = x
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, а так как 
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- иррациональное число, то можно сказать, что компьютер вычисляет и степени с иррациональными показателями. Для подтверждения сказанного вычислим с помощью компьютера: 


2
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= 2,665144;  2
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= 3,321997;  3
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= 4,728804;  3
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= 6,704992.

Пусть показатель степени есть




[image: image34.wmf]3

а

=a1/3
 
(т. е. F=A^(1/3)),

тогда сам показатель вычисляется как степень, и мы получаем решение примеров: 

2
[image: image35.wmf]3

2

= 2,394826;  2
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3

= 2,717443;  3
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= 3,991491;  3
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3

= 4,876721.

 
Пусть теперь показатель степени - квадратный трехчлен

f (a)= a2 + 5a + 6
(т. е. F=A(A + 5(A + 6).

Получаем решение примеров: 


2f (-1)=4; 2f (-3)=1; 2f(-2,5)= 0,8408964; 3f (0,0043)= 746,4394.

 
Пусть f (a1, a2, a3) = sin2(a1- a2) + cos(a1- a3) 
(т. е. F=SIN(A1 – A2) ( SIN(A1 – A2) + COS(A1 – A3)).
Получаем решение примеров:



2f (1; -1,2; 0,0043)= 2,29355; 7,8104f (3,503; 1,2; 0,0043)= 0,454335.

3.2. Вычисление логарифмов. 

При решении логарифмических уравнений, неравенств и их систем часто получаются ответы, выраженные через логарифмы, которые «вручную» бывает очень трудно, а то и практически невозможно «довести» до числа. В нашей практике встречались такие ситуации, когда ответы представляют из себя такие нагромождения, что даже достаточно успевающие студенты подготовительного факультета, получив такой ответ, сомневаются в успехе. И это естественно, поскольку, во-первых, результат не представляется одним, вполне ясным числом, и, во-вторых, учащиеся привыкли получать «красивые» ответы.


Например, в результате решения системы показательных уравнений с двумя неизвестными [13, c. 150, № 925(1)]
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получается ответ:
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С помощью компьютера доведем ответ до числа и сделаем проверку. Выразим полученные в ответе логарифмы через натуральные:
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 = ln (21/ 29) / ln (14/17),
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log

 = ln 17 / ln 14,

обратимся к стандартной функции LOG (X) и составим программу:

ПРОГРАММА 4
10 REM ВЫЧИСЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ ПОКАЗАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

20 X=LOG(21/29)/LOG(14/17)

30 Y=(1/63)((21/29)^(1/(1-LOG(17)/LOG(14)))

40 PRINT “X=”;X, “Y=”;Y

50 END

Запустив эту программу, на экране дисплея получаем

X=1.6624434385534109  Y=1.276534284051771

Чтобы убедиться в правильности этого ответа, сделаем проверку, подставив эти значения в левые части исходных уравнений и дописав программу так:

32 А1=14^X-63(Y

34 A2=17^X-87(Y

42 PRINT “A1=”;A1, “A2=”;A2


Запустив программу в новом виде, получаем

A1=9.9475983006414026D-14   A2= -1.5987211554602254D-14

Так как эти значения достаточно близки к нулю, делаем вывод о том, что данная система решена верно. Округлив полученные значения  x и  y до трех значащих цифр, приходим к окончательному ответу:
x ( 1,66;  y ( 1,28.
3.3. Тригонометрические вычисления. В начале повторения тригонометрии многие задачи, связанные со значениями тригонометрических функций, не доводятся до числа, что негативно сказывается на усвоении материала. Если в распоряжении учащихся есть компьютер, это затруднение легко снять. Достаточно воспользоваться следующей программой, которая содержит стандартные функции SIN(X), COS(X), TAN(X). Эту программу, как и другие программы, целесообразно составить вместе с учащимися:

ПРОГРАММА 5
10 REM ВЫЧИСЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

20 INPUT A

30 AR=A(3.1416/180

40 S=SIN(AR) : C=COS(AR)

50 T=TAN(AR)

60 CT=1/T

70 PRINT «S=»; S; «С=»; C; «T=»; T; «CT=»; CT

80 END

Из строки 30 видно, что вычисления ведутся для градусной меры углового аргумента (см., например, [11, c. 60] или [14, c. 66]),  которая обычно обозначается греческой буквой (; здесь же она обозначена латинской буквой A, поскольку алфавит БЭЙСИКа не содержит греческих букв (только латинские и русские). Радианная мера обозначена AR, обозначения тригонометрических функций максимально приближены к их латинским обозначениям. Заметим, что для вычисления тангенса и котангенса возможно использование других формул – строки 50 и 60 могут быть и такими:

50 T=S/C
60 CT=C/S

Отладку (проверку) программы можно провести по известному примеру А=30°. Действительно, студентам известно, что sin30° = 0,5. Воспользовавшись табл. 1 из [15, c. 8] или школьными таблицами [12, табл. IV, VIII, IX], а также алгоритмом извлечения квадратного корня, имеем: 

cos30° =
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Запустив эту программу при А=30, на экране дисплея получаем:

S=.50000106036260282  C=.86602479158293892  T=.57735190172638132  CT=1.7320459099724592

Округлив эти результаты до 4-х значащих цифр:

S ( 0,5000;  C ( 0,8660;  T ( 0,5774;  CT ( 1,732,

видим, что они совпадают с вычисленными ранее. 
3.3.1. Итак, с помощью  Программы 5 можно вычислять значения тригонометрических функций других углов. Приведем пример. 
При решении упражнения 3(6) из § 17 по учебному пособию [11,  c. 79] учащиеся обычно делают следующее:

ctg (-500°) = - ctg 500° = - ctg (2 ( 180° + 140°) = - ctg 140°.

Однако интересно получить число! Поэтому, запустив Программу 5, вводим значение A=140 и получаем:

S= .64278886028050847   C= -.76604339374430021   T= -.83910241316573089 
CT= -1.1917496414141408

После округления последнего результата до 4-х значащих цифр получаем числовое значение ctg (-500°) = -ctg 140° = 1,192.


З а м е ч а н и е. Пример  показывает, что далеко не во всех задачах требуется вычислить значения всех тригонометрических функций. В таких случаях Программу 5 можно «набирать» не полностью. Так, для решения примера  можно опустить строку  40.


Программа 5 проста за счет того, что в ней не рассматриваются особые случаи: когда синус или косинус равны нулю, т. е. для углов вида 90° ( n, n(Z. Однако при таких значениях углов (см. табл. 1 из [15, c. 8]) нахождение значений тригонометрических функций (если оно возможно) не составляет труда. Конечно, для полноты картины можно составить программу с учетом особых случаев, но это будет иметь скорее теоретическое значение, чем практическое. Будем рассматривать такую задачу как задачу для информатики, поскольку при этом алгоритм из линейного превращается в разветвляющийся. Кроме того, такое «полное» решение задачи просто необходимо, если она - промежуточная. Итак, изменения алгоритма делаются после вычисления значений синуса и косинуса. Если синус равен нулю, то не существует котангенс, если косинус равен нулю, то не существует тангенс. Теперь программа вычисления тригонометрических функций получится из Программы 5 добавлением строк:
55 IF S=0 THEN 84

57 IF C=0 THEN 86
60 T=TAN(AR)

70 CT=1/T

80 PRINT «S=»; S; «С=»; C; «T=»; T; «CT=»; CT
82 GO TO 90

84 PRINT «S=0; С=1; T=0; CT НЕ СУЩ.» 

85 GO TO 90

86 PRINT «S=1; С=0; T НЕ СУЩ; CT=0»
90 END
3.3.2. Поскольку вычисление элементов сложных фигур (плоских и пространственных)  обычно  сводится  к  вычислению  элементов  цепи  треугольников, особое значение приобретает «решение треугольников», т. е. вычисление различных элементов треугольников по достаточному количеству заданных их элементов. По определению стороны и углы треугольника называются его основными элементами, прочие элементы (внешние углы, площадь, периметр, высоты, медианы, биссектрисы, радиусы вписанной и описанной окружностей и т. п.) – его неосновными элементами [16, с. 328]. Рассмотрим пример задачи на решение треугольников:
Найти величины углов треугольника ABC по длинам его сторон a, b, c.

1). Самый простой способ решения – геометрический. Построим треугольник ABC по длинам его сторон a, b, c [17, с. 43] и с помощью транспортира измерим его углы. Ясно, что эта задача имеет решение, но только в случае, если выполняются три неравенства треугольника:

a < b + c,   b < a + c,   c < a + b,            
иначе две дуги соответствующих радиусов не пересекутся.

2). Можно усовершенствовать рассмотренный геометрический способ решения задачи, заранее заготовив номограмму  рис. 2. 
Эта  номограмма  состоит  из  концентрических  полуокружностей, расположенных  по  одну сторону от прямой и имеющих радиусы от  0,1 см  до 10 см. Полуокружности разделены лучами на градусы [18, c. 26]. 
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Решим нашу задачу, пользуясь этой номограммой и циркулем-измерителем. Найдем сначала угол C, который лежит против стороны c. Для этого поместим вершину искомого угла С в центр полуокружностей, вторую вершину, например, B, – на горизонтальном луче в точке с пометкой a, третья вершина (А) получится на пересечении полуокружности радиуса b и дуги радиуса c, проведенной нами из точки В как из центра. На самом деле эту дугу не надо проводить, достаточно сделать раствор циркуля-измерителя равным c, затем одну его ножку установить в точку В, а другую – на полуокружность радиуса b (т. е. в точку А). Пометка радиуса, проходящего через точку А, покажет градусную меру угла С.  Итак, мы, с одной стороны, построили угол С, а с другой, получили числовое  значение его величины, которое в дальнейшем будем часто называть просто - величиной, и обозначать (С.
Аналогично можно найти любой другой угол (например, В), поместив его вместо угла С в центр концентрических окружностей и оставив на горизонтали отрезок длины a (|BC|) и затем раствором циркуля–измерителя радиусом b из  правого  конца  (С) горизонтального  отрезка отметив точку (А) на  полуокружности  радиуса  c. Величину третьего угла можно определить, воспользовавшись известным соотношением, связывающим величины углов треугольника: (A+(B+(C=180(.

Ясно, что оба геометрических способа основаны на построении треугольника и, следовательно, применимы только тогда, когда набор данных элементов определяется  одним  из  признаков  равенства  треугольников.

3). Перейдем  к  алгебраическому  решению  данной  задачи.  Чтобы  вычислить величины углов, естественно воспользоваться теоремой косинусов:

a2 = b2 +c2- 2bc cos A ( cos A = (b2 +c2- a2)/(2bc) (
(A= arccos((b2+c2- a2)/(2bc));
  



b2 = a2 +c2- 2ac cos B ( cos B = (a2 +c2- b2)/(2ac) ( 

(B= arccos((a2+c2- b2)/(2ac));
   



(C= ( - (A - (B.
Простота решения задачи – кажущаяся, так как довести это решение до реального результата – настоящая проблема, заключающаяся в доведении этих записей до числового значения величины угла, в градусах или радианах. При этом конечно, нельзя забывать и об области определения исходных данных.

4).  Как  это  можно  сделать?  Нет  проблем,  если  вычисленное значение cos A - одно из чисел 0, (1, (1/2;
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. В других же случаях обычно ответ записывается через обратные тригонометрические функции. Чтобы получить конкретное значение величины угла по его косинусу, можно воспользоваться таблицами [12, табл.VIII],  а  можно  и  компьютером. Однако в последнем случае необходимо выразить величины углов А и В через арктангенс, так  как  из  всех  обратных  тригонометрических  функций  в  компьютерном обеспечении только арктангенс оформлен как стандартная функция. Учитывая это обстоятельство, для выражения величины угла, например, А, через арктангенс, воспользуемся формулой 1+ tg2A=1/cos2A, откуда  tgA= (
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Чтобы определиться со знаками, проведем некоторое исследование. Если угол  А  –  острый, то и косинус, и тангенс оба положительные;  если  угол  А  – тупой, то и косинус, и тангенс оба отрицательные; если же угол А – прямой, то cosA=0,  а  tgA  не  существует  и  вышеприведенной  формулой  пользоваться нельзя. Таким образом, при составлении программы надо выделить последний 
случай  (cosA=0)  и  сразу  дать  ответ: (А=90(. Во  всех  остальных  случаях  используем эту формулу, записав ее в виде  tgA=sign(cosA)
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Далее, если tgA>0 (cosA>0), то (А=arctg(sign(cosA)
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A

cos

/

1

2

-

). Если  же tgA<0 (cosA<0), то поскольку в этом случае значение арктангенса принадлежит интервалу (-(/2; 0), а величина угла А принадлежит интервалу ((/2; (), то  к вычисленному значению арктангенса необходимо прибавить (. Итак: 

( А =
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Теперь можем нарисовать блок-схему (см. рис. 3) и написать рабочую часть программы (см. программу 6).
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Рис. 3

ПРОГРАММА 6
10 REM РЕШЕНИЕ ТРЕУГОЛЬНИКА ПО СТОРОНАМ

20 PRINT «ВВЕДИТЕ A,B,C»

30 INPUT A,B,C

40 DA=(B^2+C^2-A^2)/(2(B(C)

50 IF DA=0 THEN A0=1.5708 ELSE A0=ATN(SGN(DA)(SQR(1/DA^2-1))

60 IF DA<0 THEN A0=3.1416+A0

70 DB=(A^2+C^2-B^2)/(2(A(C)

80 IF DB=0 THEN B0=1.5708 ELSE B0=ATN(SGN(DB)(SQR(1/DB^2-1))

90 IF DB<0 THEN B0=3.1416+B0

100 C0=3.1416-A0-B0

110 PRINT «УГОЛ А=»;A0; «УГОЛ В=»;B0; «УГОЛ С=»;C0

120 END

Здесь DA (DB) – обозначение cosA (cosB); A0 (B0,C0) – числового значения величины угла A (B,C). Учитывая то, что нам привычнее видеть числовое значение угла в градусах, строку 110 можно переписать следующим образом:

110 PRINT «УГОЛ А=»;А0;«=»;А0(180/3.1416;«град.»

112 PRINT «УГОЛ В=»;В0;«=»;В0(180/3.1416;«град.»

114 PRINT «УГОЛ С=»;С0;«=»;С0(180/3.1416;«град.»

Теперь,  задавая  различные  значения  a,  b  и  c,  с  помощью  компьютера и программы 6 можем мгновенно решить соответствующий треугольник. В табл. 1  приведены  результаты,  полученные  таким  образом  для  нескольких примеров (результаты округлены до сотых).

Таблица 1
	 А
	 B
	 C
	 (A
	 (B
	 (C

	
	
	
	Рад.
	Град.
	Рад.
	Град.
	Рад.
	Град.

	3 
	3
	3
	1.05 
	60.00
	1.05
	60.00
	1.05
	60.00

	3
	5
	4
	.64
	36.87
	1.57
	90.00 
	.93
	53.13

	6
	4
	3
	2.05
	117.28
	.63
	36.34
	.46
	26.38

	14
	15
	13
	1.04
	59.49
	1.18
	67.38
	.93
	53.13

	12
	25
	17
	.44
	25.06
	2.06
	118.07
	.64
	36.87

	12.3
	17.001
	25.789
	.41
	23.72
	.59
	33.78
	2.14
	122.51

	12300
	17001
	25789
	.41
	23.72
	.59
	33.78
	2.14
	122.51

	3
	7
	4
	0
	0
	0
	0
	3.14
	180

	3
	4
	8
	Illegal function call – вычисление невозможно


Из табл. 1 видно, что при a=3, b=7, c=4 величины углов А и В равны нулю, а величина угла С равна 180(. При a=3, b=4, c=8 вообще произошел «сбой», т. е. компьютер отказался вычислять. Почему это произошло? 
После несложных  вычислений  (возможно,  и  с  помощью  компьютера)  для  первого случая получаем DA=cosA=1 и DB=cosB=1 и, следовательно, (A=0 и (B=0, что соответствует таблице, а для второго случая получаем DA=cosA=1,11>0 и DB=cosB=1,19>0, чего не может быть и из-за чего подкоренные выражения в формулах строк 50 и 80 оказываются отрицательными, а квадратный корень из отрицательного числа не существует (см. определение 5(( в п. 2); значит, и во втором случае компьютер прав.

Но почему так получилось? Да потому, что мы забыли о неравенствах треугольника, которые не выполняются в обоих случаях: в первом случае неравенство b<a+c заменяется на равенство b=a+c и треугольник «вырождается» в отрезок, а во втором случае неравенство c<a+b заменяется на противоположное неравенство c>a+b и треугольник вообще не существует (см. п. 1)). Чтобы избежать подобных ситуаций, расширим в блок-схеме блок ввода (см.  рис. 4),  а  в  программу  вставим  дополнительные  строки  для  проверки выполнения неравенств треугольника. 
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Рис. 4
Рис. 4

Естественно это сделать в режиме диалога пользователя и компьютера сразу после ввода чисел a, b, c  [14, гл. 3], а именно, между строками 30 и 40:

31 IF C>=A+B THEN 34

32 IF A>=B+C THEN 36

33 IF B>=A+C THEN 37

34 PRINT «НЕР-ВО С<A+B НЕ ВЫПОЛНЯЕТСЯ»

35 PRINT «ВВЕДИТЕ А,В,С ПРАВИЛЬНО»:GOTO 30

36 PRINT «НЕР-ВО A<B+C НЕ ВЫПОЛНЯЕТСЯ»:GOTO 35

37 PRINT «НЕР-ВО B<A+C НЕ ВЫПОЛНЯЕТСЯ»:GOTO 35
После такого дополнения последние строки табл. 2 примут вид
Таблица 2
	a=3
	b=7
	с=4
	Нер-во b<a+c не выполняется. Введите a, b, c правильно

	a=3
	b=4
	с=8
	Нер-во c<a+b не выполняется. Введите a, b, c 

Правильно


 
Заметим, что, проведя исследование другим путем, можно было получить несколько иные формулы для вычисления величин углов А и В: 

если DA=cosA>0, то (А – острый и tgA>0; следовательно, 
tgA=
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если же D1=cosA<0, то (А – тупой с величиной   ( - arctg
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В соответствии с этим получаем  

(A = 
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и строки 50, 60 и 80, 90 будут иметь вид:

50 IF DA=0 THEN A0=1.5708 ELSE A0=ATN(SQR(1/(DA(DA)-1))

60 IF DA<0 THEN A0=3.1416-A0

80 IF DB=0 THEN B0=1.5708 ELSE B0=ATG(SQR(1/(DB(DB)-1))

90 IF DB<0 THEN B0=3.1416-B0

Запустив новую программу для a, b, c из табл. 6, получим те же результаты.

3.4. Расчет последовательностей. Яркой иллюстрацией эффективности применения компьютера в процессе преподавания математики является использование его при объяснении темы «Пределы последовательностей». В определении предела последовательности (xn)  самым  трудным  для  усвоения  учащимися  является  факт  существования такого N, что при всех n > N выполняется соответствующее неравенство [19, с. 14]. Это и понятно, поскольку этот факт подается без каких-либо практических иллюстраций – ведь найти для всякого числа (, да еще и сколь угодно малого, такое магическое число N((), имея только «компьютер» в голове и кусок мела в руке, да еще и естественные временные ограничения, преподавателю практически невозможно. 

Поэтому при доказательстве того, что некоторое число является пределом заданной последовательности, остается предложить озадаченным учащимся только «теоретическую» иллюстрацию, заключающуюся в решении (часто очень непростом) соответствующего модульного неравенства относительно n. Получив в результате решения какое-то ограничение на n, типа n > f((), преподаватель многозначительно завершает свои рассуждения заявлением, что то самое  заветное  N(()  равно  [f (()].  Как  правило,  преподаватель  этим  и  ограничивается. 
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Рис. 5
Однако, имея в распоряжении компьютер, преподаватель может позволить  учащимся  по-настоящему  почувствовать  предел,  т. е.  для  всякого  ( > 0 мгновенно вычислить то самое злосчастное N((). Задавая серию значений (, уменьшая их от значения к значению, можно проследить приближение членов последовательности к пределу при возрастании n. Конечно, эти иллюстрации не заменяют «теоретическое» вычисление N, но могут удачно предварить его. Блок-схема алгоритма выполнения задуманной задачи в случае, если последовательность задана формулой общего члена, изображена на рис. 5.

Соответствующая программа может быть такой:

ПРОГРАММА 7
10 REM ПРИБЛИЖЕНИЕ К ПРЕДЕЛУ

20 PRINT «ВВЕДИТЕ А И Е»

30 INPUT A,E

40 N=0

50 N=N+1 : X=X(N)

60 B=ABS(X-A)

70 IF B<E THEN 90

80 GOTO 50

90 PRINT «E=»;E; «N(Е)=»;N-1; «X»;N;«(Е)=»;X

100 END
Здесь  N  –  номер  члена  последовательности,  X(N)  –  формула  общего члена, записанная на языке БЭЙСИК, X – программная переменная, последовательно принимающая значения x1, x2, …, A – предполагаемый предел a, Е – значение (, N(E) – программное обозначение N(().

Смысл программы заключается в последовательной проверке выполнения неравенства (xn - a(< ( (см. строки 70 и 80 программы) при n = 1, 2, … Согласно определению предела последовательности [19, с. 14], при первых N(() значениях n это неравенство не удовлетворяется, но, начиная с N(() + 1, уже удовлетворяется. В соответствии с этим, пока n пробегает значения 1,2,…, N((), в программе со строки 80 осуществляется возврат на строку 50, после чего в строках 50 - 70 производятся необходимые вычисления и оценки при следующем значении n. Как только неравенство выполнится, происходит переход к строке 90, в соответствии с которой компьютер выдает искомое значение N((). Для полноты картины целесообразно при этом обратить внимание и на значение члена последовательности, начиная с которого все последующие члены  находятся в  (-окрестности точки a,  сравнив его со значением  предела.  В  про-

грамме это последний вычисленный член последовательности, а именно, xN(()+1. 

С помощью программы 7, придавая ( различные значения, будем получать соответствующие значения N(() и xN(()+1. Если при этом мы будем задавать значения ( не хаотично, а по убыванию (например, 0,1; 0,01; 0,001 и т. д.), то получим  возрастающую  последовательность  N((),  свидетельствующую  о качестве  приближения,  и  последовательность  соответствующих  членов  xN(()+1 исходной  последовательности,  с  каждым  шагом  все  более  похожих (в своих десятичных записях) на число a (см. [19, c. 14 – 33], [14, c. 49, № 12; с. 96, пример 6; с. 97, № 8, №11; с. 98, № 12; с. 103, № 11, №12; с. 148, № 6]).
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Рис. 6
После  такой  компьютерной  иллюстрации  приближения  членов  последовательности  к  ее  пределу,  естественно осуществить «теоретическое вычисление» NТ(() = [f(()], о котором говорилось выше. Завершить работу можно, сравнив значения  N(()  и  NТ((),  полученные на компьютере и в результате «теоретических вычислений». И здесь нам не обойтись без компьютера, так как результат «теоретических вычислений» очень часто бывает трудно «довести до числа» вручную; тогда нам поможет вставление в самый конец блок-схемы двух блоков (см. рис. 6), а в программу 7 - следующих строк:

93 NT=INT(F(E))

97 PRINT «NT(E)=»;NT; «D=»;N-1-NT

 
Здесь F(E) – запись на языке БЭЙСИК функции f((), NT – значение NТ((), вычисленное  компьютером  по  формуле,  полученной  «теоретически»,  D – разность значений  N(()  и  NТ((),  полученных практически (т. е. с помощью компьютера) и теоретически, для одного и того же (.

 
Пусть надо без использования свойств пределов (т. е. основываясь  только  на  определении  предела)  доказать,  что  последовательность  ((2n2 – 1)/(4n2 + 2)) сходится к 1/2 при n ( ( [19, с. 31, № 8а].

Используем программу 7, конкретизируя в ней выражение для Х:

50 N=N+1 : X=(2(N^2-1)/(4(N^2+2)


В результате, последовательно присваивая ( значения 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; 0,00001, получим таблицу соответствующих значений N(() и xN(()+1 (см. табл. 3). Далее, для «теоретического вычисления» N(() составим неравенство 

|(2n2-1)/(4n2+2) – 1/2| < ( 



 (1)

и решим его относительно n: упростив содержимое модуля, получаем неравенство  |-1/(2n2+1)| < (,  или  |1/(2n2+1)| < (,  а так как  2n2+1>0  для всех n(N, то последнее неравенство равносильно неравенству  1/(2n2+1)<(,  а это неравенство равносильно неравенству 2n2+1>1/(, или n2>(1-()/(2(), откуда с учетом того, что n>0 и ( - сколь угодно малое положительное число, а следовательно, меньше 1, получаем n>
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. Теперь мы можем сделать вывод о том, что 1/2 - предел исследуемой последовательности, поскольку для всякого сколь угодно малого (>0 нами выявлен номер NТ(()=[
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], такой, что для всех n>NТ(() выполняется (1). Ясно, что вручную вычислить хотя бы одно значение NТ(() весьма не просто и не быстро,  поэтому конкретизируем строку 93 так:
93 NT=INT(SQR((1-E)/(2(E)))

Затем для ранее заданных значений ( вычисляем на компьютере соответствующие значения NТ(() и сравниваем их с уже вычисленными значениями N(() (см. табл. 3).
Таблица 3

	(
	N(()
	хN(()+1
	NТ(()
	D

	0,1
	2
	Х3=0,4473684
	2
	0

	0,01
	7
	Х8=0,4922481
	7
	0

	0,001
	22
	Х23=0,4990557
	22
	0

	0,0001
	70
	Х71=0,4999008
	70
	0

	0,00001
	223
	Х224=0,49999
	223
	0


Из таблицы видно, что значения NТ(() и N(() совпадают!

3.5. Идентификация ответов. Когда одна задача решается несколькими способами, могут получиться ответы, не похожие друг на друга. Особенно это относится к тригонометрическим уравнениям. В таких случаях возникает проблема их идентификации. В этом может помочь компьютер. 
Рассмотрим уравнение 
5 sin x – cos x = 5.





(2)

В учебных пособиях для подготовительных факультетов оно решается с помощью универсальной подстановки (I). Однако это уравнение можно решить  методом введения вспомогательного угла (II), методом возведения обеих частей уравнения в квадрат (III). Будем считать отдельным способом перенесение cos x в правую часть и дальнейшее возведение в квадрат обеих частей уравнения в новом виде (IV). Наша задача заключается в сравнении полученных ответов:

I  ответ (при I способе решения):

II  ответ (при II способе решения): 


[image: image64.wmf]ê

ê

ê

ë

é

Î

+

=

Î

+

Z

Z

n

n

x

k

k

x

,

π

2

2

3

arctg

2

π

2

2

π

2

1

 

  

,

   

=




x = arctg 
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III  ответ (при III способе решения):
IV  ответ (при IV способе решения):
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С первого взгляда эти ответы разные. Наша цель – доказать, что они определяют одно и то же множество чисел. Для начала можно построить эскизы c использованием тригонометрической окружности и осей синусов, косинусов и тангенсов - они покажут правдоподобность нашего предположения. Однако это нельзя считать доказательством. Следующий этап – более точный – сравнение ответов с помощью компьютера. Для такого метода сравнения выразим арксинус (во II ответе) и арккосинус (в IV ответе) через арктангенс. В результате III и IV ответы примут один вид. Далее, учтем то, что для решения поставленной задачи сравнения ответов достаточно ограничиться одним оборотом, т. е. в этих ответах можно отбросить периоды и рассмотреть только «главные» значения, которые для дальнейшего удобства мы обозначили разными буквами (X1 и X2 – для I ответа, Y1 и Y2 – для II ответа, Z1 и Z2 – для III и IV ответов):


I 



II 




III-IV
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Составим программу для вычисления «главных» значений X1,  X2,  Y1,  Y2 , Z1, Z2 (число ( обозначается PI ):

 ПРОГРАММА 8
10 REM ВЫЧИСЛЕНИЕ ОТВЕТОВ ТРИГОН. УРАВНЕНИЯ  5sin x –cos x = 5

20 PRINT “ВВЕДИТЕ PI”
30 INPUT PI
40 X1=PI/2

50 X2=2*ATN(3/2)

60 Y1=ATN(1/5)+ATN(5)

70 Y2=ATN(1/5)-ATN(5)+PI
80 Z1=PI/2

90 Z2=ATN(-2.4)+PI
100 PRINT «PI=»;PI,«X1=»;X1,«X2=»;X2,«Y1=»;Y1,«Y2=»;Y2, «Z1=»; Z1, «Z2=»;Z2 
110 END
Набрав эту программу и введя значение PI = 3.1416, получаем

PI=3.1416   X1=1.5708   X2=1.965587   Y1=1.570796   Y2=1.965595   Z1=1.5708    Z2=1.965595

Отсюда видно, что значения Х1, Y1, Z1, как и значения Х2, Y2  и Z2, близки. Если эти значения округлить до пяти значащих цифр, то получим полное совпадение:

X1 ( 1, 5708;    Y1 ( 1,5708;    Z1 ( 1,5708;    X2 ( 1,9656;    Y2 ( 1,9656;    Z2 ( 1,5708.

Такой результат дает основание предположить, что 
X1 = Y1 = Z1  и   X2 = Y2 = Z2.




(3)
Взяв более точные значения числа ( = 3,141 592 653 589 793 238 462 643 … [9; с. 456] и введя их в компьютер, получаем «компьютерное» подтверждение этого предположения:
PI = 3.14159        X1=1.570795    X2=1.965587    Y1=1.570796    Y2=1.965585    Z1=1.570795    Z2=1.965585

PI = 3.141593  
 X1=1.570796    X2=1.965587    Y1=1.570796    Y2=1.965588    Z1=1.570796    Z2=1.965588    

PI = 3.1415927 
 X1=1.570796    X2=1.965587    Y1=1.570796    Y2=1.965587    Z1=1.570796    Z2=1.965587

PI = 3.14159265
 X1=1.570796    X2=1.965587    Y1=1.570796    Y2=1.965587    Z1=1.570796    Z2=1.965587

Если продолжить этот процесс далее, результаты не будут изменяться. Таким образом, проведенные вычисления дают возможность сделать вывод о большой вероятности совпадения всех трех ответов, что означает большую вероятность того, что ответы, полученные в результате всех четырех решений данного уравнения (2), совпадают в одном:


5 sin x – cos x = 5
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Осталось только строго доказать (3). После этого можно констатировать истинность следующих равенств: 
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Последние равенства сами по себе представляют особую ценность и могут рассматриваться как самостоятельный красивый результат проведенного исследования. 
4. Использование элементов информатики при решении исследовательских задач. 
4.1. В работе [20] проводится аналогия рассмотренного в п. 3.4 уравнения (2) с уравнением 
 3sin x – cos x = 3
и делается обобщение: исследование проводится и для уравнения  
t sin x – cos x = t.





(5)
В результате решений этого уравнения аналогично решениям I и II способами уравнения (2)  при  t > 0  получаем следующие ответы:

I  ответ (при I решении):


II  ответ (при II решении):
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(6)

Далее, отбросив периоды, опять получаем два различно выглядящие ответа, «главные» значения которых имеют следующий вид:

I





II
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(7)

Заметим, что если в этих формулах вместо  t, подставить  5, а затем 3, то получим уже доказанные ранее соотношения (для 5 – это соотношения (4)). Для компьютерной проверки совпадения I и II ответов составим программу для вычисления «главных» значений X1,  X2,  Y1,  Y2, аналогичную Программе 8:

 ПРОГРАММА 9
10 REM ВЫЧИСЛЕНИЕ ОТВЕТОВ ТРИГОН. УРАВНЕНИЯ  t sin x –cos x = t,  t > 0

20 PRINT “ВВЕДИТЕ  t,  PI”
30 INPUT t, PI

40 PRINT «PI=»; PI
50 X1=PI/2

60 IF t=1 THEN 90 

70 X2=2*ATN((t+1)/(t-1))

80 GO TO 100

90 X2=PI

100 Y1=ATN(1/t)+ATN(t)

110 Y2=ATN(1/t)-ATN(t)+PI
120 PRINT «t=»;t, «X1=»;X1, «X2=»;X2, «Y1=»;Y1, «Y2=»;Y2
130 END
Можно использовать и более совершенную программу, в которой используется оператор цикла. Чтобы получить такую программу из Программы 9, достаточно изменить строки 20, 30 и вставить в нее строки 45 и 125:

20 PRINT “ВВЕДИТЕ   PI, t1, t2”
30 INPUT   PI, t1, t2

45 FOR t = t1  TO  t2

125 NEXT t

Сделаем отладку этих программ (или любой одной из них), задав PI = 3,14193 и проверив их работу при t, равном 5 и 3. Совпадение полученных результатов гарантирует правильность программ. Теперь, подставляя различные положительные значения t, получаем «главные» значения ответов к I и II решениям уравнения (5). Так, для примера введем в компьютер значения  t, равные 1, 2, 4. В результате получаем:

PI=3.141593
t=1    X1=1.570796    X2=3.141593    Y1= 1.570796    Y2= 3.141593

t=2    X1=1.570796    X2=2.498091    Y1= 1.570796    Y2= 2.498092

t=4    X1=1.570796    X2=2.060754    Y1= 1.570796    Y2= 2.060754

Полученная таблица значений подтверждает большую вероятность совпадения «главных» значений (7) ответов, а следовательно, и ответов, заданных формулами (6). Доказав равенство ответов теоретически, можно в полной мере быть уверенными в формулах решения уравнения (5) для только что рассчитанных ответов:

t = 1

sin x – cos x = 1
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t = 2

2 sin x – cos x = 2
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t = 4

4 sin x – cos x = 4
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Итак, мы рассмотрели методику идентификации ответов при решении конкретных тригонометрических уравнений разными способами. Продолжая линию информатики составим программу для вычисления главных значений решения уравнения (фактически для моментального решения) (5). При этом из полученных совокупностей формул для вычисления «главных» значений достаточно взять любую, например, вторую:

ПРОГРАММА 10
10 REM ВЫЧИСЛЕНИЕ ГЛАВНОГО РЕШЕНИЯ ТРИГ. УР-Я  tsinx – cosx = t
20 PRINT «ВВЕДИТЕ t, PI»

30 INPUT t, PI

40 X1 = ATN(1/t ) + ATN(t)
50 X2 = ATN(1/t ) - ATN(t) + PI

60 PRINT «t =»; t, «PI =»; PI, «X1 =»; Х1, «Х2 =»; Х2

120 END
Записав выведенные  при этом теоретические результаты, получаем [20]:
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(9)



Чтобы утвердиться в правильности только что сделанного вывода и полученных при этом формул, составим программу для вычисления числовых значений их частей, а затем сравним их при различных числовых значениях t. Обозначим  через t1 и  t2  границы изменения  t.

ПРОГРАММА 11
10 REM ПРОВЕРКА СООТНОШЕНИЙ (19), (20)
20 PRINT “ВВЕДИТЕ   PI, t1, t2”

30 INPUT   PI, t1, t2

40 PRINT «PI=»; PI
50 FOR t = t1  TO  t2

60 V1= ATN(1/t) + ATN(t)
70 W1=ATN(1/t) – ATN(t)

80 W2=ATN((1-t * t)/(2 * t))

90 IF t < 0 THEN 160
100 V2=PI/2

110 IF t=1 THEN 140 

120 W3=2*ATN((t+1)/(t-1)) - PI

130 GO TO 180

140 W3=0

150 GOTO 180

160 V2= -PI/2

170 W3=2*ATN((t+1)/(t-1))

180 PRINT «t=»;t, «V1=»;V1, «V2=»;V2, «W1=»;W1, «W2=»;W2, «W3=»; W3
190 NEXT t
200 END
Подставляя PI = 3,14193,  t1 = -5,  t2 = -1, а затем t1 = 1,  t2 = 5, получаем следующие таблицы значений частей соотношений (8) и (9): V1 и V2 – соответственно левая и правая части (8), W1, W2 и W3 – соответственно левая, средняя и правая части (9):

PI=3.141593

t= -5    V1= -1.570796    V2= -1.570796    W1= 1.176005    W2= 1.176005    W3= 1.176005

t= -4    V1= -1.570796    V2= -1.570796    W1= 1.080839    W2= 1.080839    W3= 1.080839

t= -3    V1= -1.570796    V2= -1.570796    W1= .9272952    W2= .9272952    W3= .9272952

t= -2    V1= -1.570796    V2= -1.570796    W1= .6435011    W2= .6435011    W3= .6435011

t= -1    V1= -1.570796    V2= -1.570796    W1= 0    
  W2= 0
       W3= 0

PI=3.141593

t=1    V1=1.570796    V2=1.570796    W1= 0
        W2= 0
 
  W3= 0 

t=2    V1=1.570796    V2=1.570796    W1= -.6435011    W2= -.6435011    W3= -.6435015

t=3    V1=1.570796    V2=1.570796    W1= -.9272952    W2= -.9272952    W3= -.9272956

t=4    V1=1.570796    V2=1.570796    W1= -1.080839    W2= -1.080839    W3= -1.080839

t=5    V1=1.570796    V2=1.570796    W1= -1.176005    W2= -1.176005    W3= -1.176005

Округлив все значения до пяти значащих цифр, получим V1 = V2 и W1 = W2 = W3, что  подтверждает соотношения (8) и (9). Итак, начав с идентификации разных по внешнему виду ответов одного тригонометрического уравнения, мы вместе со студентами подготовительного факультета получили программу для вычисления главных значений решений этого уравнения, а заодно - интересные и красивые тригонометрические соотношения. Вершина проведенной работы – программа для решения уравнения с параметром (5) и соответствующие общие тригонометрические тождества (8), (9). Таким образом студенты внесли свою лепту в теорию науки тригонометрии (во всяком случае, на уровне изучаемого учебного пособия [11]). Что касается методов проведения настоящего исследования, необходимо отметить триаду: 

графическая гипотеза→

компьютерное подтверждение→

теоретическое доказательство
4.2. Приближенное решение алгебраических уравнений. Большой интерес у студентов подготовительного факультета вызывает процесс решения нестандартных уравнений, приводящего к приближенным вычислениям с помощью компьютера.  
Пусть надо найти приближенное значение действительного корня x0 уравнения  f(x)=0,  где  f(x)  –  непрерывная функция  3x5+7x4-24x3-5x2+0,1x+8,  т. е.  подобрать такое значение x=x0, при котором выполняется неравенство |f(x0)| < (, где ( - заданная точность вычислений (( > 0).

 
Для данной функции f(x) выберем два таких значения x, при которых f (x) принимает значения противоположных знаков. Пусть это  x=a  и  x=b  (a < b). Такими числами могут быть,  например,  a=0  (f(0)=8>0)  и  b=1  (f(1)= -10,9<0). Геометрически понятно (и доказывается в высшей математике – см. первую теорему Больцано - Коши, например, в [21, с. 128]), что тогда, поскольку функция непрерывна на отрезке [a; b], ее график должен пересечь ось Ox хотя бы в одной точке, пометка которой и даст нам искомое значение корня. Таким образом,  на  отрезке  [0; 1]  корень  существует.  Остается  только  его  найти. Воспользуемся известным методом деления отрезка пополам. Запишем последовательность наших действий:

1. Задаем концы a, b отрезка и точность (.

2. Находим середину отрезка  x0 = (a + b)/2.

3. Если  f(x0)=0,  то записываем ответ «Точный корень равен х0» и переходим к шагу 8, иначе переходим к шагу 4.

4. Если  |f(x0)| < (,  то переходим к шагу 7, иначе к шагу 5.

5. Из  двух  отрезков  [a; x0]  и  [x0; b]  выбираем  тот,  в  концах  которого функция   y = f(x)  имеет разные знаки. Присваиваем переменной a значение,  равное  левому  концу  выбранного  отрезка,  а  переменной  b – значение, равное его правому концу.

6. Переходим к шагу 2.

7. Полученное  значение  x0  записываем  в  ответ: «Приближённый  корень равен х0».

8. Конец.

Заметим, что наличие не одного, а нескольких корней на выбранном отрезке не мешает решению задачи, так как используемый метод обеспечивает автоматический выбор одного из них.



Для решения задачи естественно воспользоваться компьютером. На рис. 7 приведена блок-схема алгоритма, при этом рассматриваются и случаи, которые бывают важны при поиске корней, а именно, когда f(a)=0 или f(b)=0.

Составим соответствующую программу:



ПРОГРАММА 12
10 REM ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ

20 DEF FNF(X)=3(X^5 +7(X^4 -24(X^3-5(X^2+0.1(X+8

30 PRINT «ВВЕДИТЕ А,В»

40 INPUT A,B
50 IF F(A)=0 THEN X0=A: GOTO 160

60 IF F(B)=0 THEN X0=B: GOTO 160

70 IF FNF(A)(FNF(B)<0 THEN 90

80 PRINT «F(A) И F(B) ОДНОГО ЗНАКА. ВВЕДИТЕ А И В ПРАВИЛЬНО»: GOTO 40

90 PRINT «ВВЕДИТЕ Е»: INPUT E

100 X0=(A+B)/2

110 IF FNF(X0)=0 THEN 160

120 IF ABS(FNF(X0))<E THEN 170

130 IF FNF(A)(FNF(X0)<0 THEN 150

140 A=X0: GOTO 100

150 B=X0: GOTO 100

160 PRINT «ТОЧНЫЙ КОРЕНЬ УРАВНЕНИЯ РАВЕН»;X0: GOTO 180

170 PRINT «ПРИБЛИЖЕННЫЙ КОРЕНЬ УРАВНЕНИЯ РАВЕН»;X0; «E=»;E
180 END
Здесь для записи функции f(x) использована функция пользователя FNF(X).  Совпадение  или  несовпадение  знаков  значений  функции  на концах отрезков определяется знаком произведения этих значений (см. строки 70,80 и 130):  если  произведение  положительно,  то значения  одного  знака,  если  оно отрицательно, то значения разных знаков. Поскольку выбор первоначального отрезка влечет за собой необходимость проверки условия разнознаковости значений функции на его концах, и это  может  оказаться  весьма  трудоемкой  работой,  мы включили эту проверку в программу (см. строки 70, 80).
  
[image: image88]
Рис. 7
Запустив программу для нескольких значений (=1; 0,1; 0,01; 0, 001; 0,0001; 0,000001, получаем таблицу соответствующих приближенных значений корня данного уравнения, принадлежащего отрезку [0; 1] (см. табл. 4).














Таблица 4
	(
	x0
	N
	(
	х0
	N
	(
	x0
	N

	1
	0,6875
	4
	0,01
	0,6850586
	11
	0,0001
	0,68507
	18

	0,1
	0,6875
	4
	0,001
	0,6850586
	11
	0,000001
	0,6850699
	23


В таблице мы видим переменную N – это количество операций деления пополам, т. е. количество повторений в алгоритме. Хотя оно и не имеет прямого отношения к результату, однако, именно оно свидетельствует о трудоемкости достижения этого результата. Чтобы получить значения N, достаточно вставить в программу следующие строки:

95 N=0

105 N=N+1


Далее, чтобы проследить процесс приближения, можно вставить строку:

107 PRINT «N=»;N, «A=»;A, «B=»;B, «X0=»;X0, «F=»;FNF(X0)

 
Вот как выглядят приближения для (=0, 01:








Таблица 5
N=1
A=0
B=1
X0=.5
F=4.33125

N=2
A=.5
B=1
X0=.75
F=-1.935742

N=3
A=.5
B=.75
X0=.625
F=1.604218

N=4
A=.625
B=.75
X0=.6875
F=-.06876125

N=5
A=.625
B=.6875
X0=.65625
F=.7927935

N=6
A=.65625
B=.6875
X0=.671875
F=.368196

N=7
A=.671875
B=.6875
X0=.6796875
F=.1512502

N=8
A=.6796875
B=.6875
X0=.6835938
F=.041626605

N=9
A=.6835938
B=.6875
X0=.6855469
F=-.01347241

N=10
A=.6835938
B=.6855469
X0=.6845703
F=.01410065

N=11
A=.6845703
B=.6855469
X0=.6850586
F=.0003200746

Представленная табл. 5 дает картину приближения, при этом о явной близости получаемых значений x0 к точному значению корня свидетельствует регулярная  смена  знака  соответствующих  значений  функции   f(x0);  переход от предпоследнего (десятого) приближения к последнему (одиннадцатому) оказался настолько существенным, что точность последнего приближения явилась не  только  равной  заданной,  но  и  на  порядок  выше  –  это  обстоятельство  и объясняет, почему результаты, помещенные в табл. 4, для (=0,01 и ( =0,001 совпадают.  В этой  же  таблице  мы  можем  найти  объяснение  того,  почему также  совпадают  результаты,  помещенные  в  табл. 4,  для (=1  и  для ( =0,1 – достаточно  посмотреть  на  четвертую строчку  исследуемой  нами  таблицы приближений – из нее видно, что при  x0 =.6875  выполняется не только неравенство  |f(x0)|<1,  но и неравенство  |f(x0)|<0,1. 

 
Более  того,  если  продолжать  просматривать  процесс  приближения  и далее, то на восемнадцатом шаге получим приближение, которое, в отличие от результата  семнадцатого  шага,  будет  удовлетворять  данному  уравнению  с точностью не только до  0,0001,  но и до  0,00001.  Именно  поэтому  в  табл. 4 включен результат только для (=0,00001.

 Таким образом, мы нашли один приближенный корень x1=0,6850586 ( 0,685 уравнения

3x5+7x4-24x3-5x2+0,1x+8=0. 



(10)

 Теперь, используя то, что узнали и чему научились, попробуем «нащупать» другие действительные корни этого уравнения (надеемся, что они существуют). Для этого будем задавать различные отрезки и сравнивать знаки функции f(x) на их концах. Если для какого-то отрезка знаки окажутся разными, то в соответствии с выше сказанным внутри этого отрезка имеется по крайней мере один нуль функции f(x), т. е. корень рассматриваемого уравнения. В программе 6 процедуре проверки выполнения этого условия соответствуют строки 70 и 80. Зададим, например, отрезок [-1; 0], соседний к отрезку [0; 1]. В этом случае  у  нас  a = -1 и b = 0.  Запустив  программу  для  этих  значений  a  и  b, на экране дисплея мгновенно получим

F(A) И F(B) ОДНОГО ЗНАКА. ВВЕДИТЕ А И В ПРАВИЛЬНО

Конечно, такой ответ еще не дает гарантии того, что на рассматриваемом отрезке нет корней – их может быть четное число (например, два или четыре). Поэтому  возьмем  отрезки,  содержащиеся  в  этом  отрезке,  например, отрезок [-1; -0,5], а затем отрезок [-0,5; 0] и т. д. Однако каждый раз на экране дисплея появляется все та же запись. Итак, не получив желаемого результата после нескольких таких шагов, делаем вывод о малой вероятности существования корня данного уравнения, принадлежащего отрезку [-1; 0].

 
Перейдем к другому отрезку, например, [-5; -1]. Он оказался более счастливым и, задав значение ( равным, например, 0,001, получаем приближенное значение  второго  корня:  x2 = - 4,166. Аналогично,  рассмотрев  отрезок  [1; 6],  получаем еще один приближенный корень: x3 =1,972. 

Таким  образом,  мы  нашли  три  корня  рассматриваемого  уравнения. Исследовав еще несколько отрезков, расположенных на числовой оси левее и правее рассмотренных ранее, приходим к гипотезе, заключающейся в том, что данное уравнение больше не имеет действительных корней. Попробуем доказать это, воспользовавшись основной теоремой алгебры:

3x5 + 7x4 - 24x3 - 5x2 + 0,1x + 8 ( (x - x1)(x - x2)(x - x3)(3x2 + px + q).

Раскрыв скобки в правой части, методом  неопределенных  коэффициентов  получим:
p ( 7 + 3(x1 + x2 + x3),  q ( 8/(-x1x2x3).

Уравнение (10) имеет, кроме найденных ранее, еще действительные корни только в случае, если их имеет уравнение 

3x2 + px + q = 0.





(11)

А это возможно только при условии D = p2 - 4(3q ( 0. Вычислим на компьютере значение D, составив маленькую программку:

10 INPUT X1,X2,X3

20 D=(7+3((X1+X2+X3))^2+96/(X1(X2(X3)

30 PRINT «D=»;D
40 END
Введя в компьютер найденные ранее приближенные значения действительных корней, получаем D ( -10,943. Значит, уравнение (11), а следовательно, и данное уравнение (10), больше не имеют действительных корней. 

Подводя итог, можем сделать вывод о том, что, благодаря использованию компьютера,  мы  смогли  решить  сложное  уравнение  с  весьма  «некруглыми»  корнями.  Предложенный  метод  достаточно  универсален  и  показывает пример практического  применения  как  достаточно  известных  сведений  из  курса математики (например, действия с многочленами, исследование и решение квадратного уравнения), так и тех, которые упоминались в нем только вскользь (основная теорема алгебры, метод неопределенных коэффициентов), да и то только в случае углубленного изучения математики, что тем не менее дало основание для использования их при составлении конкурсных экзаменационных задач [22, с. 553, задачи № 3 и № 5]. 

4.3. Сравнение логарифмов. Сравнить числовые выражения 
log 9 10 и log 10 11  [23, с. 28, № В2(б)].
     
До последнего времени такие задачи решались алгебраически, при этом решения весьма нетривиальны; известны два таких решения - с применением неравенства сравнения среднего арифметического и среднего геометрического  [24, c. 98] и с помощью вставления «подходящего» числового выражения, которое разделило бы данные выражения [25, с. 125, № 12.17]. Неспроста в [11] - новом варианте пособия [23], эта задача уже отсутствует. Однако с помощью компьютера результат получается элементарно. Рассмотрев разность данных выражений, перейдем к натуральным логарифмам:

log 9 10 - log 10 11 = ln 10 / ln 9 – ln 11 / ln 10,

и затем составим соответствующую программу для компьютера, используя стандартную функцию LOG(X):

ПРОГРАММА 13
10 REM СРАВНЕНИЕ ЛОГАРИФМОВ

20 X = LOG(10) / LOG(9) – LOG(11) / LOG(10)

30 PRINT «X=»; Х

40 END
Запустив эту программу, получаем

Х = 6.558952E-03

Так как это число положительное, получаем ответ:   log 9 10 > log 10 11.

Обзор методов решения этой задачи и других задач такого типа сделан в наших работах [3, c. 342 - 348], [26]. Поскольку в данной работе акцент делается на использовании информатики, опустим многие из них, в том числе и табличный метод, который отличается от описанного выше тем, что при в нем осуществляется переход не к натуральным, а к десятичным логарифмам, и в дальнейшем используется не компьютер, а таблица XIII из [12]. Остановимся лишь на аналогии и обобщении рассмотренного решения.

Аналогия. В репетиторском курсе [27] для подготовки  к  вузовским  вступительным  экзаменам  предлагается сравнить log 11 12  и  log 12 13  (см. т. II, с. 362,  № 60).  Ясно, что эту задачу можно решить аналогично первой, использовав любой из описанных в [3], [26] способов. В результате получаем, как и в примере 3, что первое выражение больше второго. При этом все выкладки повторяются, только делается следующая замена: 9 ( 11; 10 ( 12; 11 ( 13. Таким образом, в результате запуска новой Программы 13-1 (СРАВНЕНИЕ ЛОГАРИФМОВ-1), которая отличается от Программы 13 новой строкой 20:

20 X = LOG(12) / LOG(11) – LOG(13) / LOG(12)

получаем

Х = 4.075008E-03

Так как это число положительное, получаем ответ:
log 11 12 > log 12 13.

Обобщение. Внимательно посмотрев на рассмотренные примеры, замечаем, что их можно объединить, выполнив обобщение в следующей задаче: 

Сравнить log n (n + 1)  и  log n + 1 (n +2) при натуральном n > 1    
 (12)

(ср. с № 87 в [24, с. 26], а также с № 12.17 в [25, c. 125]). Как и в предыдущем случае, делаем замену: 9 ( n, 10 ( n + 1, 11 ( n + 2.   При этом вводим новые строки 12, 14 (для введения конкретного значения n)  и заменяем строку 20:

12 PRINT «ВВЕДИТЕ N»

14 INPUT N

20 X = LOG(N +1) / LOG(N) – LOG(N + 2) / LOG(N + 1)

 Новая Программа 13-2 (СРАВНЕНИЕ ЛОГАРИФМОВ-2) позволяет получить предыдущие результаты. Интересно составить циклическую программу, в которой можно выполнить сравнение (12) сразу для нескольких значений n (остановимся на случае последовательных значений от n1 до n2):


ПРОГРАММА 13(
10 REM СРАВНЕНИЕ ЛОГАРИФМОВ-3

12 PRINT «ВВЕДИТЕ N1, N2»

14 INPUT N1, N2

16 FOR N=N1 TO N2

20 X = LOG(N +1) / LOG(N) – LOG(N + 2) / LOG(N + 1)

30 PRINT «N=»; N; «X=»; X

35 NEXT N

40 END
Запустив эту программу для N1=2, N2=15, получаем табл. 6:

Таблица 6
N=2    X=.323103



N=3    X=.1008955



N=4    X=4.768129E-02

N=5    X=2.724962E-02

N=6    X=1.741157E-02

N=7    X=1.197989E-02

N=8    X=8.69003E-03

N=9    X=6.558952E-03

N=10  X=5.106123E-03

N=11  X=4.075008E-03

N=12  X=3.318988E-03

N=13  X=2.749569E-03

N=14  X=2/310899E-03

N=15  X=1.966389E-03

Нетрудно провести расчеты и далее, введя другие, бо́льшие, значения N1 и N2. Из этой таблицы и ее продолжения видно, что при возрастании n разность (12) между сравниваемыми выражениями уменьшается, но остается положительной. Так, при  n = 30  

     X=3.952375E-04. 


4.4. Обобщенно-алгоритмический подход к разработке способов решения геометрических задач на вычисление (на примере решения треугольников). В п. 3.3.2 мы говорили об использовании тригонометрии для решения треугольников. При этом мы учитывали возрастающий процесс интеграции математики и информатики в предвузовском образовании. В работе [3, с. 326 - 341] мы снова обратились к решению треугольников, поставив перед собой цель исследовать теоретические основы этого процесса, а затем ввести их в обучение математике, расширив тем самым поле творческой деятельности и кругозор обучаемых. Итак, сначала мы разработали Обобщенный состав действий по разработке способов решения геометрических задач на вычисление, выделив основные этапы исследования:
I.   Логический анализ условия задачи и построение ее модели:
1) Выделение основных понятий, используемых в задаче.
2) Воспроизведение геометрической модели – во всех необходимых вариантах.
3) Выявление среди выделенных понятий 
а) исходных данных;

б) результатов. 

4) Воспроизведение формул связи результатов и исходных данных.

5) Выделение области определения исходных данных.
II. Разработка логических схем вычисления:
1)  Создание различных вариантов эквивалентных систем связи на основе использования:
а) взаимнообратной зависимости между результатами и исходными данными; соблюдение этого условия свидетельствует о корректности  постановки  рассматриваемой  вычислительной  задачи  и  тем самым дает гарантию того, что решение может быть доведено до правдоподобного числового результата;
б) теории исключения неизвестного (промежуточного параметра). 
2) Построение  логических  схем  получения  результатов.
III. Разработка алгоритмов реализации полученных логических   схем решения задачи. Ясно, что по каждой логической схеме можно составить соответствующий алгоритм вычисления требуемых результатов. Для некоторых схем это сделать достаточно просто, для других – нет, поэтому разобьем этот процесс  на  два  этапа:
1) Выражение обобщенным символическим способом последовательности действий по решению задачи.
          2) Установление обобщенных способов получения искомых результатов через исходные данные и уже вычисленные результаты. Выводятся формулы, которые в явном виде выражают результаты через исходные данные и ранее вычисленные результаты  (в  соответствии  с  ранее  разработанной  последовательностью  действий).
3) Составление алгоритмов решения задачи. После работы, проведенной в предыдущем пункте, для каждого варианта и выбранной последовательности действий легко составить алгоритм вычисления искомых результатов по исходным данным (например, в виде блок-схем). Важно отметить, что и на данном этапе задача решается неоднозначно.
IV.  Выполнение решения задачи:
1) Выбор одной из логических схем решения задачи.
2) Выбор и реализация одного из всех возможных способов обобщенного символического выражения последовательности действий в рамках выбранной логической схемы.
3) Выбор одного из разработанных путей получения искомых результатов по исходным данным  и  уже  вычисленным  результатам  и  составление соответствующего алгоритма. 
4) Вывод о том, можно ли разработанным способом решить задачу в рамках  имеющихся  у  нас  средств  (ручной счет, таблицы или компьютера).  Если  нет,  то выбор другого способа. Реализация решения задачи.
Естественно, вычисления можно провести как вручную, с помощью таблиц, так и на компьютере. В работе [3] приведена программа,  составленная  по предварительно составленной блок-схеме для одной из логических схем, рассчитана таблица значений искомых величин и проведено исследование.
5. Модульный подход к решению математических задач средствами информатики. В своей педагогической практике решение последней задачи, как и всех задач, решаемых нами с применением элементов информатики, мы рассматриваем как учебный модуль [28], внутри которого преподаватель может поступать с точностью до наоборот: может все рассказать именно так, как здесь изложено, а может начать с раздачи учащимся самостоятельной работы (желательно, домашней – для предоставления учащимся большей свободы как во времени, так и в подборе материала для решения задачи). 

Обычно решения, представленные учащимися, очень не похожи друг на друга, да и результаты, которые, как правило, они предъявляют в общем виде, не  похожи.  Предложение  учащимся  посмотреть  другие  решения  (осуществленные  другими  учащимися)  вводят  их  в  растерянность  и  приводят  к  неуверенности в правильности их решения. Вот тогда самое время преподнести им вышеизложенный материал: они увидят научную основу и поймут причины разнообразия и непохожести решения задачи разными учащимися; при этом, возможно, увидят и такие способы, до которых не догадался никто из учащихся группы,  но  самое  главное,  что  они  поймут:  каждый  способ  решения,  даже самый длинный и трудоемкий, имеет полное право на существование, смогут выбрать наиболее экономичный способ и, может быть, повторят или изучат заново раздел математики, который позволит им с пониманием и с полным обоснованием воспользоваться более рациональными формулами, которых они раньше не знали.

Обращение к компьютеру поможет учащимся на конкретных примерах убедиться  в  том,  что  все  способы  для  одних  и  тех  же  конкретных  значений исходных данных действительно дают один и тот же числовой результат. Большое впечатление на учащихся производит включение вычислений по всем разработанным формулам в одну программу. 
На рис. 8 изображена взаимосвязь, специальным образом организованная логикой проведенных в последнем примере рассуждений, между знаниями, полученными учащимися из различных источников для решения этой задачи, и ее решением. При этом знания из разрозненных превратились в систематизированные в образе К – модели задачи, состоящей из геометрического представления и математической постановки задачи (разделение переменных, рассматриваемых в задаче, на исходные данные и результаты; выявление формул связи; определение области определения исходных данных). Именно из этого представления задачи выводятся потом все необходимые и достаточные знания о заданном в задаче геометрическом объекте, и это представление либо служит основанием для этих знаний. Именно на основе этого представления задачи строится новое синтетическое знание (разрабатывается обобщенный состав действий по разработке способов решения задачи), которое затем используется в практической работе по решению задачи с конкретными числовыми данными.
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Рис. 8
Весь процесс работы над поставленной задачей демонстрирует переход учащегося  от  неуверенного  эмпирического  подхода  при  решении  геометрических задач к научно-исследовательскому, развивает у него способность проводить анализ не только того, что дано в условии задачи, но и своих знаний, связанных с задачей, приобретать новые знания, а потом синтезировать все это в стройную систему. Какой простор для творчества - ведь мы рассмотрели всего одну задачу, а сколько их! 

В заключение отметим, что опыт нашей работы в заявленном направлении в настоящей главе представлен лишь  частично – здесь не рассмотрены  некоторые исследованные нами вопросы интеграции математики и информатики, например, [29]; совершенно не затронуты наши разработки по их межпредметным связям с другими дисциплинами - черчением, химией, историей, архитектурой [3], [4], [6], [30] - [35], в частности, возможности компьютерной графической реализации некоторых  практических задач [31], [32]. Не упоминается здесь и о разработках автора в области методики преподавания в средней школе и на предвузовском уровне основ номографии, что может представлять интерес с точки зрения совершенствования информатизации образования [36] – [46].

Надеемся, что несмотря на это, нам удалось убедить читателя обратиться к этим работам и еще больше убедиться в том, что совместное преподавание математики и информатики на уровне предвузовского образования не только расширяет круг решаемых задач и придает им практический смысл, но и органично развивает у учащихся логическое мышление, повышает их алгоритмическую культуру, формирует у них стремление  к  систематизации  уже  приобретенных  знаний  и  приобретению новых, увеличивает их творческий интерес не только к математике и информатике, но и к науке вообще, что, безусловно, способствует повышению их математической культуры.
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