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Посвящается памяти  

академика Турсунбая  Рашидова 

 

Введение 

 
 

Третью книгу авторы посвящают 90-летию академика Турсунбая 

Рашидова, основателя изданию серии книг по прикладным задачам 

сейсмодинамики сооружений. В книге представлены результаты исследований 

колебаний и волновых процессов в наземных и подземных сооружениях при 

контакте их с грунтами, представленными различными видами закона 

деформирования при сдвиге и реализации соответствующих законов 

взаимодействия с окружающим их слоем грунтовой среды. На основе решения 

контактной задачи между трубопроводом (жестким и деформируемым) и 

грунтом, представленным в виде подходящей модели сплошной среды, 

установлены показатели законов взаимодействия трубопровода с грунтом. В 

качестве модели слоя грунта приняты: вязкоупругая, стандартное тело, 

насыщенная упруго-пористая и зернистая среды. Путем правильного выбора 

динамических характеристик используемых моделей установлена возможность 

с требуемой точностью применить для теоретического анализа сдвиговых 

колебаний трубопровода, контактирующего с слоем грунта конечной толщины. 

На основе вариационного принципа предложена методика изучения колебаний 

трубопроводов, взаимодействующих со структурно-нелинейным слоистым 

грунтом. 

Представлены результаты численных исследований формирования и 

распространения волн в трубопроводе от воздействия нестационарных 

сейсмических волн. Рассмотрены различные модели взаимодействия 

трубопровода с грунтом, такие как линейная, идеально-упругопластическая, 

билинейная и нелинейная с структурным разрушением слоя грунта. В случае, 

если скорость распространения волны в грунте превышает скорость 

распространения волны в трубопроводе, тогда превышение деформации в 

трубопроводе деформации в грунте в два раза связано со скачком скорости 

частиц грунта в заданной волне. Так как в реальных записях велосиграмм 

землетрясений скачков скорости частиц не наблюдается в рассматриваемом 

случае деформации в грунте и трубопроводе будут равны, и при этом 

динамический коэффициент будет равна 1.   

С точки зрения уменьшения сейсмических нагрузок рассмотрены 

использование сейсмоизолирующих устройств, работающих по принципу 

сухого трения. Задачи механики деформируемого твердого тела с сухим трением 

являются нелинейными задачами. Представлен алгоритм решения таких 

нелинейных задач. Показана возможность многократного уменьшения 

сейсмических нагрузок в четырехэтажном, девятиэтажном зданиях и в 
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турбоагрегате атомной электростанции при использовании скользящего 

фундамента. 

Проведен анализ сейсмограмм недавнего разрушительного землетрясения 

магнитудой Mw 7.8, произошедшего 6 февраля 2023 года в районе 

Кахраманмарас (Kahramanmaraş). Выявлено появление на сейсмограмме 

землетрясения необычно сильного дельта-образного импульса S-волны, который 

соответствует большому пику, имеющему максимум на нулевой частоте, что 

делает большинство широко используемых сейсмоизолирующих устройств 

практически непригодными, или даже опасными при появлении дельта-

образных импульсов, поскольку рассматриваемые сейсмоизоляторы усиливают 

сигналы вблизи нулевой частоты. Предложен способ сейсмозащиты на основе 

различных сейсмических подушек, содержащих гранулированные 

метаматериалы, показаны основные преимущества этих способов сейсмозащиты 

по сравнению с другими видами сейсмоизоляции, особенно в связи с появлением 

дельта-образных импульсов на сейсмограммах землетрясений. Еще одно 

интересное применение естественных гранулированных материалов связано с 

использованием сейсмических подушек из калиброванных камней, уложенных 

между свайным полем с подошвой ростверка фундаментных конструкций 

мостовых опор. 

В последней главе книги приведено исследование с целью дальнейшего 

расширения и продвижения применения сейсмозащитных устройств для защиты 

оборудования высоковольтных подстанций. Описано экспериментальное 

устройство и сейсмоизоляторы. Представлены результаты обширных 

компонентных и полномасштабных испытаний сейсмически изолированного 

высоковольтного оборудования на сейсмоплатформе. 

В подготовке материалов главы 3,4 участвовали: Э.А. Косимов, 

Ж.Ф. Шомуродов и М.С. Турдиев. 

Авторы монографии приносят свою благодарность за техническое 

оформление и подготовку к выпуску монографии старшему научному 

сотруднику Е.В. Ан лаборатории «Геотехника и сейсмодинамика подземных 

сооружений» и заместителю директора по науке Института механики и 

сейсмостойкости сооружений им. М.Т. Уразбаева АН РУз Н.А. Нишонову. 
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ГЛАВА 1. Определение динамических 
характеристик колебаний подземного 
трубопровода, заглубленного  
в слоистой грунтовой среде 

 

 

В практике расчета сооружений на сейсмические воздействия связь с 

грунтом обычно принимается односторонней, реакция основания определяется 

только перемещением сооружения в данной точке контакта. На самом деле 

сооружение и грунт образуют связанную динамическую систему, причем 

существенной может оказаться обратная связь от сооружения к грунту, тогда 

сейсмическое воздействие не может определяться независимо от характеристик 

сооружения. Если сооружение достаточно гибкое по сравнению с окружающим 

или подстилающим его грунтом, то его перемещения и деформации будут 

соответствовать перемещениям и деформациям грунта как при отсутствии 

сооружения. В случае движения жесткого сооружения в грунтовой среде 

возникают вторичные волны излучения, существенно искажающие исходное 

сейсмическое поле внешнего воздействия вблизи сооружения. Это 

обстоятельство может сыграть существенную роль при определении контактных 

сил взаимодействия грунта с элементами подземного сооружения, в частности с 

трубопроводами. Для определения параметров взаимодействия следует найти 

решения контактной задачи между элементом сооружения (жестким или 

деформируемым) и грунтом, представленным в виде подходящей модели 

сплошной среды, либо произвести большое количество экспериментов для 

установления закономерностей изменения контактной силы между грунтом и 

элементом сооружения. Анализ экспериментальных данных по установлению 

закономерностей взаимодействия трубопровода с грунтом, представленных в 

работах [1 – 3], показывает, что контактная сила взаимодействия существенно 

зависит от свойств окружающего трубопровод грунта, причем законы 

взаимодействия имеют достаточно сложный характер. Сложившаяся ситуация в 

области развития теории сейсмодинамики подземных сооружений в настоящее 

время указывает на значительное отставание в части теоретического, особенно 

экспериментального, изучения динамического поведения подземных 

конструкций с учетом полного взаимовлияния элементов подземной 

конструкции и грунтовой среды и их пространственного характера 

деформирования. Целесообразно в дальнейшем создать методы теоретического 

определения параметров силового воздействия грунтовой среды на сооружения 

и далее сравнивать их с данными экспериментов. В связи с вышеизложенным, в 

этой главе рассматриваются простейшие задачи определения параметров 

взаимодействия жесткого подземного трубопровода с грунтовой средой при 

сдвиговых колебаниях. Трубопровод рассматривается как жесткий стержень. 

При этом наилучшие результаты при изучении реакции системы трубопровод – 

грунт могут быть получены, если в качестве дополнительного параметра 
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использовать присоединенную массу грунта. Таким образом, модель 

окружающего трубопровод грунта включает следующие параметры: упругую 

постоянную пружины, определяемую как зависимость динамической силы от 

перемещения, присоединенную массу, коэффициент демпфирования, 

получаемые из рассмотрения безынерционной модели. Путем правильного 

выбора этих динамических характеристик модель сопротивления грунта при 

действии на трубопровод осевой силы может быть с требуемой точностью 

использована для теоретического анализа работы окружающей трубопровод 

грунтовой средой. В работах [1 – 4] такой подход использован для описания 

теоретических методов определения динамических параметров колебаний 

жесткой плиты (круглого и квадратичного сечения). 

 

 

1.1. Определение коэффициента жесткости колебаний трубопровода, 

контактирующего с упругим слоем грунта 

 

Рассмотрим осевое перемещение )(
0

tu  жесткой цилиндрической трубы 

длиной L и радиуса a параллельно вставленной внутри цилиндрического слоя 

грунтовой среды толщиной aRh   под действием осевой силы )(
0

tP , где R – 

радиус слоя. Полагаем движение двухслойной среды осесимметричным, где ось 

Oz  направлена вдоль оси цилиндра, а ось Or перпендикулярно к ней. Рассмотрим 

случай плоской сдвиговой деформации среды и учитываем осевое перемещение 

частиц среды по направлению оси Oz, зависящее только от переменной r, причем 

трубопровод вовлекает в движение слой среды толщиной h. Обозначим через 

),( tru  и ),( tr  перемещение частиц  среды и касательное напряжение в слое 

Rra  . Рассмотрим случай моделирования слоя линейно-упругой средой, где 

касательное напряжение определяется по закону 

 G ,      (1.1.1) 

где G  – модуль сдвига среды в слое; 
r

u




  – деформация сдвига.  

Уравнение движения среды с учетом (1.1.1) в слое записывается в виде  

2

2

2

2 1

t

u

r

u

rr

u
G






















 ,    (1.1.2) 

где  – плотность среды Gn / .  

При действии на трубопровод гармонической силы )exp(
000

tiPP   (
00

P  – 

амплитуда;   частота) решение уравнения (1.1.2) представим в виде  

)exp()( tirUu  . 

Здесь функция )(rU  удовлетворяет уравнению  

U
cdr

dU

rdr

Ud
2

2

2

2 1 









 ,   (1.1.3) 
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где /Gc  ,   – плотность грунта. 

Функция )(rU  удовлетворяет граничным  условиям 

0
)( UaU  , 0)( RU ,     (1.1.4) 

где 0U  – амплитуда перемещения трубопровода, удовлетворяющего уравнению 

движения 

-
00

2)( PUmaS   .     (1.1.5) 

Решение уравнения (1.1.3), удовлетворяющего условиям (1.1.4), 

представляется в виде  

)/()/()/()/(

)/()/()/()/(

0000

0000

0
caNcRJcRNcaJ

crNcRJcRNcrJ
UU








 , 

где aLS 2 , L  – длина трубы; )(
0

zJ  и )(
0

zN  – функции Бесселя первого и 

второго рода нулевого порядка. 

Вычислив касательное напряжение по формуле (1.1.1) и, поставив его в 

условие (1.1.5), получим выражение для амплитуды колебаний трубопровода 

 
1

2

0

0
C

P
U


 , 

где cR /  ; 
TT

h

R

aaa

R
mSR








 




)/1(

2
/

22

1

; 
22

000
/ mcRPP  ; 

       
       aNJNaJ

NaJJaN
C






0000

0101

1



 . 

Решение уравнения (1.1.3), удовлетворяющее условиям (1.1.4) можно 

получить методом рядов в виде  

 
 

 










 



1
22

2

0
ln

ln

k
k

kk
rRb

a

r
UU


 . 

Здесь )()()()(
0000

rNJNrJR
k


  ; 






1

2

1

ln

)(ln

a

k

a

k

k

rdRra

rdrRrr

b ; Rrr / , Raa / ; 

k
  – корни уравнения  0)()()()(

0000
 aNJNaJ  . 

Если использовать модель взаимодействия трубопровода с грунтом по 

упругому закону с коэффициентом продольного сдвига k , то имеем mk /2  , 

где следует полагать 











c

a

с

aLGC
k


1

2
.     (1.1.6) 
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Формулу (1.1.6) можно использовать в качестве теоретической формулой  

для вычисления коэффициента k и сравнивать его со значениями 

экспериментальных данных, полученных при известных данных cGLRa ,,,,  и 

. Наличие специальных функций в формуле (1.1.6) приводит к некоторым 

трудностям при использовании ее на практике. В связи с этим предлагается 

упрощенная формула расчета коэффициента k , связанного с представлением 

закона распределения перемещения частиц в условиях статического равновесия 

)/ln(

)/ln(
0

Ra

Rr
Uu  .     (1.1.7) 

При этом коэффициент продольного сдвига вычисляется по формуле  

)/ln(/2 aRGLk
c

 .     (1.1.8) 

Из формулы (1.1.8) следует, что коэффициент ck  не зависит от частоты 

воздействия  . Оценим относительную погрешность в расчетах 

kkk
c

/100)(   при использовании формул (1.1.6) и (1.1.8). 

В табл. 1.1 представлены значения (%)  при различных значениях 

отношения aR /  и безразмерной частоты ca /  . При этом диапазон 

изменения безразмерной частота   принят в интервале 2.00  , что 

практически соблюдается для значений частоты )c/1(5010 , трубы 

радиусом м2.0a  и скорости распространения поперечной волны м/с50c .  

Из анализа табличных данных следует, что с ростом толщины слоя 

относительная погрешность также увеличивается. При этом рост радиуса трубы 

приводит к снижению погрешности, и таким образом, указывает на возможность 

использования при малых отношениях aRR /  упрощенную формулу для 

вычисления коэффициента продольного сдвига в практических расчетах. 

 
Таблица 1.1 – Относительная погрешность   (в процентах) для различных значений 

безразмерных параметров ca /   и aRR /  

R/  
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 

1.5 0.003 0.011 0.024 0.043 0.068 0.098 0.133 0.174 0.220 0.272 

2.5 0.019 0.076 0.171 0.304 0.475 0.684 0.932 1.220 1.544 1.910 

3.5 0.045 0.179 0.403 0.718 1.124 1.621 2.211 2.897 3.677 4.555 

4.5 0.078 0.312 0.703 1.253 1.965 2.841 3.886 5.103 6.877 8.082 

6 0.139 0.558 1.260 2.251 3.543 5.146 7.077 9.356 12.00 15.07 
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1.2. Определение коэффициентов жесткости и демпфирования 

колебаний трубопровода, контактирующего с упруго-вязким 

слоем грунта  
 

Рассмотрим случай, когда слой грунта моделируется линейно-

вязкоупругой средой, где деформирования среды описывается законом Кельвина 

[5, 6]  

 G ,     (1.2.1) 

где 
t





  – скорость деформации; Gn / ,   – динамическая вязкость. 

При гармонических колебаниях, в случае выполнения закона (1.2.1), имеем  

U
nicdr

dU

rdr

Ud

)1(

1
2

2

2

2















 .    (1.2.2) 

Уравнение (1.2.2) интегрируется при граничных условиях 
0

)( UaU  , 

0)( RU  и его решение можно получить через функции Бесселя с комплексными 

аргументами. Здесь предлагается способ представления решения уравнения 

через функции Бесселя с действительными аргументами. Решение уравнения 

(1.2.2) представим в виде суммы   

)/ln(

)/ln(
),(

01
Ra

Rr
UrUU   , 

где )(
1

rU  удовлетворяет неоднородному уравнению 























)/ln(

)/ln(

)1(

1
012

2

1

2

1

2

Ra

Rr
UU

nicdr

dU

rdr

Ud




  (1.2.3) 

и граничным условиям  

0),(),(
11

  RUaU . 

Функцию )(
1

rU  представим в виде разложения 







1

1
)()(

k
kk

rRAU  ,     (1.2.4) 

где )()()()(
0000

rJRNrNRJR
kkkkk
  , 

k
  – корни уравнения  

0)()()()(
0000

 aJRNaNRJ
kkkk
 . 

Функция )(rR
k

 удовлетворяет условию ортогональности  

 
R

a

ik
drrRrrR 0)()(   при ki  .    (1.2.5) 
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Подставляя функцию )(
1

rU  из (1.2.4) в уравнение (1.2.2), получаем 

 

)/ln(

)/ln(

)1(
)(

)1( 2

2

0

1
2

2
2

Ra

Rr

nic
UrR

nic
A k

k

kk





























. 

 

Пользуясь условием ортогональности (1.2.5), находим коэффициенты 

разложения 
k

A  

bkkk
bAniAUA )]()([

21

2

0



 , 

 

где 
])[( 422222

22

1

kk

k

k
n

A







 ; 

])[( 422222

2

2

kk

k
n

A





 ; 






R

a

R

a

k

k

drrrRRa

drrRRrr

b

)()/ln(

)()/ln(

2

. 

Таким образом, выражение функции ),( rU  имеет вид 









 



1
21

2

0
)()]()([

)/ln(

)/ln(

k
kkkk

rRAniAb
Ra

Rr
UU 


,  (1.2.6) 

где cR /  , Rncn / ; R
kk

  ; Raa / . 

Касательное напряжение на поверхности трубы вычисляется по формуле  

tie 
0

 . 

Здесь 

)]()([
),(

)1(
21

0

0



 CniC

R

U
G

dr

adU
niG 


,   (1.2.7) 

где 





1

2

22

1

2

1
)(

ln

1

k
kkkkk

AnAZb
aa

C 


; 





1

21

2

2
)(

ln

1

k
kkkkk

AAZb
aa

C 

;  

)()()()(
1010

aJNaNJZ
kkkkk
  . 

Подставив выражение (1.2.7) в уравнение движения 

00

2

0
)( PUmaS   , 

получаем 

00

2

210
)]()([ PUmCniCSGU   , 

где aLS 2 . 

Из этого равенства находим  

)]()([
2100
 iffAU  .    (1.2.8) 

Здесь 
 

    
 

    22

2

2222

1

2

2

22

2

2222

1

2

1

2

1
;









CnC

Cn
f

CnC

C
f







  
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mc

RP
A

2

0

0
 ; 

m

LS
0


  , 

где 
1

a , h  – внутренний радиус и толщина трубы; 
T

  – плотность трубы. 

На рис. 1.1 представлены кривые зависимости функций 
1

f  и 
2

f  от 

безразмерной частоты 𝜔̄ = 𝜔𝑅/𝑐 при различных значениях параметра Rncn /  

для двух значений толщины грунтового слоя R . В расчетах принято ,м1.0а

,м05.0h 3кг/м2000 , 
3кг/м7800

T
 . 

 

м4.0R                                                          м6.0R  

         
 

       

Рис. 1.1. Зависимости функций 1f  и 2f  для двух глубин заложения трубопровода от 

безразмерной частоты cR /   при различных значениях безразмерной динамической 

вязкости Rncn / : 5.0n1 ; 1n2 ; 2n3 ; 3n4 ; 4n5  

 

Формула (1.2.8), представляющая перемещение жесткого трубопровода в 

комплексной форме, согласно работе [7], позволяет путем правильного выбора 

динамических характеристик модели вязкоупругой среды одним 

сосредоточенным параметром с требуемой точностью их использовать на 

контакте трубопровода с грунтом для теоретического анализа работы конечного 

слоя вязкоупругой среды. В работах [1,2] приведены теоретические и 

экспериментальные методы определения динамических характеристик 

колебаний жесткой плиты (круглой, квадратичной), находящейся на упругом 



12 
 

полупространстве. Этот метод используется для изучения вынужденных 

горизонтальных колебаний трубопровода конечной массы, находящегося в слое 

вязкоупругой среды.  

Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний трубопровода во 

всех случаях независимо от выбора модели окружающей среды имеет один тот 

же вид, отличающийся только коэффициентами  

tiePFzm 

0
 ,     (1.2.9) 

где zSkzSF
cc

   – сопротивление окружающей трубопровод грунтовой 

среды. 

Полагая 
tiUez  ,

tieFF 

0
 , получаем 

)(
00 cc

ikSUF  ,     (1.2.10) 

где z  – горизонтальное перемещение трубопровода; mn
c
/2

0
 – коэффициент 

демпфирования; mk
c
/

0
  – частота собственных колебаний; 

c
k  и 

c
  – 

коэффициенты жесткости при сдвиге и вязкого сопротивления среды. 

При моделировании слоя грунта вязкоупругой среды, полагаем 
00
SF   и 

с учетом (1.2.7), получаем  

)]()([
),(

)1(
2100



 CniC

R

SG
U

dr

adU
inSGF


 . (1.2.11) 

Сравнивая выражения (1.2.10) и (1.2.11), определяем величины 
c

k  и 
c

 : 

)(
1
C

R

G
k

c
 , )(

2
 nC

R

G
c
 .    (1.2.12) 

На рис. 1.2 – 1.3 представлены кривые зависимости безразмерных величин 

GRkk
cc
/  и  Gc

cc
/   от приведенной частоты cR /   при различных 

значениях безразмерного параметра Rncn /  для четырёх глубин заложения 

трубопровода. 

Из анализа кривых следует, что с ростом безразмерной частоты 


 

коэффициент жесткости  при малых значениях параметра 1n


 от частоты 

практически не зависит, его снижение наблюдается при 1n .  

На рис. 1.4 представлены АЧХ колебаний трубопровода для различных 

значений параметра n  для четырёх значений грунтового слоя R   

  )()(

1

2

2

2222

1

2
0

0

 CnCA

U


  . 

Из графиков видно, что при 1n  для амплитуды колебаний трубопровода 

существует резонансная частота и при 1n  колебания имеют апериодический 

характер. 
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м4.0R                                                            м6.0R  

 

    
 

м8.0R                                                                              м1.1R  

 

      

Рис. 1.2. Зависимости безразмерного коэффициента жесткости GRkk cc /  для четырёх 

глубин заложения трубопровода от безразмерной частоты cR /   при различных 

значениях безразмерной динамической вязкости Rncn / : 0n1 ; 1n2 ; 5.1n3 ; 

2n4 ; 5.2n5  

 
м4.0R                                                            м6.0R  
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м8.0R                                                                              м1.1R  

      

Рис. 1.3. Зависимости безразмерного коэффициента вязкого сопротивления Gccc /   для 

четырёх глубин заложения трубопровода от безразмерной частоты cR /   при различных 

значениях безразмерной динамической вязкости Rncn / : 1.0n1 ; 25.0n2 ; 

5.0n3 ; 1n4 ; 2n5  

 

м4.0R                                                            м6.0R  

    
 

м8.0R                                                                              м1.1R  

    

Рис. 1.4. Зависимости безразмерного перемещения U0/A0 трубопровода для четырёх глубин 

его заложения от безразмерной частоты cR /   при различных значениях безразмерной 

динамической вязкости Rncn / : 0n1 ; 3.0n2 ; 5.0n3 ; 1n4 ; 2n5  
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Если использовать статический закон распределения перемещения слоя 

грунта и использовать формулу (1.1.8) для касательного напряжения, получаем 

выражение 

)/ln(
)1( 0

Rar

U
Gin  .    (1.2.13) 

Подставив выражение (1.2.13) в уравнение (1.1.5), получаем 

00

2

0
)/ln(/)1(2 PUmRaUniLG   . 

Из последнего равенства определим перемещение 0U   

)/ln(/2)/ln(/22

0

9
RaLGniRaLGm

P
U

 
 . 

Амплитуда колебаний трубопровода определяется по формуле: 

22

0

222

0

0

4)(

1

 nm

P
A


 ,   (1.2.14) 

где )/ln(/2
0

aRmLG  ; )/ln(/)/ln(/
0

aRmLaRmnLGn   . 

При использовании силы сопротивления грунта, пропорциональной 

перемещению и скорости трубопровода, то амплитуда колебаний вычисляется 

по формуле 

22222

0

4)(

1


cc

c

nm

P
A


 .   (1.2.15) 

Здесь mk
cc

/ , mn
c

2/ , где 
c

k  и 
c

n  – коэффициенты жесткости 

продольного сдвига и сопротивления. 

Сравнивая амплитуды колебаний по формулам (1.2.14) и (1.2.15), 

установим  

)/ln(/2 aRLGk
c

 , )/ln(2/ aRLn
c

 . 

Из последних формул заметим, что динамические характеристики 

колебаний трубопровода зависят от модуля сдвига G , коэффициента вязкости 

среды  , длины трубы и безразмерной величины )/ln( aR . 
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1.3. Определение коэффициентов жесткости и демпфирования 

колебаний трубопровода, уложенного в слое грунта, 

моделируемого стандартным линейно-упругим телом 

 

Моделируем слой грунтовой среды стандартным линейным твердым 

телом при сдвиге [8]: 


1212

)/1(/ EGGG   ,    (1.3.1) 

где rU  ; trUt  2 ; 
1

G  – модуль сдвига элемента Кельвина; 
2

G  

– модуль сдвига последовательно соединенного упругого элемента с элементом 

Кельвина;  динамическая вязкость. 

Полагая )exp()(
0

tirUU  , зависимость (1.3.1) относительно касательного 

напряжения   представим в виде  

dr

dU
inG 0

1
])(1[   , 

где 𝑛1 =
𝑛̄𝜔̄

(1+𝑘)2+𝑘2𝑛̄2𝜔̄2
; 

2222

22

)1(

)1(1






nkk

nk




 ; 

1
G

n


 , 
2

1

G

G
k  . 

 

5.0n                                                             5.1n  

       
 

      

Рис. 1.5. Зависимости параметров 1n  и   от безразмерной частоты cR /   при различных 

значениях отношения 21 /GGk   для двух безразмерных величин n : 0 k1 ; 1.0k2 ; 

3.0 k3 ; 4.0 k4 ; 5.0 k5  
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Коэффициенты жесткости при сдвиге 
c

k  и вязкого сопротивления среды 

c  определяются по формулам (1.2.12), где следует заменить G  на GG 
1

 и n  

на 
1

n . 

На рис. 1.6-1.8 представлены кривые зависимости безразмерных величин 

GRkk
cc
/ , Gc

cc
/   и 

0
/ AA  от приведенной частоты cR /   для 

различных значений отношения 
21

/ GGk   и параметра n . 

Видно, что отношение 
21

/ GGk   существенно влияет на коэффициент 

жесткости при сдвиге и его рост сначала при 1k  приводит к росту его значения 

и далее с ростом k  наблюдается его снижение. Коэффициент вязкого 

сопротивления при 1k  практически не зависит от частоты, рост отношения k  

далее приводит к снижению его значения.   

 

0k                                                                 5.0k  

    
 

1k                                                                          5.1k  

    

Рис. 1.6. Зависимость коэффициента жесткости GRkk cc /  от приведенной частоты 

cR /   для различных значений отношения 21 /GGk   и безразмерного параметра 

Rncn / : 0n1 ; 1.0n2 ; 5.0n3 ; 1n4 ; 5.2n5  
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0k                                                                 5.0k  

        
 

1k                                                                          5.1k  

        

Рис. 1.7. Зависимость безразмерного вязкого сопротивления Gccc /   от приведенной 

частоты cR /   для различных значений отношения 21 /GGk   и безразмерного 

параметра Rncn / : 0n1 ; 1.0n2 ; 5.0n3 ; 1n4 ; 5.2n5  

 

0k                                                                 5.0k  
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1k                                                                          5.1k  

    

Рис. 1.8. Зависимость отношения 00 / AU  от приведенной частоты cR /   для различных 

значений отношения 21 /GGk   и безразмерного параметра Rncn / : 0n1 ; 1.0n2 ; 

5.0n3 ; 1n4 ; 5.2n5  

 

 

1.4. Определение коэффициента взаимодействия водонасыщенного 

слоя грунта с трубопроводом при сдвиговых колебаниях 

 

Трубопровод (недеформируемый) длиной L  совершает колебания в слое 

водонасыщенного грунта. Полагаем движение среды осесимметричным и 

учитываем только осевые перемещения твердой и жидкой компонент среды, 

независящие от переменной z . Направим ось Oz  по оси трубопровода, а ось 

Or  перпендикулярно к ней.  

Уравнение движения грунта в принятых допущениях запишем по модели 

Био-Френкеля [8 – 12] 















































t

W

t

W
b

t

W

t

W

r

W

rr

W
G 21

2

2

2

122

1

2

11

1

2

1

2 1
 .  (1.4.1) 

0= 



























t

W

t

W
b

t

W

t

W
21

2

2

2

222

1

2

12
 ,   (1.4.2) 

где ),(
11

trWW   и ),(
22

trWW   – перемещения частиц твердой и жидкой фаз;  

G  – модуль сдвига твердой фазы; f  – пористость; 
11

  и 
22

  – эффективные 

плотности твердых и жидких фаз; 
12

  – коэффициент динамической связи;  

g
  – вязкость жидкости; k  – проницаемость. 

Здесь 
1211

)1(  
s

f , 
f

Ef 
22

, 
f

fE  )1(
12

 , kfb
g

/2 . 

Пусть трубопровод совершает колебания по закону: 

tieUW 

0
 , 

где 
0

W  и   – амплитуда и частота колебаний. 
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Решение уравнений (1.4.1) и (1.4.2) представим в следующем виде: 

)exp()(
11

tiruW  , )exp()(
22

tiruW  . 

Уравнения (1.4.1) и (1.4.2) принимают вид 

 
21212

2

111

21

2

1

2
1

uuibuu
r

u

rr

u
G 

















   (1.4.3) 

 
21222

2

112

20 uuibuu   .   (1.4.4) 

Поскольку перемещения частиц жидкости и твердой фазы согласно 

уравнению (1.4.4) связаны, то вводится осредненное перемещение по плотности  

2211
uuU   ,     (1.4.5) 

где 
s

f  )1(
1

 ,  
f

f 
2

. 

Перемещение )(rU  обозначает совместное перемещение двух фаз и 

поэтому граничные условия записываются относительно ),( zrU  

0
UU   при ar      (1.4.6) 

0U  при Rr  ,     (1.4.7) 

где a  и R  – радиусы трубопровода и слоя грунта. 

Пользуясь уравнениями (1.4.4) и (1.4.5), функции )(
2

ru  и )(rU  можно 

выразить через перемещение )(
1

ru  





22

12

12
)(






ib

ib
ruu ,     (1.4.8) 





22

1
)(






ib

ib
ruU ,     (1.4.9) 

где  /)( 2

122211
 ; 

21
  . 

Складывая уравнения (1.4.3) и (1.4.4) с учетом (1.4.9), получаем 

U
ib

ib

r

U

rr

U
G






22

2

2

2 1






















.   (1.4.10) 

При выполнении граничных условий, полагая  

)/ln(

)/ln(
),(

01
Ra

Rr
UrUU   , 

относительно )(1 rU  получим неоднородное уравнение в следующем виде: 

))((
1

01212

2

1

2

1

2

UUimm
cdr

dU

rdr

Ud



,  (1.4.11) 

где /Gc  ; 
2

22

2

3

22

2

1
b

b
m









; 

2

22

2

22

2

)(

b

b
m









. 
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Решение уравнения (1.4.11) представим в разложении по функциям 

Бесселя с комплексными постоянными kA  









 



1
210

)()]()([
/ln(

/ln(

k
kkk

rRiAA
Ra

Rr
UU  .    (1.4.12) 

 

Здесь 
442

2

222

1

2

22

2

22

1

2

1

2

2

1
/)/(

]/)/([

cmcm

cmcmmb

c
A

k

kk

k







 ;  

442

2

222

1

2

222

12

2

2

2
/)/(

])/)1[(

cmcm

cmmb

c
A

k

kk

k







 ; 






R

a

R

a

k

k

drrrRRa

drrRRrr

b

)()/ln(

)()/ln(

2

,  

где )()()()(
0000

rJRNrNRJR
kkkkk

  ; k  – корни уравнения  

0)()()()(
0000

 aJRNaNRJ
kkkk

 . 

Для определения перемещения 
0

U  составим уравнение движения 

трубопровода под действием осевой силы 
tieP 

0
  

00

212 PmU
dr

du
aLG      при ar  ,  (1.4.13) 

где m  – масса трубопровода. 

Условие (1.4.13) с учетом (1.4.9) приведем к виду 

][
00

2

22

PU
bi

bi

d

dU





 






   при 1 ,   (1.4.14) 

где Rr / ; 
11

/  ; 
112222

/   ; 
111

/ cbrb  ; aGLRPP 2/
0

 . 

Из равенства (1.4.13) с учетом (1.4.14) находим перемещение 
0

U  

)]()([
2100
 iffPU 


. 

Здесь  
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
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)()(
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
 ,   (1.4.15) 

где 





1

1

2

1
])()ln/1[

k
kkk

ZAaad  ; 





1

22
k

kkk
ZAd  . 

Частота собственных колебаний mk
c

/
0
  и коэффициент 

демпфирования mn
c
/2

0
  (

c
k  и c  – коэффициенты жесткости при сдвиге и 

вязкости) определяются по следующим формулам: 

2

2

2

1

1

2

2

0
2 ff
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La

c


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


 , 

2
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0
4 ff
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c
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
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


.   (1.4.16) 
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Для дальнейшего упрощения задачи полагаем 0
12
 , 

12
  . Последнее 

условие выполняется при значении 3.0f . Тогда приближенно можно полгать 

22
  и (1.4.10) заменить уравнением 

U
r

U

rr

U
N  2

2

2 1













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


.    (1.4.17) 

Решение уравнения (1.4.17), удовлетворяющее условиям (1.4.6) и (1.4.7), 

имеет вид   

)()()()(

)()()()(

0000

0000

0
sNJNsJ

NJNJ
WU








 ,   (1.4.18) 

где cr /
1

  ; 
1

/ rr ; 
10

/ rrs  ; 
11

/ Nc  . 

Для определения перемещения 0W  составим уравнение движения 

трубопровода под действием осевой силы 
tieP 

0
 (m  – масса трубопровода) 

0

21

1

0
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PmU
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NLr
 




     при s .    (1.4.19) 

Условие (1.4.19) с учетом (1.4.18) приведем к виду  
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d
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






0

22

2







   при  s ,    (1.4.20) 

где 
11

/  ; 
112222

/   ; 
111

/ cbrb  ; NLrrPP
010

2/  . 

Пользуясь формулой (1.4.10) с учетом условия (1.4 20) для перемещения 

)(U , получим выражение для 0W  
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Выражение (1.4.21) представим в виде 
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 iffPW  . 
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м11 r                                                                        м21 r  

       

 

м11 r                                                                        м21 r  

      

Рис. 1.9. Кривые зависимости функций 1f  и 2f  от безразмерной частоты   

для двух глубин заложения трубопровода 1r  и для различных значений пористости среды f : 

1.0 f1 ; 25.0 f2 ; 35.0 f3 ; 45.0 f4 ; 5.0 f5  

 

На рис. 1.9 представлены кривые зависимости функций 
1

f  и 
2

f  от 

безразмерной частоты   для различных значений пористости f . В расчетах 

принято м1.0
0
r , 1/

0
mm , 

3кг/м1800
s

 , 
3кг/м1000

f
 , м/с200c  

сПа001.0  (вода) м10 6k (песчаник). 

Формула (1.4.21), представляющая перемещение жесткого трубопровода в 

комплексной форме, согласно работе [7], позволяет путем правильного выбора 

динамических характеристик модели двухфазной среды одним 

сосредоточенным параметром с требуемой точностью использовать для 

теоретического анализа работы конечного слоя двухфазной среды. Этот метод 

используем для изучения вынужденных горизонтальных колебаний 

трубопровода конечной массы, находящегося в слое двухкомпонентной среды.  

Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний трубопровода во 

всех случаях независимо от выбора модели окружающей среды имеет один тот 

же вид, отличающийся только коэффициентами  
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tiePzznz 
0

22   , 

где z  – горизонтальное перемещение трубопровода; 𝑛 = 2𝜇𝑐/𝑚 – коэффициент 

демпфирования; mk
c

/  – частота собственных колебаний. Здесь 
c

k  и 
c

  – 

коэффициенты жесткости при сдвиге и  вязкого сопротивления среды. 

При моделировании слоя грунта двухфазной средой, согласно работе [5], 

частота собственных колебаний  , коэффициент демпфирования связаны 𝑛 с 

весом трубопровода, характеристиками слоя грунта и частотой возмущения 

следующими зависимостями: 
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м11 r                                                                        м21 r  

 

    

Рис. 1 10. Кривые зависимости коэффициента жесткости при сдвиге )Н/м(
с

k  и вязкости 

)Нс/м(
c

  от безразмерной частоты   для двух глубин заложения 1r  трубопровода и 

различных значений пористости среды f : 1.0 f1 ; 25.0 f2 ; 35.0 f3 ; 45.0 f4

; 5.0 f5  
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На рис. 1.10 представлены кривые зависимости коэффициента упругого 

взаимодействия 
2mk

c
  (Н/м) и вязкости mn

c
2/ (Нс/м) от безразмерной 

частоты вынужденных колебаний. 

Связь между действующим на трубопровод за единицу поверхности 

касательным усилием (касательным напряжением) )Н/м( 2  и перемещением 

трубопровода )м(u  имеет вид:  

u
r

uk x


1


  , 

где 
x

k  – коэффициент упругого взаимодействия, 3Н/м ;   – коэффициент вязкого 

взаимодействия трубопровода с грунтом, 2Нс/м . Если трубопровод 

деформируемый, то перемещение его сечения является функцией времени и 

координаты x , т.е. ),( txuu  . Если полагать 
x

k  и   постоянными, то контактная 

сила между трубопроводом и грунтом определяется с помощью интеграла  

 
L L

x
dxu

r
rudxkrF

0 01

090
22 


 .   (1.4.22) 

Если рассматривать движение жесткого трубопровода, то следует полагать 

)(tzu  . Полагая контактную силу по формуле ( LrS
0

2 ) 

z
r

S
zSkF

x


1

0


 ,      (1.4.23) 

составим уравнение движения трубопровода  

ti

x
ePrzSzSkzm 

01
/   . 

Сравнивая уравнения (1.4.22) и (1.4.23) установим связь между 

величинами 
c

k , 
c

  и 
x

k ,  , где Skk
cx

/ , Sr
c

/
1

  . Результаты расчетов 

представлены на рис.1.11 

 
м11 r                                                                        м21 r  
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м11 r                                                                        м21 r  

 

    

Рис. 1.11. Кривые зависимости коэффициента упругого взаимодействия )Н/м( 3

xk  и вязкости 

)мНс( 2  от безразмерной частоты   для двух глубин заложения 1r  трубопровода и 

различных значений пористости среды f : 1.0 f1 ; 25.0 f2 ; 35.0 f3 ; 45.0 f4

; 5.0 f5  

 

Как отмечено в работе [5], в процессе колебаний трубопровода в грунтовой 

среде вблизи поверхности трубопровода образуется слой, где градиент 

горизонтального совместного перемещения частиц двухфазной среды равняется 

отношению перемещения частиц к толщине этого слоя, т.е. выполняется условие 

h

U

dr

dU
   при hr  . 

Используя решение (1.4.10), составим уравнение для определения 

толщины 
1

/ rhh   

0)()()()()]()()()([(
00000101

  JhNNhJNhJJhNh


. (1.4.24) 

Вычисленные корни уравнения (1.4.24) представлены в табл. 1.2. 

 
Таблица 1.2 – Корни уравнения (1.4.24) для различных значений безразмерной частоты   

  0.25 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

1/ rhh 


 0.019 0.036 0.085 0.142 0.200 0.256 0.355 0.398 0.436 

 

Из анализа табличных данных следует, что с ростом частоты вынужденных 

колебаний толщина активного слоя интенсивно увеличивается. 
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1.5. Изучение колебаний трубопроводов, взаимодействующих со 

структурно-нелинейным слоистым грунтом, на основе 

вариационного принципа 

 

В основе вариационного принципа механики, как известно, лежит 

утверждение о том, что в реально осуществляющихся процессах некоторые 

функционалы имеют стационарные значения [13 – 15]. Эти принципы диктуют 

специальную структуру уравнений механики, отражающей свойства взаимности 

физических эффектов: действие одного поля на другое порождает обратное, в 

некотором смысле, симметричное воздействие. Используемые в динамике 

подземных трубопроводов грунты представляют собой структурно-

неоднородную слоистую сплошную среду, состояние которой в общем случае 

определяется по нелинейным законам деформирования. Связь межу 

деформацией слоёв, расположенных параллельно оси трубопровода и 

образующих структурное строение среды, в условиях статики достаточно 

подробно изучены в работах [16, 17]. Следует отметить о сложном характере 

деформирования слоев при динамических воздействиях, причем уровень 

динамического усилия может существенно влиять на изменение структурного 

строения среды, что является одной из причин появления в ней неоднородности, 

где, по всей вероятности, необходимо учитывать эффект нелинейности закона 

деформирования. Применение к такой системе вариационных принципов 

механики позволяет приближенно оценить состояние среды при 

кратковременных и периодических силах внешнего воздействия. При этом связь 

между натяжением и деформацией среды может быть выбрана на основе 

опытных данных. 

Рассмотрим цилиндрическую слоистую среду общей толщиной H, 

состоящей из n сопряженных между собой участков, где слой на каждом участке 

деформируется в общем случае по разным законам. При этом неоднородность 

структурного строения характеризуется различными значениями механических 

свойств слоя в каждом участке. Направим ось Ox вдоль оси трубопровода слева 

направо, а ось Or перпендиекуляно к ней и установим начало координат в 

каждом начальном сечении слоя. Обозначим через  tru
i

,  и  tr
i

,  продольное 

перемещение вдоль оси Ox и касательное напряжение грунта произвольного 

сечения i-ого слоя. Для применения вариационного принципа механики 

определяем потенциальную и кинетическую энергии для каждого участка слоя. 

Общая потенциальная энергия слоя определяется через сумму работ деформации 

слоев и работу внешних сил. Обозначим через U потенциальную энергию 

деформации, которая  в рассматриваемой модели слоя представляется через 

сумму 







k

k

L

L

kk

n

k
k

drFU
1

12

1
 ,    (1.5.1) 
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где )(,...
021

aLlllaL
ss

 ; 
r

u
i

i



 ; 

i
F  – соответственно длина, 

сдвиговая деформация грунта и площадь поперечного сечения в i -ом участке.  

В пределах каждого участка слоя толщины 
i

l  считаем постоянными. 

Следуя работам [18 – 20], учитываем физическую нелинейность в законах 

деформирования слоя на каждом участке  

 
iiiii

aG  21 ,     (1.5.2) 

Gi – модуль сдвига слоя i-ого участка; ai – безразмерный параметр, 

характеризующий нелинейную зависимость напряжения от деформации. 

Согласно работе [18] можно принять 3
ii

EG   (
i

E  – модуль Юнга).  

Считаем, что до момента нагружения на каждом участке перемещение и 

напряжение слоя равны нулю, верхнюю границу слоя считаем неподвижной, 

тогда 

  0, tLu
nn

.     (1.5.3) 

Нижняя граница слоя совершает движение по закону 

   tutau
01

,  .    (1.5.4) 

Таким образом, суммарная потенциальная энергия с учетом зависимостей 

(1.5.1) и (1.5.2) записывается в виде 

dr
r

u
a

r

u
FGU k

k

L

L

k
n

k
kk

k

k 



































 




22

1

1
2

1

1

.    (1.5.5) 

Кинетическая энергия системы будет равна 

 


















n

k

L

L

k

kk
dr

r

u
FK

k

k
1

2

1
2

1
 ,    (1.5.6) 

где ρi – плотность грунта i- го слоя. 

Выражения (1.5.4) и (1.5.5) представляют собой кинетическую и 

потенциальную энергии геометрически нелинейного и структурно-

неоднородного слоя. Пользуясь вариационным уравнением Эйлера для системы 

с непрерывно распределенными параметрами, можно составить системы 

уравнений в частных производных с соответствующими краевыми условиями 

для определения перемещений частиц грунта в i -ом цилиндрическом слое. 

При использовании вариационного уравнения Эйлера, имеем 
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
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1
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u

crr

u
a
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u
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i

i

i

i

i
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При этом граничные условия для решения уравнений (1.5.6) и условия 

сопряжений записываются в виде 

   tutau
01

,  ,     (1.5.7) 
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       tLtLtLutLu ,,,,,
12111211

  ,   (1.5.8) 

       tLtLtLutLu ,,,,,
23222322

  ,    (1.5.9) 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

        2...,,1,,,,,,
11




nitLtLtLutLu
iiiiiiii

 ,   (1.5.10) 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  - - - - 

       tLtLtLutLu
nnnnnnnn

,,,,,
111111 

  ,   (1.5.11) 

  0, tLu
nn

,    (1.5.12) 

Граничные условия в равенствах (1.5.8) – (1.5.11) с учетом выражений для 

напряжений (1.5.2) приводятся к виду 
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- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - - - 
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- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - -- - - 
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Начальные условия для решения уравнений (1.5.6) будут нулевыми, т.е. 

0)0,( xu
i

, 0
)0,(






t

xu
i .     (1.5.16) 

Если не учитывать нелинейность, то решения краевых задач (1.5.7) – 

(1.5.14) для уравнений (1.5.6) можно получить методом Фурье в виде 

бесконечных рядов [21]. 

Для решения краевой задачи используем метод конечных элементов. С 

этой целью перемещения частиц грунта на i -ом слое ),( txui  обозначим через 
1, ii

u

, которые представим в виде 

   
12011,0

qrNqrNu  , 

   
24132,1

qrNqrNu  , 

   
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- - - - - - - - - - - - - - - - - 
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  (1.5.17) 
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где функции Nk определяются из условий (1.5.7) – (1.5.12), которые дают 
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где qi – перемещения частиц грунта на начальной границе i-ого слоя.  

Условия непрерывности для перемещений частиц грунта (первые условия 

в равенствах (1.5.8) – (1.5.11)) на границах слоя выполняются. Из граничных 

условий (1.5.3) и (1.5.4) следует 𝑞𝑛 = 0, 𝑞0 = 𝑢0(𝑡). Граничные условия (1.5.13) 

– (1.5.15) удовлетворяются для линейного случая (ai=0), при этом получаем  

  ,
10112

bqqqq   

  ,
20123

bqqqq   

  ,
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- - - - - - - - - - - - - - - - - 
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Складывая последние равенства, получаем 
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Полагая в равенстве (1.5.19) qn=0, выразим q1 через q0  
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 qi (i=2, … , n-1) определяются из формулы (1.5.18), которые дают 
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Подставляя выражения qi из (1.5.20) в формулы (1.5.2), можно получить 

нелинейную зависимость напряжений от перемещения q0  
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Энергию деформации с учетом выражений для напряжений i  и 
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где 
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Кинетическая энергия вычисляется по формуле 

 
     




















  




1

1

2

21112

2

0

1

1
122

1 L

a

n

k

L

L

k

kk
drrSNSrNF

S

q
dr

t

u
FK

k

k




 

      .
11

2

121

1

2

2
1 1

1
212
























    


















n

n

k

k

L

L

nnnn

n

k

L

L

n

kj

n

kj
kjkjkk

drrNbFdrrNbrNbF     (1.5.22) 

Пусть на трубопровод действует осевая нагрузка P=P0sinωt. 

Составим уравнение Лагранжа II рода  
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На рис.1.12 представлены кривые зависимости перемещения трубопровода 

в трехслойной грунтовой среде общей толщиной L=2м от времени t (сек) для 

различной толщины l1 нижнего слоя, где учитывается нелинейное 

деформирование грунта. Верхние слои линейные и имеют одинаковую толщину. 

В расчетах принято G1=G2=G3=105 Па; ρ1=1600 кг/м3; ρ2=2000 кг/м3; ρ3=2200 

кг/м3; P0=104H; M=200 кг. 
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Рис. 1.12. Кривые зависимости перемещения трубопровода u0 (м) от времени t (сек) при 

различных значениях параметра а1 для двух значений l1 толщины нелинейного грунта 
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1.6. Колебания жесткого трубопровода, контактирующего со слоем 

грунта, моделируемого зернистой средой 

 

Для описания теоретической модели механической системы грунтового 

слоя, состоящего из очень большего числа хаотически упакованных одинаковых 

абсолютно твердых сферических частиц, используем модель зернистой среды, 

предложенной в работах [13, 22].  

Введем обозначения 
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 – компоненты вектора перемещения в декартовых 

координатах. 

Компоненты тензора напряжений 
ij

  выражаются через среднее давление 

р и компоненты девиатора тензора напряжений 
ij

  по формулам  

ijijij
p   ,     (1.6.1) 

где 
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332211
 

p  – среднее статическое давление. 

Зависимости между компонентами тензора напряжения и тензора 

деформации определяются по уравнению состояния зернистой среды, которое 

определяется зависимостью объемной деформации от компонентов девиатора 

тензора деформации. Следуя работе [13, 22] такую зависимость представляем в 

виде квадратичной формы 





3
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2

ji
ij
 .     (1.6.2) 

Тогда из уравнения состояния определяем зависимости компонентов 

девиатора тензора напряжений от соответствующих компонентов девиатора 

тензора деформаций 

ijij
p 2       (1.6.3) 

Здесь μ – безразмерный параметр, характеризующий зависимость касательного 

напряжения от давления при сдвиговых деформациях. Таким образом, в отличие 

от упругой среды, где уравнение состояния определяется через постоянные Ламе 

λ и G для зернистой среды достаточно задавать безразмерный параметр μ. 

Используем модель зернистой среды для моделирования состояния 

окружающего трубопровод слоя грунтовой среды. Считаем, что зернистая среда 

заполняет цилиндрический слой радиусом R . Задачу считаем осесимметричной, 

установим начало координат в правом торце цилиндра и направим ось Oz  вдоль 

оси цилиндра, а ось Or  перпендикулярно к ней. Составляющие вектора 

перемещения вдоль координатных осей Or  и Oz  соответственно обозначим 



35 
 

через u(r,z) и w(r,z). Компоненты тензора деформации 
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Зависимость объемной деформации от компонентов девиатора 

деформации и компонентов тензора напряжений 
ij

  соответственно 

вычисляются по формулам (1.6.1) и (1.6.3) 
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Компоненты тензора напряжений удовлетворяют уравнениям движения 
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Подставляя в уравнения (1.6.6) и (1.6.7) выражения напряжений с учетом 

зависимостей (1.6.5), можно получить три уравнения, которые совместно с 

зависимостью (1.6.4) составляют нелинейную систему для определения 

перемещений u(r,z), w(r,z) и давления p(r,z). В общем случае решения 

соответствующих краевых задач для этих уравнений требуют привлечения 

численных методов.  

Исходя из физических соображений, можно сформулировать упрощенные 

постановки задач, где удается получить точные или приближенные их решения.  

Рассмотрим упрощенную постановку задачи, где сдвиговое движение 

зернистого слоя, окружающего трубопровод, совершается под действием на 

трубопровод осевого усилия P(t). Считаем, что движение слоя происходит при 

наличии продольной деформации частиц среды в слое, не зависящем от 

переменной z, т.е. 
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Таким образом, радиальное и продольное смещения не зависят от 

переменной z. При чисто сдвиговым движении принимаем 0u . Тогда 

компоненты тензора напряжения будут равны 

.22,0,
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В случае окружающего трубопровод цилиндрического слоя радиуса R и 

толщиной aRh   распределение давления с учетом веса зернистой среды по 

толщине слоя представим в виде 
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p  – действующее давление на внешнюю границу слоя; ρ – плотность 

зернистой среды; a – внешний радиус трубопровода, давления 
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вычислить по формуле  
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где 
с

  – плотность окружающего слоя зернистой среды грунта; Н – глубина 

заложения трубопровода. 

Уравнеие сдвигового движения частиц зернистой среды записываетс в 
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Вводя безразменые перменные 
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где hc – расстояние от свободной поверхности до верхней границы слоя 

зернистой среды.  

Уравнение (1.6.10) с учетом зависимости (1.6.8) записываем в виде 
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Функция  tUU ,  удовлетворяет нулевым начальным и граничным 

условиям: 

 tUU
0

    при a ,   U=0 при 1 .    (1.6.12) 

При этом перемещение трубопровода w=w(a,t) удовлетворяет уравнению 

движения  

   tPtaSwm
rz

 ,
0

 ,   (1.6.13) 

где m, S – масса и площадь боковой поверхности трубопровода. 
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Вводя новую переменную по формуле  
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Функция v(z) удовлетворяет неоднородному уравнению 

       zFtUzFtU
t

v

z

v

z

z

zz

v
10002

2

2

0

2

2 21 

























  (1.6.15) 

Здесь  
a

pz
F

z

z

aa
tzF























1
,

2
1

1

2

1

2
, 0

2

12

0

2

0





. 

Решение уравнения (1.6.15), удовлетворяющее условию (1.6.14), можно 

получить численно. Здесь используется метод Бубнова – Галеркина. 

Рассмотрим случай действия гармонической силы 

 tPP sin
0

 . 

Здесь gR  ,  где ω, P0 – частота и амплитуда действующей силы. 

Полагая 

       tzvvtAtU  sin,sin
00

 , 

уравнение (1.6.15) приводится к виду: 

    zFzFAv
z

v

z

z

zz

v
1

2

00
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21


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 


















. (1.6.16) 

Решение уравнения (1.6.16) находится по методу Бубнова, согласно 

которому введем функцию u1(z), удовлетворяющую уравнению 

0
1

1

21

2

1

2

 u
dz

du

zdz

ud
  

и условию (1.6.14). 
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Решение последнего уравнения представим в виде  

 zFAu 
011

 ,    (1.6.17) 

где          zNzJzNzJzF 
000000

 . 

Здесь искомый коэффициент β является корнем следующего уравнения: 

        0
10000010
 zNzJzNzJ  , 

где J0(s), N0(s) – функции Бесселя нулевого порядка. 

Подставляя (1.6.17), в уравнение (1.6.16), получаем 

          zFzFAzF
z

z
zFA

1

2
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


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
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
   (1.6.18) 

Следуя методу Бубнова, умножаем равенство (1.6.18) на функцию u1(z), и, 

интегрируя в интервале z0<z<z1, устанавливаем связь между A и A1: 

cAA 
1

, 

где  
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
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. 

Касательное напряжение представим в виде 

𝜎𝑟𝑧 = 𝜏0(𝑧) 𝑠𝑖𝑛(𝜔̄𝑡̄).  

Согласно (1.6.8) функция τ0(z) определяется по формуле: 

𝜏0(𝑧) = −𝜇𝑅𝜌𝑔𝑧𝐴𝑐 [𝛽𝐹′(𝛽𝑧) +
2𝑧

1−𝑎̄
].  

Подставляя выражение σrz в уравнение (1.6.13), получим формулу для 

амплитуды колебаний трубопровода 

  2

1
1

2
 














a

z
zFzс

P
A ,  

где  2

1

2

0

0 ,, aaS
RS

LS

gRS

P
P

T

TT  






, 

T
  – плотность материала трубы; L и 

a – длина и внутренний радиус трубопровода.  

Расчеты проводились для следующих значений геометрических и 

физических параметров: a=0.2 м, a1=0.18 м, L=10 м, H=2 м, P0=104 Н, 

ρс=1800 кг/м3, ρ=2500 кг/м3, ρT=7800 кг/м3. 
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На рис. 1.13 представлены графики зависимости амплитуды колебаний 

трубопровода от безразмерной частоты 𝜔̄ = 𝜔√𝑅 𝑔⁄  при различных значениях 

параметра μ и толщины слоя зернистой среды h(м).  
Из анализа кривых следует, что для выбранных параметров задачи и 

диапазона изменения безразмерной частоты трубопровод имеет резонансную 

частоту, которая с ростом толщины слоя зернистой среды перемещается в зону 

высоких частот. При этом увеличение толщины слоя сначала приводит к 

снижению, а далее с ее ростом растет амплитуда колебаний. Эта закономерность 

указывает на возможность выбора толщины слоя зернистой среды для снижения 

амплитуды колебаний трубопровода.  
 

h=0.85 м                                                                   h=0.95 м 

    
 

h=1 м                                                                       h=1.1 м 

      

Рис. 1.13. Зависимости амплитуды колебаний трубопровода от безразмерной частоты 

gR   при различных значениях параметра μ и толщины слоя зернистой среды h(м):  

1 – μ= 0.1; 2 – μ= 0.2; 3 – μ=0.3; 4 – μ= 0.4; 5 – μ= 0.5 
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ГЛАВА 2. ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ СВОЙСТВ ГРУНТА 
НА ДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ДЕФОРМИРУЕМЫХ ПОДЗЕМНЫХ 
ТРУБОПРОВОДОВ  

 

2.1. Теоретические значения параметров взаимодействия подземного 

трубопровода с грунтом  

 

Математическое моделирование поведения подземных сооружений под 

воздействием сейсмических волн приводит к решению трехмерной 

нестационарной задачи. Трехмерная постановка задачи связана с наличием 

дневной поверхности, поэтому математическая постановка двумерных и 

одномерных задач требует обоснования правомерности. Для исследования 

динамических процессов в подземных протяженных трубопроводах 

используется одномерная модель трубопровода с различными законами 

взаимодействия его с грунтом. Одномерная модель трубопровода применима для 

сравнительно длинных волн, каковыми являются сейсмические волны от 

землетрясений. Определение закона взаимодействия между трубопроводом и 

грунтом различного типа должно опираться на результаты экспериментальных 

исследований. 

В последнее время появились статьи [23, 24], посвященные вопросам 

правомочности применения обобщенной классической модели Винклера –

Фойгга для решения задач статики и динамики сложных систем подземных 

деформируемых трубопроводов. Автор утверждает, что экспериментально 

установленные зависимости между перемещением недеформируемого тела типа, 

например, фундамента сооружения, и действующей на него силой нельзя 

применять для деформируемого тела (трубопровода). Следует отметить, что 

вышеуказанные зависимости в случае модели Винклера – Фойгта использованы 

для решения задач статики балок и деформируемых трубопроводов, например, в 

работах [25, 26], а также динамической стационарной задачи колебаний балки на 

упругом основании в работе [26]. Отметим, что представленные автором статей 

[23, 24] решения относятся к стационарным задачам обтекания бесконечного 

подземного трубопровода продольной волной без учета влияния свободной 

поверхности. Считаем, что такая постановка задач является несколько 

идеализированной и далека от реальной ситуации, поскольку результаты 

полученных решений затруднительно сравнивать с экспериментальными 

данными. Здесь более интересно было бы, на наш взгляд, более детально 

провести сравнение результатов, полученных автором [23, 24] с 

экспериментальными данными, с целью установить значения отношения длины 

волны к длине трубопровода, при которой результаты расчетов по классической 

модели мало отличаются от предложенной в этих работах. 

Как известно, контактная сила взаимодействия системы «упругий 

стержень – окружающая среда», в отличие от системы «недеформируемое тело 
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– окружающая среда», как показывает анализ экспериментальных исследований 

[27 – 31], в зависимости от механических свойств стержня и среды, условий 

контакта и величины действующего усилия законы взаимодействия между 

трубопроводом и грунтом могут иметь различный характер. Проведенные 

экспериментальные исследования показали, что зависимость касательного 

напряжения, устанавливающего эту закономерность, от деформации сдвига 

носит нелинейный характер и зависит от скорости нагружения. На эту 

зависимость, как показано в работе [31], также влияет величина динамического 

давления за фронтом волны. Оценка влияния отношения скоростей 

распространения продольных волн в грунтовой среде и материале трубопровода 

изучена в работах [32 – 34]. Исследование особенностей формирования и 

распространения волн в трубопроводе под воздействием сейсмической волны 

при законе взаимодействия по модели «идеально упругопластического тела» 

проведено в [35]. Статическая и динамическая устойчивость подземных 

трубопроводов рассмотрена в работах [33, 36]. 

В настоящей главе предлагается формула для вычисления коэффициента 

упругого взаимодействия трубопровода с грунтом по заданным механическим 

характеристикам грунта [31, 37, 38], в предположении его деформирования по 

модели упругого тела. Проводится оценка влияния глубины заложения 

трубопровода на коэффициент взаимодействия.  

При малых значениях действующего усилия на поверхности контакта 

стержн со средой отсутствует проскальзывание, и взаимное смещение 

контактирующих тел происходит за счет деформации в области контакта. С 

ростом усилия контактная сила увеличивается, и наступает момент, при котором 

некоторые сечения стержня будут находиться в состоянии проскальзывания, где 

силу контакта можно определить, например, в соответствии с законом Кулона. 

Экспериментальное определение коэффициента продольного 

взаимодействия kх трубы с грунтом проводилось следующим образом. 

 

 
Рис. 2.1. Схема установки для проведения экспериментов:  

1 – лебедка; 2 – динамометр; 3 – труба; 4 – грунт; 5 – индикатор 

 

Установка (рис. 2.1) засыпается грунтом до необходимой высоты с 

послойным уплотнением. Толщина каждого слоя во всех случаях ~ 0,1 м. 

Горизонтальность расположения трубы устанавливается нивелиром. Через 
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несколько суток вырывается траншея, подготавливается основание и в него 

укладывается труба. При повторении опытов трубу раскапывали и укладывали 

заново таким же способом. Продольное усилие P измерялось с помощью 

динамометра, а перемещения – индикаторами часового типа в передней и задней 

частях трубы (рис. 2.2).  

 
Рис. 2.2. Диаграмма взаимодействия чугунной трубы (Dн=0,169 м) с песком:  

1 – H=0.6 м; 2 – H=0.4 

 

Длина трубы во всех опытах была равна l, при этом следует заметить, что 

l<<L, где L – длина сейсмической волны. Обычно длина сейсмической волны 

вычисляется по формуле L=Cp·T. Здесь Cp – скорость распространения 

продольной сейсмической волны, значение которой для различные грунтов 

колеблется в пределах 100÷5000 м/c. Период сейсмической волны T, по записям 

ускорений различных землетрясений, находится в пределах 0.1 – 1 с. 

Следовательно, длина сейсмической волны в зависимости от свойств грунта 

может находиться в пределах от 100 м до 300 м. Длина l трубы в различнах 

опытах была равна (2 – 3) м, намного меньше L. На рис. 2.2 приведены 

результаты отдельных опытов, где τa=P/(πDnl).  

Рассмотрим задачу о равновесии упругого стрежня длиной l, когда в 

каждой его точке не достигает состояния скольжения, а, следовательно, сила 

трения за единицу длины стержня не максимальна  

fN
*
 , 

где N – нормальная сила на единицу длины стержня, Н/м; f – коэффициент 

трения. Тогда можно полагать  

fNx)(
*

      при 11  , 

где   – величина, называемая коэффициентом полноты [9]. Ось Ox направлена 

вдоль оси стержня, начало координат установлено в сечении х=0.  

Уравнение равновесия стержня записывается в виде 

fNx
dx

d
S )(


 .     (2.1.1) 

Решение уравнения (2.1.1) при действии осевого усилия P1 

1
PS   при lx   
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можно представить в виде 

1
)(   

l

x

dxx
S

fN
.    (2.1.2) 

Здесь 
dx

du
E  – осевое напряжение, где u=u(x) – осевое перемещение; Е – 

модуль Юнга материала стержня; SP /
11

 , где S – площадь поперечного 

сечения стержня. 

Полагая в формуле (2.1.1) x=0, найдем напряжение в сечении x=0 

1

0

0
)(   

l

dxx
S

fN
.    (2.1.3) 

Из формулы (2.1.2) видно, что задача об определении напряжения в 

произвольном сечении стержня сводится к решению интегрального уравнения 1-

ого рода относительно так называемого коэффициента полноты )(x , которое 

при одних и тех же значениях усилий 
00

SP   и 
1

P  имеет множество решений, 

поэтому значение напряжения по формуле (2.1.3) определяется неоднозначно. 

Если будет известен коэффициент полноты λ(х), то напряжение по формуле 

(2.1.3) определяется однозначно. При этом для каждого частного случая 

коэффициент полноты необходимо определять из физических условий на 

поверхности контакта, а также характера движения, предшествовавшего покою. 

Некоторые виды этих физических условий на поверхности контакта при 

отсутствии взаимного проскальзывания между контактирующими телами 

рассматривались в теории предварительного смещения [30]. Обозначим через 

umax максимальное смещение сечения стержня перед срывом, а через |τ*
max|=fN – 

максимальное значение контактной силы, размерностью м/H , за единицу 

длины стержня. В первом приближении полагаем DuNk  )(*

max
 . Если 

предположить, что нормальная сила меняется мало вдоль оси стержня, то можно 

принять k(N)=k1=const, Н/м3. Максимальное значение umax соответствует 

максимальному значению силы трения |τ*max|=fN, т.е. 
1max

/ DkfNu  , м. 

В данной работе ограничимся принципиальной стороной решения задачи 

о равновесии стержня в случае линейной зависимости силы контакта от 

перемещения u, где в уравнении (2.1.1) коэффициент полноты принят 

fNDuk /
1
  .  

Уравнение равновесия стержня имеет вид 

uDk
dx

d
S

1



  при lx 0 .    (2.1.4) 

Для интегрирования уравнения (2.1.4) считаем, что на торец стержня lx   

действует осевое усилие Р1. При этом торец 0x  свободен, т.е.  

0    при 0x ,      (2.1.5) 
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или      0
dx

du
 при 0x .     (2.1.6) 

Решение уравнения (2.1.4) при указанных выше граничных условиях имеет 

вид 

)(

)(
1

lsh

xch

ES

P
u




 ,     (2.1.7) 

где )(zsh  и )(zch  – гиперболические функции синуса и косинуса, 
ES

Dk
1


  . 

Решение (2.1.7) однозначно определяется при заданном значении 

коэффициента 
1

k . Экспериментальное определение этого коэффициента в 

произвольном сечении трубопровода связано с определенными трудностями, 

поскольку в них необходимо одновременно измерить перемещение сечения 

трубопровода и действующего в этом сечении продольного усилия. По этой 

причине полагаем, что существует экспериментально установленная 

зависимость между приложенной силой 
1

P  и средним перемещением между 

сечениями 0x  и lx   
2

)()0( luu
u

ср


 , т.е. полагаем, что имеет место 

зависимость 

)(
1 ср

uFP  .      (2.1.8) 

Из равенства (2.1.7) находим 
рc

u  и подставим в экспериментальную 

зависимость )(
1 ср

uFP  , тогда получаем   

lshES

lchuF
u

ср





2

)1)((
ср


 .      (2.1.9) 

Поскольку зависимость (2.1.8) установлена экспериментально, то она 

характеризует изменение среднего перемещения торцов трубопровода при 

действии заданного продольного усилия, поэтому равенство (2.1.9) служит 

трансцендентным уравнением для определения величины  . Минимальный 

корень этого уравнения 
1

   позволяет вычислить коэффициент продольного 

сдвига на поверхности трубопровода по формуле  

D

ES
k


 2

11
 . 

Из условия 1]( x  следует, что для реализации взаимодействия 

трубопровода по линейному закону для величин α1 должно выполняться условие  

1

1
ESu

fN
 .     (2.1.10) 

Неравенство (2.1.10) служит условием выбора корня уравнения (2.1.9). Из 

уравнения (2.1.9) находим выражение для продольного усилия )(
1

uF  при α=α1 и 
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записываем формулу (2.1.7) в виде 

)1(
2

1

1

ср
lch

xch
uu






 . 

Нарушение условия (2.1.10) указывает на реализацию других законов 

взаимодействия, в частности, возможность появления зоны скольжения, 

связанное с законом сухого трения Кулона.  

Рассмотрим частный случай. Пусть экспериментальная зависимость (2.1.8) 

имеет линейный вид 

ср01
ukP  . 

Для определения величины α=α1 из (2.1.9) получим трансцендентное 

уравнение  

0)1(2   chsh ,    (2.1.11) 

где l
1

  , ESlk /
0

 . Наибольший корень этого уравнения должен 

удовлетворять условию  

1

2

ESu

fNl
k
  . 

Равнодействующая касательной силы на поверхности трубопровода 

вычисляется по формуле 

)1(

)(
2)1(

ср

1

00

1










ch

sh

l

ES
uSd

d

d
SDudxkT

l


  . 

Эта сила уравновешивается действующей на торец продольной силой 

р01 c
ukP  , т.е. следует полагать 

1
PT  , из которого получаем уравнение 

относительно   

)1(

2






ch

sh


  ,     (2.1.12) 

совпадающее с (2.1.11). 

Расчеты были проведены для стального трубопровода  

внешним диаметром D=0.2 м, толщиной δ=0.005 м и различной глубиной 

укладки h . Плотность грунта принято ρ=2000 кг/м3. Нормальная сила за единицу 

длины трубопровода вычислялась по формуле DhgN  , коэффициент трения 

f=0.4. Перемещение торца принято м001.0
0
u . В расчетах использованы, 

полученные в работе [31], экспериментальные данные зависимости k0 от 

глубины укладки h , аппроксимированные функцией 

](exp[
00

hhnAk  ,    10
hhh  .     (2.1.13) 

В табл. 2.1 представлены значения  для различных значений 

параметра A  и глубины укладки h . Расчеты выполнены для м4l , м3.0
0
h , 

м5.1
1
h ,

-1м3.0n .  

МПа)102( 5E

)м/( 3

1 Hk
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Таблица 2.1 – Значения коэффициентов продольного сдвига  H/м0k , )H/м( 3

1k  и полноты 

)(1 l   для различных глубин укладки )м(h  и значений параметра  H/мA  

 H/м102 6A  

 мh  0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.5 

 H/м106

0 k  2.00 2.15 2.32 2.50 2.70 2.91 3.13 3.38 3.64 4.92 

 36

1 H/м10k  0.80 0.86 0.92 1.00 1.08 1.16 1.25 1.35 1.45 1.35 

1  0.33 0.27 0.23 0.21 0.19 0.18 0.17 0.17 0.17 0.16 

 H/м106 6A  

 мh  0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.5 

 H/м106

0 k  6.00 6.46 6.97 7.51 8.10 8.73 9.41 10.01 11.0 14.8 

 36

1 H/м10k  2.40 2.58 2.78 3.00 3.23 3.50 3.75 4.05 4.40 4.05 

1  1.00 0.81 0.70 0.63 0.58 0.55 0.53 0.51 0.50 0.50 

 H/м107A  

 мh  0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.5 

 H/м106

0 k    11.0 11.6 12.2 12.8 13.5 14.9 15.0 18.2 

 36

1 H/м10k    4.43 4.65 4.90 5.15 5.41 5.70 6.00 5.70 

1    1.00 0.93 0.85 0.78 0.73 0.69 0.66 0.60 

 

Из анализа табличных данных следует, что увеличение глубины укладки 

трубопровода в грунте приведет к росту значений коэффициентов продольного 

сдвига 
0

k , 
1

k  и снижению коэффициента полноты 
1
 . Кроме того, для глубины 

укладки м3.0h  установлено предельное значение параметра  H/м106 6A , 

при котором коэффициент полноты принимает значение 1
1
 . Это указывает на 

начало отрыва (в сечении lx  ) поверхности трубопровода от грунтовой среды, 

причем дальнейший рост значения этого параметра приведет к отрыву от грунта 

в последующих сечениях трубы. 

На рис. 2.3 представлены зависимости осевого напряжения МПа)(  вдоль 

оси трубопровода для двух данных параметра A  и различных глубин укладки 

трубопровода в грунте. Видно, что напряжения по оси трубопровода растут по 

линейному закону, и рост глубины укладки и значения параметра A  приведет к 

увеличению напряжения в сечениях трубы. 

При определении коэффициента жесткости k1 была использована модель 

предварительного смещения, предложенной в работе [9], где не рассматривается 

контактная задача между трубопроводом и окружающей его грунтовой средой. 

Отсутствие решения этой задачи, как было отмечено выше, приводит к 

неопределенности, сводящей к решению интегрального уравнения первого рода 

для определения функции полноты λ(x).  
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H/м102 6A                                                       H/м106 6A  

 

Рис. 2.3. Графики распределения осевого напряжения по длине трубопровода в зоне контакта 

без скольжения для двух значений параметра )H/м(A  и глубины укладки :м)(h  

3.01 h ; 7.02  h ; 9.03  h ; 1.14  h ; 5.15  h  

 

Если использовать модель упругой среды для цилиндрического слоя при 

чистом сдвиге с неподвижной внешней границей радиусом , то можно 

получить закон изменения перемещения частиц по толщине слоя 

 xu

R

a

R

r

w





















ln

ln

. 

Касательное напряжение вдоль поверхности трубопровода выражается 

формулой 

 











R

a
a

xu

dr

dw

ln


 ,     (2.1.14) 

где μ – модуль сдвига грунтовой среды; a – внешний радиус трубопровода.  

Тогда уравнение равновесия (2.1.4) примет вид 

 xu

a

R
a

D
D

dx

d
S











ln





.    (2.1.15) 

Сравнивая правые части уравнений (2.1.4) и (2.1.15), получим  











a

R
a

k

ln
1


.      (2.1.16) 

Формулу (2.1.16) можно использовать в качестве теоретического способа 

определения коэффициента k и провести сравнение с экспериментальным 

значением. Видно, что коэффициент зависит от модуля сдвига грунта и обратно 

R
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пропорционален величине логарифма отношения радиуса трубопровода к 

внешнему радиусу слоя грунта.  

Случай учета влияния свободной границы упругого полупространства 

рассмотрен в работе [33], где для касательного напряжения получено выражение 








 











),(

sin2
),(

2

2

1

1






r

Rr

r

w

r

w
r , 

где r, θ – полярные координаты с центром на оси трубопровода; ahR  ;  

   

  



























a

R
r

xu

r

w

a

R
r

xu

r

w

ln,

;

ln 2

2

1

1



; 
22 4sin4 rRrr   . 

Коэффициент продольного сдвига в рассматриваемом случае зависит от 

полярного угла  и вычисляется по формуле 















212
4sin41

sin21
1

RR

R
kk




,     (2.1.17) 

где 
a

R
R  . 

На рис. 2.4 предсавлены зависмости отношения 
12

/ kkk
c
  от полярного 

угла для левой части поверхности трубопровода при различных значениях 

отношения R . Прямая линия 1
c

k  соответствует случаю отсутствия свободной 

границы грунта. 

Из рис. 2.4 видно, что кривые распределения коэффициента 
c

k  по дуге 

окружности имеют возрастающие и падающие участки 
0

2/   , 2/
0

 

, симметрично расположенные относительно точки близкой к началу координат, 

что указывает на рост и снижение этого коэффициента на этих участках. 

 

 


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Рис. 2.4. Кривые зависимости коэффициента продольного сдвига от полярного угла  для 

различных значений отношения R : 05.11 R ; 15.12  R ; 25.13  R ; 35.14  R ; 

45.15  R ; 4.16  R ; 6.17  R ; 8.18  R ; 29  R ; 5.210  R ; 511  R ; 

612  R ; 813  R ; 1114  R ; 1515  R ; 2516  R ; 3517  R ; 4518  R ; 

6519  R ; 10020 R  

 

Осредненное значение коэффициента продольного сдвига на поверхности 

трубопровода можно вычислить по формуле  

)](1[ˆ
1

RJkk
c

 , 

где 










d
RR

R
J 

 




2/

2/
24sin41

sin211
. 

Расчетами установлено, что 1J  при 1R , поэтому можно полагать 

1
kk

c
 .  

Учет свободной поверхности (рис. 2.4) влияет на характер распределения 

коэффициента взаимодействия по полярному углу. Осреднение значения его по 

этому углу указывает на то, что при глубине укладки трубопровода h>2a влияние 

свободой поверхности на коэффициент продольного сдвига может отражаться 

через давление грунта на трубопровод. 

Из анализа результатов расчета можно сделать следующее заключение:  

1. Формирование контактной силы взаимодействия деформируемого 

трубопровода с окружающим грунтом существенно зависит от свойства 

грунтовой среды, выражающегося через экспериментальный коэффициент k0. 

2. При отсутствии модели окружающего трубопровод грунта и решении 

соответствующей внешней контактной задачи наиболее достоверным остается 

экспериментально возможный способ определения зависимости между 

действующей на торец продольной силы и перемещением сечения этого торца, 

поскольку эта зависимость содержит первичные данные о физико-механических 

свойствах грунта вблизи контактной поверхности трубопровода. 

3. На заключение автора статей [23, 24], по поводу использования 

коэффициентов упругого отпора грунтового основания в расчетах фундаментов 

(жестких тел) сооружений для описания законов взаимодействия трубопровода 


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с грунтом, следует отнестись с осторожностью, поскольку вывод сделан на 

основании решения задачи колебаний для бесконечного трубопровода. На 

значение коэффициента взаимодействия влияют не только свойства грунта и 

длина трубопровода, а также глубина его заложения. Отсутствуют 

экспериментальные данные, позволяющие оценить опытным путем влияние 

длины волны и геометрии трубопровода на формирование коэффициента 

продольного сдвига k1.  

4. Учет свободной поверхности упругой среды приводит к 

криволинейному характеру закона распределения коэффициента продольного 

сдвига по дуге окружности. Осреднение его значения по этому углу указывает на 

то, что при глубине укладки трубопровода h>2a влияние свободой поверхности 

на коэффициент продольного сдвига может отражаться через давление грунта на 

трубопровод. 

5. Для инженерных расчетов при действии длинных сейсмических волн 

можно использовать коэффициент 
1

k , определенный опытным путем. 

 

 

2.2. Действие сейсмических волн на трубопроводы при нелинейном 

законе взаимодействия их с грунтом  

 

Многие задачи механики, математически формулируемые при помощи 

линейных дифференциальных уравнений, строго говоря, нелинейные. 

Линеаризация задач механики производится исключительно для того, чтобы 

избежать математических трудностей, связанных с решением нелинейных 

дифференциальных уравнений, и воспользоваться для наглядной интерпретации 

результатов теорией линейных уравнений. 

Широкое применение механики стержневых систем в различных областях 

строительства требует повышения точности анализа, исследуемых в 

трубопроводных системах, что в свою очередь приводит к необходимости 

описания эффектов, которые не могут учитываться линейными теориями. 

Сказанным объясняется все возрастающий интерес, проявляемый в последние 

годы к математически несравненно более трудным, но зато и более 

привлекательным не линеаризованным задачам относятся к области, в которой в 

настоящее время накопилось большое число отдельных исследований. 

Использование теории упругости в механике стержневых систем 

сопровождается следующими двумя процессами линеаризации. Первый из них, 

касающийся геометрии деформированного стержня, основан на предположении, 

что безразмерные величины, определяющие деформацию, весьма малы. Поэтому 

можно достаточно точно описать деформированное состояние, отбросив высшие 

степени в компонентах конечных деформаций как малые величины по 

сравнению с первыми степенями, и такой процесс линеаризации называется 

геометрической линеаризацией. Второй процесс линеаризации относится к 

физическим свойствам материала стержня и кривой зависимости контактной 

силы взаимодействия стержня с внешней средой. Этот процесс основан на 
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предположении, что напряжения и деформации связаны линейным 

соотношением (закон Гука), и что сила взаимодействия стержня с внешней 

средой подчиняется линейному закону (физическая линеаризация). В 

соответствии со сказанным имеются различные возможности построения 

нелинейной теории. Во-первых, можно отказаться от геометрической 

линеаризации, но сохранить физическую линеаризацию, следовательно, 

предположить, что закон Гука и линейная связь между контактной силой и 

перемещением сечений стержня (закон Винклера) справедливы для больших 

значений деформаций и относительного смешения. Во-вторых, можно исходить 

из предположения о том, что при деформациях, допускающих линеаризацию, 

имеет место заметное отклонение от закона Гука. Это предположение, 

подтверждаемое действительным поведением многих материалов, а также 

зависимостями между контактной силой и перемещениями сечений стержня, 

заставляет уже при малых деформациях и перемещениях ввести дополнительные 

нелинейные члены в определяющее уравнение состояния материала стержня и в 

зависимости контактной силы от перемещения. 

В настоящей работе используется модель геометрически нелинейной 

теории деформации стержня, а также нелинейная зависимость контактной силы 

на поверхности стержня от перемещений его сечений. Модель линейной 

деформации стержня и линейной зависимости между контактной силой и 

перемещением сечений трубы использована при решении задач сейсмодинамики 

подземных сооружений [27 – 29]. Однако, анализ результатов опытных данных 

[37] указывает на более сложную зависимость контактной силы взаимодействия 

от перемещения сечения трубы относительно грунта.  

Рассмотрим задачу о действии на вставленный в грунтовую среду 

бесконечный стержень (трубопровод) стационарной волны, движущейся вдоль 

его оси. Обозначим через w(r,Z) и U(Z) продольные перемещения частиц 

грунтовой среды и сечения трубопровода, в цилиндрической системе координат 

(r,Z). Введем новую переменную  

ztcZ 
1 . 

Здесь  /)2(
1

c  – скорость распространения продольных волн в 

грунтовой среде, где λ, μ – коэффициенты Ламе; ρ – плотность грунта. На 

поверхности контакта стержня и грунта действует сила взаимодействия, 

величина которой принимается зависящей от разности перемещений частиц 

грунта и сечения трубопровода по закону [3] 

22

2

ba

a
F





,      (2.2.1) 

где a  и b  – внутренний и внешний радиусы трубопровода;   – интенсивность 

касательной силы на поверхности трубопровода, определяемая зависимостью  

)]()([
1

ZUZwf  ,     (2.2.2) 

где f(u) – экспериментальная функция, характеризующая закон взаимодействия 

трубопровода  с  грунтом;  w1=w1(Z)=w(a,Z)  –  перемещение   частиц  грунта  на 
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поверхности трубопровода, w(r,Z) определяется по формуле [3] 
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Zww ln

ln

)()(
)( 10

1 ,    (2.2.3) 

где w0(Z) – перемещение частиц грунта за фронтом сейсмической волны;  

R  – глубина заложения трубопровода в грунтовой среде. 

Учитывая зависимость 
dr

dw
  , установим связь между перемещениями 

w1(Z), w0(Z) и U(Z) 

)]()([
)/ln(

)()(
101

ZUZwf
aRa

ZwZw 


.    (2.2.4) 

Для определения перемещения сечений трубопровода (стержня) 

используем физическую нелинейность в соотношении между продольным 

напряжением и деформацией [4] 
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Уравнение движения сечения трубы в переменной ztcZ 
1  с учетом 

(2.2.2) записываем в виде 
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где 
3

a  – параметр нелинейности; E  – модуль Юнга материала трубы; ccM  /
1

, c' – скорость распространения продольной волны в стержне.  

Дифференцируя (2.2.4) по переменной z, получаем 

 
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Равенства (2.2.6) и (2.2.7) составляют систему уравнений для определения 

перемещений U(Z) и w1(Z). 

Рассмотрим частные случаи: 

1. Стержень геометрически линейный и закон взаимодействия между трубой 

и грунтом линейный 

0
3
a ,     ZUZwkf 

1
 . 
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Уравнение (2.2.6) приводится к виду, которое получено в работе [2]  
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Здесь 
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pp  ; верхние знаки берутся в случае M>1, а нижние – в случае M<1, 
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2. Стержень геометрически нелинейный, а закон взаимодействия 

линейный. В этом случае относительно U(Z) получаем нелинейное уравнение  
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3. Стержень геометрически нелинейный, а закон взаимодействие 

квадратичный:  
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Здесь k и 1
k  – опытные данные. 

В этом случае 0
3
a , функция )(

1
Zw  удовлетворяет квадратному 
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Решая последнее уравнение относительно 1
w , получаем 
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Выражение касательного усилия имеет вид 
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При малых значениях отношения kk1  имеем разложение  
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Подставляя выражение   в равенство (2.2.6), получаем нелинейное 

дифференциальное уравнение для определения )(ZU  
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Вид начальных условий для нахождения решения уравнения относительно 

)(ZU  зависит от числа M. Если M>1, то начальные данные определяются из 

условий покоя сечения стержня на фронте волны, т.е. принимаются условия: 

0,0 
dz

dU
U      при 0Z . 

При M<1 движение сечения трубопровода происходит по всей его длине. 

В связи с этим область движения разделяем на два участка: 0 Z  и  Z0 , 

где решения уравнения обозначим соответственно через )(
1

ZU и )(
2

ZU , 

удовлетворяющие условиям:  

)(
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ZU  ограничено при Z , 
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а также условиям непрерывности функции )(
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ZU и )(
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ZU , и их производных на 

фронте бегущей волны 0Z , т.е. 
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Рассмотрим случай a3=0. В этом случае имеем  
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При малых значениях   имеем 

0)](1)[(
020

2  wUwUpU  .    (2.2.11) 

Можно показать, что уравнение (2.2.11) для разности 
0

wU   приводится к 

параметрическому. 

На рис. 2.5 представлены кривые зависимости осевого напряжения от 

переменной Z для M=2; a=0.1 м; b=0.095 м; R=1; γ1=ka/E'=0.05; γ2=ka/μ=0.5 и 

различных значений параметра нелинейности ε=k1/k при изменении 

перемещения частиц грунта за фронтом волны по закону ZAw sin
00

 , где в 

расчетах принято A0=0.05 м; ω=1/15 м. 
ε=0                                                         ε=-50 
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ε=-100                                                             ε=-150 

       
 

 

ε=-170                                                       ε=-175 

        
 

Рис. 2.5. Кривые зависимости осевого напряжения σ (МПа) от переменной Z для различных 

значений параметра нелинейности kk1  
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2.3. Продольно-изгибные нелинейные колебания трубопровода под 

действием волны Релея  

 

Используется модель геометрически нелинейной теории деформации 

стержня для описания продольно-поперечного движения подземного 

трубопровода в виде стержня постоянного поперечного сечения с учетом 

физического нелинейного деформирования. 

Постановка задачи. Установим начало координат в начальном сечении и 

направим ось Ox вдоль оси трубопровода. Полагаем, что на поверхность 

трубопровода со стороны окружающего грунта действует контактная сила, 

пропорциональная вектору перемещения сечений трубопровода. 

Потенциальную и кинетическую энергии стержня при его продольно- 

поперечном деформировании представим в виде [18, 19]: 
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где u=u(x,t) и v=v(x,t) – продольное и поперечное смещения сечения стержня; E 

и ρ – модуль Юнга и плотность материала стержня; F, L и J – площадь 

поперечного сечения, длина и момент инерции сечения стержня. 

Пользуюсь принципом минимума Эйлера-Лагранжа, получим систему 

нелинейных уравнений [18] 
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где    txvPtxuP
vu

,,,,,  – известные выражения сил сопротивления окружающей 

среды, в продольном направлении. Уравнения (2.3.3) – (2.3.4) составляют 

связанную нелинейную систему и ее решение можно получить численно. В 

зависимости от постановки задачи их можно привести к упрошенной форме.  

Для анализа устойчивости и оценки напряженного состояния стержня 

используем подход, предложенный в работе [25]. 

С целью упрощения постановки задачи считаем, что угол наклона 

изогнутой оси (стержня) балки к ее оси близко к нулю, поэтому полагаем, что 

u(x,t) перпендикулярен к оси стержня, за которой перемещения частиц грунта 

меняются по закону, представленному в работе [28] 

             txvtxvktxPtxutxuktxP
vvuu

,,,;,,,
00

 , 



57 
 

где ku, kv – коэффициенты сдвигового и поперечного взаимодействия 

трубопровода с грунтовой средой; u0(x,t) и v0(x,t) – перемещениия частиц грунта 

за фронтом волны 
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RR

  cos,,sin,
0000

, 

где A0, B0 – осреднённые по контуру трубопровода перемещения частиц грунта 

за фронтом волны Релея; ω – частота колебаний; ξR – волновое число. 

С учетом выражений для u0, v0 и условия   0
2
 xv  система (2.3.3) – 

(2.3.4) записывается в виде 
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В торцевых сечениях стержня для перемещения u(x,t) выполняются 

условия  
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где k01, k02 – коэффициенты упругого отпора и продольного сдвига грунта; H(z) – 

функция Хевисайда; λR=2π/ξR – длина волны. 

Вводя разрывы производных в сечениях x=0 и x=L с учетом (2.3.7) и (2.3.8), 

уравнение (2.3.3) записываем в виде 

          


























xtutuktxu

x
tHtxuk

t

u
F

x

u
EF

R

u



 ,0,0,,

00102

2

2

2

 

      0,,
002

















 xL

L
tHtLutLuk

R




 ,   (2.3.9) 

где δ(z) – дельта функция Дирака. 

В принятых предположениях уравнение (2.3.9) для продольного 

составляющего перемещения решается независимо от уравнения (2.3.4). Далее 

после нахождения функции ( , )u x t  из (2.3.9) находим из уравнения (2.3.4) прогиб 

v(x,t). Решение уравнения (2.3.9), удовлетворяющее условиям разрыва 

производных: 
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u
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
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u
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представим в виде ( Lx )    
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где  
i

 – собственные функции, определяемые по формулам  
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Собственные числа  определяются из уравнения 
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Подставляя выражение (2.3.10) в (2.3.9), получаем 
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Умножаем обе стороны равенства на собственные функции φk(ξ) и далее 

интегрируем по ξ в интервале 0<ξ<1, и, учитывая условие ортогональности  
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Решение уравнения (2.3.9) при нулевых начальных условиях имеет вид 
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Уравнение (2.3.4) с учетом выражения u=u(ξ,τ) представим в виде  
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Рассмотрим стержень с шарнирно закрепленными торцами 
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Для нахождения решения уравнения (2.3.12), удовлетворяющего нулевым 

начальным и граничным условиям (2.3.13), применим метод Бубнова-Галеркина 

[5], согласно которому прогиб стержня на отрезке 0<ξ<1 представим в виде 

разложения по ортогональным функциям с коэффициентами Wi(τ) 

𝑣 = ∑ 𝑊𝑖(𝜏) 𝑠𝑖𝑛 𝑖 𝜋𝜉∞
𝑖=1 .     (2.3.14) 

После подстановки выражения (2.3.14) в (2.3.12), получаем 
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Учитывая независимости функций Wi(τ), получаем  
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Уравнение (2.3.15) является уравнением метода Бубнова – Галеркина, на 

практике используется не бесконечное число членов в сумме по индексу j, а 

ограниченное количество этих членов. Тогда формула (2.3.15) дает систему 

конечного порядка и решение методом Бубнова – Галеркина является 

приближенным, дающим верхнюю оценку для искомой величины.  

Результаты расчетов продольных напряжений при различной длине волны 

λR для трех сечений трубопровода представлены на рис. 2.6. В расчетах принято 

E=2·1011 Па; ρ0=7800 кг/м3; с2=800 м/c; ku=106 Н/м2; kv=1.2ku; k01=k02=107 Н/м; 

R=1.5 м;L=50 м; A0=0.003 м; B0=0.1A0. 

 

λR=200 м                                                 λR=100 м  

      
 

 

λR=50 м 

 
Рис. 2.6. Изменения продольного напряжения для различных значений длины волны λR по 

безразмерному времени τ=c0t/L в различных сечениях трубопровода ξ=x/L:  

1 – красные при ξ=0; 2 – черные при ξ=0.5; 3 – синие при ξ=1 

 

Из анализа кривых представленных на рис.2.6 следует, что с ростом длины 

волны Релея изменения напряжений по времени в сечениях трубопровода 

приобретают высокочастотный колебательный характер с возрастающей 

амплитудой. Расчеты, выполненные при выбранных параметров, показали 

незначительное влияние изгибных составляющих на напряжённое состояние 

трубопровода. 
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2.4. Оценка влияния волнового характера взаимодействия на 

напряженное состояние деформируемых трубопроводов 

 

Для анализа поведения деформируемых трубопроводов, 

взаимодействующих с грунтом, сначала рассмотрим случай воздействия 

сейсмических волн на трубопровод конечной длины, фронт волны которой 

параллелен или перпендикулярен к оси трубопровода. При этом влиянием 

самого трубопровода на параметры волнового поля окружающей среды не 

учитываем. При действии поперечной волны с фронтом параллельным к оси 

трубопровода, вся длина трубопровода будет находиться в поле действия 

поперечных волн и если не учитывать время обтекания фронтом волны 

поверхности трубопровода и ее отражения от свободной поверхности, то можно 

использовать уравнение движения трубопровода, приведенное в работе [32] 

)(
0

2 tubuuau
xxtt

 .    (2.4.1) 

Здесь ),( txu  – продольное перемещение сечений трубопровода относительно 

грунтовой среды; /Ea   – скорость распространения продольной волны в 

трубопроводе; FDkb  / , где E  и   – модуль Юнга материала и плотность 

трубопровода; D  и F  – его наружный диаметр и площадь поперечного сечения; 

k  – коэффициент жесткости продольного сдвига; )(
0

tu  – перемещение частиц 

грунта, параллельное оси трубопровода, 
2

0

2

0
dt

ud
u  ; x  – продольная координата 

вдоль оси трубопровода; t – время. Начало координат установлено в точке O (рис. 

2.7). 

Решение уравнения (2.4.1) при нулевых начальных условиях и отсутствия 

относительного смешения в сечениях 0x  и Lx  , имеет вид 
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Здесь 
L

bLan
n

2222 



 . 

Решение (2.4.2) уравнения (2.4.1) получено в рамках предположений, 

принятых в работах [27 – 29], и поэтому его в рамках принятых предположений 

можно использовать для оценки сейсмостойкости трубопровода конечной 

длины.  

Рассмотрим случай действия продольной волны на трубопровод, за 

фронтом которой частицы среды (грунта) определяются по закону )/(
0

cxtu    

(c – скорость распространения продольной волны в окружающей среде). 

Полагаем, что волна начинает взаимодействовать с трубой в момент времени t=0. 

Схема волнового взаимодействия среды с трубой при отсутствии вторичных 

отраженных и дифракционных волн показана на рис. 2.7. 
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Рис. 2.7. Схема взаимодействия плоской продольной волны с трубопроводом конечной 

длины 

 

Уравнение движения в рассматриваемом случае записывается в виде  
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где acM / , )(zH  – единичная функция Хевисайда. 

Решение уравнения (2.4.3) при вышеуказанных условиях можно 

представить в виде  
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Если не учитывать время обтекания трубопровода волной, т.е. считать, что 

вся его длина мгновенно охватывается волной, то следует полагать c  (

M ), т.е. отсутствует волновой характер взаимодействия, в этом случае 

решение (2.4.3) переходит к виду (2.4.2). Таким образом волновой характер 

сейсмического воздействия может существенно изменить сейсмонапряженное 

состояние трубопровода и поэтому используемые на практике подходы, 

представленные в работах [31 – 35], могут давать значительные погрешности. В 

качестве примера рассмотрим частные представления функции )(
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решение (2.4.2) представим виде 
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где       )]cos(1[
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Если не учитывать волновой характер взаимодействия волны с 

трубопроводом )( M , то функция 
n

P  имеет вид 

)]cos(1[ nP
n

 . 

На рис. 2.8 и 2.9 представлены кривые изменения напряжений 


 uE
0

(МПа), возникающих в грунтовой среде (а) и в сечениях трубопровода при 

относительном перемещении σ1(МПа) (б) по безразмерному времени τ с учетом 

волнового взаимодействия трубопровода с грунтовой средой для двух его длин 

L и скорости распространения волны.  

В расчетах принято Па102 10E , 
3кг/м3000 , м6.0D , толщина 

трубы м01.0 , 
2м/с4J . Для оценки влияния числа Маха использована 

формула TaLM
v
/  (

v
L и T  – длина и период колебаний действующей волны, 

где принято Т=0.2 с)  
м/с250c , м10L  

     
м/с500c , м10L  

    

Рис. 2.8. Изменение напряжений σ0(МПа) и σ1(МПа) по времени t для двух скоростей 

распространения волны в различных сечениях трубопровода длиной L=10 м:  

1 – ξ=0; 2 – ξ=0.25; 3 – ξ=0.5; 4 – ξ=0.75; 5 – ξ=1 
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м/с250c , м50L  

     
 

м/с500c , м50L  

      

Рис. 2.9. Изменение напряжений σ0(МПа) и σ1(МПа) по времени t для двух скоростей 

распространения волны в различных сечениях трубопровода длиной L=50 м:  

1 – ξ=0; 2 – ξ=0.25; 3 – ξ=0.5; 4 – ξ=0.75; 5 – ξ=1 

 

На рис. 2.10 представлены кривые изменений напряжения в сечениях 

трубопровода при отсутствии волнового характера взаимодействия волны с 

трубопроводом для двух его длин L. 
 

L=10 м                                                          L=50 м 

     

Рис. 2.10. Изменение напряжений σ1(МПа) по времени t (с)  

в сечениях трубопровода в случае отсутствия волнового характера взаимодействия:  

1 – ξ=0; 2 – ξ=0.25; 3 – ξ=0.5; 4 – ξ=0.75; 5 – ξ=1, для двух длин трубопровода 
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2. Перемещение частиц грунта за волной меняется по закону 

)]//(2sin[
000 v

LLTtAu   , где м005.0
0
A . В расчетах принято м/с250c . 

Результаты расчетов для напряжений σ0 и σ1 представлены на рис. 2.11 – 2.12.  

А на рис. 2.13 представлены кривые изменения напряжений в различных 

сечениях трубопровода для двух его длин в случае отсутствия волнового 

характера взаимодействия трубопровода с окружающим грунтом. 
 

м10L  

    
 

м50L  

      

Рис. 2.11. Изменения напряжений σ0(МПа) и σ1(МПа) по времени t (с)  

для с2.0T  и двух длин трубопровода L (м) в сечениях трубопровода : 

1 – ξ=0; 2 – ξ=0.25; 3 – ξ=0.5; 4 – ξ=0.75; 5 – ξ=1 

 

м20L  
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м50L  

      

Рис. 2.12. Изменения напряжений σ0(МПа) и σ1(МПа) по времени t (с)  

для с4.0T  и двух длин трубопровода L (м) в сечениях трубопровода:  

1 – ξ=0; 2 – ξ=0.25; 3 – ξ=0.5; 4 – ξ=0.75; 5 – ξ=1 

 

L=10 м                                                          L=50 м  

      

Рис. 2.13. Изменения напряжений σ1(МПа) по времени t (с) в сечениях трубопровода в случае 

отсутствия волнового характера взаимодействия для двух длины трубопровода:  

1 – ξ=0; 2 – ξ=0.25; 3 – ξ=0.5; 4 – ξ=0.75; 5 – ξ=1 

 

Из анализа результатов, представленных на рис. 2.11 – 2.12, следует, что 

на изменение напряжений по времени в различных сечениях трубы 

существенное влияние оказывают как длина трубопровода, так и длина волны, 

что указывает на необходимость учета волнового характера взаимодействия 

трубы с грунтом на сейсмонапряженное состояние трубопровода. Сравнивая 

графики, представленные на рис. 2.11 – 2.13, можно считать, что для коротких 

волн появляется необходимость учета волнового процесса в теле трубопровода. 

В случае, когда длина волны намного больше длины трубы, то эффекты 

волновых явлений незначительные. При этом составляющими напряжений, 

связанных с перемещением сечений трубопровода относительно грунта можно 

пренебречь. Для очень коротких волн, сопоставимые с диаметром трубопровода, 

использованные выше расчетные модели непригодны. В этом случае следует 

рассмотреть внешнюю задачу о волновом взаимодействии трубопровода с 

окружающей средой, где на напряженное состояние трубопровода существенное 

влияние могут оказать вторичные волны, излучаемые колебаниями 

трубопровода. 
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ГЛАВА 3. НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ВОЛНОВЫЕ 
ПРОЦЕССЫ В ПРОТЯЖЕННОМ 
ПОДЗЕМНОМ ТРУБОПРОВОДЕ ПРИ  
ЕГО ВЗАИМОДЕЙСТВИИ С ГРУНТОМ  
ПО КУСОЧНО-ЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ  

 

 

Наблюдения за последствиями сильных и очень сильных землетрясений 

показывают, что надземные здания и сооружения без сеймозащитных 

мероприятий испытывают повреждения и разрушения, подземные 

трубопроводы получают повреждения в виде разрыва стыков и самих труб. 

Подземные сооружения обеспечены естественной сейсмоизоляцией, но 

несмотря на это очень сильные и катастрофические землетрясения выводят 

системы жизнеобеспечения из строя. Поэтому изучение сейсмодинамических 

процессов в подземных трубопроводах под воздействием землетрясения стало 

одним из важных направлений механики. Материалы этой главы были 

опубликованы в статьях [35, 39 – 45]. 

История развития исследований по оценке воздействия сейсмической 

волны на подземный трубопровод приведено в [24, 28, 37, 38, 46]. 

Экспериментальные исследования [28, 34, 37] позволили обосновать 

упрощенные модели вязкоупругого и упругопластического взаимодействия 

грунта и трубопровода. Здесь, при определенных условиях, основную роль 

играет свойство грунта, это подтверждает проведенные эксперименты по 

определению модуля сдвига мелкозернистого грунта при различных скоростях 

нагружения [47]. 

Стационарная задача сейсмодинамики протяженного прямолинейного 

трубопровода с нелинейными моделями взаимодействия с использованием 

функции пластичности рассмотрена в [48]. 

 Обзоры теоретических и экспериментальных исследований по 

математическому моделированию динамических процессов в подземных 

трубопроводах при воздействии сейсмических волн приведены в работах [49 – 

56]. Экспериментальные исследования показывают, что состояние подземного 

трубопровода под воздействием сейсмических волн изменяется в основном в 

зависимости от характеристик грунта и действующих через грунт сейсмических 

волн [31, 47]. 

Некоторые подземные коммуникации построены и эксплуатируются в 

сейсмоопасных районах. Это обстоятельство требует надежного обеспечения 

сейсмической безопасности подземных сооружений и трубопроводов [57 – 60]. 

В линейных задачах сейсмодинамики подземных сооружений в системе 

уравнений движения входят члены без производных от перемещений и углов 

поворотов [28, 32, 33]. Построение конечно-разностных схем для таких 

уравнений без паразитных осцилляций приведено в [61–63]. Пространственные 

задачи для сложных систем подземных трубопроводов рассмотрены в [64–67]. 
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В работах [34, 68] модель взаимодействия трубопровода с грунтом не 

является универсальным и не полностью отражает нелинейный характер 

диаграммы «касательное напряжение – относительное перемещение», имеется 

разрыв касательного напряжения в начале разгрузки, переход в состояние 

структурного разрушения в основном связан с уменьшением динамического 

давления в грунте. Поэтому в работах [35, 41, 44] исследованы закономерности 

возникновения и распространения волн деформаций в трубопроводе в случае 

кусочно-линейной аппроксимации нелинейной диаграммы, определенной 

экспериментально, при меньшей скорости распространения волны в грунте по 

сравнению со скоростью распространения волны в трубопроводе. Расположение 

подземных трубопроводов близко к дневной поверхности и то что сейсмические 

волны имеют три компоненты, а также грунты имеют нелинейный характер 

деформирования требует постановки трехмерной нелинейной динамической 

контактной задачи механики деформируемого твердого тела, решение которой 

приводит большим трудностям.  

Значительное различие физико-механических характеристик 

трубопровода и его окружающего грунта в процессе деформирования приводит 

к локализации сдвигов [69, 70] в грунте непосредственно около трубопровода. 

Учитывая то обстоятельство, что сейсмические волны от землетрясений 

являются низкочастотными, строятся упрощенные модели взаимодействия 

трубопровода с грунтом, в которых не учитываются отраженные 

(дифрагированные) волны от трубопровода, а распространяющаяся волна в 

грунте считается заданной. Рассмотрены различные упрощенные модели 

взаимодействия протяженного подземного трубопровода с грунтом [28, 31, 34, 

35, 41, 47, 71–73]. Впервые в [27] получены аналитические решения задачи о 

воздействии стационарной гармонической волны на бесконечный подземный 

трубопровод при разных отношениях скоростей распространения волн в грунте 

и трубопроводе. Сравнение результатов воздействия волны, 

распространяющейся в грунте, полученные по разным моделям взаимодействия 

трубопровода с грунтом с учетом разрушения структуры грунта и идеального 

упругопластического тела показало, что в практических расчетах для 

сейсмических волн от землетрясений можно использовать модель 

взаимодействия в форме идеального упругопластического тела [35, 41, 73, 74]. 

Численное решение осесимметричной контактной задачи сейсмодинамики 

подземных трубопроводов при действии синусоидальной волны получены 

методом конечных элементов до момента времени 0.04 с приведены в [75]. В 

работе [61] при численном решении одномерной волновой задачи с разрывами 

на фронте волны напряжения показано, что паразитные осцилляции 

отсутствуют, если использовать при конечно-разностной аппроксимации 

предельное условие устойчивости Куранта. 

Представляет определенный интерес поведение протяженного подземного 

трубопровода, когда поверхностная сейсмическая волна воздействует на 

трубопровод под углом. Наклонная волна к трубопроводу может быть 

представлена в виде продольных и поперечных волн, распространяющихся 
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вдоль трубопровода с «видимыми» скоростями, большими чем скорость 

падающей волны [72, 76, 77].  

В данной главе приведены исследования задач сейсмодинамики 

протяженного прямолинейного подземного трубопровода, взаимодействующего 

с грунтом по билинейной [39], нелинейной с учетом структурного разрушения 

грунта [41, 42, 44] и разжижения грунта моделям [40]. В качестве решения задач 

применяется явная конечно-разностная схема с использованием логического 

алгоритма определения переходов из одного состояния в другое состояние.  

Задача сейсмодинамики протяженного подземного трубопровода, 

взаимодействующего с грунтом по модели сухого трения Кулона-Амонтона, в 

стационарном случае была решена А.А. Ильюшиным и Т.Р. Рашидовым [27, 28]. 

Нестационарные задачи воздействия волн напряжения, со скачками на переднем 

и заднем фронтах, на полубесконечный трубопровод решены методом 

характеристик Л.В. Никитиным [78, 79]. Задача выдергивания заклиненной 

вертикальной буровой трубы ударными нагрузками в рамках модели сухого 

трения была решена методом конечных разностей И. Мирзаевым [80]. Позже, 

разработанный алгоритм решения нелинейной задачи использован в [81, 82]. 

Следует отметить, что динамические задачи с сухим трением являются 

существенно нелинейными задачами [83,84]. В [85] рассмотрены вопросы 

выбора оптимального значения параметров модели идеального 

упругопластического взаимодействия здания с фундаментом для снижения 

воздействия землетрясения. При изучении движения материальной точки на 

шероховатой плоскости [86] предполагается, что на материальную точку всегда 

действует сила сухого трения, направленная против движения, при этом 

многократные остановы и скольжения не рассмотрены. В [87] взаимодействие 

фундамента с основанием рассматривается как модель упругопластического 

тела. В работах [88–90] рассмотрены задачи с сухим трением при различных 

моделях, определение начала скольжения не рассматривается. 

В динамических задачах двух абсолютно твердых тел с сухим трением 

Кулона значение силы трения до начала скольжения является неизвестной 

величиной, и поэтому в строгой постановке задачи определение начала 

скольжения становится проблематичной. В опубликованных работах для обхода 

этой проблемы вводят упругий участок в модель взаимодействия двух тел, либо 

начало скольжения связывают со значением действующих на тела внешних сил, 

не учитывая ускорения тел. 

В отдельном параграфе приведено построение конечно-разностной схемы 

с логическим алгоритмом для численного решения задач сейсмодинамики 

протяженного подземного трубопровода, взаимодействующего с грунтом по 

модели сухого трения Кулона-Амонтона, для длинной волны различной формы. 

Показаны закономерности формирования и распространения волн в 

трубопроводе. 

Исследование поведения подземных трубопроводов в разжижаемых 

грунтах при землетрясении привлекает внимание ученых, занимающихся 

вопросами подъема трубопроводов во время землетрясения. Обзор работ в этом 
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направлении приведен в [91–93]. Большинство работ посвящено 

экспериментальному изучению всплытия трубы в лабораторных условиях, 

отдельные статьи посвящены теоретическим исследованиям этого процесса. В 

работе [92] приведены условия перехода грунтов в разжиженное состояние. 

Структурное разрушение грунта при сдвиговых деформациях 

наблюдались в проведенных экспериментах [31, 47, 69, 70, 94, 95]. При 

продольном взаимодействии трубопровода с грунтом наибольшую сдвиговую 

деформацию испытывает грунт, находящийся вблизи трубопровода, в этом слое 

грунта происходит структурное разрушение и переход в разжиженное состояние. 

В настоящее время теория сейсмодинамики подземных сооружений 

успешно развивается. Основные идеи определения силы и характера 

взаимодействия различных типов подземных систем строительства с 

окружающей средой стали классическими. Они составляют основу 

теоретических и практических разработок, привели к значительному развитию 

экспериментальных исследований и внедрению результатов исследований в 

инженерную практику. Разработанные ранее основные положения теории 

сейсмодинамики подземных сооружений не потеряли своей актуальности со 

временем, но продолжают развиваться и сейчас находятся на новом, 

прогрессивном этапе своего развития. Реологические закономерности 

взаимодействия сооружений с грунтом были изучены экспериментально. 

Сейсмические волны воздействуют с различной интенсивностью по времени и 

координате. Методы и правила теории сейсмодинамики используются для 

комплексного исследования напряженно-деформированного состояния 

подземных сооружений. В целом изучение сейсмостойкости трубопроводных 

систем достаточно развито, но выбор расчетных моделей с учетом специфики 

специальных инженерных сооружений требует новых подходов [96]. 

Анализ воздействия сильных землетрясений показывает, что 

сейсмостойкость подземных сооружений зависит от направления сейсмической 

волны. Поскольку во время землетрясений на подземные сооружения могут 

воздействовать волны в произвольном направлении, в подземном сооружении 

возникают изгибные и крутильные деформации. Поэтому имеется 

необходимость обеспечения прочности и устойчивости подземных сооружений 

при воздействии сейсмических нагрузок. В этом смысле совершенствование 

численных методов решения задач, выполнение целевых научных исследований 

по расчету сейсмических воздействий в виде реальных записей землетрясений 

при исследовании сейсмодинамики подземных систем жизнеобеспечения 

является одной из наиболее актуальных проблем [65, 96]. 

Существует множество приближенных подходов и методов 

сейсмодинамики подземных сооружений (трубопроводов и туннелей) при 

сейсмическом воздействии и их номинальных напряжений. Учитывая сложность 

расчетной задачи с учетом взаимодействия систем грунта и трубопроводов, 

делаются некоторые предположения. При этом в моделях взаимодействия между 

системами трубопроводов и окружающей средой имеющиеся параметры и 

функции должны быть определены экспериментально [71, 97 – 102]. 
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Учитывая, что подземные трубы расположены близко к поверхности 

земли, предполагается, что трехкомпонентная сейсмограмма, записанная при 

землетрясении, действует как волна, распространяющаяся с определенной 

скоростью под разными углами через вязко-упругую связь на трубопровод. Были 

рассмотрены варианты стальных и полимерных труб [103]. 

В последнем параграфе приведено исследование воздействия 

сейсмических волн по реальным записям землетрясений на пространственно-

расположенных трубопроводных систем. В качестве примера проанализировано 

поведение крестообразной трубопроводной системы.  

 

 

3.1. Волновые процессы в протяженном подземном трубопроводе при 

взаимодействии с грунтом по билинейной модели 

 

Пусть по грунту со скоростью cg распространяется плоская продольная 

волна vg=vg (t – x/cg), нормаль, к фронту которой, параллельна к оси 

трубопровода длины l. Начало координатной оси Ox расположим на левом торце 

трубопровода. Предположим, что движение грунта задано и не искажается из-за 

присутствия трубопровода, который моделируется упругим стержнем. При этом 

взаимодействие трубопровода с окружающего его грунтом учитывается по 

билинейной модели (рис.3.1), константы которой определяются 

экспериментальным путем. 

 

 

Рис. 3.1. Диаграмма зависимости       l

sg

ll

s Uuuk  , соответствующая билинейному 

закону взаимодействия 

 

Уравнения динамики протяженного подземного трубопровода представим 

в форме 
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c начальными условиями  

0
0


t
|u  и 0

0


t
|v , 

а также граничными условиями, свободными от напряжения. Здесь /Ec   – 

скорость распространения волны в трубопроводе; E, ρ – модуль упругости и 

плотность материала трубопровода; ε, v, u – деформация, скорость и 

перемещение частиц по оси трубопровода; vg, ug – скорость и перемещение 

частиц грунта по оси трубопровода; D, F – диаметр и площадь поперечного 

сечения трубопровода; k1 – коэффициент упругого взаимодействия поверхности 

трубопровода с грунтом; k2 – коэффициент взаимодействия в области 

пластичности; τp – абсолютное значение предела упругости касательного 

напряжения; τs, Us – значение бокового касательного напряжения и разность 

перемещений соответствующих точек грунта и трубопровода в момент s-того 

перехода из одного состояния в другое (τ0=0, U0=0). Экспериментальные данные 

[34, 47] показали, что величины k1, k2 и τp зависят от статического и 

динамического давления, а также от скорости нагружения. Для удобства анализа 

получаемых решений величины k1, k2 и τp примем константами. 

В начале процесса нагружения в каждой точке до достижения предела 

упругости, т.е. при 
p

  , значение верхнего индекса l=0 и k(0)=k1. При переходе 

из упругой в пластическую область, т.е. при
p

  , в зависимости от знака  

(ug – u) принимаем l=1 или l=3 и k(l)=k2. Если в процессе величина относительной 

скорости (vg – v) в какой либо точке меняет знак, тогда начинается процесс 

разгрузки в этой точке и соответственно верхний индекс l меняет значение с l=1 

на l=2 или с l=3 на l=4 и k(l)=k1. Процесс разгрузки продолжается пока 
p

l

s
 2 . 

При 
p

l

s
 2  верхний индекс l меняет значение c l=2 на l=3, или с l=4 на l=1 

и k(l)=k2. Но в процессе разгрузки могут быть случаи последующего нагружения 

и выполнения условия l=2 и l

s
   или l=4 и 

l

s
  , тогда процесс переходит в 

пластическую область. Таким образом, верхний индекс l позволяет управлять 

процессом упругопластического взаимодействия трубопровода с грунтом, как 

показано на рис. 3.1.  

Необходимо обратить внимание на два обстоятельства: скорости 

распространения волны в грунте и трубопроводе различаются в несколько раз, и 

взаимодействие трубопровода с грунтом описывается кусочно-линейной 

моделью. 

Разобьем трубопровод длиной L на отрезки размером Δx на m частей 

L=m·Δx. По переменной t определим шаг по времени Δt =Δx/c, являющийся 
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предельным условием устойчивости Куранта для явной конечно-разностной 

схемы. Введем обозначение: q=πD/Fρ. 

Дискретные значения деформации возьмем на концах отрезков Δx, а 

скорости частиц в середине отрезков Δx. По времени дискретные значения 

деформации возьмем в середине шага, а скорости частиц на каждом шаге по 

времени. Представим уравнения (3.1.1) их конечно-разностной аппроксимацией 

первого порядка точности по Δx и Δt 
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   (3.1.2) 

где нижний индекс соответствует координате, а верхний – времени. 

Достаточным условием устойчивости разностной схемы (3.1.2) является 

следующее условие: q·k1·(Δt)2<<1. 

Из уравнений (3.1.2) определяем последовательно: 1
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uv . На 

каждом шаге по времени проверяем значение τ во всех точках. В тех точках, где 

происходит переход к пластическому состоянию (l=1 или l=3), производим 

итерационное уточнение решения методом Ньютона-Рафсона [104]  
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где k – номер итерации. Итерационный процесс продолжается до достижения 

необходимой точности вычисления. Сохраним информацию о переходе в этой 

точке в пластическое состояние, а также значений τs, Us. На последующих шагах 

по времени в этих точках во втором уравнении системы (3.1.2) k(l)=k2. Далее, 

производится проверка на переход в состояние упругой разгрузки по изменению 

знака относительной скорости vg – v. В момент начала разгрузки запоминаются 

значения τs, Us и l=1 или l=3. Здесь так же производим итерационное уточнение 

решения по следующему алгоритму  
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На последующих шагах по времени вычисления производятся в 

соответствии с состоянием процесса взаимодействия в каждой точке. 

Обсудим результаты при конкретных исходных данных. Вычисления 

производились при следующих исходных данных: L=1000 м; D=0.61 м; 

F=0.019 м2; cg=500 м/с; c=5000 м/с; k1=107 Н/м3; k2=106 Н/м3; τp=10 кПа; 

Δt=0.0001 с. 

Проведем расчет действия импульса скорости в виде 

          
gggggmg

cxttHcxttHcxttHcxtHvv //2//2//
000
 , 

амплитудой vgm=0.19 м/с, где где H(t) – функция Хевисайда, t0=0.165 c. 

На рис.3.2 представлены нормированные графики деформации грунта 

εgn=εg/εgm (здесь εgm=0.00038) и трубопровода εn=ε/εgm, а также бокового 

касательного напряжения τn=τ/τp. в различные моменты времени. Эти же 

значения для модели идеального упругопластического тела представлены в виде 

',',',' u
nng

 . Здесь видны разрывность деформации на фронте волны в грунте 

и участки с предельным состоянием по графику бокового касательного 

напряжения. Следует заметить, что боковое касательное напряжение достигает 

предельного состояния перед разрывным фронтом волны в грунте за счет волны 

в трубопроводе. Процесс обратного выталкивания трубопровода, имевшее место 

в модели идеального упругопластического тела, в случае билинейной модели 

взаимодействия при использованных данных k1 и k2 не наблюдается. 
 

 
 

 

Рис. 3.2. Нормированные деформации грунта, трубопровода, бокового касательного 

напряжения в моменты времени: t=0.9 c (a), и перемещения (в метрах) при t=0.9 c (b)  
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На рис.3.3 приведены результаты расчетов, когда заданная волна 

представляется в виде импульса  

)]/()/([]/)/(cos[]/)/(sin[2
000 gggggmg

cxttHcxtHtcxttcxtvv   .  

Так как разрывного фронта волны в грунте в этом случае отсутствует, 

предельное состояние бокового касательного напряжения наступает впереди 

фронта волны в грунте на небольшом расстоянии от левого торца трубопровода 

на короткое время, а затем исчезает. Здесь так же не наблюдается процесс 

обратного выталкивания трубопровода. 

 

 
 

 

Рис. 3.3. Нормированные деформации грунта, трубопровода, бокового касательного 

напряжения в моменты времени: t=0.9 c (a), и перемещения (в метрах) при t=0.9 c (b) 

 

На рис.3.4 приведены результаты расчетов, когда заданная волна 

представляется в виде импульса 

)]/()/([]/)/(cos[
00 ggggmg

cxttHcxtHtcxtvv   . 

Сравнение рис.3.2 и 3.3 показывает, что картины формирования и 

распространения волны в трубопроводе зависит от формы волны, 

распространяющейся в грунте. 
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Рис. 3.4. Нормированные деформации грунта, трубопровода, бокового касательного 

напряжения в моменты времени: t=0.9 c (a) и перемещения (в метрах) при t=0.9 c (b) 

 

Приходим к следующему заключению. Показана применимость метода 

конечных разностей по явной схеме для решения нестационарной задачи о 

воздействии плоской продольной волны, распространяющейся в грунте, на 

подземный трубопровод конечной длины при взаимодействии его с грунтом по 

билинейной модели. Получены численные значения скоростей, деформаций и 

боковых касательных напряжений для разных форм волны. Показан процесс 

формирования и распространения волны в трубопроводе. Остаточные явления 

после прохождения волны зависят от формы волны. Полученный эффект 

обратного выталкивания трубопровода при действии импульса перемещения, 

распространяющегося в грунте, в виде синуса в квадрате и равнобедренного 

треугольника в случае билинейной модели взаимодействия при k2/k1=0,1 не 

наблюдается. 

 

 

3.2. Исследование сейсмодинамики подземного трубопровода на 

основе экспериментальных кривых взаимодействия с грунтом 

 

Пусть по грунту распространяется со скоростью cg заданная плоская 

продольная волна vg(t-x/cg)·H(t-x/cg), нормаль, к фронту которой, параллельна к 

оси трубопровода длины L. Начало координатной оси Ox расположим на левом 

торце трубопровода. 
Модель нелинейного взаимодействия трубопровода грунтом, исходя из 

экспериментальных диаграмм, представим, как на рис. 3.5. На этом рисунке 
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арабскими цифрами обозначены участки модели взаимодействия. В 

соответствии с этим введем функцию состояния S(x,t) для каждой точки 

деформируемого трубопровода. Функция S(x,t) для фиксированного значения 

x=xi является кусочно-постоянной функцией t и может принимать 

целочисленные значения от 1 до 6. Эта функция позволяет математически 

корректно сформулировать нестационарную нелинейную задачу. 
 

 

Рис. 3.5. Диаграмма зависимости τ=ψ(σN,ug-u)(ug-u) 

 

Диаграмма зависимости «касательное напряжение – относительное 

перемещение» (рис. 3.5) может задаваться любыми кривыми для представления 

экспериментальных данных. В частном случае далее выберем зависимость, 

представленную в [31, 68]. Сейсмическая нагрузка на подземный трубопровод 

действует через грунт и определяется, в случае продольного взаимодействия 

трубопровода с грунтом, по соотношению [31] 

τ=ψ(σN,ug – u)(ug – u). 

Здесь τ – касательное напряжение, возникающее на поверхности контакта 

трубопровода с грунтом; σN – нормальное к поверхности контакта давление. 

Экспериментальными исследованиями установлена зависимость силы 

взаимодействия τ от глубины заложения подземного трубопровода. При 

взаимодействии произвольной сейсмической волны с подземным 

трубопроводом имеет место соотношение [31] (приведем с корректировкой знака 

давления σN) 

 
ddN

  ,  DFh
gs

/  , 
ggggd

vc  . 

Здесь h – глубина заложения трубопровода в грунте; s , d  – соответственно 

статическое и динамическое нормальные к внешней поверхности трубопровода 

напряжения грунта; g  – продольное сейсмическое напряжение в грунте при 

распространении продольной волны; D, F – наружный диаметр и площадь 

поперечного сечения трубопровода; 
g

 ,   – удельный вес грунта и материала 

трубопровода;  – коэффициент бокового давления грунта. 
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Поясним модель взаимодействия, представленную на рис. 3.5. На первом 

участке зависимости в соответствии с [31, 68] представим функцию  uugN ,  в 

виде экспоненциальной функции  
NNSgN

KKuu  , , где 












 


 *

1
u

uu

S

g

eK


, и 

примем S(x,t)=1. На участке структурного разрушения грунта примем линейную 

модель и S(x,t)=3, а на участке с сухим трением  vvsign
gf
 , где 

,
Nf

f    при этом S(x,t)=5. Функция состояния с значениями S(x,t)=2, S(x,t)=4, 

S(x,t)=6 представляет состояние линейной разгрузки из состояний S(x,t)=1, 

S(x,t)=3, S(x,t)=5, соответственно. 

Уравнения движения трубопровода в скоростях и деформациях с учетом 

взаимодействия с грунтом имеют вид [39, 40] 
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c начальными условиями 

0
0


t
u  и 0

0


t
v , 

а также с граничными условиями, такими что напряжение на торцах 

трубопровода равна напряжению грунта. Тогда деформации на торцах 

определяются следующим образом 

00 


xgxТ
  и 

LxgLxТ 
 , 

00
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x

ggg
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x E

vc

E
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Lx
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Lx

g

Lx E

vc

E

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



 . 

В предыдущих уравнениях приняты обозначения: /Ec   – скорость 

распространения волны в трубопроводе; uv,,  – деформация, скорость и 

перемещение частиц по оси трубопровода; 
p

  – абсолютное значение предела 

касательного напряжения, после которого начинается разрушение структуры 

грунта; 
f

  – значение касательного напряжения, после завершения разрушения 

структуры грунта и перехода в состояние сухого трения;  

N
K  – дополнительный коэффициент жесткости связи подземного трубопровода 

с контактным слоем грунта; 0
3
k  – коэффициент взаимодействия в области 

разрушения; 
642

,, kkk  – коэффициенты взаимодействия в области разгрузки;  

f – коэффициент трения между частицами грунта; 
sz

  – значение бокового 

касательного напряжения в момент начала разгрузки из любого состояния;  

ss
U,  – значение бокового касательного напряжения и разность перемещений 

соответствующих точек грунта и трубопровода в момент перехода из одного 

линейного участка кусочно-линейной зависимости к другому. 

Система уравнений (3.2.1) – (3.2.3) сводится к нелинейному волновому 

уравнению Клейна – Гордона – Фока при выполнении условия 
N

  > 0. В случае 

возникновения в процессе динамического взаимодействия условия 
N

  < 0 эта 

система уравнений сводится к неустойчивому уравнению Клейна – Гордона [105, 

106]. 

Разобьем трубопровод длиной L на отрезки размером x  на m частей 

xmL  . Определим cxt / , являющийся предельным условием 

устойчивости Куранта. Дискретные значения деформации возьмем на концах 

отрезков x , а скорости частиц в середине отрезков x . По времени дискретные 

значения деформации возьмем в середине шага, а скорости частиц на каждом 

шаге по времени. Введем обозначение:  FDq /  [39, 40]. 

Представим уравнения (3.2.1), (3.2.2) и соотношения (3.2.3) их конечно-

разностными аппроксимациями первого порядка точности по x  и t  [39, 40]. 

;
2

2/1

1

2/1

2/12/1

122/1

1

2/1

j

i

j

i

j

i

j

i

j

i

j

i q
x

c
t

vv























 
 



80 
 

,2/12/1

2/12/1

x

vv

t

j

i

j

i

j

i

j

i











 
 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
 









































































































































































































































































































































































































































;6ипри,5,)(

;и6при,

;5и0)(при,6,

;0)(и5при,)(

;3ипри,5,)(

;4ипри,3,

;и4при,

;3и0)(при,4,

;3ипри,

;1ипри,3,

;2ипри,1,

;и2при,

;1и0)(при,2,

;1ипри,

1

2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

21

1

2/1,2/1

1

2121

1

2/16,2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1,2/1

1

2121

1

2/16,2/1

1

21

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1,2/1

1

21

1

2/1,2/1

1

2121

1

2/13,2/1

1

21

,2/1

1

21

1

2/1,2/1

1

2121

1

2/14,2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1,2/1

1

2121

1

2/14,2/1

1

21

1

2/1

1

21,2/1

1

2121

1

2/13,2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1,2/1

1

2121

1

2/13,2/1

1

21

1

2/1,2/1

1

21

1

2/1,2/1

1

2121

1

2/1

1

21

1

21,2/1

1

21

,2/1

1

21

1

2/1,2/1

1

2121

1

2/12,2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2/1,2/1

1

2121

1

2/12,2/1

1

21

1

2/1

1

21

1

2121

1

2/1

1

21

1

21,2/1

1

21

j

if

j

i

j

if

j

i

j

ig

j

i

f

j

i

j

isi

j

i

j

i

j

igsi

j

i

j

i

j

i

j

ig

j

i

j

isi

j

i

j

i

j

igsi

j

i

j

i

j

ig

j

i

j

if

j

i

j

ig

j

i

j

if

j

i

j

if

j

i

j

ig

j

i

j

iszi

j

i

j

isi

j

i

j

i

j

igsi

j

i

szi

j

i

j

isi

j

i

j

i

j

igsi

j

i

j

i

j

i

j

ig

j

i

j

isi

j

i

j

i

j

igsi

j

i

j

ip

j

isi

j

i

j

i

j

igsi

j

i

j

ip

j

i

j

isi

j

i

j

i

j

igsi

j

i

j

iszi

j

i

j

isi

j

i

j

i

j

ig

j

iNN

j

issi

j

i

szi

j

i

j

isi

j

i

j

i

j

igsi

j

i

j

i

j

i

j

ig

j

i

j

isi

j

i

j

i

j

igsi

j

i

j

ip

j

i

j

i

j

i

j

ig

j

iNN

j

issi

j

i

SSvvsign

SUvtuuk

SvvSUvtuuk

vvSvvsign

SSvvsign

SSUvtuuk

SUvtuuk

SvvSUvtuuk

SUvtuuk

SSUvtuuk

SSUvtuuKK

SUvtuuk

SvvSUvtuuk

SvtuuKK





























 

 

  ,2/

;2/

2/1

1

2/12/1

1

2/1

2/1

1

2/12/1

1

2/1

j

ig

j

ig

j

ig

j

ig

j

i

j

i

j

i

j

i

vvtuu

vvtuu
























 

Из полученных уравнений определяем последовательно:
21
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Где нижний индекс соответствует координате, а верхний – времени. 

Достаточным условием устойчивости разностной схемы является следующее 

условие:   1
2

maxmax
tqKK

NSN
 . 

Из полученных уравнений скорость частиц трубопровода определяется 

следующим образом 
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На каждом шаге по времени проверяем значения τ и  vv
g
  во всех 

точках, при выполнении соответствующих условий (3.2.3) меняем значение 

S(x,t). 
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В тех точках, где происходит переход к следующему линейному кусочку 

аппроксимированной функции взаимодействия, производим итерационное 

уточнение решения методом Ньютона-Рафсона [39, 40]. 
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где k – номер итерации; k  – коэффициент продольного взаимодействия или 

коэффициент жесткости связи частиц грунта с внешней поверхностью 

трубопровода. Следует отметить, что значение 


k  уточняется в процессе 

итерации.  

Если на определенном участке функция взаимодействия является 

нелинейной (при заданной функции), тогда на каждом шаге по времени 

проводится итерационное уточнение решения задачи. При заданной функции 

итерационное уточнение производится в виде 
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В этом случае  1
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
. Итерационный 

процесс продолжается до достижения необходимой точности вычисления по v, в 

нижеприведенных расчетах точность была 10-5 м/с. Сохраним информацию о 

переходе в каждой точке дискретизации, где происходит переход из одного 

состояния в другое, т.е. сохраняем  
s

, uuU
gs
 .  

Качество и точность конечно-разностной схемы проверялись 

уменьшением значения шага по времени. 

Обсудим результаты расчетов. Вычисления производились при 

следующих исходных данных, часть которых взяты из [68]: м1000L ; 

м2.0D ; м18.0d ; м/с1000
g

c ; м/с5000c ; 100
N

K ; 2 ; 

37

3
Н/м101.0 k ; 

37

642
Н/м104  kkk ; м1h ; c0001.0t .  

Пусть по грунту распространяется продольная волна, нормаль к фронту 

которой параллельно к оси трубопровода, 

)/(]/)/(sin[
0 gggmg

cxtHtcxt    

c амплитудой МПа5.0
gm

  [31, 68]. 

Сначала сравним результаты расчетов, когда кривая взаимодействия 

задана в виде функции [68] со случаем аппроксимации ее кусочно-линейной 

моделью при мм5
*
u , без учета структурного разрушения грунта, для оценки 
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кусочно-линейной аппроксимации кривой «касательное напряжение – 

относительное перемещение» при const
N

 . Кусочно-линейная 

аппроксимация функции в каждом линейном кусочке функции взаимодействия 

имеет место 

 
sgNNSs

UuuKK   . 

На рис.3.6 представлены изменение продольного напряжения 

трубопровода 
Т

  в сечениях трубопровода на расстоянии от левого торца 60 м 

при полупериода c1.0
0
t , при этом длина волны в грунте равна 200 м. Для 

сложного вида функции  txuu
gN

,,,   проведены вычисления искомых 

решений с проведением итерации для их уточнения, результаты сравнены с 

результатами при кусочно-линейной аппроксимации кривой, при этом 

относительная погрешность не превышает 2 процента (рис. 3.6).  

 

 

Рис. 3.6. Продольное напряжение в сечениях трубопровода на расстоянии от левого торца 

60 м: 1 – при кусочно-линейной модели; 2 – при заданной функции 

 

На рис.3.7 представлены перемещения точек трубопровода. 

м01659,0
мин

u  при кусочно-линейной модели и м01643,0
мин

u  при 

задании диаграммы «касательное напряжение – относительное перемещение» в 

виде функции. Результаты сравнены с результатами при кусочно-линейной 

аппроксимации кривой, при этом относительная погрешность не превышает 

0,99 %. 

 

Рис. 3.7. Перемещения в сечениях трубопровода на расстоянии от левого торца 60 м:  

1 – при кусочно-линейной; 2 – заданной функции  
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На рис.3.8 представлено изменение продольного напряжения 

трубопровода 
Т

  в сечениях трубопровода на расстоянии от левого торца 200 м 

при учета динамического давления волны в грунте на трубопровод со значением 

3.0 . Если использовать воздействие в виде гармонической волны, тогда 

уравнение приводится к неустойчивому уравнению Клейна-Гордона [105, 106], 

так как значение коэффициента взаимодействия становится отрицательным при 

положительных значениях d
 , больших по модулю от статического давления.  

Для оценки результатов работы [68] были проведены расчеты при 

различных значениях частоты 50, 2 и 1 Гц гармонической волны. 

МПа33.13
махТ

  при 0  и МПа65.34
махТ

  при 30.  при 50 Гц.  

МПа15.53
махТ

  при 0  и МПа04.54
махТ

  при 30.  при 2 Гц.  

МПа90.53
махТ

  при 0  и МПа14.54
махТ

  при 30.  при 1 Гц.  

Из результатов видно, что максимальное значение продольного 

напряжения в трубопроводе 
Т

  сильно зависит от частоты сейсмической волн. 

Видно, что максимальное значение продольного напряжения в трубопроводе 

увеличивается при учете динамического давления при 30.  в 2.6 раза при 50 

Гц, в 1.016 раза при 2 Гц и в 1.004 раза при 1 Гц. 

Следует отметить, что это связано с увеличением значения коэффициента 

взаимодействия трубопровода с грунтом при 30. .  

 

 

Рис. 3.8. Продольное напряжение в сечениях трубопровода на расстоянии от левого торца 

200 м при разных частотах 

 

В связи с тем, что трубопровод заглублен на глубине 1 м на динамическое 

давление очень сильно влияет наличие свободной поверхности. Оценка на 

основе решения задачи о сжатии полубесконечной гладкой узкой полосы 

давлением 0.5 МПа показало, что вертикальное напряжение на глубине 1 м равно 

МПа103.2 3 . По сравнению со статическим давлением грунта на этой 

глубине динамическим давлением можно пренебречь. Поэтому коэффициент 

бокового давления грунта нельзя принять как для плоской волны в безграничной 

среде. При значении η=0.3 на боковой поверхности трубопровода появляется 
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растягивающее напряжение в грунте. Давление от динамической нагрузки для 9 

балльного землетрясения не может быть больше статического давления грунта.  

Теперь построим графики продольного напряжения на расстояниях 30 м, 

60 м и 90 м при различных частотах заданной волны, когда нормальное давление 

на боковой поверхности трубопровода представлено в виде )(
dsN

   при 

η=0.03. 

На рис.3.9 представлены изменения продольного напряжения 

трубопровода 
Т

 , при этом МПа5.48
махТ

  на рис.3.9, a при η=0 и 

МПа7.50
махТ

  на рис.3.9, b при η=0.03, когда вклад динамического давления 

не приводит к растяжению на контакте боковой поверхности трубопровода с 

грунтом. Эти данные соответствуют сейсмической волне частотой 5 Гц. Виден 

выход к стационарному режиму. В этом случае разница полученных результатов 

по максимальным значениям напряжения на 90 м от левого торца составляет 

3.6%, поэтому приходим к выводу о необязательности учета динамического 

давления грунта для рассматриваемого класса задач сейсмостойкости 

протяженных подземных трубопроводов для землетрясений с доминантными 

частотами ≤5 Гц. 

 
 

 

Рис. 3.9. Продольное напряжение в сечениях трубопровода на расстоянии от левого торца:  

1 – 30 м; 2 – 60 м; 3 – 90 м при c1.00 t   
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При значении полупериода заданной волны c.t 1650
0
  на рис.3.10, a 

МПа9.51
махТ

  при η=0, на рис.3.10, b МПа8.52
махТ

  и МПа1.47
минТ

  

при η=0.03. Эти данные соответствуют сейсмической волне частотой 3 Гц. 

 
 

 

Рис. 3.10. Продольное напряжение в сечениях трубопровода на расстоянии от левого торца  

1 – 30 м; 2 – 60 м; 3 – 90 м при c165.00 t  

 

При c25.00 t  эти напряжения соответственно равны МПа1.53
махТ

  и 

МПа1.53
минТ

  на рис. 3.11, a при η=0, МПа6.53
махТ

  и 

МПа7.50
минТ

  на рис.3.11, b при η=0.03. Эти данные соответствуют 

сейсмической волне частотой 2 Гц. Из этих графиков видно, что влиянием 

динамического давления для длинных волн диапазона землетрясений можно 

пренебречь.  
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Рис. 3.11. Продольное напряжение в сечениях трубопровода на расстоянии от левого торца:  

1 – 30 м; 2 – 60 м; 3 – 90 м при c25.00 t  

 

Из графиков выше можно сказать, что по мере уменьшения частоты 

сейсмической волны увеличивается продольное напряжение в трубопроводе при 

неизменной амплитуде заданной гармонической волны. Так как на  

рис.3.9 – 3.11 представлены графики линейной и нелинейной упругих задач, 

решения для гармонической волны выходят на стационарный режим после 

первого четверть периода волны в грунте для упругой задачи, а для нелинейной 

задачи выход на стационарный режим наблюдается на расстоянии >60 м. 

Теперь сравним продольные напряжения при 
37

1
Н/м10k  и 

37

1
Н/м104 k  в случае упругой модели (рис. 3.12). На рис. 3.12 можно увидеть 

в случае упругой модели при увеличении значения коэффициента 𝑘1 

соответственно увеличится значение продольного напряжения в трубопроводе. 

В случае выхода на стационарный режим при 
37

1
Н/м10k  максимальное 

продольное напряжение трубопровода МПа14.46
махТ

 . При 
37

1
Н/м104 k  

максимальное продольное напряжение трубопровода МПа89.51
махТ

 . Из 

результата видно, что значение, полученное при 
37

1
Н/м10k , на 11% меньше, 

чем значение, полученное при .Н/м104 37

1
k  

 

 

Рис. 3.12. Продольное напряжение в сечениях трубопровода на расстоянии от левого торца 

90 м: 1 – 
37

1 Н/м10k  ; 2 – 
37

1 Н/м104 k  
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Теперь рассмотрим результаты расчетов с учетом линейной разгрузки, 

структурного разрушения грунта и выхода к сухому трению при 

),(
dsN

   c1.0
0
t , 5,0f , мм5

*
u , 35

N
K , η=0.03, кПа10

f
 . При 

расчете по приведенным данным модели на рис. 3.5 дает следующий результат 

(рис. 3.13) диаграммы «боковое касательное напряжение – относительное 

перемещение» в течение 1 с на расстоянии 50 м от левого торца трубопровода.  

 

 

Рис. 3.13. Зависимость касательного напряжения от относительного смещения  

при constf  

 

На рис. 3.13 четко можно увидеть изменение бокового трения 𝜏 во время 

динамического процесса. В начале заметно формирование значения 𝜏 из-за 

волны в трубопроводе до прихода к этой точке заданной волны в грунте, далее 

происходит разгрузка и нагружение с приходом волны в грунте. Процесс 

нагружение - разгрузка повторяется 5 раз и далее происходит процесс 

структурного разрушения грунта с тремя участками разгрузки, и наконец 

переходит в состояние сухого трения. 

Для принятых данных на рис. 3.14, а, b представлены изменения по 

времени продольного напряжения трубопровода 
Т

  в его различных сечениях в 

линейном и нелинейном взаимодействии трубопровода с грунтом (с учетом 

структурного разрушения грунта и выхода в состояние сухого трения).  

Максимальное продольное напряжение в трубопроводе МПа5.50
махТ

 . 

Минимальное продольное напряжение в трубопроводе МПа4.59
минТ

 , это 

значение по модулю превосходит значение вычисленного напряжения по 

статической теории МПа6.54
махТ

 . Это явление просматривается в 

промежутке расстояний от 49 до 153 м от левого торца трубопровода. Такое 

явление связано с малым напряжением на левом торце трубопровода и 

отражением возбуждаемых волн в трубопроводе за счет действия волны в грунте. 
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Рис. 3.14. Продольное напряжение в сечениях трубопровода 
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Здесь так же видим (рис. 3.14, c (линейный) и рис. 3.14, d (нелинейный)) 

выход на стационарный режим после расстояния 374 метра от левого торца 

трубопровода. В стационарном состоянии максимальное значение по модулю 

продольного напряжения на расстоянии 500 м от левого торца трубопровода 

равно МПа1.52
махТ

  на рис. 3.14, c, МПа18.52
махТ

  на рис. 3.14, d. 

На рис.3.15 представлены перемещения точек трубопровода, 

соответственно, указаны в метрах.  

 

 
 

 
 

 

Рис. 3.15. Перемещение в сечениях трубопровода: a – упругий случай; b – нелинейный 

случай; c – выход в стационарное состояние в нелинейном случае 



90 
 

На этих рисунках представлены результаты расчетов для линейного случая 

(рис. 3.15, a), нелинейного (рис. 3.15, b) и выход в стационарный режим в 

нелинейном случае (рис. 3.15, c). После выхода в стационарное состояние в 

нелинейной задаче максимальное значение по модулю перемещения 

трубопровода на 2 мм больше по сравнению до выхода в это состояние. Это 

связано с тем, что участок с сухим трением оказывает меньшее сопротивление. 

Теперь представим модель взаимодействия трубопровода с грунтом в виде 

кусочно-линейной функции, как на рис. 3.16. 

 

 

Рис. 3.16. Диаграмма зависимости    uuuu ggN  ,  

 

Рассмотрим результаты расчетов при 5.0,с1.0
0

 ft , 
37

1
Н/м10k , 

37

2
Н/м10k , 

37

3
Н/м1085.0 k , 

37

4
Н/м102.1 k , 

37

5
Н/м1075.0 k , 

37

6
Н/м105.1 k , 

37

7
Н/м104.0 k , 

37

8
Н/м108.1 k , 

37

9
Н/м103.0 k , 

37

10
Н/м102 k , 

37

11
Н/м102.0 k , 

37

12
Н/м105.2 k , кПа15

a
 , 

кПа5.17
b
 , кПа20

c
 , кПа22

p
 , кПа14

e
 , кПа10

f
 . 

Пусть по грунту распространяется продольная волна, нормаль к фронту 

которой параллельно к оси трубопровода,  

)/(]/)/(cos[
0 gggmg

cxtHtcxt   , 

c амплитудой МПа5.0
gm

 . 

Вид диаграммы «боковое касательное напряжение – относительное 

перемещение» в течение 1 с на расстоянии 15 м от левого торца представлен на 

рис. 3.17. 
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Рис. 3.17. Зависимость касательного напряжения от относительного смещения  

на расстоянии 15 м от левого торца трубопровода 

 

Для этого случая на рис. 3.18, a представлены изменения по времени 

продольного напряжения трубопровода 
Т

  в случае нелинейного 

взаимодействия в различных сечениях, МПа21.46
махТ

 , минимальное 

продольное напряжение трубопровода МПа16.46
минТ

 . На рис.3.18, b 

представлены изменения по времени продольного напряжения трубопровода 
Т

  

в его различных сечениях при упругом взаимодействии, МПа,14.46
махТ

  

минимальное продольное напряжение трубопровода МПа22.46
минТ

 . 

Здесь так же видим выход на стационарный режим на рис.3.18, c и 

рис. 3.18, d. В стационарном состоянии максимальное значение по модулю 

продольного напряжения в трубе равно МПа29.46
махТ

  на рис. 3.18, c. При 

упругом состоянии МПа26.46
махТ

  на рис. 3.18, d. 
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Рис. 3.18. Продольное напряжение в сечениях трубопровода. 

 

В случае задания волны в грунте в виде  

)/(]/)/(sin[
0 gggmg

cxtHtcxt    

на рис. 3.19, a представлены изменения по времени продольного напряжения 

трубопровода 
Т

  в различных сечениях, МПа37.46
махТ

 , минимальное 

продольное напряжение трубопровода Па18.46
минТ

 . На рис.3.19, b 

представлены изменения по времени продольного напряжения трубопровода Т  
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в его различных сечениях при упругом взаимодействии, ,МПа36.46
махТ

  

минимальное продольное напряжение трубопровода МПа14.46
минТ

 . 

 

 
 

 

Рис. 3.19. Продольное напряжение в сечениях трубопровода на расстоянии от левого торца:  

1 – 30 м; 2 – 60 м; 3 – 90 м 

 

Из рис. 3.18 (напряжение в грунте задано косинус функцией) и рис. 3.19 

(напряжение в грунте задано синусоидальной функцией) видно, что в обоих 

случаях продольные напряжения в трубе близки друг к другу в стационарном 

состоянии. 

По результатам проведенных исследований приходим к следующему 

заключению. Методом конечных разностей по явной схеме решена 

нестационарная задача о воздействии плоской продольной волны, 

распространяющейся в грунте, на подземный трубопровод конечной длины при 

взаимодействии его с грунтом по нелинейной модели с учетом разрушения 

структуры грунта и динамического давления. Показана правомерность кусочно-

линейной аппроксимации нелинейной модели взаимодействия трубопровода с 

грунтом. Получены численные значения напряжений при действии 

гармонической волны, распространяющейся в грунте. По мере уменьшения 
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частоты сейсмической волны максимальное значение продольного напряжения 

увеличивается в трубопроводе при одинаковых амплитудах напряжения в 

гармонической волне, распространяющейся в грунте. Результаты расчетов 

показали, что для волн, соответствующих по частоте доминантным частотам 

сейсмических волн от землетрясений, динамическим давлением на боковой 

поверхности протяженных подземных трубопроводов, не глубокого заложения, 

можно пренебречь. Следовательно, в задачах сейсмодинамики протяженного 

подземного трубопровода, не глубокого заложения, можно использовать 

динамическую модель взаимодействия Т.Р. Рашидова – А.А. Ильюшина. 

Если скорость распространения волны в грунте меньше скорости 

распространеия волны в трубопроводе, нелинейное взаимодействие 

трубопровода с грунтом при воздействии волны деформации в виде импульса 

приводит к выходу на стационарный режим позже по сравнению с линейным 

взаимодействием, при этом максимальная деформация в случае нелинейной 

модели меньше. При нелинейном взаимодействии наблюдаются остаточные 

деформации трубопровода. 

 

3.3. Нестационарные волны в сейсмодинамике протяженного 

подземного трубопровода с взаимодействием по модели сухого 

трения 

 

Рассмотрен протяженный подземный трубопровод, длиной L. Пусть по 

грунту вдоль трубопровода со скоростью 
g

c  распространяется волна со 

скоростью частиц )/(
gg

cxtv  . Начало координатной оси Ox расположено на 

левом торце трубопровода.  

Уравнение движения протяженного подземного трубопровода, 

взаимодействующего с окружаемым его грунтом по модели сухого трения, 

представляется в форме 
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,при),(,

0

0

g

gg

vvtx

vvvvsigntx




 (3.3.2) 

 

где ),( tx  – касательное напряжение, возникающее на поверхности контакта 

трубопровода с грунтом; uv,,  – деформация, скорость и перемещение по оси 

трубопровода, ),( txuu
gg

  – заданное перемещение в грунте. 

Начальные условия нулевые 0  и 0v .  



95 
 

Разобьем трубопровод длиной L на отрезки размером x  на m частей 

tcxxmL  , . Конечно-разностная аппроксимация уравнений (3.3.1) 

произведено следующим образом [35] 
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 (3.3.4) 

 

Для решения задачи воспользуемся следующим логическим алгоритмом. 

На каждом шаге по времени решаем задачи в двух постановках: 

1. уравнение (3.3.3) решаем с условием 
0

1

21
 



j

/i
; 

2. уравнение (3.3.3) решаем с условием 
0

1

21
 



j

/i
; 

Если знаки величины  1

21

1

21








 j

/i

j

/i,g
vv  для двух постановок задачи будут 

одинаковы, тогда происходит в этой точке в этот момент времени скольжение с 

сухим трением, и истинным решением задачи является то решение, которое 

соответствует минимальному абсолютному значению величины  1

21

1

21








 j

/i

j

/i,g
vv . 

Если знаки величины  1

21

1

21








 j

/i

j

/i,g
vv  для двух постановок задачи будут 

разными, тогда примем 
1

21

1

21








 j

/i,g

j

/i
vv , т.е. между трубопроводом и грунтом 

отсутствует скольжение, и они в этой точке в этот момент времени движутся с 

одинаковой скоростью. В этом случае значение 
1

21





j

/i
  вычисляется из первого 

уравнения системы (3.3.3). 

Вычисления производились при следующих исходных данных ;м1000L

;м61.0D  ;м019.0 2F  ;Н/м10 37
x

k м/с;5000c  ;3.0f м/с;3.0
gm

v

кПа;3.5
0
  .с0001.0t  

На рис. 3.20 представлены графики нормированных деформаций грунта 

gmggn
 /  и трубопровода 

gmn
 /  при воздействии волны скоростей в виде 

прямоугольного импульса. Рассмотрены случаи cc
g
  и cc

g
 . 

 

 
а) 
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б) 

Рис. 3.20. Нормированные деформации грунта и трубопровода:  

(a) в момент времени t=0.05 c при 6000gc  м/с,  00005.0gm ;  

(b) в момент времени t=0.08 c при 4000gc м/с,  000075.0gm  

 

Сравнение результатов численного решения задачи (рис.3.20, а) с 

аналитическим решением, полученным в [79], дает хорошее совпадение. 

На рис. 3.21 представлены графики нормированных деформаций грунта и 

трубопровода при воздействии волны скоростей в виде прямоугольного 

импульса при 600
g

c  м/с ( 0005.0
gm

 ). Если скорость распространения волны 

в грунте достаточно мала, деформация в трубопроводе не достигает значения 

деформации в грунте, поэтому в этом случае вместо волны в форме трапеции 

формируется волна треугольной формы. 
 

 

Рис. 3.21. Нормированные деформации грунта и трубопровода в момент 

времени t=0.4 c 

 

На рис. 3.22 представлены графики нормированных деформаций грунта и 

трубопровода при воздействии волны скоростей в виде разных форм при 

4000
g

c  м/с. Из графиков видно формирование волн в трубопроводе, при этом 

остаточная деформация появляется со стороны левого торца трубопровода. 
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а)  

 

 
б)  

 

  
с) 

Рис. 3.22. Нормированные деформации грунта и трубопровода в момент времени t=0.1 c 

 

При воздействии волны скоростей в виде импульса одного периода 

косинуса   
ggmg

c/xtcosvv    и cc
g
  в начале процесса взаимодействия в 

трубопроводе, впереди фронта волны в грунте, идет предвестник волны сжатия, 

а также и за фронтом идет волна сжатия. По мере распространения волны, за 

фронтом волны сжатия в грунте, на волну сжатия в трубопроводе надвигается 
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волна растяжения. Это похоже на процесс надвигания волны разгрузки 

Х.А. Рахматулина. При прохождении определенного расстояния фронтом волны 

в грунте, за этим фронтом в трубопроводе возникает растягивающая волна 

треугольной формы и затем волна сжатия, также треугольной формы. На 

определенном расстоянии от левого торца трубопровода формируется волна 

зигзагообразной формы (см. рис.3.23), максимальная амплитуда которых зависит 

от давления на боковую поверхность и коэффициента сухого трения. За задним 

фронтом волны в грунте, в трубопроводе возникает остаточная деформация. На 

рис.3.23 представлены графики нормированных деформаций грунта и 

трубопровода. 

 

 
 

 

Рис. 3.23. Нормированные деформации грунта  и трубопровода в различные моменты 

времени при 600gc  м/с, 
14.31  c  ( 0005.0gm ) 

 

На рис. 3.24 представлены графики нормированных деформаций грунта и 

трубопровода при воздействии гармонической волны ))./(cos(
gg

cxtav    

Поведение волны в трубопроводе за около фронта волны в грунте подобно к 

случаю воздействия импульса одного периода косинуса. По мере удаления от 

фронта волны формируется зигзагообразная форма волны в трубопроводе.  
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Рис. 3.24. Нормированные деформации грунта  и трубопровода в различные моменты 

времени при 600gc  м/с, 
14.31  c  ( 0005.0gm ) 

 

На рис. 3.25 представлены графики нормированных деформаций грунта и 

трубопровода, а также бокового касательного напряжения 
0

/ 
n

 в момент 

времени t=0.5 с в случаях взаимодействия по модели сухого трения (рис. 3.25, a) 

и по модели идеального упругопластического тела (рис. 3.25, б). Видно, что в 

случае модели взаимодействия идеального упругопластического тела перед 

фронтом волны в грунте в трубопроводе идет «предвестник», а за фронтом волны 

картина близка к картине с сухим трением. Также видно изменение направления 

силы сухого трения в процессе распространения волны. В случае модели сухого 

трения сила сухого трения резко меняет свое направление. В идеально 

упругопластическом случае изменение направления силы происходит через 

некоторый промежуток времени, сила взаимодействия должна преодолеть 

упругий участок. 

На рис. 3.26 показаны графики изменения нормированных деформаций 

при воздействии импульса скорости и гармонической волны, когда скорость 

распространения волны в грунте больше скорости распространения волны в 

трубопроводе. После выхода на стационарный режим деформации в грунте и в 

трубопроводе практически одинаковы, различие наблюдается около фронтов 

волн и около левого торца трубопровода. Если в действующей волне на фронтах 
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отсутствуют скачки скорости частиц или деформации, тогда деформации в 

грунте и трубопроводе равны при отдалении от левого торца трубопровода. 
 

 
а) 

 

 
б) 

Рис. 3.25. Нормированные деформации грунта  и трубопровода, а также бокового 

касательного напряжения при 600gc  м/с, 
14.31  c  ( 0005.0gm ) 
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Рис. 3.26. Нормированные деформации грунта и трубопровода в момент времени t=0.04 c при 

cg=6000 м/с, ω=314 с-1 (εgm=0.00005) 

 

Теперь приведем расчет действия гармонической волны на трубопровод в 

случае линейной модели взаимодействия. На рис. 3.27 представлены графики 

нормированных деформаций грунта и трубопровода при ;м2.0D 6000
g

c  м/с. 

Из рис. 3.27 видно, что максимальная деформация в трубопроводе два раза 

больше максимальной деформации в грунте [27, 28, 42]. При этом в 

трубопроводе появляются высокочастотные волны с периодом t1=0.01 с по 

сравнению с частотой волны (t0=0.1 с) в грунте, область с высокочастотной 

волной расширяется по мере движения фронта волны. Если сравнить результаты 

расчетов по рис. 3.26 и 3.27, можно заметить, что в случае взаимодействия по 

модели сухого трения высокочастотные волны в трубопроводе отсутствуют, так 

как сила трения их подавляет. 

 

 

Рис. 3.27. Нормированные деформации грунта и трубопровода в различные моменты 

времени 

 

Показана возможность решения нестационарной задачи сейсмодинамики 

протяженного подземного трубопровода, взаимодействующего с окружающим 

его грунтом по модели сухого трения, методом конечных разностей. 

Если скорость распространения волны в грунте достаточно мала при 

воздействии волны скоростей в виде прямоугольного импульса, деформация в 

трубопроводе не достигает значения деформации в грунте, поэтому в этом 

случае вместо волны в форме трапеции формируется волна треугольной формы. 
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В случае модели взаимодействия идеального упругопластического тела 

перед фронтом гармонической волны в грунте в трубопроводе идет 

«предвестник», а за фронтом волны картина близка к картине с сухим трением. 

В случае модели сухого трения сила сухого трения резко меняет свое 

направление. В идеально упругопластическом случае изменение направления 

силы происходит через некоторый промежуток времени, сила взаимодействия 

должна преодолеть упругий участок. 

В случае упругого взаимодействия, когда скорость распространения волны 

в грунте больше скорости распространения волны в трубопроводе при 

разрывном фронте волны воздействия в трубопроводе возникает 

высокочастотные волны деформации с удвоенной амплитудой. В случае 

взаимодействия по закону сухого трения этого не наблюдается. При отсутствии 

разрыва на фронте волны деформации и небольших скоростях деформации 

грунта в трубопроводе и грунте волны идентичны.  

 

 

3.4. Нестационарные волны в протяженном подземном трубопроводе 

при разных соотношениях скорости распространения волн в 

грунте и трубопроводе 

 

Рассмотрим случай скорости распространения волны в грунте больше 

скорости распространения волны в трубопроводе. Такой случай встречается, 

когда нормаль к фронту волны в грунте осью трубопровода имеет необходимый 

угол или, когда трубопровод является сегментированным с очень податливыми 

стыковыми соединениями [28, 51, 76].  

В [27, 28] получено аналитическое решение стационарной задачи 

воздействия гармонической волны на бесконечный трубопровод, и установлено, 

что при большей скорости распространения волны в грунте по сравнению со 

скоростью распространения волны в трубопроводе максимальная деформация в 

последнем два раза больше чем максимальная деформация в грунте. Проверим 

этот факт в случае нестационарной задачи. 

Проведен расчет действия гармонической волны перемещения для 

линейной модели взаимодействия при cg=6000 м/с, c=5000 м/с, t0=0.1 с. Это 

случай падения гармонической волны под углом. 

На рис. 3.28 представлены графики нормированных деформаций грунта и 

трубопровода в моменты времени t=0.05 c и t=0.1 c, при 00020.
gm
 . 

Действительно и в этом случае видно, что максимальная деформация в 

трубопроводе два раза больше максимальной деформации в грунте. При этом в 

трубопроводе появляются высокочастотные волны (t1=0.01 с) по сравнению с 

частотой волны (t0=0.1 с) в грунте, область с высокочастотной волной 

расширяется по мере движения фронта волны. При этом вычисления по 

разностной схеме проводились с шагом по времени c0001.0t . 
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Рис. 3.28. Нормированные деформации грунта и трубопровода в различные моменты 

времени 
 

Далее рассмотрен случай сегментированного трубопровода с 

осредненными значениями жесткости и плотности материала при следующих 

исходных данных [44, 76] м1000L ; м61.0
H

D ; м01.0
D

h ; м/с;800
g

c  

м/с660c ; t0=0.63 с; м073.0
gm

u ; 00090.
gm
 . 

Проведен расчет действия гармонической волны перемещения в случае 

линейной модели взаимодействия 

)/(]/)/(2sin[
0 gggmg

cxtHtcxtuu   . 

На рис. 3.29 представлены графики нормированных деформаций грунта и 

трубопровода в различные моменты времени.  

 

 

Рис. 3.29. Нормированные деформации грунта и трубопровода в различные моменты 

времени 

 

В этом случае также видим, что максимальная деформация в трубопроводе 

два раза больше максимальной деформации в грунте, а также появление 
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высокочастотных волн с периодом t1=0.01 с. За фронтом волны образуется 

стационарная область, расширяющаяся по мере распространения волны, в этой 

области аналитическое и численное решения совпадают с достаточной 

точностью. Хвост области с удвоенной деформацией имеет в начале период 

t1=0.015 с, далее уменьшается амплитуда осцилляции и увеличивается ее период. 

При этом вычисления по разностной схеме проводились с шагом по времени 

ct 0005.0 . 

Ниже приведены результаты расчетов, если заданная волна представлена в 

виде импульса 

)]/()/([]/)/(2sin[
00 ggggmg

cxttHcxtHtcxtuu   . 

На рис. 6 представлены графики нормированных деформаций грунта и 

трубопровода в различные моменты времени. Отличие результатов от 

гармонической волны состоит в том, что задний фронт волны импульса вызывает 

высокочастотные волны с такими же периодами, при этом максимальная 

деформация в трубопроводе за волной в грунте равна максимальной деформации 

в грунте в зоне действия импульса волны. 

 

 

Рис. 3.30. Нормированные деформации грунта и трубопровода в различные моменты 

времени 

 

Исследовано влияние коэффициента линейного взаимодействия 
x

k  [28] на 

волновой процесс. На рис. 3.31 представлены графики нормированных 

деформаций грунта и трубопровода при линейной модели взаимодействия. Если 
37 Н/м105.0 

x
k , тогда период осцилляции непосредственно за передним 

фронтом волны 0.014 с, а далее равно 0.025 с. При значении 37 Н/м104 
x

k  

период осцилляции за фронтом волны 0.005 с, а в хвосте 0.008 с. 
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Рис. 3.31. Нормированные деформации грунта и трубопровода в различные моменты 

времени 

 

Когда скорость распространения волны в грунте больше скорости 

распространения волны в трубопроводе боковое касательное напряжение не 

превышает значение начала структурного разрушения слоя грунта. Поэтому 

приведенные выше результаты были получены для линейной модели 

взаимодействия.  

Увеличение отношения скоростей распространения волн в грунте и 

трубопроводе соответственно увеличивает значение периода волны за фронтом 

в трубопроводе и выводит к предельному значению 0.018 с при фиксированном 

значении 37 Н/м101
x

k . Для каждого значения 
x

k  имеется свое предельное 

значение периода волны за фронтом. 

Другие формы волны в грунте с разрывом скорости частиц на фронте 

также приводят к появлению высокочастотных волн в трубопроводе за фронтом 

волны. Если разрыв скорости частиц отсутствует, тогда по мере снижения 

скорости деформации в грунте максимальная деформация в трубопроводе за 

фронтом волны снижается, и стремится к максимальной деформации грунта, при 

этом имеет место осцилляции около деформации, равной деформации в грунте. 

Исходя из того, что волны скоростей и деформаций в грунте от землетрясений 

не имеют скачков, приходим к выводу, что, когда отношение скоростей 

распространения волн в грунте и трубопроводе больше единицы, деформации в 

грунте и трубопроводе практически одинаковы, этот факт также подтверждает 

расчет на действие реальной записи акселерограммы Газлийского землетрясения 

1976 года. По оцифрованной с шагом 0.005 с акселерограмме методом Ньюмарка 

были вычислены значения скорости и перемещения с таким же шагом. Далее 

сплайн функцией Эрмита было аппроксимировано перемещение для 
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определения его значений для любого момента времени. Этот факт является 

основанием применения неявных конечно-разностных схем для решения задач 

сейсмодинамики пространственно-расположенных систем подземных 

трубопроводов по реальным записям землетрясений [65, 96]. 

Далее рассмотрено действие сейсмической волны по реальной записи 

землетрясения. Отличие деформаций трубопровода от деформаций в грунте 

проявляется, если скорость распространения волны в грунте меньше скорости 

распространения волны в трубопроводе [28, 35, 41, 77]. 
 

 

Рис. 3.32. Деформации грунта и трубопровода в момент времени t=1 c 

 

На рис. 3.32 представлены графики деформации грунта и трубопровода в 

момент времени t=1 c для линейной модели взаимодействия на основе реальной 

записи акселерограммы при cg=500 м/с, c=5000 м/с. Вычисления проводились 

для части акселерограммы, где ее значения достигают максимума. 

Если скорость распространения волны в грунте больше скорости 

распространения волны в трубопроводе, боковое касательное напряжение не 

превышает значение начала структурного разрушения слоя грунта, что позволяет 

в этом случае использование линейной модели взаимодействия «трубопровод-

грунт». Если передний фронт заданной гармонической волны деформации в 

грунте имеет разрыв, тогда за этим фронтом в трубопроводе возникают 

высокочастотные волны с максимальным значением деформации два раза 

превышающее максимальную деформацию грунта. 

Отличие результатов воздействия волны в форме импульса от 

гармонической волны состоит в том, что за задним фронтом волны импульса 

появляются высокочастотные волны с такими же периодами, какие были за 

передним фронтом, при этом максимальная деформация в трубопроводе за 

волной в грунте равна максимальной деформации заднего фронта волны 

деформации в грунте. Другие формы волны в грунте с разрывом скорости частиц 

на фронте также приводят к появлению высокочастотных волн в трубопроводе 

за фронтом волны. Если разрыв скорости частиц отсутствует, тогда по мере 

снижения скорости деформации в грунте максимальная деформация в 

трубопроводе за фронтом волны снижается и стремится к максимальной 
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деформации грунта, при этом имеет место осцилляции около деформации, 

равной деформации в грунте. 

Исходя из того, что волны скоростей и деформаций в грунте от 

землетрясений не имеют скачков, приходим к выводу, что, если отношение 

скоростей распространения волн в грунте и трубопроводе больше единицы, 

деформации в грунте и трубопроводе практически одинаковы. Это также 

подтверждается расчетами на действие реальной записи акселерограммы 

Газлийского землетрясения. Это является основанием применения неявных 

конечно-разностных схем для решения задач сейсмодинамики пространственно-

расположенных систем подземных трубопроводов по реальным записям 

землетрясений. 

 

 

3.5. Математическое моделирование сейсмодинамики протяженного 

трубопровода в разжижаемом грунте 

 

Модель взаимодействия трубопровода с разжижаемым грунтом, исходя из 

экспериментальных диаграмм, представим, как на рис. 3.33. На этом рисунке 

арабскими цифрами обозначены линейные участки модели взаимодействия. В 

соответствии с этим введем функцию состояния  txS ,  для каждой точки 

деформируемого трубопровода. Функция  txS ,  для фиксированного значения 

i
xx   является кусочно-постоянной функцией t и может принимать 

целочисленные значения от 1 до 4. 

 

Рис. 3.33. Диаграмма зависимости  uuUtx gss  ,,,   

 

Уравнения движения трубопровода в скоростях и деформациях с учетом 

взаимодействия с грунтом имеют вид 
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c начальными условиями  

0
0


t
|u  и 0

0


t
|v , 

а также с граничными условиями, свободными от напряжения, то есть при 

нулевых деформациях  

0
0





x

|
x

u
 и 0



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u
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Здесь /Ec  – скорость распространения волны в трубопроводе;  

uv,, – деформация, скорость и перемещение частиц по оси трубопровода;  

gg
uv , – скорость и перемещение частиц грунта по оси трубопровода;  

FD, – диаметр и площадь поперечного сечения трубопровода; 
1

k – коэффициент 

упругого взаимодействия поверхности трубопровода с грунтом;  

0
2
k – коэффициент взаимодействия в области разрушения; 

3
k – коэффициент 

взаимодействия в области разгрузки; 
r

k – коэффициент вязкого взаимодействия; 
r ,* – абсолютное значение предела касательного напряжения, после которого 

начинается разрушение структуры грунта или наступает разжижение, 

соответственно; 
ss

U, – значение бокового касательного напряжения и разность 

перемещений соответствующих точек грунта и трубопровода в момент s-того 
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перехода из одного состояния в другое. 

Разобьем трубопровод длиной l на отрезки размером x на m частей 

xml  . Определим cxt / , являющийся предельным условием 

устойчивости Куранта. Дискретные значения деформации возьмем на концах 

отрезков x , а скорости частиц в середине отрезков x . По времени дискретные 

значения деформации возьмем в середине шага, а скорости частиц на каждом 

шаге по времени. Введем обозначение:  FDq / . 

Представим уравнения (3.5.1) и (3.5.2) их конечно-разностными 

аппроксимациями первого порядка точности по x  и t  
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где k – номер итерации. Итерационный процесс продолжается до достижения 

необходимой точности вычисления по v. Сохраним информацию о переходе в 

каждой точке дискретизации, где происходит переход из одного состояния в 

другое, сохраняем uuU
gss
 , . 

Вычисления производились при следующих исходных данных: ;м1000L  

;м61.0D ;м019.0 2F  ;м/с500
g

c  м/с;5000c  ;Н/м10 37

1
k  

;Н/м105 36

2
k ;Н/м105.1 37

3
k ;с/мН10 34 

r
k  кПа;7*   .с0001.0t  

Проведем расчет действия гармонической волны скорости в виде 

),/(]/)/(cos[
0 gggmg

cxtHtcxtvv    амплитудой м/с19.0
gm

v , с165.0
0
t  

соответствует доминантному полупериоду сейсмограммы землетрясений.  

На рис. 3.34 – 3.36 представлены результаты решения задачи, когда 

трубопровод расположен в разжижаемом грунте. На рис. 3.34 представлены 

нормированные графики деформации грунта 
gmggn

 /  (здесь )00038.0
gm
  и 

трубопровода 
gmn

 / .  

 

 
a) 

 

 
б) 

Рис. 3.34. Нормированные деформации грунта и трубопровода, в моменты времени:  

t=0.05 с (a), t=0.5 с (б) 
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На рис. 3.35 представлены перемещения точек трубопровода и грунта, 

соответственно, указаны в метрах. На рис. 3.36 представлены нормированные 

графики бокового касательного напряжения 
*

n
/   в различные моменты 

времени. 

 

 
a) 

 

 
б) 

Рис. 3.35. Перемещения в моменты времени: t=0.05 с (a), t=0.5 с (б) 
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б) 

Рис. 3.36. Изминение по длине бокового нормированного касательного напряжения 
*/ n  

в моменты времени: t=0.05 с (a), t=0.5 с (б) 
 

На рис. 3.37 – 3.39 представлены результаты решения задачи, когда 

трубопровод по длине расположен с 0 до 200 м в грунте с разрушаемой 

структурой с переходом в сухое трение, с 200 до 400 м в разжижаемом грунте, а 

с 400 до 1000 метров в упругом грунте. В первом и третьем участках грунта волна 

распространяется со скоростью gc , а на участке с разжижаемым грунтом волна 

распространяется со скоростью gc2 .  

 

 
a) 

 
б) 

Рис. 3.37. Нормированные деформации грунта и трубопровода, в моменты времени:  

t=0.2 с (a), t=0.8 с (б) 
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На рис. 3.37 представлены нормированные графики деформации грунта 

gmggn  /  и трубопровода gmn  /  в различные моменты времени. На графике 

б видно влияние разжижения грунта.  

На рис. 3.38 представлены перемещения точек трубопровода и грунта.  

 

  
a) 

 

 
б) 

Рис. 3.38. Перемещения в моменты времени: t=0.2 с (a), t=0.8 с (б) 
 

На рис. 3.39 представлены нормированные графики бокового касательного 

напряжения 
*/ 

n
 в различные моменты времени. 
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б) 

Рис. 3.39. Изминение по длине бокового нормированного касательного напряжения 
*/ n

в моменты времени: t=0.05 с (a), t=0.8 с (б) 

 

Методом конечных разностей по явной схеме решена нестационарная 

задача о воздействии плоской продольной волны, распространяющейся в грунте, 

на подземный трубопровод конечной длины при взаимодействии его с грунтом 

по кусочно-линейной модели с учетом разрушения структуры грунта и его 

разжижения. Получены численные значения перемещений, скоростей, 

деформаций и боковых касательных напряжений при действии гармонической 

волны, распространяющейся в грунте. Показан процесс формирования волны в 

трубопроводе.  

 

 

3.6. Сейсмодинамика пространственно-расположенного подземного 

трубопровода при реальном землетрясении 

 

Для получения матриц жесткостей и масс будем использовать принцип 

возможных перемещений. Для каждого типа конечного элемента из принципа 

возможных перемещений имеем  

 0
21
 ААА  , (3.6.1) 

где 
21

А,А,А   – виртуальная работа сил упругости трубопроводного или 

стыкового конечного элемента; виртуальная работа распределенных сил 

инерций, сил взаимодействия с грунтом и внешних распределенных сил; 

виртуальная работа сил реакций на торцах трубопроводного конечного элемента 

[107, 108]. 

Рассмотрим вопрос соединения трубопроводного элемента к узловому 

элементу. При их жестком соединении обобщенные перемещения торца 

трубопроводного элемента и точки узла, к которому соединен этот торец 

трубопроводного элемента, будут одинаковыми. В случае шарнирного 

соединения часть обобщенных перемещений узла и соответствующего торца 

трубопроводного элемента имеют разные значения. Отсюда следует задача о 

выражении обобщенных перемещений торца трубопроводного элемента через 

обобщенные перемещения узлового элемента, и построить матрицы масс и 
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жесткости при наличии шарнирных связей. Также через соответствующие 

преобразования можно реализовать соединение с эксцентриситетом. Формулы 

этих преобразований приведены в [107, 108]. 

В трубопроводных системах могут встречаться части, которые можно 

моделировать сосредоточенной массой, взаимодействующей с грунтом. В этом 

случае сосредоточенную массу совместим с узлом конечного элемента и назовем 

узловым элементом. Узловой элемент характеризуется координатами центра 

масс величиной массы m и массовыми моментами инерции 
xxi

J , 
xyi

J , ,
xzi

J  
yxi

J ,  

yyi
J , 

yzi
J , 

zxi
J , 

zyi
J , 

zzi
J . 

Масса узлового элемента имеет определенную поверхность, через которую 

происходит взаимодействие с грунтом. Это взаимодействие выражается 

матрицей взаимодействия в глобальной системе координат. 

Из приведенных выше стержневых, стыковых конечных элементов и 

узлового элемента, взаимодействующих с грунтом, можно собрать 

пространственную систему подземного трубопровода любой сложности. При 

этом граничными условиями на конечных точках трубопроводной системы 

могут задаваться условие закрепления к грунту или другие заданные значения 

перемещений, свободные от напряжений, вязкоупругое взаимодействие с 

грунтом. Эти условия так же охватываются приведенными конечными 

элементами. 

Система уравнений движения подземной трубопроводной системы после 

конечно-элементной дискретизации имеет вид  

           ( { 0}) ( { 0})p p p v vМ U C U K U C U U K U U F t                  (3.6.2) 

Здесь 
pM    – матрица масс, 

pК    – матрица жесткостей, 
pС    – матрица 

демпфирования,  vК  – матрица взаимодействия,  vС  – матрица вязкого 

взаимодействия, F  – вектор воздействий, { 0}U  – сейсмическая волна в виде 

сейсмограмм реальных записей землетрясений, зависящая от координаты и 

времени. Матрица демпфирования строится в виде 
p p pС М К              [109].  

Граничными условиями на торцах могут быть различные условия: 

 Полное (три перемещения и три поворота) закрепление к грунту; 

 Вязкоупругое взаимодействие с грунтом по трем направлениям перемещений и 

трем поворотам; 

 Частичное закрепление к грунту, т.е. по отдельным перемещениям и отдельным 

поворотам имеется степень свободы и по этим направлениям могут быть заданы 

действующие силы и моменты. 

Начальные условия имеют вид  

   0

stU U , 
0

0U  , (3.6.3) 

где  stU  – решение статической задачи. 
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Для решения системы алгебраических уравнений применяется метод 

Холесского при профильном хранении матрицы жесткости пространственной 

системы подземного трубопровода [110].  

Использованы инструментальные записи землетрясения интенсивностью 9 

баллов по шкале MSK-64, произошедшего в 1976 г. в городе Газли, Узбекистан 

[111]. Направление распространения сейсмических волн при землетрясении в 

Газли составляло 300-400  относительно оси координат OX [65]. 

В качестве примера были рассчитаны сейсмодинамические процессы в 

крестообразной трубопроводной системе, торцы которой закреплены к грунту 

через пружини и демпферы, каждая линейная труба имеет длину 100 м и свой 

диаметр, а точке стыковки труб имеется колодец. 

В рассматриваемой задаче было исследовано напряженно-

деформированное состояние под воздействием трехкомпонентных 

сейсмических волн на подземный трубопровод с учетом вязкости грунта, массы 

жидкости и колодца. 

Механические и геометрические параметры трубопроводной системы 

представлены следующим образом:  

для стальных трубопроводов: E=2·105 МПа; ρ=7,8·103 кг/м3; l1=100 м;  

1H
D =0,53м; 

1B
D =0,516м; l2=100м; 

2H
D =0,219м; 

2B
D =0,213 м; pC =500 м/c;  

x
k =1·104 кН/м3; 

uz
m =770 кг; uz

H
D =1 м; uz

B
D =0,9 м; 

uz
H =1 м;  

для полимерных трубопроводов: Ep=5·102 МПа; ρp=940 кг/м3; p

H
D

1
=0,50 м;  

p

B
D

1
=0,44 м; p

H
D

2
=0,20 м; p

B
D

2
=0,176 м. 

Предел упругости касательного напряжения для мелкозернистых грунтов 

в зависимости от скорости нагружения равно 20 – 30 кПа. Тогда значение 

предельного сдвига между грунтом и трубопроводам приблизительно равно 

2·10-3 м. В наших расчётах максимальное значения относительного сдвига 

составляло менее 1,26·10-3 м, это означает что при заданных граничных условиях 

выполняется упругий закон взаимодействия между трубопроводом и грунтом. 

Соотношение деформаций полимерного и стального трубопроводов 

определим коэффициентом δ  

 
s

p




  , (3.6.4) 

где εp и εs – максимальные продольные деформации в полимерных и стальных 

подземных трубах, соответственно. В табл.3.1 приведены значения εp, εs и δ в 

различных точках трубопроводов l1 и l2 при воздействии волн под 30° к первой 

трубе, которые показывают, что δ имеет наибольшее значение у колодца. Это 

связано со сравнительно меньшей жесткостью полимерного трубопровода.  

На рис. 3.40, когда сейсмическая волна действует под углом α=00 к оси 

координат OX подземного трубопровода, максимальные нормальные 

напряжения, возникающие на расстоянии 25 – 30 м от торцов труб, с учетом и 

без учета массы жидкости и колодца. Результаты показывают, что напряжения, 

возникающие в трубе большого диаметра намного больше, чем напряжения в 

трубе малого диаметра. Поскольку труба малого диаметра перпендикулярна 
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направлению распространения сейсмических волн, небольшие колебания 

возникают за счет соединения труб между собой. Если учесть массу воды, 

амплитуда колебаний в трубе малого диаметра увеличивается. 

 
Таблица 3.1 – Определение коэффициента воздействия 

Местоположение εp εs δ 

l1=25 m 0.00104 0.00096 1.08 

l1=80 m 0.00104 0.00096 1.08 

l2=25 m 0.00053 0.00047 1.11 

l2=80 m 0.00053 0.00047 1.11 

l1=50 m 0.00115 0.001 1.15 

 

  
а) б) 

Рис. 3.40. Изменение максимальных нормальных напряжений в трубах большого диаметра 

(а) и малого диаметра (б) во времени: 1 – масса жидкости в трубе не учтена; 2 – масса 

жидкости учтена 

 

По мере увеличения угла воздействия сейсмической волны величины 

напряжений, возникающих во второй трубе малого диаметра, увеличиваются 

(рис. 3.41). Результаты воздействия сейсмической волны под углом α=00, α=300 

и α=450 относительно оси координат OX подземного трубопровода показаны на 

рис. 3.42. Сравнивались максимальные нормальные напряжения вокруг колодца 

и на расстоянии 25 – 30 м от колодца.  
 

  
а) б) 

Рис. 3.41. Изменение максимальных нормальных напряжений в трубах большого диаметра 

(а) и малого диаметра (б) во времени: 1 – масса жидкости в трубе не учтена; 2 – масса 

жидкости учтена 
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а) б) 

Рис. 3.42. Максимальные нормальные напряжения около колодца (а), изменения напряжений 

(б) трубы большого диаметра на расстоянии 25 – 30 м от колодца 

 

Результаты показывают, что с увеличением угла воздействия значение 

напряжения в первой трубе уменьшается, а максимальное нормальное 

напряжение трубы вблизи колодца увеличивается на 7% по сравнению со 

значениями вдали от колодца. Что свидетельсивует о том, что влиянием наличия 

колодца можно пренебречь. 

Влияние вязкости грунта βs при различных значениях показано на 

рис. 3.43. По мере увеличения вязкости грунта можно увидеть, что напряжение 

в трубе увеличивается до 10 %. Но влияние на поведение системы в целом 

невелико. 

 

  
а) б) 

Рис. 3.43. Максимальное нормальное напряжение: (а) на расстоянии 25 – 30 м от колодца;  

(б) вокруг колодца; 1 – βs =0.05 с-1, 2 – βs =0.002 с-1 

 

На рис. 3.44 показано сравнение напряжений в прямолинейной подземной 

трубе длиной 100 м при воздействии сейсмической волны под углом α=00 с 

напряжениями в крестообразном трубопроводе. В составной трубопроводной 

системе напряжение на 7 % больше, чем в прямолинейной трубе вблизи колодца. 

Что свидетельсивует о том, что влиянием поперечной трубы можно пренебречь, 

когда сейсмическая волна распространяется параллельно к основной трубе. 
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а) б) 

Рис. 3.44. Максимальное нормальное напряжение: (a) на расстоянии 25-30 м от колодца;  

(б) около колодца по времени; 1 – прямолинейная труба; 2 – трубопровод сложной 

конструкции 

 

Было обнаружено, что напряжения, возникающие в трубе большого 

диаметра при угле падения сейсмической волны α = 00, намного превышают 

напряжения в трубе малого диаметра. Поскольку труба малого диаметра 

перпендикулярна направлению распространения сейсмических волн, небольшие 

колебания связаны с соединением труб между собой. Если учесть массу 

жидкости, то можно увидеть, что амплитуда колебаний увеличивается в трубе 

малого диаметра. Было обнаружено, что максимальное нормальное напряжение 

в трубе вблизи колодца увеличивалось на 7% по сранению его значений в 

удаленных точках трубопровода. Учет вязкости грунта увеличивает напряжение 

до 10%. Но влияние на процесс в трубопроводе в целом невелико. 

Установлено, когда сейсмическая волна параллельна к оси основной трубы 

влиянием поперечной трубы можно пренебречь.  

Результаты, полученные в полимерных трубах сравнивались со стальной 

трубой. Поскольку жесткость полимерного трубопровода в 400 раз меньше, чем 

у стальной трубы, сейсмическая волна быстро подчиняет полимерную трубу. 

Полимерные трубопроводы выдерживают большие деформации, поэтому их 

использование в практике имеют преимущество.  
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ГЛАВА 4. КОЛЕБАНИЯ ЗДАНИЙ СО 
СКОЛЬЗЯЩИМ ФУНДАМЕНТОМ  
ПРИ РЕАЛЬНЫХ ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЯХ 

 

В последние десятилетия в странах мира проводятся различные меры 

защиты зданий и сооружений от печальных последствий сильных землетрясений 

[32, 81, 103, 112–118]. Одним из эффективных способов сейсмоизоляции 

является скользящи й фундамент с использованием прослойки из фторопласта 

[116, 117]. В работе [112] проведено исследование сейсмоизоляции в 

трубопроводной системе в виде тефлоновой прослойки. В [83] численных 

исследованиях сейсмоизоляция смоделирована в виде сухого трения, но при 

реализации модель сухого трения заменяется моделью «идеального 

упругопластического тела». В работе [114] приведены исследования 

сейсмических колебаний многоэтажного здания со скользящей опорой. В 

численных расчетах использована модель взаимодействия в виде сухого трения. 

Однако, условие начала скольжения написано неверно. В работе [113] приведены 

результаты исследования высотного здания с применением сейсмоизоляции в 

виде резинометаллической опоры.  

В [119] описаны результаты обработки замеренных ускорений вовремя 

землетрясений трех зданий, построенных в г. Алматы в 1989 году. На этих трех 

зданиях с одинаковой над фундаментной частью (9-этажные крупнопанельные 

дома серии 158), но различными фундаментами: обычными ленточными, 

кинематическими и опорами с прокладками из фторопласта. При этом 

контактирующие поверхности с фторопластом имеют наклонные плоскости. 16 

августа 2014 г. было зарегистрировано землетрясение, эпицентр которого был 

расположен в 41 км на восток от г. Алматы. Подземные толчки ощущались в г. 

Алматы в 4 – 5 баллов по шкале MSK-64. Максимальные величины 

спектрального коэффициента β для сейсмоизолируемых зданий в уровне 9-го 

этажа меньше аналогичной величины для здания-аналога: для зданий с 

фторопластовыми прокладками – на 11% для зданий с кинематическим 

фундаментом – на 63%. В [81] рассмотрены вопросы выбора оптимального 

значения коэффициента сухого трения для снижения воздействия землетрясения 

на здания со скользящим фундаментом, когда здание моделируется как масса с 

пружиной, масса ростверка не учитывается. В [120–122] приведены результаты 

исследований пространственных конструкций зданий на действие реальных 

землетрясений по комплексу программ LS-DYNA. При изучении движения 

материальной точки на шероховатой плоскости [84, 123, 124] предполагается, 

что на материальную точку всегда действует сила сухого трения, направленная 

против движения, при этом многократные остановы и скольжения не 

рассмотрены.  

В [113] сейсмоизолирующее устройство моделируется билинейной 

моделью взаимодействия при исследовании колебания зданий под действием 
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реальных землетрясений, описывается подробный алгоритм решения 

нелинейной задачи. 

В нелинейных задачах сейсмодинамики подземных сооружений 

используют модель сухого трения при взаимодействии трубопровода с грунтом 

[27, 74, 75]. В [125] построена конечно-разностная аппроксимация уравнения 

движения стержня с внешним сухим трением и построен алгоритм решения, 

позже этот алгоритм использован в [77, 78, 126]. В [127] рассмотрены 

вертикальные колебания зданий с распределенными и сосредоточенными 

параметрами. В работах [94, 96] численно исследована сейсмодинамика 

подземных трубопроводов при гармонических и реальных воздействиях. 

Объектом исследования так же является сейсмоизоляция турбоагрегата 

атомной электрической станции (АЭС) с использованием устройств сухого 

трения (плоский слайдер, фторопласт) между его фундаментом и основанием. 

Турбоагрегат является основным из устройств АЭС, и защита его от действий 

землетрясений является важной задачей для тех регионов, где планируются 

построение АЭС [128]. Для Республики Узбекистан эта задача является 

актуальной, так как в Джизакской области планируется построение и ввод в 

действие АЭС со стороны специалистов России. Узбекистан является 

сейсмоактивной зоной. Вопросы сейсмоизоляции АЭС рассмотрены по 

различным моделям в [128–131].  

Сейсмоизолирующие устройства не позволяют полному прохождению 

энергии сейсмических волн от основания к конструкции, в результате чего 

ускорения точек конструкции в несколько раз будут меньше чем ускорение 

основания. Это, в частности, подтверждено в работе [132], где приведены 

результаты лабораторного эксперимента на модели здания жесткого типа с 

сейсмоизолирующим скользящим поясом из стали и фторопласта с 

коэффициентом трения 0.04. Показана возможность снижения ускорения здания 

до 10 раз для землетрясения интенсивности 10 баллов по шкале MSK-64. По 

результатам экспериментов на гармоническом воздействии с частотой до 10 Гц 

и ускорением платформы до 10 м/с2 построен график изменения отношения 

ускорения сооружения к ускорению сейсмического воздействия.  

Для уменьшения силы воздействия землетрясений на здания и сооружения 

используются различные способы сейсмоизоляции, демпфирования и другие 

конструктивные решения [85, 86, 112, 133–142]. 

Следует отметить, что динамические задачи с сухим трением являются 

существенно нелинейными задачами [80, 82, 143, 144]. В [82] решена задача о 

колебании осциллятора при наличии силы сухого трения с использованием 

режимов скольжения и слипания. Начало скольжения зависит значений 

ускорений и масс трущихся элементов, но в [82] это связывается с их скоростями. 

Однако многие исследователи слишком упрощают задачу и фактически 

приходят к линейной задаче без обоснования и оценки погрешности расчетной 

модели. В данной главе для оценки эффективности сейсмоизоляции 

турбоагрегата АЭС устройствами сухого трения предлагается численный 
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алгоритм решения нелинейной динамической задачи [80, 143, 144]. Основные 

результаты этой главы были опубликованы в статьях [80, 143–147]. 

 

 

4.1. Влияние вертикальных колебаний на сдвиговые колебания 

зданий на скользящем фундаменте при землетрясении 

 

Пусть задано горизонтальное и вертикальное движения основания здания 

в виде сейсмограммы реального землетрясения. Будем считать, что нижняя часть 

фундамента здания приобретает такие же перемещения, а верхняя часть 

фундамента или ростверк разделен двухслойным фторопластом [116, 117]. В 

качестве модели взаимодействия двух слоев фторопласта по горизонтальному 

направлению примем модель сухого трения Кулона, по вертикальному 

направлению будем считать абсолютно жестко связанными.  

Расчетная схема многоэтажного здания с учетом сейсмоизоляции с сухим 

трением по нормативному документу принимает следующий вид (рис. 4.1). 

 

 

а 

 

б 

 

c 

Рис. 4.1. Консольная расчетная схема в виде упругого стержня с сосредаточенными 

массами (а), расчетная схема многоэтажного здания в плоскости с жестким 

защемлением основания (б) и с сейсмоизоляцией (c) 

 

Здание представим одномерной сдвиговой моделью с сосредоточенными 

массами и безынерционными упругими связами 

              tQUKUCUM  
,   (4.1.1) 
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где  M  – диагональная матрица масс, массы расположены в уровнях этажей,  

 K  – матрица жесткостей,      KMC    – матрица вязкости, 
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v...,,v,u...,,u,uU
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  – вектор перемещений, 

ii
vu ,  – горизонтальные и 
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вертикальные перемещения масс,  
st

U  – вектор перемещений в начальный 

момент времени, элементы, соответствующие  сдвиговому перемещению равны 

нулю, а вертикальному перемещению определяются из решения статической 

задачи. Условие взаимодействия массы  
0

M  со скользящим нижним 

фундаментом имеет вид 

rg
uuu 

0
, если 

fr
FF 

0
, т.е. при совместном движении,  (4.1.2) 

fr
FF 

0
, при скольжении,      (4.1.3) 

g
vv 

0
,       (4.1.4) 

где 
00

,vu  – перемещения ростверка, 
gg

vu ,  – горизонтальное и вертикальное 

перемещения нижней части фундамента, т.е. аппроксимированные функции 

оцифрованной сейсмограммы землетрясения, 
r

u  – величина сдвига в момент 

времени в начале текущего совместного нижней части фундамента и движения 

ростверка, т.е. разность между значениями перемещений нижней части 

фундамента и ростверка (в начальный момент времени 0
r

u ), 
0

F  – неизвестное 

значение силы сцепления между верхним и нижним фундаментами, 

  PfuusignF
gfr


0
  – значение силы сухого трения, f  – коэффициент сухого 

трения, P  – сила давления на скользящий элемент фундамента в динамическом 

процессе, если не учитывать вертикальные колебания, тогда это вес здания. 

Следует отметить, что вертикальные колебания не зависят от 

горизонтальных колебаний зданий, а горизонтальные колебания зависят от 

вертикальных колебаний зданий через условие (4.1.3), так как во время 

вертикальных колебаний давление на скользящий фундамент изменяется. 

При совместном движении перемещение 
0

u  определяется по равенству 

(4.1.2) и уравнение движения массы 
1

M  имеет вид 

   
0101122122111111

ucukuucuukucukuM   .   (4.1.5) 

В этом случае 
01011

ucukQ  , остальные элементы вектора  Q , 

соответствующие горизонтальным перемещениям сосредоточенных масс,  

равны нулю. Уравнение вертикального движения массы 
1

M  имеет вид, 

подобный (4.1.5), в правой части прибавляется gM
1

 Элементы вектора  Q , 

соответствующие вертикальным перемещениям сосредоточенных масс, равны 

значениям весов соответствующих сосредоточенных масс.  

Скольжение с сухим трением наступает только тогда, когда выполняется 

условие (4.1.3). Рассматриваемая задача (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3) является 

нелинейной задачей, при этом отсутствуют условия вычисления неизвестной 

функции 
0

F , а также во время динамического процесса изменяются размерности 

матриц  M  и  K . При скольжении имеет место уравнение для массы  
0

M  

   
fr

FuucuukuM 
01101100  , при этом 

fr
FQ 

0
. 
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Для решения задачи в целом воспользуемся следующим алгоритмом. На 

каждом шаге по времени решаем задачи в трех постановках:  

1. Уравнение (4.1.1) решаем с условием (4.1.2);  

2. Уравнение (4.1.1) решаем с условием (4.1.3), при PfF 
0

;  

3. Уравнение (4.1.1) решаем с условием (4.1.3), при PfF 
0

 

При этом матрицы  M  и  в первой постановке имеют размер nn 22   

(здесь n  – количество этажей здания), а во второй и третьей постановках 

  nn 212  . Выбор истинного решения из этих трех решений осуществляется 

следующим образом. Если относительные скорости 
0

uu
g    во втором и третьем 

постановках задач имеют разные знаки, тогда истинным решением является 

решение задачи в первой постановке, потому что приложенная сила сухого 

трения заставляет двигаться в разные стороны и значит неизвестная сила меньше 

предельного значения силы сухого трения, т.е. массы нижнего и верхнего 

фундаментов на этом шаге по времени движутся вместе без  скольжения. Если 

относительные скорости во втором и третьем постановках задач имеют 

одинаковые знаки, тогда истинным решением является решение задачи в той 

постановке, в которой относительная скорость по абсолютному значению 

наименьший, потому что сила сухого трения направлена против относительного 

движения. Все три задачи решаются методом Ньюмарка [104], оцифрованная 

сейсмограмма землетрясения аппроксимируется линейной функцией в 

интервале шага записи, когда шаг аппроксимации по времени меньше шага 

записи землетрясения. 

Обсудим результаты расчетов на следующих примерах. Пусть заданы 

характеристики 4 и 9 этажных зданий, а также сейсмограммы следующих 

землетрясений: 

1. Cairano 3 – 000319 (16.01.1981 г, 8 баллов по MSK-64, максимальное 

ускорение – 1.47 м/с2, максимальное перемещение – 0.0029 м, шаг оцифрования 

– 0.005 с, продолжительность – 22.175 с); 

2. Tolmezzo-Diga Ambiesta – 000055 (06.05.1976 г, 9 баллов по MSK-64, 

максимальное ускорение – 3.35 м/с2, максимальное перемещение – 0.0039 м, шаг 

оцифрования – 0.005 с, продолжительность – 46.535 с); 

3. Nocera Umbra 2 – 000856 (03.04.1998 г, 9 баллов по MSK-64, 

максимальное ускорение – 3.73 м/с2, максимальное перемещение – 0.0054 м, шаг 

оцифрования – 0.005 с, продолжительность – 40.990 с). 

Четырехэтажное здание серии 76-017СА/53 имеет следующие характеристики: 

кирпичное здание размером в плане 389.88 м2; сосредоточенные массы в уровнях 

верхней части фундамента и этажей M0=698000 кг, M1=495000 кг, M2=495000 кг, 

M3=495000 кг, M4=497575 кг, при этом общий вес здания, давящий на нижнюю 

часть фундамента, равен P=26269635 Н; сдвиговые жесткости по этажам 

одинаковы ki=16.08·108 Н/м; вязкость материала здания по этажам одинаковы 

µi=26.9·105 Нс/м. Значения частот собственных колебаний с жесткой заделкой 

фундамента: ω1=34 Гц, ω2=62 Гц, ω3=87 Гц, ω4=106 Гц. 

[ ]K
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Девятиэтажное здание серии 76-017СП/53 имеет следующие 

характеристики: крупнопанельное здание размером в плане 291.6 м2; 

сосредоточенные массы в уровнях верхней части фундамента и этажей 

M0=449000 кг, M1=379500 кг, M2=379500 кг, M3=379500 кг, M4=379500 кг, 

M5=379500 кг, M6=379500 кг, M7=379500 кг, M8=379500 кг, M9=341000 кг, при 

этом общий вес здания, давящий на нижнюю часть фундамента, равен 

P=37494800 Н; сдвиговые жесткости по этажам одинаковы ki=32.357·109 Н/м; 

вязкость материала здания по этажам одинаковы µi=10.58·106 Нс/м. Значения 

частот собственных колебаний с жесткой заделкой фундамента: ω1=79 Гц, 

ω2=160  Гц, ω3=239 Гц, ω4=314 Гц, ω5=380 Гц. 

Результаты расчетов и их обсуждение. При численном решении задач с 

сухим трением, не зависимо от выбора явной или неявной конечно-разностной 

схемы, шаг по времени необходимо подбирать для обеспечения достаточной 

точности. В наших примерах расчетов шаг по времени был равен 0.0001 с. 

Ниже приведены результаты в виде графиков перемещений и 

перерезывающих сил четырехэтажного и девятиэтажного зданий.  

На рис.4.2 представлены результаты расчетов изменения перемещений по 

времени верхней и нижней частей фундамента четырехэтажного здания при 

землетрясении №1 с учетом горизонтального воздействия (а) и одновременно 

горизонтального и вертикального воздействий (б) реальных записей 

землетрясений. 

Время начала скольжения от начала процесса воздействия сейсмической 

волны равны: 3.67 с (рис. 4.2, а) и 3.01 с (рис. 4.2, б). Возникновение первого 

скольжения связано с изменением направления движения нижнего фундамента. 

Далее происходит смена перехода от скольжения с сухим трением к совместному 

движению и обратно много раз, в зависимости от рассмотренных выше условий. 

К концу процесса остаточный сдвиг равно 0.0028 м при горизонтальном 

воздействии и 0.0019 м при учете вертикального движения. 

 

 
а) 
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б) 

Рис. 4.2. Горизонтальные смещения нижней (1) и верхней (2) частей фундамента  

во времени четырехэтажного здания при реальных записях землетрясений 

 

На рис. 4.3 представлены результаты расчетов изменения перемещений по 

времени верхней и нижней частей фундамента девятиэтажного здания при 

землетрясении №1 с учетом горизонтального воздействия (а) и одновременно 

горизонтального и вертикального воздействия (б) реальных записей 

землетрясений. Время начала скольжения от начала процесса воздействия 

сейсмической волны равны: 2.49 с (рис. 4.3, а) и 2.47 с (рис. 4.3, б). Далее 

происходит смена перехода от скольжения с сухим трением к совместному 

движению и обратно много раз, в зависимости от рассмотренных выше условий. 

К концу процесса остаточный сдвиг равно 0.0011 м при горизонтальном 

воздействии и 0.0014 м при учете вертикального движения. Из рис. 4.2 и рис. 4.3 

видно сильное влияние вертикального воздействия на процесс горизонтального 

колебания зданий. 

 

 
а) 
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б) 

Рис. 4.3. Горизонтальные смещения нижней (1) и верхней (2) частей фундамента с течением 

времени девятиэтажного здания при реальных записях землетрясений 

 

На рис. 4.4 – 4.5 представлены результаты расчетов изменения сдвиговых 

усилий по времени в первом этаже четырехэтажного и девятиэтажного зданий 

при землетрясении №1 для случаев без учета и с учетом скользящего элемента. 

Из этих графиков видно, что использование скользящего фундамента с 

фторопластом с коэффициентом сухого трения f=0.05 приводит к снижению 

максимального значения сдвигового усилия в 2.7 и 2. 3 раза по отношению к 

случаю отсутствия скользящего фундамента, при этом учет вертикального 

движения снижает в 6.4 и 5.4 раза, соответственно для четырехэтажного и 

девятиэтажного зданий.  

 

 

Рис. 4.4 а. Изменение силы сдвига на первом этаже четырехэтажного здания без учета 

скольжения (1) и с учетом скольжения (2) с учетом горизонтального воздействия при 

реальных записях землетрясений 
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Рис. 4.4 б. Изменение силы сдвига на первом этаже четырехэтажного здания без учета 

скольжения (1) и с учетом скольжения (2) с учетом одновременного горизонтального и 

вертикального воздействия при реальных записях землетрясений 

 

 

Рис. 4.5 а. Изменение силы сдвига на первом этаже девятиэтажного здания без учета 

скольжения (1) и с учетом скольжения (2) с учетом горизонтального воздействия при 

реальных записях землетрясений 

 

 

Рис. 4.5 б. Изменение силы сдвига на первом этаже девятиэтажного здания без учета 

скольжения (1) и с учетом скольжения (2) с учетом одновременного горизонтального и 

вертикального воздействия при реальных записях землетрясений 
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В [117], исходя из экспериментальных результатов, написано, что 

фторопласт может снизить нагрузку до четырех раз. Вычислительный 

эксперимент показал, что в отдельных случаях фторопласт в скользящем 

фундаменте может снизить максимальную нагрузку от землетрясения до 9 раз. 

Увеличение коэффициента сухого трения снижает эффективность скользящего 

фундамента. Для слабых землетрясений здания не будут чувствовать наличие 

скользящего фундамента [119]. На колебания зданий при землетрясениях №2 

и№3 также сильное влияние оказывает вертикальная компонента сейсмического 

воздействия. 

При землетрясении №2 снижение максимального значения сдвигового 

усилия в 8.9 и 1.1 раза по отношению к случаю отсутствия скользящего 

фундамента, при этом учет вертикального движения снижает в 4.2 и 1.6 раза, 

соответственно для четырехэтажного и девятиэтажного зданий. При 

землетрясении №3 снижение максимального значения сдвигового усилия в 3.2 и 

3.8 раза по отношению к случаю отсутствия скользящего фундамента, при этом 

учет вертикального движения снижает в 3.0 и 3.5 раза, соответственно для 

четырехэтажного и девятиэтажного зданий. 

Выводы. Приведен алгоритм численного решения задачи колебания 

зданий со скользящим фундаментом по модели сухого трения Кулона с учетом 

остановок скольжения при одновременном воздействии горизонтального и 

вертикального компонент сейсмограммы реальных землетрясений. На примере 

четырехэтажного и девятиэтажного зданий на основе записей трех 

землетрясений показано, что использование скользящего фундамента не всегда 

приводит к многократному снижению сдвигового усилия, а учет вертикальной 

компоненты сейсмограммы существенно влияет на процесс сдвигового 

колебания здания. При использовании скользящего фундамента для снижения 

действия землетрясения необходимо, исходя от площадки строительства, 

подбирать близкие по преобладающим частотам записи сейсмограмм и 

проводить вычисления по описанному алгоритму при одновременном 

воздействии горизонтального и вертикального компонент сейсмограммы. 
 

 

4.2. Колебания зданий со скользящим фундаментом, имеющим 

боковой податливый контакт, при реальных сейсмических 

воздействиях 

 

Пусть задано горизонтальное и вертикальное движения основания здания 

в виде сейсмограммы реального землетрясения. Будем считать, что нижняя часть 

фундамента здания приобретает такое же перемещение, а верхняя часть 

фундамента или ростверк разделен от нижней части фундамента двухслойным 

фторопластом [116, 117]. В качестве модели взаимодействия двух слоев 

фторопласта примем модель сухого трения Кулона. Дополнительно ростверк и 

нижняя часть фундамента взаимодействуют между собой вязкоупругой связью.   

Здание представим одномерной сдвиговой моделью с сосредоточенными 

массами и безынерционными упругими связами 
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              tQUKUCUM   ,   (4.2.1) 

   
st

UU  ,   0U , при 0t  

где  M  – диагональная матрица масс, массы расположены в уровнях этажей,  K  

– матрица жесткостей,      KMC   – матрица вязкости, 

   T

nn
v....,,v,u...,u,uU

110
  – вектор перемещений, 

ii
v,u  – горизонтальные и 

вертикальные перемещения масс,  
st

U  – вектор перемещений в начальный 

момент времени, элементы, соответствующие  сдвиговому перемещению равны 

нулю, а вертикальному перемещению определяются из решения статической 

задачи. Условие взаимодействия массы  
0

M  со скользящим нижним 

фундаментом имеет вид 

rg
uuu 

0
, если 

fr
FF 

0
, т.е. при совместном движении,  (4.2.2) 

fr
FF 

0
, при скольжении,      (4.2.3) 

           g
vv 

0
,         (4.2.4) 

где 
00

,vu  – перемещения ростверка, 
gg

vu ,  – горизонтальное и вертикальное 

перемещения нижней части фундамента, т.е. аппроксимированные функции 

оцифрованной сейсмограммы землетрясения, 
r

u  – величина сдвига в момент 

времени в начале текущего совместного нижней части фундамента и движения 

ростверка, т.е. разность между значениями перемещений нижней части 

фундамента и ростверка (в начальный момент времени 0
r

u ), 
0

F  – неизвестное 

значение силы сцепления между верхним и нижним фундаментами, 

  PfuusignF
gfr


0
  – значение силы сухого трения, f  – коэффициент сухого 

трения, P  – сила давления на скользящий элемент фундамента в динамическом 

процессе, если не учитывать вертикальные колебания, тогда это вес здания.  

Следует отметить, что вертикальные колебания не зависят от 

горизонтальных колебаний зданий, а горизонтальные колебания зависят от 

вертикальных колебаний зданий через условие (4.2.3), так как во время 

вертикальных колебаний давление на скользящий фундамент изменяется. 

При совместном движении перемещение 
0

u  определяется по равенству 

(4.2.2) и уравнение движения массы 
1

M  имеет вид 

   
0101122122111111

ucukuucuukucukuM   .   (4.2.5) 

В этом случае 
01011

ucukQ   остальные элементы вектора  Q , 

соответствующие горизонтальным перемещениям сосредоточенных масс,  

равны нулю. Уравнение вертикального движения массы 
1

M  имеет вид, 

подобный (4.2.5), в правой части прибавляется gM
1

 Элементы вектора  Q , 

соответствующие вертикальным перемещениям сосредоточенных масс, равны 

значениям весов соответствующих сосредоточенных масс.  
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Скольжение с сухим трением наступает только тогда, когда выполняется 

условие (4.2.3). Рассматриваемая задача (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) является 

нелинейной задачей, при этом отсутствуют условия вычисления неизвестной 

функции 
0

F , а также во время динамического процесса изменяются размерности 

матриц  M  и  K . При скольжении имеет место уравнение для массы  
0

M  

   
ggfr

ucukFuucucuukukuM 
00011000110000

 ,  

при этом     
ggfr

ucukFQ 
000

 , 

где k0, с0 жесткость и вязкость бокового взаимодействия ростверка и фундамента. 

Для решения задачи в целом воспользуемся следующим алгоритмом. На 

каждом шаге по времени решаем задачи в трех постановках:  

1. Уравнение (4.2.1) решаем с условием (4.2.2);  

2. Уравнение (4.2.1) решаем с условием (4.2.3), при PfF 
0

;  

3. Уравнение (4.2.1) решаем с условием (4.2.3), при PfF 
0

.  

При этом матрицы  M  и  K  в первой постановке имеют размер nn 22   

(здесь n  – количество этажей здания), а во второй и третьей постановках 

  nn 212  . Выбор истинного решения из этих трех решений осуществляется 

следующим образом. Если относительные скорости 
0

uu
g

   во втором и третьем 

постановках задач имеют разные знаки, тогда истинным решением является 

решение задачи в первой постановке, потому что приложенная сила сухого 

трения заставляет двигаться в разные стороны и значит неизвестная сила меньше 

предельного значения силы сухого трения, т.е. массы нижнего и верхнего 

фундаментов на этом шаге по времени движутся вместе без  скольжения. Если 

относительные скорости во втором и третьем постановках задач имеют 

одинаковые знаки, тогда истинным решением является решение задачи в той 

постановке, в которой относительная скорость по абсолютному значению 

наименьший, потому что сила сухого трения направлена против относительного 

движения. Все три задачи решаются методом Ньюмарка [104], оцифрованная 

сейсмограмма землетрясения аппроксимируется линейной функцией в 

интервале шага записи, когда шаг аппроксимации по времени меньше шага 

записи землетрясения.  

Обсудим результаты расчетов на следующих примерах. Пусть заданы 

характеристики 4 этажного здания, а также сейсмограммы следующих 

землетрясений [111]:  

1. Cairano 3 – 000319 (16.01.1981 г, 8 баллов по MSK-64, максимальное 

ускорение – 1.47 м/с2, максимальное перемещение – 0.0029 м, шаг оцифрования 

– 0.005 с, продолжительность – 22.175 с); 

2. Tolmezzo-Diga Ambiesta – 000055 (06.05.1976 г, 9 баллов по MSK-64, 

максимальное ускорение – 3.35 м/с2, максимальное перемещение – 0.0039 м, шаг 

оцифрования – 0.005 с, продолжительность – 46.535 с); 
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3. Nocera Umbra 2 – 000856 (03.04.1998 г, 9 баллов по MSK-64, максимальное 

ускорение – 3.73 м/с2, максимальное перемещение – 0.0054 м, шаг оцифрования 

– 0.005 с, продолжительность – 40.990 с); 

4. Tabas – 000187 (16.09.1978 г, 12 баллов по MSK-64, максимальное 

ускорение – 10.17 м/с2, максимальное перемещение – 0.3446 м, шаг оцифрования 

– 0.005 с, продолжительность – 78.395 с). 

Четырехэтажное здание серии 76-017СА/53 имеет следующие 

характеристики: кирпичное здание размером в плане 389.88 м2; сосредоточенные 

массы в уровнях верхней части фундамента и этажей M0=497575 кг, 

M1=495000 кг, M2=495000 кг, M3=495000 кг, M4=698000 кг, при этом общий вес 

здания, давящий на нижнюю часть фундамента, равен P=26269635 Н; сдвиговые 

жесткости по этажам одинаковы ki=16.08·108 Н/м; вязкость материала здания по 

этажам одинаковы µi=26.9·105 Нс/м. 

При численном решении задач с сухим трением, не зависимо от выбора 

явной или неявной конечно-разностной схемы, шаг по времени необходимо 

подбирать для обеспечения достаточной точности. В наших примерах расчетов 

шаг по времени был выбран равным 0.0001 с. Результаты расчетов по 

сейсмограммам были сравнены с результатами расчетов по акселерограммам, 

когда заданное ускорение переводится в правую часть уравнений (4.2.1), которые 

совпали. 

На рис. 4.6 представлены результаты расчетов изменения сдвиговых 

усилий по времени в первом этаже четырехэтажного здания только для 

горизонтальной компоненты при землетрясении №4 для случаев без учета и с 

учетом скользящего элемента. Из этих графиков видно, что использование 

скользящего фундамента с фторопластом с коэффициентом сухого трения f=0.05 

приводит к снижению максимального значения сдвигового усилия на 74% (т.е. в 

3.9 раза) по отношению к случаю отсутствия скользящего фундамента. Этот 

результат согласуется с результатом лабораторного эксперимента для здания 

жесткого типа. Во второй половине процесса из–за уменьшения ускорений в 

сейсмической волне разница между максимальными значениями сдвиговых 

усилий уменьшается. 
 

 

Рис. 4.6. Изменение сдвиговой силы на первом этаже четырехэтажного здания без учета 

скольжения (1); с учетом скольжения и боковой связью (2) 
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На рис. 4.7 представлены результаты расчетов изменения сдвиговых 

усилий по времени в первом этаже четырехэтажного здания по обоим 

компонентам землетрясения №4 для случаев без учета и с учетом скользящего 

элемента. Из этих графиков видно, что использование скользящего фундамента 

с фторопластом с коэффициентом сухого трения f=0.05 приводит к снижению 

максимального значения сдвигового усилия на 48% (т.е. в 1.9 раза) по 

отношению к случаю отсутствия скользящего фундамента.  

 

 
Рис. 4.7. Изменение сдвиговой силы на первом этаже четырехэтажного здания без учета 

скольжения (1); с учетом скольжения и боковой связью (2) 
 

Далее в таблицах показано, что скользящий фундамент не всегда приводит 

к снижению сдвиговых усилий в несколько раз. Все зависит от характеристик 

здания и характера сейсмической волны. Поэтому, исходя от площадки 

строительства, необходимо подбирать близкие по преобладающим частотам 

записи сейсмограмм, и проводить вычисления. 

В табл. 4.1 – 4.2 максимальные значения сдвиговых усилий 
max

q  (при 

жестком контакте фундамента с основанием) и 
max

q
1

 (при скользящем ростверке 

и дополнительной связи) заданы в килоньютонах. 

Таблица 4.1 – Максимальные значения сдвиговых усилий по этажам для четырехэтажного 

здания при действии только горизонтальной компоненты землетрясения №4 

 

Э
та

ж
и

 Без 

сколь

жения 

00 k

maxq1  

8

0 1016080  .k  

maxq1  

8

0 1032160  .k  

maxq1  

8

0 10608.1 k  

maxq1  

8

0 102163  .k  

maxq1  

qmax β0=0 β0=0.001 β0=0.01 β0=0.001
 

β0=0.01 β0=0.001
 

β0=0.01 β0=0.001
 

β0=0.01 

1 37600 8900 9690 8650 8930 10400 24400 20000 28700 24700 

2 34500 7950 11500 11300 9130 9260 19500 16400 21900 20200 

3 27300 7880 10100 10300 10000 10500 14200 12000 16100 16700 

4 17300 8580 9030 8760 9870 9200 8660 8430 10900 10700 
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Таблица 4.2 – Максимальные значения сдвиговых усилий по этажам для четырехэтажного 

здания при действии горизонтальной и вертикальной компонент землетрясения № 4 

 

Заключение. Описан алгоритм численного решения задачи колебания 

зданий со скользящим фундаментом по модели сухого трения Кулона с учетом 

остановок скольжения и при наличии боковой податливой связи. На примере 

четырехэтажного здания при наборе четырех записей землетрясений показано, 

что использование скользящего фундамента не всегда приводит к 

многократному снижению сдвигового усилия. Учет вертикальной компоненты 

сейсмической волны и боковой податливой связи уменьшает уровень снижения 

сдвиговых усилий. При использовании скользящего фундамента для снижения 

действия землетрясения необходимо, исходя от площадки строительства, 

подбирать близкие по преобладающим частотам записи сейсмограмм и 

проводить вычисления по описанному алгоритму. 

 

4.3. Влияние размера горизонтального зазора между фундаментом и 

скользящим ростверком на колебание здания при землетрясении 

 

Пусть задано горизонтальное движение основания здания в виде 

сейсмограммы реального землетрясения. Будем считать, что нижняя часть 

фундамента здания приобретает такое же перемещение, а верхняя часть 

фундамента или ростверк разделен от нижней части фундамента двухслойным 

фторопластом [116, 117] и с двух сторон имеет одинаковые боковые зазоры 

между выступами нижнего фундамента. В качестве модели взаимодействия двух 

слоев фторопласта примем модель сухого трения Кулона.  

Здание представим одномерной сдвиговой моделью с сосредоточенными 

массами и безынерционными упругими связами 

              tQUKUCUM       (4.3.1) 

  ,U 0    0U  при 0t , 

где  M  – диагональная матрица масс, массы расположены в уровнях этажей,  K  
– матрица жесткостей,      KMC    – матрица вязкости,  U  – вектор 

перемещений. Условие взаимодействия массы 
0

M  со скользящим нижним 

фундаментом имеет вид 
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Без 

сколь

жения 

00 k  

maxq1
 

8

0 1016080  .k  

maxq1  

8

0 1032160  .k  

maxq1  

8

0 106081  .k  

maxq1
 

8

0 102163  .k  

maxq1
 

qmax β0=0 β0=0.001 β0=0.01 β0=0.001 β0=0.01 β0=0.001 β0=0.01 β0=0.001 β0=0.01 

1 37600 24600 19500 22100 23700 23900 19100 27100 33300 22500 

2 34500 24800 21500 22300 23400 24700 20400 24700 25700 23500 

3 27300 21800 18700 20000 20300 21700 20000 21600 19100 19700 

4 17300 19600 14300 13900 15400 17900 18600 15500 21500 15300 
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rg
uuu 

0
, если 

fr
FF 

0
, т.е. при совместном движении,  (4.3.2) 

fr
FF 

0
, 

s
u  при скольжении и при отходе от ограничителей,  (4.3.3) 


s

u , при достижении ограничения и совместного движения с ним (4.3.4) 

где 
0

u  – перемещение ростверка; 
g

u
 
– перемещение нижней части фундамента, 

т.е. аппроксимированная функция оцифрованной сейсмограммы горизонтальной 

составляющей землетрясения; 
r

u  – величина сдвига в момент времени в начале 

текущего совместного движения нижней части фундамента и ростверка, т.е. 

разность между значениями перемещений нижней части фундамента и ростверка 

(в начальный момент времени 0
r

u ); 
s

u - перемещение скольжения;  - 

величина зазора между ростверком и фундаментом; 
0

F  – неизвестное значение 

силы сцепления между верхним и нижним фундаментами; 

  PfuusignF
gfr


0
  – значение силы сухого трения; f  – коэффициент сухого 

трения; P  – вес здания. 

При совместном движении перемещение u0 определяется по равенству 

(4.3.2) и уравнение движения массы M1 имеет вид  

 
0101122111111

ucukuukucukuM       (4.3.5) 

В этом случае 
01011

ucukQ   остальные элементы вектора  Q  равны нулю. 

Перемещение и скорость массы 
1

M  в момент начала совместного движения 

определяется по вычисленным их значениям на этот момент. 

Скольжение с сухим трением наступает только тогда, когда выполняется 

условие (4.3.3). Рассматриваемая задача (4.3.1) – (4.3.4) является нелинейной 

задачей, при этом отсутствуют условия вычисления неизвестной функции 
0

F , 

далее покажем отсутствие необходимости вычисления значения этой функции. 

Скольжение может произойти только тогда, когда ростверк набрал необходимую 

силу инерции, а ускорение фундамента в этот момент снижается. Поэтому при 

слабых землетрясениях скользящий фундамент не срабатывает или эффект будет 

небольшим. Во время динамического процесса изменяются размерности матриц 

 M  и  K . При скольжении имеет место уравнение для массы 
0

M   

   
ish

FuucuukuM 
01101100
  при этом 

fr
FQ 

0
.  (4.3.6) 

Перемещение и скорость массы M0 в момент начала скольжения 

определяется по вычисленным их значениям на этот момент. При этом 

уравнения (4.3.5) и (4.3.6) решаются совместно. 

Для решения задачи в целом воспользуемся следующим алгоритмом. На 

каждом шаге по времени решаем задачи в трех постановках:  

1. уравнение (4.3.1) решаем с условием (4.3.2) или (4.3.4), то есть в 

предположении совместного движения фундамента и ростверка;  

2. уравнение (4.3.1) решаем с условием (4.3.3), при этом F0=f·P, сила 

трения по отношению к ростверку направлена в правую сторону;  
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3. уравнение (4.3.1) решаем с условием (4.3.3), при этом F0= – f · P, сила 

трения по отношению к ростверку направлена в левую сторону.  

Матрицы [M] и [K] в первой постановке имеют размер mm  (здесь m  – 

количество этажей здания), а во второй и третьей постановках    11  mm . 

Выбор истинного решения из этих трех решений осуществляется следующим 

образом. Если относительные скорости 
0

uu
g    во втором и третьем постановках 

задач имеют разные знаки, тогда истинным решением является решение задачи 

в первой постановке, потому что приложенная сила сухого трения заставляет 

двигаться ростверк в разные стороны и значит неизвестная сила меньше 

предельного значения силы сухого трения, т.е. отсутствует скольжение. Если 

относительные скорости во второй и третьей постановках задач имеют 

одинаковый знак, тогда истинным решением является решение задачи в той 

постановке, в которой относительная скорость по абсолютному значению 

наименьший, потому что сила сухого трения направлена против относительного 

движения и всегда приводит затуханию относительного движения. 

Дополнительно проверяется отход ростверка от ограничителей через 

выполнение условия 
s

u . Если это условие выполняется, тогда происходит 

отход ростверка от ограничителя, иначе происходит совместное движение 

ростверка и нижнего фундамента. Все задачи решаются методом Ньюмарка 

[104]; оцифрованная сейсмограмма землетрясения аппроксимируется линейной 

функцией в интервале шага записи, когда шаг аппроксимации по времени 

меньше шага записи землетрясения. 

Обсудим результаты расчетов на следующих примерах. Пусть заданы 

характеристики 4 этажного здания, а также сейсмограммы следующих очень 

сильных землетрясений [111]: 

1. Tabas – 000187 (16.09.1978 г, выше 9 баллов по MSK-64, максимальное 

ускорение – 10.17 м/с2, максимальное перемещение – 0.3446 м, шаг 

оцифрования – 0.005 с, продолжительность – 78.395 с). 

2. Gazli - 000074 (17.05.1976, выше 9 баллов по MSK-64, максимальное 

ускорение - 7.23 м/с2, максимальное перемещение - 0.1827 м, шаг 

оцифрования – 0.005 с, продолжительность - 28 с). 

Четырехэтажное здание серии 76-017СА/53 имеет следующие 

характеристики: кирпичное здание размером в плане 389.88 м2; сосредоточенные 

массы в уровнях верхней части фундамента и этажей M0=497575 кг, 

M1=495000 кг, M2=495000 кг, M3=495000 кг, M4=698000 кг, при этом общий вес 

здания, давящий на нижнюю часть фундамента, равен P=26269635 Н; сдвиговые 

жесткости по этажам одинаковы ki=16.08·108 Н/м; вязкость материала здания по 

этажам одинаковы µi=26.9·105 Нс/м. 

При численном решении задач с сухим трением, не зависимо от выбора 

явной или неявной конечно-разностной схемы, шаг по времени необходимо 

подбирать для обеспечения достаточной точности. В наших примерах расчетов 

шаг по времени был выбран равным 0.0001 с.  
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В табл. 4.3 – 4.5 приведены максимальные значения сдвигового усилия по 

этажам здания при воздействии Табасского землетрясения для различных 

значений зазоров и коэффициента сухого трения. Анализ данных этих таблиц 

показывает, что происходит увеличение сдвигового усилия при наличии 

ограничителя перемещения. При этом, чем больше величина зазора, тем меньше 

значение сдвигового усилия, при достаточно большом значении зазора и малом 

коэффициенте сухого трения ( 05.0;м6.0  f ) перемещение не доходит до 

ограничения, и в этом случае сдвиговые усилия минимальные. По мере 

увеличения зазора снижение значений сдвиговых усилий может нарушится, это 

связано с возможностью набора относительной скорости до момента времени 

достижения ограничения. Чем больше значение коэффициента сухого трения, 

значение зазора можно уменьшит, так как увеличение силы сухого трения 

позволяет уменьшить значение относительной скорости во время скольжения. 

 

Таблица 4.3 –Максимальные значения сдвиговых усилий по этажам для четырехэтажного 

здания при действии землетрясения № 1 

Э
таж

и
 

 Без 

скольж

ения 

м02.0  м05.0  м1.0  

qmax f=0.05 f=0.1 f=0.2 f=0.05 f=0.1 f=0.2 f=0.05 f=0.1 f=0.2 

1 37600 30400 30800 30100 27700 23200 33400 26800 31400 27800 

2 34500 26000 26100 25700 24500 22000 29400 23800 26500 23800 

3 27300 21500 20700 20400 21100 21100 24600 19700 20200 18700 

4 17300 21400 20500 21800 18400 17700 17500 14700 16200 13400 

 

 

Таблица 4.4. Максимальные значения сдвиговых усилий по этажам для четырехэтажного 

здания при действии землетрясения № 1 

Э
таж

и
 

 Без 

скольж

ения 

м2.0  м3.0  м4.0  

qmax f=0.05 f=0.1 f=0.2 f=0.05 f=0.1 f=0.2 f=0.05 f=0.1 f=0.2 

1 37600 30400 14500 25000 26600 14500 15200 29900 14500 15200 

2 34500 27700 11600 23600 23200 11600 15400 25200 11600 15400 

3 27300 25000 10800 21600 22000 10800 13800 21300 10800 13800 

4 17300 25300 10500 16300 19700 10500 11600 15500 10500 11600 
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Таблица 4.5 – Максимальные значения сдвиговых усилий по этажам для четырехэтажного 

здания при действии землетрясения № 1 

Э
таж

и
 

 Без 

скольж

ения 

м5.0  м6.0  м8.0  

qmax f=0.05 f=0.1 f=0.2 f=0.05 f=0.1 f=0.2 f=0.05 f=0.1 f=0.2 

1 37600 13900 14500 15200 8900 14500 15200 8900 14500 15200 

2 34500 13600 11600 15400 7950 11600 15400 7950 11600 15400 

3 27300 10900 10800 13800 7880 10800 13800 7880 10800 13800 

4 17300 8930 10500 11600 8580 10500 11600 8580 10500 11600 

 

В табл. 4.6 и 4.7 приведены максимальные значения сдвигового усилия по 

этажам здания при воздействии Газлийского землетрясения для различных 

значений зазоров и коэффициента сухого трения. Анализ данных этих таблиц 

показывает, что происходит увеличение сдвигового усилия при наличии 

ограничителя перемещения. При этом, чем больше величина зазора, тем меньше 

значение сдвигового усилия, при достаточно большом значении зазора 

( м2.0 ) перемещение не доходит до ограничения, и в этом случае сдвиговые 

усилия минимальные. Максимальное горизонтальное перемещение Газлийского 

землетрясения почти в два раза меньше Табасского землетрясения, поэтому 

зазор здесь можно установить поменьше. 

 
Таблица 4.6. Максимальные значения сдвиговых усилий по этажам для четырехэтажного 

здания при действии землетрясения № 2 

Э
таж

и
 

 Без 

скольж

ения 

м02.0  м05.0  м1.0  

qmax f=0.05 f=0.1 f=0.2 f=0.05 f=0.1 f=0.2 f=0.05 f=0.1 f=0.2 

1 38500 31700 28300 29600 24100 25800 29100 32600 10600 13000 

2 33400 27700 24900 25000 21800 19700 23700 28300 9490 11800 

3 25400 24300 21600 19900 18400 14500 18300 27100 9470 13900 

4 15400 22500 19700 17800 15600 11900 19600 25000 7900 12300 

 
Таблица 4.7. Максимальные значения сдвиговых усилий по этажам для четырехэтажного 

здания при действии землетрясения № 2 

Э
таж

и
 

 Без 

скольж

ения 

м2.0  м3.0  м4.0  

qmax f=0.05 f=0.1 f=0.2 f=0.05 f=0.1 f=0.2 f=0.05 f=0.1 f=0.2 

1 38500 7950 10600 13000 7950 10600 13000 7950 10600 13000 

2 33400 6050 9490 11800 6050 9490 11800 6050 9490 11800 

3 25400 5950 9470 13900 5950 9470 13900 5950 9470 13900 

4 15400 5820 7900 12300 5820 7900 12300 5820 7900 12300 



139 
 

Следует обратить внимание на неравномерность снижения значений 

максимальных сдвиговых усилий при увеличении коэффициента сухого трения 

и размера зазора. Это связано со сложной картиной динамического процесса и 

возможностью удара ростверка по ограничитель с разной набранной скоростью 

во время процесса. Приходим к выводу, что при малых значениях коэффициента 

сухого трения необходимо подбирать величину зазора с осторожностью. 

На рис. 4.8 представлены результаты расчетов изменения перемещений по 

времени верхней и нижней частей фундамента четырехэтажного здания при 

землетрясении №1, 05.0;м6.0  f . Из этого рисунка видно, что 

максимальное перемещение ростверка меньше значения зазора, так как 

сравнительно слабое трение позволяет более легкому движению ростверка и 

достаточно большому относительному перемещению. Максимальное 

абсолютное значение относительного перемещения м56.0
max


s

u . 

 

 
 

Рис. 4.8. Перемещения нижней (1) и верхней (2) частей фундамента с течением времени 

четырехэтажного дома 

 

На рис. 4.9 представлены результаты расчетов изменения перемещений по 

времени верхней и нижней частей фундамента четырехэтажного здания при 

землетрясении №1, 1.0м,6.0  f . Из этого рисунка видно, что увеличение 

коэффициента сухого трения не дает возможность сильному увеличению 

относительной скорости ростверка. По сравнению с рис. 4.8 в этом случае 

максимум относительного перемещения не большой. 
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Рис. 4.9. Перемещения нижней (1) и верхней (2) частей фундамента с течением времени 

четырехэтажного дома  

 

На рис. 4.10 представлены результаты расчетов изменения перемещений 

по времени верхней и нижней частей фундамента четырехэтажного здания при 

землетрясении №1, 2.0,м6.0  f . Здесь такая же картина как на рис. 4.9. 

 

Рис. 4.10. Перемещения нижней (1) и верхней (2) частей фундамента с течением времени 

четырехэтажного дома 

 

На рис. 4.11 представлены результаты расчетов изменения во времени 

движений верхней и нижней частей фундамента четырехэтажного дома при 

землетрясении №1, 05.0,м2.0  f . В этом случае столкновение нижнего 

фундамента и ростверка происходит в процессе колебаний от воздействия 

землетрясения. Следовательно, при таком зазоре и коэффициенте сухого трения 

максимальное значение поперечной силы больше, чем ее значение при зазоре 

0.6 м. 
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Рис. 4.11. Перемещения нижней (1) и верхней (2) частей фундамента с течением времени 

четырехэтажного дома  

 

На рис. 4.12 представлены результаты расчетов изменения во времени 

движений верхней и нижней частей фундамента четырехэтажного дома при 

землетрясении №1, 1.0,м2.0  f . При увеличении коэффициента сухого 

трения ростверк не успевает достаточно скользить по фундаменту и достигать 

пределов. 

 
Рис. 4.12. Перемещения нижней (1) и верхней (2) частей фундамента с течением времени 

четырехэтажного дома 

 

На рис. 4.13 представлены результаты расчетов изменения во времени 

движений верхней и нижней частей фундамента четырехэтажного дома при 

землетрясении №1, 2.0,м2.0  f . Здесь ростверк также не достигает 

пределов, но процесс отличается от рис. 4.12 сложностью колебаний системы. 
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Рис. 4.13. Перемещения нижней (1) и верхней (2) частей фундамента с течением времени 

четырехэтажного дома 

На рис. 4.14 представлены результаты расчетов изменения перемещений 

по времени верхней и нижней частей фундамента четырехэтажного здания при 

землетрясении №1, 05.0,м05.0  f . Малая величина зазора мало снижает 

максимальное значение сдвигового усилия по сравнению с этим значением для 

случая жесткого контакта. При больших значениях перемещения сейсмической 

волны перемещение ростверка достигает ограничения, происходит совместное 

движение ростверка с ограничителем, через некоторое время происходит отрыв 

от ограничителя. После 36 с перемещение не достигает ограничения, а также из-

за малости инерционных сил скольжение между фундаментом и ростверком не 

происходит. 

 
Рис. 4.14. Перемещения нижней (1) и верхней (2) частей фундамента с течением времени 

четырехэтажного дома 

На рис. 4.15 представлены результаты расчетов изменения перемещений 

по времени верхней и нижней частей фундамента четырехэтажного здания при 

землетрясении №1, 1.0,м05.0  f . В этом случае после 48 секунды процесса 

перемещение ростверка достигает правого ограничителя, и они двигаются 

вместе.  
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Рис. 4.15. Перемещения нижней (1) и верхней (2) частей фундамента с течением времени 

четырехэтажного дома 

 

На рис. 4.16 представлены результаты расчетов изменения перемещений по 

времени верхней и нижней частей фундамента четырехэтажного здания при 

землетрясении №1, 1.0,м05.0  f . Здесь после 34 секунды скольжение 

ростверка не наблюдается. 

 

Рис. 4.16 Перемещения нижней (1) и верхней (2) частей фундамента с течением времени 

четырехэтажного дома 
 

Заключение. На основе проведенных расчетов приходим к выводу, что 

наличие ограничений горизонтального движения ростверка скользящего 

фундамента здания приводит к увеличению максимального значения сдвигового 

усилия в этажах здания. Допустимое значение зазора необходимо выбрать на 

основе расчетов на возможные землетрясения на площадке строительства, а 

также по значению коэффициента сухого трения. По мере увеличения зазора 

снижение значений сдвиговых усилий может нарушится, это связано с 

возможностью набора относительной скорости до момента времени достижения 

ограничения. Чем больше значение коэффициента сухого трения, значение 

зазора можно уменьшит, так как увеличение силы сухого трения позволяет 
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уменьшить значение относительной скорости во время скольжения. При малых 

значениях коэффициента сухого трения необходимо подбирать величину зазора 

с осторожностью, так как ростверк может ударится об ограничитель с набранной 

скоростью. 

 

 

4.4. Сейсмоизоляция турбоагрегата АЭС с использованием устройств 

сухого трения 

 

Пусть задано горизонтальное и вертикальное движения основания 

конструкции в виде сейсмограммы реального землетрясения. Будем считать, что 

ростверк разделен плоским слайдером [148] или двухслойным фторопластом 

[116, 117]. Слайдеры имеют коэффициент сухого трения от 0.025 до 0.055 [148], 

а фторопласт обеспечивает скольжение с коэффициентом 0.05 и более [117]. В 

качестве модели взаимодействия основания и ростверка по горизонтальному 

направлению примем модель сухого трения Кулона, по вертикальному 

направлению будем считать абсолютно жестко связанными.  

Конструкцию представим одномерной сдвиговой моделью с 

сосредоточенными массами и безынерционными упругими связами [80] 

             ,)(tQUKUCUM      (4.4.1) 

      ,0при,0,  tUUU
st

  

где  M – диагональная матрица масс, массы расположены в уровнях этажей, 

 K – матрица жесткостей,      KMC    – матрица вязкости, 

   T

nn
v,...v,v,u,...,u,uU

1010
  –– вектор перемещений, ii

v,u   – горизонтальные и 

вертикальные перемещения масс,  
st

U  – вектор перемещений в начальный 

момент времени, элементы, соответствующие  сдвиговому перемещению равны 

нулю, а вертикальному перемещению определяются из решения статической 

задачи.  

Условие горизонтального взаимодействия массы  
0

M ростверка с 

основанием имеет вид [80] 

rg
uuu 

0 , если 
fr

FF 
0

, т.е. при совместном движении,  (4.4.2) 

fr
FF 

0 , при скольжении,      (4.4.3) 

g
vv 

0 ,         (4.4.4) 

где 0
u , 0

v  – перемещения ростверка, 
g

u , 
g

v  – горизонтальное и вертикальное 

перемещения основания, т.е. аппроксимированные сплайн функции Эрмита 

оцифрованной сейсмограммы землетрясения, ur– величина сдвига в момент 

времени в начале текущего совместного движения основания и ростверка, т.е. 

разность между значениями перемещений основания и ростверка (в начальный 

момент времени ur=0), F0 – неизвестное значение силы сцепления между 

основанием и ростверком, Pf)uu(signF
gfr


0
 – значение силы сухого 
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трения, f – коэффициент сухого трения, P – сила давления на скользящий 

элемент фундамента в динамическом процессе, если не учитывать вертикальные 

колебания, тогда это вес конструкции [80]. Линейная аппроксимация 

сейсмограммы землетрясения дает погрешность при вычислении скорости и 

ускорения основания, поэтому используется ее сплайн аппроксимация. 

Следует отметить, что вертикальные колебания не зависят от 

горизонтальных колебаний конструкции, а горизонтальные колебания зависят от 

вертикальных колебаний конструкции через условие (4.4.3), так как во время 

вертикальных колебаний давление на скользящий фундамент изменяется [80]. 

При совместном движении перемещение 0u  определяется по равенству 

(4.4.2) и уравнение движения массы 
1

M  имеет вид [80, 143, 144]: 

.ucuk)uu(c)uu(kucukuM
0101122122111111     (4.4.5) 

В этом случае 01011
ucukQ  , остальные элементы вектора {Q}, 

соответствующие горизонтальным перемещениям сосредоточенных масс, равны 

нулю. Уравнение вертикального движения массы M1 имеет вид, подобный 

уравнению (4.4.5), в правой части прибавляется M1g. Элементы вектора {Q}, 

соответствующие вертикальным перемещениям сосредоточенных масс, равны 

значениям весов соответствующих сосредоточенных масс [80].  

Скольжение с сухим трением наступает только тогда, когда выполняется 

условие (4.4.3) [80]. Рассматриваемая задача (4.4.1), (4.4.2), (4.4.3) является 

нелинейной задачей, при этом отсутствуют условия вычисления неизвестной 

функции 0F , а также во время динамического процесса изменяются размерности 

матриц [M] и [K].  

При скольжении имеет место уравнение для массы [M0] [80] 

,fr
F)uu(c)uu(kuM 

01101100
 , при этом 

.fr
FQ 

0
 

Для решения задачи в целом воспользуемся следующим алгоритмом. На 

каждом шаге по времени решаем задачи в трех постановках [143]:  

1. Уравнение (4.4.1) решаем с условием (4.4.2);  

2. Уравнение (4.4.1) решаем с условием (4.4.3), при PfF 
0

;  

3. Уравнение (4.4.1) решаем с условием (4.4.3), при PfF 
0

.  

При этом матрицы  M  и  K  в первой постановке имеют размер nn 22   

(здесь n  – количество этажей здания), а во второй и третьей постановках 

n)n( 212   [80]. Выбор истинного решения из этих трех решений 

осуществляется следующим образом. Если относительные скорости 
rg

uu    во 

втором и третьем постановках задач имеют разные знаки, тогда истинным 

решением является решение задачи в первой постановке, потому что 

приложенная сила сухого трения заставляет двигаться в разные стороны и значит 

неизвестная сила меньше предельного значения силы сухого трения, т.е. массы 

нижнего и верхнего фундаментов на этом шаге по времени движутся вместе без  

скольжения. Если относительные скорости во втором и третьем постановках 
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задач имеют одинаковые знаки, тогда истинным решением является решение 

задачи в той постановке, в которой относительная скорость по абсолютному 

значению наименьший, потому что сила сухого трения направлена против 

относительного движения [80, 143, 144]. Все три задачи решаются методом 

Ньюмарка [104], оцифрованная сейсмограмма землетрясения аппроксимируется 

сплайн функцией Эрмита. При этом шаг по времени в методе Ньюмарка должно 

быть меньше шага записи землетрясения. 

Обсудим результаты расчетов на примере сейсмоизоляции турбоагрегата 

АЭС [128]. Модель конструкции представим в виде трехмассовой системы 

(рис. 4.17.). Пусть заданы характеристики конструкции, а также сейсмограммы 

следующих сильных землетрясений [111]: 

1. Cairano 3 – 000319 (16/01/1981 г, выше 8 баллов по MSK-64, максимальное 

ускорение – 1.47 м/с2, максимальное перемещение – 0.0029 м, шаг оцифрования 

– 0.005 с, продолжительность – 22.175 с); 

2. Nocera Umbra 2 – 000856 (03/04/1998 г, выше 9 баллов по MSK-64, 

максимальное ускорение – 3.73 м/с2, максимальное перемещение – 0.0054 м, шаг 

оцифрования – 0.005 с, продолжительность – 40.990 с); 

3. Tolmezzo-Diga Ambiesta – 000055 (06/05/1976 г , выше 9 баллов по MSK-

64, максимальное ускорение – 3.35 м/с2, максимальное перемещение – 0.039 м, 

шаг оцифрования – 0.005 с, продолжительность – 46.535 с); 

4. Gazli – 000074 (17/05/1976 г, выше 10 баллов по MSK-64, максимальное 

ускорение – 7.23 м/с2, максимальное перемещение – 0.1827 м, шаг оцифрования 

– 0.005 с, продолжительность - 28 с). 

 

Рис. 4.17. Расчетная схема турбоагрегата с фундаментом 

 

Масса турбоагрегата 2.5·106 кг, масса фундамента турбоагрегата 5.0·106 кг. 

Жесткость эквивалентной пружины на сдвиг между турбоагрегатом и 

фундаментом 1.0·108 Н/м, а ее вертикальная жесткость 2.0·109 Н/м. 

Горизонтальная и вертикальная жесткости фундамента соответственно равны 

1.0·1010 Н/м и 2.0·1010 Н/м. Коэффициенты затухания равны α=0.94 с-1, 

β=0.00116 с.   В  расчетах   коэффициент  сухого   трения   между   основанием  и 

фундаментом принимали в двух вариантах 0.025 и 0.05. 
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При численном решении задач с сухим трением шаг по времени 

необходимо подбирать для обеспечения достаточной точности. В наших 

примерах расчетов шаг по времени был выбран равным 0.001 с. 

На рис. 4.18 приведено сравнение перемещений основания и 

турбоагрегата, а на рис. 4.19 соответствующих ускорений при землетрясении 

№1, 8 балльной интенсивности. Коэффициент сухого трения f=0.025. Получается 

сравнительно большие перемещения турбоагрегата за счет скольжения 

фундамента, но его ускорения имеют небольшие значения, максимальное 

значение этого ускорения 6.6 раз меньше чем максимальное ускорение 

основания. Это показывает, что устройство с сухим трением позволило снизить 

действие 8 балльного землетрясения. Так при жестком соединении основания с 

фундаментом максимальное ускорение турбоагрегата 0.662 м/с2, а в случае 

использования устройства сухого трения 0.224 м/с2, что почти 3 раза меньше. На 

снижение ускорения турбоагрегата также влияет пружинные амортизаторы, 

установленные между фундаментом и турбоагрегатом [128]. 

 

 

Рис. 4.18. Изменение перемещений по времени: основания (а) umax= 0.00287 м  

и турбоагрегата (б) umax= 0.0112 м 

 

На рис. 4.20 и 4.21 приведены такие же сравнения при значении 

коэффициент сухого трения f=0.05. Увеличение коэффициента сухого трения в 

два раза несколько изменяет картину колебания конструкции. Колебания 

турбоагрегата имеет большую амплитуду относительно сдвинутого положения, 

а максимальное значение его ускорения 4 раза меньше чем максимальное 

ускорение основания. На процесс колебаний турбоагрегата сильно влияет 

значение коэффициента сухого трения сейсмоизоляционного устройства, чем 

меньше трение, тем меньше максимальное ускорение турбоагрегата. В обоих 

случаях заметен процесс биения.  
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Рис. 4.19. Изменение ускорений по времени: основания (a) wmax= 1.47 м/с2  

и турбоагрегата (б) wmax= 0.224 м/с2 

 

 

Рис. 4.20. Изменение перемещений по времени: основания (a) umax= 0.00287 м 

и турбоагрегата (б) umax= 0.0199 м 
 

 

Рис. 4.21. Изменение ускорений по времени: основания (a) wmax= 1.47 м/с2 и турбоагрегата (б) 

wmax= 0.352 м/с2 
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На рис. 4.22 и 4.24 приведено сравнение перемещений основания и 

турбоагрегата, а на рис. 4.23 и 4.25 соответствующих ускорений при 

землетрясении №2, 9 балльной интенсивности. При значении коэффициент 

сухого трения f=0.025, а также при f=0.05 как в предыдущих случаях происходит 

остаточный сдвиг. При этом ускорения имеют небольшие значения, 

максимальное значение этого ускорения 12 и 7.7 раз, соответственно, меньше 

чем максимальное ускорение основания. Из рис. 4.18 – 4.25 видно, что 

турбогенератор колеблется, после действия ощутимых ускорений основания, по 

собственным частотам.   

 

 

Рис. 4.22. Изменение перемещений по времени: основания (a) umax= 0.00542 м  

и турбоагрегата (б) umax= 0.0141 м 

 

 

 

Рис. 4.23. Изменение ускорений по времени: основания (a) wmax= 3.05 м/с2  

и турбоагрегата (б) wmax= 0.253 м/с2 
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Рис. 4.24. Изменение перемещений по времени: основания (a) umax= 0.00542 м  

и турбоагрегата (б) umax= 0.0126 м 

 

 

Рис. 4.25. Изменение ускорений по времени: основания (a) wmax= 3.05 м/с2 

и турбоагрегата (б) wmax= 0.396 м/с2 

 

На рис. 4.26 и 4.28 приведены сравнения перемещений основания, 

имеющее максимальное значение 0.0388 м, и турбоагрегата, а на рис. 4.27 и 4.29 

соответствующих ускорений при землетрясении №3, 9 балльной интенсивности. 

Максимальные ускорения турбоагрегата при значении коэффициент сухого 

трения f=0.025 и f=0.05, соответственно уменьшаются 3.6 и 2.4 раза по 

сравнению с максимальным ускорением основания. По-видимому, сравнительно 

небольшое уменьшение максимального значения ускорения турбоагрегата 

связано с частотным составом землетрясения. 

На рис. 4.30 и 4.32 приведены сравнения перемещений основания, 

имеющее значение 0.183 м, и турбоагрегата, а на рис. 4.31 и 4.33 

соответствующих ускорений при землетрясении №4, 10 балльной 

интенсивности. Максимальные ускорения турбоагрегата при значении 

коэффициент сухого трения f=0.025 и f=0.05, соответственно уменьшаются 6.5 и 

4.6 раза по сравнению с максимальным ускорением основания.  
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Рис. 4.26. Изменение перемещений по времени: основания (a) umax= 0.0388 м  

и турбоагрегата (б) umax= 0.0768 м 

 

 

Рис. 4.27. Изменение ускорений по времени: основания (a) wmax= 3.09 м/с2 

и турбоагрегата (б) wmax= 0.862 м/с2 

 

 

Рис. 4.28. Изменение перемещений по времени: основания (a) umax= 0.0388 м 

и турбоагрегата (б) umax= 0.075 м  
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Рис. 4.29. Изменение ускорений по времени: основания (a) wmax= 3.09 м/с2 

и турбоагрегата (б) wmax= 1.29 м/с2 

 

 

Рис. 4.30. Изменение перемещений по времени: основания (a) umax= 0.183 м  

и турбоагрегата (б) umax= 0.103 м 

 

 
Рис. 4.31. Изменение ускорений по времени: основания (a) wmax= 7.23 м/с2)  

и турбоагрегата (б) wmax= 1.12 м/с2 
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Рис. 4.32. Изменение перемещений по времени: основания (a) umax= 0.183 м 

и турбоагрегата (б) umax= 0.156 м 
 

 

Рис. 4.33. Изменение ускорений по времени: основания (a) wmax= 7.23 м/с2 

и турбоагрегата (б) wmax= 1.57 м/с2 
 

Расчет по линейной теории, когда процесс трения заменяется слабой 

пружиной, что не соответствует динамическому процессу взаимодействия 

конструкции с основанием по принципу сухого трения, дает неверный результат. 

На следующих четырех таблицах приведены максимальные значения 

перемещений и ускорений основания и турбоагрегата для разных землетрясений 

при различных значениях коэффициента сухого трения. 
 

Таблица 4.8 – Максимальные значения горизонтального перемещения, ускорения основания 

и турбоагрегата без учета вертикальной компоненты землетрясения (H) и с учетом его 

вертикальной компоненты (HV) при землетрясении №1 

 f=0.025 f=0.05 

umax, м wmax, м/с2
 umax, м wmax, м/с2

 

H HV H HV H HV H HV 

Основания 0.00287 0.00287 1.47 1.47 0.00287 0.00287 1.47 1.47 

Турбоагрегата 0.0112 0.0109 0.224 0.211 0.00199 0.0126 0.352 0.354 
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Таблица 4.9 – Максимальные значения горизонтального перемещения, ускорения основания 

и турбоагрегата без учета вертикальной компоненты землетрясения (H) и с учетом его 

вертикальной компоненты (HV) при землетрясении №2 

 f=0.025 f=0.05 

umax, м wmax, м/с2
 umax, м wmax, м/с2

 

H HV H HV H HV H HV 

Основания 0.00542 0.00542 3.05 3.05 0.00542 0.00542 3.05 3.05 

Турбоагрегата 0.0141 0.0149 0.253 0.257 0.0126 0.0135 0.396 0.388 

 

Таблица 4.10 – Максимальные значения горизонтального перемещения, ускорения основания 

и турбоагрегата без учета вертикальной компоненты землетрясения (H) и с учетом его 

вертикальной компоненты (HV) при землетрясении №3 

 f=0.025 f=0.05 

umax, м wmax, м/с2
 umax, м wmax, м/с2

 

H HV H HV H HV H HV 

Основания 0.0388 0.0388 3.09 3.09 0.0388 0.0388 3.09 3.09 

Турбоагрегата 0.0768 0.0782 0.862 1 0.075 0.129 1.29 1.45 

 

Таблица 4.11 – Максимальные значения горизонтального перемещения, ускорения основания 

и турбоагрегата без учета вертикальной компоненты землетрясения (H) и с учетом его 

вертикальной компоненты (HV) при землетрясении №4 

 f=0.025 f=0.05 

umax, м wmax, м/с2
 umax, м wmax, м/с2

 

H HV H HV H HV H HV 

Основания 0.183 0.183 7.23 7.23 0.183 0.183 7.23 7.23 

Турбоагрегата 0.103 0.421 1.12 2.53 0.156 0.324 1.57 2.84 

 

Учет вертикальной компоненты сейсмической волны неоднозначно влияет 

на максимальные значения перемещений и ускорений турбоагрегата. В 

зависимости от интенсивности землетрясения и спектрального состава его 

записи, а также от механических характеристик конструкции возможно 

увеличение или уменьшение максимального ускорения турбоагрегата при учете 

вертикальной составляющей сейсмической волны. На нашем примере чем 

больше интенсивность землетрясения, тем большее влияние вертикальной 

компоненты сейсмической волны на сдвиговые ускорения турбоагрегата, т.е. 

сдвиговые ускорения увеличиваются. 
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Выводы. Плоские слайдеры, используемые для сейсмоизоляции 

конструкций, позволяют снижать максимальное значение ускорения в несколько 

раз в зависимости от массы конструкции, коэффициента сухого трения и 

характера сейсмического воздействия, т.е. от интенсивности и доминантных 

частот. 

Учет вертикальной компоненты сейсмической волны неоднозначно влияет 

на максимальные значения перемещений и ускорений турбоагрегата. В 

зависимости от интенсивности землетрясения и спектрального состава его 

записи, а также от механических характеристик конструкции возможно 

увеличение или уменьшение максимального ускорения турбоагрегата при учете 

вертикальной составляющей сейсмической волны. Увеличение интенсивности 

землетрясения приводит к увеличению сдвигового ускорения при учете 

вертикальной компоненты сейсмической волны. 

Использование в расчетах линейной модели взаимодействия вместо 

модели сухого трения Кулона приведет к ошибочным результатам. 

К заключению об эффективности используемого слайдера необходимо 

прийти на основе расчетов по наборам записей землетрясений, по интенсивности 

и спектральному составу частот близких к выбранной площадке строительства. 
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ГЛАВА 5. УРОКИ Землетрясения Кахраманмарас 
06.02.2023: Математические модели, 
оценки и методы сейсмической защиты 

 

 

5.1. Введение 

 

Недавнее землетрясение (06.02.2023) магнитудой Mw 7.8 и последующие 

сильные афтершоки магнитудой Mw 7.5, произошедшие в районе Кахраманмарас 

(Kahramanmaraş) в Турции и близких к ней регионах Сирии, имели относительно 

неглубокий гипоцентр, расположенный в осадочных слоях земной коры, 

примерно на 10 000 м ниже уровня океана [149, 150].  

Оценка интенсивности землетрясения в городах Газиантеп и Килис 

составила XI баллов по модифицированной шкале Меркалли [151, 152]. В 

течение марта – апреля 2023 года афтершоки продолжались и, вероятно, будут 

продолжаться еще около года после главного толчка [151]. 
 

 
а) 

  
б) 

Рис. 5.1. a) Горизонтальная компонента сейсмограммы главного толчка в 01:17 по Гринвичу, 

измерения на станции IU ANTO, Анкара, Турция, расположенной в 235 км от эпицентра;  

б) дельта-подобный импульс, соответствующий одному из двух самых больших пиков, 

каждый длительностью примерно 50 мс  
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Анализ сейсмограмм, записанных на разных станциях, показывает наличие 

значительного горизонтально-поляризованного дельта-образного импульса, 

имевшего место во временном интервале 01:20 - 01:22; см. рис. 5.1, a. Это связано 

с приходом пика горизонтально поляризованной S-волны большой 

интенсивности и малой длительности. По оценкам авторов длительность 

пиковых импульсов составляет ~50 мс. Рассмотрение этой сейсмограммы в 

лучшем разрешении показывает, что два пика на самом деле состоят из двух 

дельтаобразных импульсов почти одинаковой амплитуды и длительности, как 

показано на рис. 5.1, б. Отметим, что разрешение сейсмограммы ограничено 

временем дискретизации также порядка 50 мс [153, 154]. 

Аналогичные чрезвычайно большие импульсы малой продолжительности 

также были зарегистрированы при некоторых сильных землетрясениях, 

вызвавших большие человеческие жертвы и серьезные разрушения, например, 

Землетрясение в Кобе магнитудой 6,9 произошло 17 января 1995 г. [155]; 

см. рис. 5.2.  

 

 
Рис. 5.2. Интегральная сейсмограмма 

землетрясения в г. Кобе (Япония), произошедшего 

17 января 1995 [155]. На сейсмограмме заметен 

пик, связанный с приходом δ-образной ударной 

волны, сопровождавшей S-волну значительной 

магнитуды [155] 

 
 

Иногда большие пики имеют место при появлении волн Рэлея, Рэлея-

Лэмба или горизонтально поляризованных волн Лява большой интенсивности 

[156, 157]; см. сейсмограмму землетрясения в Гаити магнитудой Mw 7.0 от 

12.01.2010 г. (рис. 5.3). 
 

 

Рис. 5.3. Большая интенсивность и малая длительность пиков связаны с приходом 

поверхностных волн Рэлея магнитудой Mw 7.0; землетрясение в Гаити 12.01.2010 [158]  
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Следует отметить, что более распространенной является ситуация, когда 

записанные сейсмограммы не содержат импульсов столь большой величины и 

малой длительности; образец такой сейсмограммы приведён на рис. 5.4. 

 

 

Рис. 5.4. Типичная сейсмограмма; землетрясение вблизи острова Северная земля, 

произошедшее 19 апреля 1997 [159]; красной линией отмечено начало прихода S-волн, а так 

же поверхностных волн Рэлея – Лэмба, по [159] 

 

 

5.2. Спектр треугольного импульса 

 

Рассмотрим интегральное преобразование Фурье одиночного 

треугольного импульса, показанного на рис. 5.1, б. 
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где ω – круговая частота колебаний; f(t) – функция, интегрируемая во временной 

области: suppf=[–T;T] 
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где p – амплитудный множитель. Здесь импульс сдвинут на T по оси времени, 

чтобы избежать асимметрии, что обеспечивает отсутствие мнимой части в 

спектре Фурье. 

Применение преобразования (5.2.1) к функции (5.2.2) дает 

соответствующую спектральную функцию Фурье [160] 

  









2
sin

~ 2 T
cpTf


 ,      (5.2.3) 

где  

 
sin

sinc
t

t
t

 .       (5.2.4) 

Ввиду уравнения (5.2.3) графики для соответствующих спектров Фурье 

будут выглядеть следующим образом (см. рис. 5.5). 
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Рис. 5.5. Спектры Фурье дельта-подобных импульсов при разных T 

 

Графики на рис. 5.5 четко указывают на существенные максимумы на 

нулевой частоте. 

 

 

5.3. АЧХ для типового сейсмоизолирующего устройства 

 

Предположим, что здание оборудовано сейсмоизолирующим устройством, 

соответствующим модели Кельвина – Фойгта или более сложной модели Ценера, 

известной также как стандартная вязкоупругая модель [161, 162]; см. рис. 5.6, a, 

б. Основные уравнения для моделей Кельвина – Фойгта и Ценера могут быть 

представлены в форме Коши [163]. 

( ) ( ) ( )
d

t t t
dt

  Y G Y U ,     (5.3.1) 

где для модели Кельвина – Фойгта 

 0

( ) 0 1
  ( ) ; ; ( ) exp

( ) / /

x t
t t i t

v t k m m

   
      

    
Y G U U .  (5.3.2) 

Здесь, ( )x t  – перемещение массы; ( ) ( )v t x t ; η – вязкость демпфера; k – 

жёсткость пружины; m – масса; U0 – амплитуда внешней нагрузки. Отметим, что 

G – полустабильная матрица [163]. Для модели Ценера со вспомогательной 

пружиной соответствующие параметры будут выглядеть следующим образом 

1

2

1

( ) 0 0 1

  ( ) ; / / 0( )

( ) / / 0( )

x t

t k kx t

k k m k mv t

   
           

       

Y G ,   (5.3.3) 

где 1 1( ), ( )x t v t  – отклонение и скорость массы; 2( )x t  – отклонение 

вспомогательной пружины; k  – жесткость вспомогательной пружины.  
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Решение уравнения (5.3.1) при разных частотах возбуждения дает 

амплитудно-частотную характеристику (АЧХ); типичная АЧХ для модели 

Ценера показана на рис. 5.6, в.  

Здесь надо отметить, что для всех известных в настоящее время 

математических моделей сейсмоизолирующих систем на основе 

резинометаллических вибро- и сейсмоизоляторов, в районе малых частот 

наблюдается зона усиления сигнала, приведенная на рис. 5.6, в. 
 

 
a)                                                           б) 

 

 
в) 

Рис. 5.6. a) модель Кельвина-Фойгта; б) модель Ценера; в) Типичная АЧХ сейсмоизолятора, 

созданного по модели Ценера; серым цветом показана зона усиления сигнала 

 

График на рис. 5.6, в наглядно свидетельствует о том, что типичный 

сейсмоизолятор идеально подходит для демпфирования относительно высоких 

частот (ω>1), но генерирует значительное усиление сигнала в меньшем 

диапазоне частот (ω<1), точнее, там, где дельта-подобный импульс достигает 

максимума; см. рис. 5.4. Таким образом, рассматриваемые сейсмоизолирующие 

устройства становятся не только бесполезными на низких частотах, но и 

усиливают сейсмические сигналы в низкочастотном диапазоне. 
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5.4. Обрушение каркасного здания без сейсмоизоляции 

 

Рассмотрим далее воздействие высокоинтенсивной сейсмической 

дельтаобразной S-волны на каркас здания, не имеющего сейсмоизоляции. 

Анализ методом конечных элементов (МКЭ) воздействия дельта-

образного импульса S-волны большой амплитуды и малой длительности, 

соответствующего ускорению 1 g ( ~9,8 м/с2), показывает, (i) появление полей 

напряжений высокой интенсивности как в колоннах, так и в плитах, особенно в 

нижней части здания; (ii) множественные зоны повреждения, появляющиеся в 

основном на задних фронтах отражённых волн; и, (iii) разрушение элементов 

каркаса до начала колебаний, т.е. до начала образования стоячих волн; см. 

рис. 5.7. Последний вывод наглядно иллюстрирует бесполезность применения 

виброгасителей для смягчения высокоинтенсивных и кратковременных 

дельтаобразных импульсных нагрузок. 

 

Рис. 5.7. Обрушение каркаса здания, вызванное появлением ударных волн высокой 

интенсивности; КЭ моделирование 

 

Рис. 5.7 иллюстрирует разрушение элементов каркаса здания, начиная с 

нижних этажей, при этом S-волна высокой интенсивности распространяется 

вверх. Таким образом, проведенный МКЭ анализ наряду с многочисленными 

наблюдениями [149 – 159], указывает на необходимость создания систем 

сейсмозащиты от рассматриваемых видов кратковременных сейсмических 

импульсов большой интенсивности. 

 

 

5.5. Как обеспечить сейсмическую защиту при появлении ударных 

волн высокой интенсивности? 
 

 5.5.1 Сейсмические подушки, обзор. Возникает закономерный вопрос, как 

обеспечить сейсмозащиту от мощных, но при этом кратковременных 

сейсмических импульсов. Это особенно важно ввиду принципиальной 

неспособности широко используемых сейсмоизолирующих устройств гасить 

столь короткие импульсы.  

По-видимому, первой известной системой естественной сейсмической 

защиты, способной защитить от сильных колебаний грунта, вызванных 



162 
 

сейсмическими волнами высокой интенсивности, является гостиница 

«Империал» в Токио, спроектированная в 1923 году Фрэнком Ллойдом Райтом. 

Здание располагалось над реликтовым болотом, которое выполняло роль 

сейсмической подушки, защищавшей здание от S-волн во время Великого 

землетрясения Канто с Mw 7.9 – 8.2, произошедшего 01.09.1923 г., в том же году, 

когда строительство здания было завершено [164].  
 

 
а) 

 
б) 

  
в) 

Рис. 5.8. a) Империал отель, Токио, 1923 [164]; б) Катастрофические разрушения в 

окрестности Империал отеля; в) Принципиальная схема сейсмической подушки на основе 

реликтового болота, выполнявшего роль сейсмической подушки 
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Также известно [165], что большая часть окружающих зданий была 

разрушена землетрясением. Принципиальная схема сейсмической площадки 

представлена на рис. 5.8. 

В настоящее время существует несколько подходов к смягчению 

воздействия рассматриваемых сильных ударных импульсов поперечных S-волн. 

Некоторые из этих подходов уже разработаны, в то время как другие еще 

находятся в стадии разработки. Отметим следующие подходы: 

(I) При проектировании фундаментов для мостов в сейсмоопасных 

районах было разработано и реализовано решение, основанное на 

создании сейсмической подушки из калиброванных природных 

камней, размещенных между оголовками свай и нижней 

поверхностью ростверка. Таким образом, по-видимому, впервые для 

столь крупных сооружений ростверк был отделен от свай. Это 

решение было использовано при строительстве моста Рион-Антирион 

и некоторых других большепролетных мостов [166, 167], проект 

выполнен компанией Geodynamique® (Франция). Хотя такая подушка 

не может отражать энергию сейсмических волн из-за небольшой 

разницы в акустическом импедансе между сейсмической подушкой и 

железобетоном, она все же может рассеивать часть волновой энергии 

внутри подушки благодаря относительному движению камней [168]. 

(II) Система сейсмозащиты зданий, разработанная компанией Marathon 

Alliance® (Австралия), заключается в установке сейсмической 

подушки либо под фундаментную плиту (рис. 5.9, а), либо внутри 

ростверка в случае свайного фундамента (рис. 5.9, б); см. [169]. 

Разрабатываемые сейсмические подушки выполнены из 

гранулированных метаматериалов, обеспечивающих (1) отражение 

приходящих сейсмических волн в широком диапазоне 

соответствующих спектральных частот и (2) поглощение 

механической энергии сейсмических волн внутри гранулированного 

метаматериала за счет образования в микроструктуре материала 

множественных ударных волновых фронтов. Таким образом, более 

чем в четыре раза ослабляется энергия сейсмических волн. Срок 

службы рассматриваемых гранулированных метаматериалов сравним 

со сроком службы защищаемого сооружения из-за неорганической 

природы гранул, изготавливаемых из плавленого базальта [169], или 

плавленого стекла. 

(III) Сейсмические подушки, специально сконструированные для 

сейсмоизоляции высокоточного оборудования, например, 

использование эластомерных листов в сочетании с механическими 

ползунками [170]. 

(IV) Сейсмические прокладки из листов фторопласта, имеющие очень 

малый коэффициент трения и служащие для получения поверхностей, 

практически свободных от трения скольжения [80, 143]. Этот подход 

также можно отнести к системам сейсмозащиты на основе 
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метаповерхностей, так как он основан на концепции поверхностей 

скольжения. 

 

    
a)                                                          б) 

 
в) 

Рис. 5.9. Сейсмические подушки для защиты: a) Здание реактора АЭС защищено как от P-

волн, так и от S-ударных волн, композитная подушка из акустически контрастных слоев 

(слои выделены разными цветами) размещена под конструкцией фундамента [169];  

б) разделение фундаментной плиты сейсмостойкой подушкой (красная линия);  

в) Энергоблоки атомной станции Нанван (Тайвань), с проектируемой системой сейсмической 

защиты на основе подушек из гранулированных метаматериалов  

 

(V) Сейсмические подушки из материалов, обладающих малым 

акустическим импедансом, по сравнению с грунтовыми массивами, 

что обеспечивает отражение энергии сейсмических S и P волн от 

соответствующих подушек.  
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 5.5.2 Сейсмические подушки, основные принципы. Рассмотренные 

сейсмические подушки способны обеспечить сейсмическую защиту от S-волн 

большой интенсивности в широком диапазоне частот, причем, как уже 

упоминалось ранее, некоторые виды подушек способны защищать как от 

продольных, так и от поперечных волн. В этой связи, можно сформулировать три 

основных принципа, обеспечивающих применимость и эффективность 

рассматриваемых сейсмических подушек: 

(A) Различие акустических импедансов окружающего массива грунта, 

бетона и гранулированного метаматериала, используемого для 

сейсмической подушки (не относится к сейсмической подушке из 

фторопластовых листов). Этот принцип обеспечивает отражение 

энергии сейсмических волн на границах между сейсмической 

подушкой и грунтом или бетоном, тем самым уменьшая энергию 

волн, распространяющихся в вышележащие конструкции 

защищаемого сооружения. Отметим также, что коэффициенты 

отражения-преломления не зависят от частоты волны в соответствии 

с теорией Knott – Zoeppritz [171], независимость от частоты 

обеспечивает главное преимущество сейсмической подушки перед 

более распространенными сейсмоизолирующими устройствами; см. 

раздел 5.2.  

(B) Формирование и распространение ударных волновых фронтов в 

микроструктуре гранулированного метаматериала, что приводит к 

существенной диссипации волновой энергии внутри сейсмической 

подушки [172]. Этот необычный эффект доминирует в рассеянии 

волновой энергии внутри гранулированного метаматериала [173]. 

(C) Возможность относительного перемещения различных гранул внутри 

подушки, что обеспечивает дополнительное ослабление энергии 

сейсмических волн. Учет сухого трения на контактирующих 

поверхностях между гранулами дает еще один источник рассеяния 

механической энергии в микроструктуре метаматериала [174–176].  

 

 

5.6. Заключительные замечания 
 

Анализ сейсмограмм недавнего разрушительного землетрясения 

магнитудой Mw 7.8, произошедшего 6 февраля 2023 года в районе 

Кахраманмарас (Kahramanmaraş), выявил появление на сейсмограмме 

землетрясения необычно сильного дельта-образного импульса S-волны. Как 

было указано, наблюдаемый дельта-образный импульс соответствует большому 

пику, имеющему максимум на нулевой частоте, что делает большинство широко 

используемых сейсмоизолирующих устройств практически непригодными, или 

даже опасными при появлении дельта-образных импульсов, поскольку 

рассматриваемые сейсмоизоляторы усиливают сигналы вблизи нулевой частоты. 
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Анализ существующих и разрабатываемых способов сейсмозащиты на 

основе различных сейсмических подушек, содержащих гранулированные 

метаматериалы, выявил основные преимущества этих способов сейсмозащиты 

по сравнению с другими видами сейсмоизоляции, особенно в связи с появлением 

дельта-образных импульсов на сейсмограммах землетрясений. 

Еще одно интересное применение естественных гранулированных 

материалов, связано с использованием сейсмических подушек из калиброванных 

камней, уложенных между свайным полем о подошвой ростверка фундаментных 

конструкций мостовых опор, см. рис. 5.10.  

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5.10. а) Мост Рион – АнтирионРион-Антирион через Коринфский пролив в Южной 

Греции; б) Подушка из гранулированных материалов между оголовками свай и подошвой 

ростверка опорной части моста [177 – 179] 
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ГЛАВА 6. Экспериментальная и численная 
оценка устройств сейсмической 
защиты оборудования 
высоковольтных подстанций 

 

Введение. Технология сейсмоизоляции и других сейсмозащитных 

устройств за последние годы существенно изменилась. В настоящее время 

производители предлагают широкий выбор таких устройств, обладающих четко 

определенными свойствами, которые можно адаптировать практически к 

любому практическому применению. Старая версия норматива США IEEE693 

[180], направленный на обеспечение сейсмостойкости оборудования 

высоковольтных подстанций, отставал от требований практики. Это было 

отмечено в нескольких работах [181 – 183]. В результате совместной работы 

группы экспертов (включая автора этой главы) были разработаны основные 

положения для внесения изменений, касающихся вопросов сейсмозащиты 

высоко важного оборудования высоковольтных подстанций [184]. Эти 

рекомендации стали основой для нового Приложения W в последней версии 

норматива [185]. Хотя эти новые рекомендации [184] были основаны на знании 

и результатах работ ведущих экспертов, возникла потребность в научно-

исследовательской программе, которое системно рассмотрит все эти вопросы и 

подтвердит рекомендации экспериментальным и численным путями. Оно 

описано вкратце ниже. 

Данное исследование было предпринято с целью дальнейшего расширения 

и продвижения применения сейсмозащитных устройств для защиты высоко 

важного оборудования высоковольтных подстанций. В этой главе описаны 

результаты обширных компонентных и полномасштабных испытаний 

сейсмически изолированного высоковольтного оборудования на 

сейсмоплатформе. Все эти исследования были проведены в ходе многолетней 

научно-исследовательской программы, проведенной в Калифорнийском 

Университете в Беркли, штат Калифорния, США. Эта программа была 

финансирована Научно-исследовательским Институтом Электроэнергетики 

(The Electric Power Research Institute: EPRI), штат Калифорния, США.  

Программа компонентного тестирования соответствовала требованиям недавно 

разработанного Приложения W, которое является частью обновленной версии 

норматива IEEE693 опубликованного в 2018 году [185]. Результаты этой 

программы были использованы для экспериментального обоснования 

нескольких положений в этом норматива и его улучшения. 

Одной из основных фаз этой программы было определение разработка 

синтетических асселерограмм и модификация выборки существующих 

асселерограмм дли использования в квалификационных тестах на 

сейсмоплатформе или при численном моделировании высоковольтного 

оборудования. Результаты этой фазы были обобщены в нескольких публикациях 

[186 – 188]. 



168 
 

Экспериментальная программа полномасштабных систем была в основном 

сфокусирована на высоковольтном оборудовании среднего и легкого веса (по 

сравнению с весом зданий). По результатам исследований было опубликовано 

множество статей, которые были систематизированы в отдельной работе [189]. 

Полномасштабные испытания были проведены на сейсмоплатформе при 

использовании стандартных землетрясений с максимальным ускорением 1,0 g, 

спектральные кривые которых отвечают требованиям норматива [185]. В 

исследование были включены следующие широко используемые устройства 

сейсмической защиты: проволочные тросы, фрикционные демпферы и 

сейсмоизоляторы, основанные на скольжении по маятниковым траекториям. В 

ходе выполнения программы были выявлены несколько реальных применений 

каждого типа сейсмозащиты. В дополнение к обширной экспериментальной 

программе были созданы конечно-элементные модели сейсмозащищенного 

оборудования и сопоставлены с экспериментальными результатами. 

Изменчивость сейсмического поведения этих нелинейных систем, подвергнутых 

воздействию набора асселерограмм, совместимых со спектром IEEE693, 

изучалась как в экспериментальных, так и в численных исследованиях. 

Экспериментальные и численные исследования систем с фиксированным и 

изолированным основанием ясно продемонстрировали преимущества этих 

защитных устройств для снижения сейсмической нагрузки на уязвимое 

высоковольтное оборудование. По результатам исследования сформированы 

рекомендации по применению устройств защиты с целью оптимизации их 

использования. 

Эта глава представляет результаты для одного из типов сейсмозащиты, а 

именно демпферов, сделанных из витых стальных тросов. 

 

 

6.1. Компонентные испытания сейсмозащитных устройств 

 

Компонентные испытание демпферов, сделанных из витых стальных 

тросов (Wire Rope – WR). Для достижения целей исследования и изучения 

характеристик имеющихся в продаже устройств сейсмической защиты для 

проекта был приобретен комплект из четырех WR [190]. Из списка имеющихся 

в продаже моделей была выбрана одна из наиболее подходящих, представленная 

на рис.6.1 [190]. Производителю было предложено предоставить все технические 

характеристики, которые обычно предоставляются клиентам, внедряющим 

устройства в свою конструкцию. Производителем были предоставлены 

результаты монотонных испытаний, проведенных на репрезентативных 

образцах этой модели. Кроме того, были предоставлены заводские сертификаты 

на сталь, используемую при изготовлении WR.  
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Рис. 6.1. Демпферы, сделанные из витых стальных тросов (WR)  

 

Вся документация, поставляемая производителем по механическим 

свойствам, представлена на рис. 6.2. 

 

 

Рис. 6.2. Механические свойства демпфера, сделанного из витых стальных тросов (WR)  

 

Как показано на рис. 6.2, документация, предоставленная производителем, 

имела ряд недостатков. Во-первых, кривые зависимости усилия от перемещения 

были получены в монотонной односторонней конфигурации сжатия или 

вытягивания без какой-либо циклической нагрузки. Во-вторых, вертикальная 

нагрузка на WR во время испытаний не была указана, и предполагалось, что 

результаты получены в результате испытаний на фиксированный сдвиг и 

фиксированный крен. В-третьих, испытания проводились со статической 
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нагрузкой, поэтому по результатам испытаний нельзя оценить зависимость 

механического поведения от скорости нагрузки. В-четвертых, также 

отсутствовала оценка разброса механических параметров при переходе от 

одного устройства к другому. Не была учтена возможность старения при 

многократном нагружении. В-пятых, отсутствовали результаты испытаний с 

комбинированным осевым и сдвиговым нагружением. В-шестых, не была 

представлена оценка максимальной несущей способности. 

Поскольку все эти вопросы необходимо решить для надлежащего 

численного моделирования устройств сейсмической защиты, стандарт IEEE693-

2018 [185] требует проведения компонентного тестирования устройств, которые 

будут использоваться для защиты оборудования высоковольтных подстанций от 

землетрясений. Протокол испытаний, рекомендованный в [185], был применен в 

программе компонентного тестирования, представленной в следующем разделе. 

Поскольку это не было указано в данных производителя, предполагалось, 

что результаты, представленные на рис. 6.2, были получены в результате широко 

используемых испытаний на фиксированный сдвиг и фиксированный крен [191], 

которые показаны на рис. 6.3. Как показано на рисунке, во время этих испытаний 

вертикальная высота верхней планки не изменяется по отношению к нижней 

планке. Это приведет к одновременному изменению сдвиговой и осевой 

нагрузки, которая не соответствует нагрузке на WR, установленные под 

высоковольтным оборудованием. Поэтому для независимого тестирования WR 

в вертикальном и горизонтальном направлениях была разработана специальная 

двумерная экспериментальная установка, которая описана ниже. 
 

 

Рис. 6.3. Схематика типичных компонентных тестов для демпферов, сделанных из витых 

стальных тросов (WR) [191] 

 

Двумерная экспериментальная установка. Для этого проекта была 

разработана и изготовлена специальная экспериментальная машина, способная 

независимо прикладывать вертикальные и горизонтальные нагрузки. Она 

состояла из вертикального и горизонтального гидравлических приводов, 

направляемых соответствующими линейными подшипниковыми системами, как 

показано на рис. 6.4. В результате вертикальный и горизонтальный приводы 

были установлены независимо друг от друга и могли независимо прикладывать 

усилия в соответствующих вертикальном и горизонтальном направлениях. Как 

показано на рис. 6.5, вертикальный привод окрашен в серебристый цвет, а 

горизонтальный - в черный. Нижняя планка WR прикреплена к стальной 

пластине, которая приводится в горизонтальное движение черным приводом, а 

верхняя планка WR прикреплена к кронштейну, приводимому в движение 

серебристым приводом. 



171 
 

 

Рис. 6.4. Схематика двумерной экспериментальной установки 

 

 

 

Рис. 6.5. Фотография двумерной экспериментальной установки 

 

Протоколы испытаний. Были применены два протокола испытаний. 

Сначала приводы WR были протестированы в циклических испытаниях на 

сжатие и растяжение. В ходе этих испытаний вертикальный привод управлялся 

на основе силовой обратной связи, а горизонтальный привод удерживался на 

нулевом смещении. На втором этапе, к WR была приложена постоянная 

вертикальная предварительная нагрузка при циклическом нагружении. В этом 

случае горизонтальный привод управлялся на основе обратной связи по 

перемещению, а вертикальный привод управлялся для поддержания 

предварительной нагрузки. Протоколы испытаний представлены на рис. 6.6. 

Результаты компонентного тестирования WR. WR были испытаны в 

трех ориентациях: 0°, 45° и 90° по отношению к оси горизонтального привода. 

Фотографии типичного испытания на сдвиг при 90° ориентации представлены 

на рис. 6.7. В дополнение к испытаниям на сдвиг были проведены циклические 

испытания на растяжение и сжатие. Матрица экспериментальной программы для 

компонентного тестирования WR представлена в табл. 6.1. 
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Рис. 6.6. Протокол вертикальных испытаний при нулевом сдвиге (слева)  

и горизонтальном циклическом нагружении с постоянной вертикальной 

предварительной нагрузкой (справа) 

 

Таблица 6.1 – Матрица экспериментальной программы для компонентного тестирования WR 

Направление 

тестирования 

Вертикальная 

предварительная 

нагрузка, 

килофунты 

Ориентация: 

угол 

горизонтального 

привода оси 

демпфера 

Файл данных 

Вертикальное сжатие 

и растяжение 
0,1.0 0 Run147-148 

Сдвиг 0 0 Run150 

Сдвиг 1.4 0 Run151 

Вертикальное сжатие 

и растяжение 
0, 0.35, 0.7, 1.05, 1.4 0 Run099 

Сдвиг 0 0 Run100 

Сдвиг 0.5 0 Run101 

Сдвиг 1.4 0 Run102 

Сдвиг 0 90 Run103 и Run104 

Сдвиг 0.5 90 Run105 

Сдвиг 1.4 90 Run106 

Сдвиг 0 45 Run107 

Сдвиг 0.5 45 Run108 

Сдвиг 1.4 45 Run109 
 

   

а) Положительный сдвиг б) Без сдвига в) Отрицательный сдвиг 

Рис. 6.7. Испытание WR на циклический сдвиг 
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Общее поведение WR является нелинейным, как показано на графиках на 

рис. 6.8. В дополнение к силе и перемещению, измеренным во время испытаний 

на сжатие и растяжение, на графике на рис.6.8, а представлены кривые 

зависимости силы от смещения, взятые из спецификаций производителя. Как 

видно из графика на рис.6.8, а, жесткость при растяжении (ветвь с 

отрицательным усилием) намного выше, чем при сжатии. Это связано с тем, что 

при растяжении жесткость WR будет связана с жесткостью стальных тросов при 

растяжении. Данные производителя близки к результатам испытаний во время 

циклов сжатия (ветвь с положительным усилием), как показано на рис. 6.8, а. 

  
(а) Результаты растяжения/сжатия (б) ориентация - 0° 

  
(в) ориентация - 45° (г) ориентация - 90° 

  
(д) Зависимость горизонтального усилия от 

горизонтального перемещения при одинаковом 

предварительном вертикальном нагружении 

(е) Зависимость горизонтального усилия от 

вертикального перемещения при одинаковом 

предварительном вертикальном нагружении 

Рис. 6.8. Результаты компонентного тестирования WR 
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Жесткость при испытаниях на сдвиг зависит от предварительной нагрузки, 

приложенной к WR, как показано на рис. 6.8, б, в, г. Жесткость уменьшается при 

увеличении предварительной нагрузки. Здесь не представлены данные 

производителя по испытаниям на сдвиг, поскольку испытательная установка 

данного проекта не была рассчитана на применение фиксированного сдвига и 

фиксированного крена, упомянутых ранее и показанных на рис. 6.2. Кривые 

зависимости горизонтальной силы от горизонтального смещения изменяются 

при изменении угла приложения сдвигающей силы, как показано на рис. 6.8, д. 

Стоит отметить, что для поддержания вертикальной предварительной 

нагрузки во время испытаний на сдвиг, вертикальный привод опускался вниз, 

что соответствует дугообразному движению, представленному на рис. 6.8, е. 

Стоит отметить, что один из WR был подвергнут протоколу 

компонентного тестирования в сентябре 2016 года, перед началом обширной 

экспериментальной программы, проведенной на высоковольтном оборудовании, 

изолированного с помощью WR. Результаты этих испытаний были сопоставлены 

с соответствующими результатами компонентных испытаний, проведенных в 

марте 2017 года (см. табл. 6.1). В обоих случаях образец был выбран случайным 

образом из группы из четырех образцов, использованных в исследовании. 

Результаты представлены на рис. 6.9. На этом рисунке показано сравнение 

характеристических кривых поведения между случайно выбранными образцами. 

Образец, испытанный в сентябре 2016 года, соответствует так называемому 

состоянию “до”, а образец, испытанный в марте 2017 года, соответствует так 

называемому состоянию “после”. Поскольку кривые производительности 

примерно одинаковы, возможное старение WR и вариабельность свойств от 

одного WR к другому, скорее всего, не должны вызывать беспокойство. 

 

  

(а) Соотношение горизонтального усилия и 

вертикального перемещения при одинаковом 

предварительном нагружении 

(б) Соотношение горизонтального усилия и 

горизонтального перемещения при одинаковом 

предварительном нагружении 

Рис. 6.9. Сравнение между случайно выбранными образцами: характеристические кривые 

до и после проведения полномасштабных испытаний на сейсмоплатформе 
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Выводы. В результате тестирования компонентов WR были сделаны 

следующие выводы. Во-первых, вертикальная жесткость WR в значительной 

степени зависит от направления нагрузки. Вертикальная жесткость больше при 

растяжении, чем при сжатии. Следовательно, для оборудования с 

преобладающим режимом качания наличие двух WR, центрированных в точке 

качания, выгодно для достижения симметричных характеристик при растяжении 

и сжатии. Во-вторых, жесткость WR на сдвиг зависит от вертикальной 

предварительной нагрузки и постепенно уменьшается при увеличении 

вертикальной нагрузки. В-третьих, изменчивость жесткости при сдвиге 

несколько мала при том же предварительном натяжении. В-четвертых, 

возможность старения (при многократном нагружении) и вариабельность от 

одного WR к другому, скорее всего, не окажут существенного влияния на 

характеристики WR. 

 

 

6.2. Полномасштабные испытания на сейсмоплатформе 

высоковольтного оборудования, защищённого с помощью WR 

 

Описание сейсмоплатформы и две конфигурации для полно-

масштабных испытаний. Для достижения целей исследования была 

разработана специальная сейсмоплатформа. Рабочий ход платформы составляет 

±0,813 м, а максимальная скорость близка к 2.5 м в секунду. Грузоподъемность 

сейсмоплатформы составляет 10 тонн. Максимальное ускорение 

сейсмоплатформы может достичь 3,0 g. Сейсмоплатформа является одноосным, 

как показано на рис. 6.10. Некоторые из этих результатов были опубликованы в 

работе [192]. 

 

Рис. 6.10. Сейсмоплатформа с длинным ходом и высокой скоростью, разработанная в 

Калифорнийском университете в г. Беркли 

 

Программа компонентных испытаний сейсмозащитных устройств WR 

завершилась испытаниями на этой сейсмоплатформе. Как показано на рис. 6.11 

испытания на сейсмоплатформе были проведены с WR и без них, чтобы оценить 

эффективность WR в качестве устройств сейсмической защиты. Как видно из 

рис. 6.11, высоковольтное оборудование в конфигурация с фиксированным 
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основанием было жестко закреплено к платформе. В случае использования WR, 

они были установлены под несущей плитой оборудования. 

Резонансная частота каждой конфигурации была измерена в тестах на 

сейсмоплатформе. 

  

(а) Жестко закрепленая конфигурация (б) Конфигурация с защитными 

устройствами WR  

Рис. 6.11. Две конфигурации для полномасштабных испытаний высоковольтного 

оборудования на сейсмоплатформе 

 

Контрольно-измерительные приборы и асселерограммы для 

сейсмоплатформы. Для тестирования на сейсмоплатформе использовались 

асселерограммы, рекомендованные в нормативе [185]. Они были разработаны в 

[186 – 188]. Для мониторинга реакции оборудования и работы сейсмоплатформы 

использовался ряд приборов, как показано на рис. 6.12.  
 

 

Рис. 6.12. (а) Общий вид оборудования на сейсмоплатформе и подробные сведения об 

измерительных приборах: (б) акселерометры на верхней части опорной конструкции,  

(в) трехмерные перемещения опорной плиты были рассчитаны на основе триангуляции в 

трех точках, (г) акселерометры на верхней части оборудования, (e) тензометрические 

датчики в нижней части фарфорового изолятора 



177 
 

 

Несущая плита оборудования была оснащена тремя наборами 

триангулированных датчиков положения, как показано на рис. 6.13 и 6.14. 

Акселерометр, расположенный на несущей плите оборудования, показан на 

рис. 6.15. 

 

Рис. 6.13. Мишени, используемые для триангуляции 3-х датчиков перемещения 

  

Рис. 6.14. Типичный случай 

триангуляции 
Рис. 6.15. Датчик ускорения на верхней части 

опорной плиты в вертикальном направлении 
 

Экспериментальная программа. Была проведена обширная программа 

тестирования на сейсмоплатформе оборудования в двух конфигурациях: жестко 

защемлённого к сейсмоплатформе и защищенного устройствами WR.  

Экспериментальная программа, представлена в табл. 6.2. Асселерограммы 

для сейсмоплатформы были выбраны из набора асселерограмм, совместимых со 

спектром IEEE-693 [186 – 188], и были отфильтрованы чтобы соответствовать 

максимальному ходу сейсмоплатформы (±0.813 м). Каждая асселерограмма 

повторялась три раза, чтобы изучить вариацию в поведении на одно и то же 

возбуждение. Тест на определение времени TestQke4IEEE5-5 не использовался в 

качестве сигнала возбуждения для сейсмоплатформы. Чтобы избежать 

перенапряжения керамического материала оборудования и сохранить 

испытуемый образец для последующих испытаний, уровень сейсмического 

возбуждения был намеренно ограничен на 50 % от максимального уровня, 

который соответствует максимальному ускорению 1,0 g, как показано в табл. 6.2. 
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Таблица 6.2. – Матрица экспериментальной программы для полномасштабного тестирования 

на сейсмоплатформе 

Модифицирована из 

следующей 

асселерограммы 

Название 

стандартной 

IEEE693 

асселерограммы 

[186–188] 

Защищенное с 

помощью WR 

Жестко 

защемлен-

ное 

El-Centro, CA (1940) TestQke4IEEE5-1 0.25g 0.5g 1.0g 0.25g 0.5g 

Landers, CA (1992) TestQke4IEEE5-2 0.25g 0.5g 1.0g   0.5g 

Chi-Chi, Taiwan (1999) TestQke4IEEE5-3 0.25g 0.5g 1.0g   0.5g 

El Mayor-Cucapah, 

Mexico (2010) 
TestQke4IEEE5-4 0.25g 0.5g 1.0g   0.5g 

CONSTITUCIONS/N4598 

Chile, February 27, 2010 
TestQke4IEEE5-5         0.5g 

Синтетическое TestQke4IEEE5-6 0.25g 0.5g 1.0g   0.5g 

Синтетическое TestQke4IEEE5-7 0.25g 0.5g 1.0g   0.5g 

Синтетическое TestQke4IEEE5-8 0.25g 0.5g 1.0g   0.5g 

 

Результаты испытаний для конфигурации с фиксированным 

основанием. Как отмечалось ранее, чтобы избежать перенапряжения 

фарфорового изолятора и сохранить его для последующих экспериментальных 

программ, уровень возбуждающей асселерограмы был ограничен 50 %. График, 

показывающий деформации в нижней части фарфорового изолятора, 

представлен на рис. 6.16, а. Тензодатчики были установлены с интервалом 180° 

по периметру сечения фарфорового изолятора. Поэтому графики деформаций, 

записанные на противоположных поверхностях, меняются по абсолютной 

величине одинаково, но с противоположным знаком. Пиковые значения 

деформации были близки к 260 MS (1000 MS соответствует деформации 0,001). 

 

  
(а) деформации в нижней части фарфорового 

изолятора 

(б) ускорения в верхней части изолятора  

Рис. 6.16. Деформация и ускорение для конфигурации с фиксированным основанием 
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Значения ускорения в верхней части изолятора представлены на 

рис. 6.16, б. Преобладающим видом вибрации является качение вокруг оси Y, и 

поэтому ускорения в направлении Y намного меньше, чем в направлении X. 

Ускорение по оси X достигло максимума в 7,75g при этом возбуждении. Эти 

результаты представляет собой поведение испытательного образца на 

сейсмическое возбуждение асселерограммой TestQke4IEEE5-2 (первый запуск 

из серии из трех). Подобные результаты были получены для других 

возбуждений. 

Значения коэффициентов преобразования Фурье (FFT) для деформаций в 

нижней части изолятора представлены на рис. 6.17, а. Исходя из этого графика, 

резонансная частота модели с фиксированным основанием была оценена как 

4,72 Гц. Стоит отметить, что эта частота близка к частоте, определенной другими 

экспериментальными способами [189]. На основе ускорений сейсмоплатформы 

были построены спектральные кривые (TRS). Сравнение этих кривых со 

спектральной кривой IEEE-693 (RRS) показано на рис. 6.17, б. Спектральная 

кривая возбуждений превосходят нормативную спектральную кривую начиная с 

частоты 2,1 Гц как это и требуется.  

 

  

(а) коэффициентов преобразования 

Фурье (FFT) для деформаций 

(б) спектральная кривая возбуждений 

превосходят нормативную 

спектральную кривую начиная с 

частоты 2,1 Гц 

Рис. 6.17. Резонансная частота конфигурации с фиксированным основанием  

и спектральные кривые 

 

Спектральные кривые для конфигурации с фиксированным основанием 

были почти постоянными от одного возбуждения к другому, как показано на 

рис. 6.18, а. Все значения TRS для всех прогонов (голубые линии) представлены 

на рис. 6.18, а. вместе со средним значением (синяя линия) и средним значением 

плюс одно стандартное отклонение (красная линия). Спектральные ускорения в 

непосредственной близости от резонансной частоты были усреднены для оценки 

спектральной нагрузок вблизи резонансной частоты. Спектральная нагрузка 

была явно выше, чем значения плато в спектре IEEE 693 [185], как показано на 

рис. 6.18, б. 
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(а) Спектры тестовых откликов во всех 

прогонах 

(б) среднее спектральное ускорение, 

нормализованное к значениям RRS  

Рис. 6.18. Спектральные кривые для конфигурации с фиксированным основанием 

 

Результаты тестирования оборудования, защищенного WR. Тот же 

набор возбуждающих асселерограмм, рекомендованный в [185], был 

использован для тестирования оборудования, защищенного WR. Здесь 

обсуждаются типичные результаты на примере возбуждения с помощью 

TestQke4IEEE5-2. Как и в предыдущем случае, напряжения на противоположных 

сторонах изолятора находятся в противоположных фазах, как показано на 

рисунке рис. 6.19, а. В результате защиты с помощью WRs пиковое значение 

напряжения было снижено до 116 МS. Как показано на рис. 6.19, b, пиковые 

ускорения также снизились до 3,3g, что также свидетельствует о том, насколько 

эффективны WRs для сейсмозащиты. 

  
(в) деформации в нижней части 

фарфорового изолятора 

(г) ускорения в верхней части 

изолятора  

Рис. 6.19. Деформация и ускорение для конфигурации оборудования, защищенного с 

помощью WR 
 

Значения FFT для деформаций в нижней части изолятора представлены на 

рис. 6.20, а. Исходя из этого графика, резонансная частота модели с 

фиксированным основанием была оценена как 2,12 Гц. Спектр тестовых 

ускорений (TRS) представлен на рис. 6.20, б. Он расположен в непосредственной 
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близости спектральной кривой IEEE693-2018 [185] с коэффициентом 50 %, 

начиная со всех частот, превышающих 0,6 Гц. Кроме того, TRS выше 

спектральной кривой IEEE693-2018 на резонансной частоте конфигурации с 

сейсмоизоляцией. 

  
(а) коэффициентов преобразования 

Фурье (FFT) для деформаций 

(б) спектральная кривая возбуждений превосходят 

нормативную спектральную кривую начиная с 

частоты 0,6 Гц 

Рис. 6.20. Резонансная частота для конфигурации оборудования, защищенного  

с помощью WR 
 

Спектральные кривые для конфигурации с фиксированным основанием 

были почти постоянными от одного возбуждения к другому, как показано на 

рис. 6.21, а. Все значения TRS для всех прогонов (голубые линии) представлены 

на рис. 6.21, а. вместе со средним значением (синяя линия) и средним значением 

плюс одно стандартное отклонение (красная линия). Спектральные ускорения в 

непосредственной близости от резонансной частоты были усреднены для оценки 

спектральной нагрузок вблизи резонансной частоты. Спектральная нагрузка 

была явно выше, чем значения плато в спектре IEEE 693 [185], как показано на 

рис. 6.21, б. 

  

(а) Спектры тестовых откликов во всех 

прогонах 

(б) среднее спектральное ускорение, 

нормализованное к значениям RRS  

Рис. 6.21. Спектральные кривые для конфигурации оборудования, защищенного с 

помощью WR 
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Сравнительный анализ: оборудование с жестко защемленным 

основанием и оборудование, защищенная WR. Сравнение пиковых значений 

деформации, измеренных в нижней части изолятора при испытаниях с 

фиксированным основанием и изолированным основанием, представлено на рис. 

6.22, a. График ясно показывает, что деформации были уменьшены примерно в 

три раза, когда WR были установлены в нижней части опорной плиты. Пиковые 

ускорения также были уменьшены примерно в три раза, как показано на рис. 

6.22, б. Оба графика показывают, что в конфигурации с WR нагрузки на хрупкий 

изолятор снизилась примерно в три раза по сравнению с фиксированным 

основанием. 

 

  

(а) деформации (б) ускорения  

Рис.6.22. Деформации в нижней части изолятора и ускорения в верхней части изолятора 

 

К сожалению, значительное снижение деформации в нижней части 

изолятора сопровождалось увеличением максимального смещения в верхней 

части изолятора, как показано на рис. 6.23. 

 

 

Рис. 6.23. Максимальные смещения в верхней части изолятора 

 

Значительное снижение нагрузки на фарфоровый изолятор связано с 

большим демпфированием, вносимым в систему WR, как показано на рис.6.24. 

Как показано на рис. 6.24, a, частоты оборудования, защищенного WR, сдвинуты 
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в сторону низких частот по сравнению с конфигурацией с фиксированным 

основанием, представленной на рис. 6.24, б. Кроме того, графики, 

соответствующие случаю с защищенным оборудованием, шире, чем для случая 

с фиксированной базой. Это служит свидетельством дополнительного большого 

затухания, вносимого посредством WR. В результате амплитуды FFT для 

корпуса защищаемого оборудования примерно в десять раз меньше, чем для 

стационарного основания. Это отражает снижение сейсмических нагрузок к 

высоковольтному оборудованию, что подтвердилось уменьшением деформаций 

в нижней части фарфорового изолятора. 

 

  

(а) Широкое FFT изолированного 

оборудования: высокое демпфирование 

(б) Узкое FFT фиксированного 

оборудования: низкое затухание 

Рис. 6.24. FFT ускорения на вершине изолятора 
 

Выводы. Следующие выводы были сделаны на основе испытаний 

высоковольтного оборудования с WR и без сейсмозащиты. Во-первых, в 

результате использования WR снизилась резонансная частота оборудования. Во-

вторых, WR увеличили общее демпфирование системы. В-третьих, в результате 

введения WR в основу оборудования деформации в нижней части фарфорового 

изолятора уменьшились почти в три раза. В-четвертых, примерно во столько же 

раз сократились ускорения на верхней части оборудования. В-пятых, повышение 

гибкости системы привело к большим перемещениям сверху защищаемого 

оборудования, что свойственно любой сейсмоизолированной конструкции. 
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Обнаруженные опечатки в Книге 1 и Книге 2 
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