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СТАБИЛЬНЫЕ ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ
В КОСМОЛОГИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ
С ДВУМЯ СКАЛЯРНЫМИ ПОЛЯМИ

Рассматривается устойчивость изотропных решений для двухполевых моде-
лей в метрике Бьянки I. Доказано, что условия, достаточные для устойчивости
по Ляпунову в метрике Фридмана–Робертсона–Уокера, обеспечивают устойчи-
вость по отношению к анизотропным возмущениям в метрике Бьянки I, а так-
же по отношению к возмущениям плотности энергии холодной темной материи.
Найдены достаточные условия устойчивости по Ляпунову изотропных фиксиро-
ванных точек системы уравнений Эйнштейна. Метод суперпотенциала приме-
нен для конструирования устойчивых решений типа кинка. Получены условия
на суперпотенциал, которые являются достаточными условиями устойчивости
по Ляпунову соответствующих точных решений. Проанализирована устойчи-
вость изотропных решений типа кинка в моделях, связанных с полевой теорией
струн.

Ключевые слова: космология, устойчивость, метрика Бьянки.

1. ВВЕДЕНИЕ

Для описания различных типов космической жидкости обычно используется фе-
номенологическое соотношение между давлением (лагранжевой плотностью) p и
плотностью энергии ϱ каждого из компонентов жидкости p = wϱ. Функция w на-
зывается параметром состояния. Современные наблюдения [1] указывают на то,
что в настоящее время во Вселенной доминирует равномерно распределенная кос-
мическая жидкость с отрицательным давлением, так называемая темная энергия,
параметр которой примерно равен −1: wDE = −1± 0.2. С помощью наблюдений по-
лучены сильные ограничения на анизотропию [2], а также показано, что на больших
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расстояниях Вселенная пространственно плоская. Существует мнение (см. [3], [4],
а также обзоры [5] и приведенную в них литературу), что параметр состояния, за-
висящий от времени, лучше отвечает экспериментальным данным, чем параметр
wDE ≡ −1, соответствующий космологической константе. Этим, в частности, обу-
словлен интерес к моделям с wDE < −1. Теории поля с wDE < −1 представляют
интерес и как возможное решение проблемы космологической сингулярности [6], [7].

Стандартный способ получения переменного параметра состояния – добавление
в космологическую модель скалярных полей. Двухполевые модели с пересечением
барьера космологической константы, wDE = −1, известны как квинтомные (quintom)
модели и включают одно фантомное скалярное поле и одно стандартное скалярное
поле. Квинтомные модели активно изучаются в настоящее время [5], [8]–[12]. Кос-
мологические модели с wDE < −1 нарушают изотропное энергетическое условие,
что в общем случае связано с появлением фантомных полей. Стандартное кванто-
вание этих моделей приводит к нестабильности и физически недопустимо. В ра-
боте [9] теория с wDE < −1 рассматривается как приближение, сделанное в рамках
фундаментальной теории. Поскольку фундаментальная теория должна быть устой-
чивой и допускать квантование, такая нестабильность может рассматриваться как
артефакт приближения. Отметим проблемы квантовой нестабильности, возникаю-
щие в эффективных теориях и связанные с производными высоких порядков [13].
В работах [14] проблема нестабильности сведена к проблеме такого выбора парамет-
ров эффективной теории, чтобы нестабильность оказывалась существенной только
при временах, не описываемых в рамках приближения эффективной теории. Мате-
матически это выражается в том, что члены с высшими производными рассматри-
ваются как поправки, существенные только при малых энергиях, ниже уровня фи-
зического обрезания. Данный подход позволяет рассматривать такие эффективные
теории как физически приемлемые, при этом подразумевается, что эффективная
теория допускает погружение в некоторую фундаментальную теорию.

В метрике Фридмана–Робертсона–Уокера известны модели с нарушением изо-
тропного энергетического условия, которые имеют классические стабильные реше-
ния, являющиеся аттракторами [15], [16], [10] (аттракторы в неоднородных космо-
логических моделях рассмотрены в [17]).

Стабильность изотропных решений в метриках Бьянки [18], [19] (см. также [20])
исследовалась в инфляционных моделях (см. работы [21] и ссылки в них). В предпо-
ложении, что энергетические условия выполнены, доказано, что все первоначально
расширяющиеся модели Бьянки, кроме типа IX, приближаются к пространству-вре-
мени де Ситтера [22] (см. также [23]).

В настоящей статье рассматривается устойчивость изотропных решений в мет-
рике Бьянки I. Рассматривая решения уравнений Фридмана как изотропные ре-
шения в метрике Бьянки I, мы включаем в рассмотрение анизотропные возмуще-
ния. Анализ устойчивости существенно упрощается подходящим выбором перемен-
ных [19], [20], [24]. Показано, что полученные в работе [10] условия достаточны для
устойчивости не только в метрике Фридмана–Робертсона–Уокера, но также и в мет-
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рике Бьянки I. Мы рассматриваем как квинтомные космологические модели, так
и модели с двумя скалярными (двумя фантомными скалярными) полями. Доста-
точные условия устойчивости изотропных решений, стремящихся к неподвижной
точке, для однополевых моделей получены в работе [25].

Стабильность непрерывного решения, стремящегося к неподвижной точке, озна-
чает устойчивость этой неподвижной точки. Используя теорему Ляпунова [26], мы
находим условия, при которых неподвижная точка и стремящееся к ней решение
устойчивы. Мы также анализируем устойчивость относительно малых колебаний
плотности энергии холодной темной материи.

В работах [9], [27] для построения квинтомных моделей с точными решениями
использовался метод суперпотенциала. В настоящей статье мы получили условия
устойчивости в терминах суперпотенциала и использовали суперпотенциал для по-
лучения моделей с устойчивыми точными решениями. Мы также проверили устой-
чивость решений, полученных в работах [9], [27].

Заметим, что стандартный способ анализа устойчивости решений уравнений Фри-
дмана в квинтомных моделях использует замену переменных [8], [10], [11]. В случае
экспоненциальных потенциалов эта замена полезна тем, что преобразовывает класс
нетривиальных решений в неподвижные точки новой системы уравнений. С помо-
щью техники, используемой в настоящей статье, условия устойчивости для произ-
вольного потенциала, найденные в работе [10], можно получить без введения новых
переменных, т.е. более простым способом.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 рассматриваются двухпо-
левые модели с произвольным потенциалом и находятся достаточные условия устой-
чивости в метриках Фридмана–Робертсона–Уокера и Бьянки I. В разделе 3 выво-
дятся условия на суперпотенциал, достаточные для устойчивости точных решений.
В разделе 4 мы проверяем устойчивость точных решений типа кинка в космологиче-
ских моделях, происхождение которых связано с полевой теорией струн. В разделе 5
мы суммируем результаты.

2. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ УСТОЙЧИВОСТИ

2.1. Уравнения Эйнштейна в метрике Бьянки I. Рассмотрим двухполевую
космологическую модель со следующим действием:

S =
∫
d4x

√
−g

[
R

16πGN
− C1

2
gµν∂µφ∂νφ−

C2

2
gµν∂µξ∂νξ − V (φ, ξ)

]
,

где потенциал V (φ, ξ), включающий в себя космологическую постоянную Λ, явля-
ется дважды непрерывно дифференцируемой функцией, GN – ньютоновская грави-
тационная постоянная (8πGN = 1/M2

P, где MP – масса Планка), каждое из полей φ

и ξ является либо скалярным, либо фантомным скалярным полем в зависимости от
знаков констант C1 и C2.
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Рассматривая метрику Бьянки I

ds2 = −dt2 + a2
1(t) dx

2
1 + a2

2(t) dx
2
2 + a2

3(t) dx
2
3, (1)

удобно выразить ai через новые переменные a и βi (мы используем обозначения
из работы [24]):

ai(t) = a(t)eβi(t). (2)

Налагая ограничение β1 + β2 + β3 = 0, получаем следующие соотношения:

a(t) = (a1(t)a2(t)a3(t))1/3, (3)

Hi ≡
ȧi

ai
= H + β̇i, H ≡ ȧ

a
=

1
3
(H1 +H2 +H3), (4)

где точка обозначает производную по времени.
Заметим, что βi не являются компонентами вектора и, следовательно, не подчиня-

ются правилу суммирования Эйнштейна. В случае метрики Фридмана–Робертсона–
Уокера все βi равны нулю и H представляет собой параметр Хаббла. Следуя рабо-
там [19], [20], [24], мы вводим переменную

σ2 ≡ β̇2
1 + β̇2

2 + β̇2
3 . (5)

Уравнения Эйнштейна имеют следующий вид:

3H2 − 1
2
σ2 = 8πGNϱ, (6)

2Ḣ + 3H2 +
1
2
σ2 = −8πGNp, (7)

φ̇ = ψ, ψ̇ = −3Hψ − 1
C1

∂V

∂φ
, (8)

ξ̇ = ζ, ζ̇ = −3Hζ − 1
C2

∂V

∂ξ
, (9)

где

ϱ =
C1

2
φ̇2 +

C2

2
ξ̇2 + V (φ, ξ), p =

C1

2
φ̇2 +

C2

2
ξ̇2 − V (φ, ξ). (10)

Для βi и σ2 мы получаем уравнения

β̈i = −3Hβ̇i, (11)
d

dt
(σ2) = −6Hσ2. (12)
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Функции H(t), σ2(t), φ(t) и ξ(t) могут быть получены из уравнений (6)–(9) и (12).
Если функция H(t) известна, то переменные βi находятся тривиально из (11). Далее
мы покажем, что функции H(t), β̇i(t) и σ2(t) прекрасно подходят для того, чтобы
анализировать устойчивость изотропных решений в метрике Бьянки I.

2.2. Достаточные условия устойчивости по Ляпунову фиксированной
точки. Складывая уравнения (6) и (7), мы получаем следующую систему:

Ḣ = −3H2 + 8πGNV (φ, ξ),

φ̇ = ψ, ψ̇ = −3Hψ − 1
C1

∂V

∂φ
,

ξ̇ = ζ, ζ̇ = −3Hζ − 1
C2

∂V

∂ξ
.

(13)

Пусть поля φ и ξ стремятся к конечным пределам при t→ +∞. Система (13) имеет
фиксированную точку yf = (Hf , φf , ψf , ξf , ζf) тогда и только тогда, когда

H2
f =

8πGN

3
V (φf , ξf),

ψf = 0, ζf = 0,

V ′φ ≡
∂V

∂φ
(φf , ξf) = 0, V ′ξ ≡

∂V

∂ξ
(φf , ξf) = 0.

(14)

Все фиксированные точки yf соответствуют ψf = 0 и ζf = 0. Мы обозначим
фиксированную точку yf = (Hf , φf , ψf , 0, 0) как yf = (Hf , φf , ψf). Чтобы проанали-
зировать устойчивость yf , мы исследуем устойчивость этой фиксированной точки
для соответствующей линеаризованной системы уравнений и используем теорему
Ляпунова [26]. В окрестности точки yf

H(t) = Hf + εh1(t) +O(ε2),

φ(t) = φf + εφ1(t) +O(ε2),

ψ(t) = εψ1(t) +O(ε2),

ξ(t) = ξf + εξ1(t) +O(ε2),

ζ(t) = εζ1(t) +O(ε2),

(15)

где ε – малый параметр. В первом порядке по ε мы получаем систему уравнений

ḣ1(t) = −6Hfh1(t), (16)

φ̇1(t) = ψ1(t), (17)

ψ̇1(t) = −3Hfψ1(t)−
1
C1

(V ′′φφφ1(t) + V ′′φξξ1(t)), (18)
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ξ̇1(t) = ζ1(t), (19)

ζ̇1(t) = −3Hfζ1(t)−
1
C2

(V ′′ξφφ1(t) + V ′′ξξξ1(t)), (20)

где

V ′′φφ ≡
∂2V

∂φ2
(φf , ξf), V ′′ξξ ≡

∂2V

∂ξ2
(φf , ξf), V ′′φξ ≡

∂2V

∂φ∂ξ
(φf , ξf).

Уравнение (16) имеет решение

h(t) = b0e
−6Hf t, (21)

где b0 – константа. Для асимптотической устойчивости фиксированной точки yf
необходимо, чтобы функция h(t) стремилась к нулю при t → ∞. Следовательно,
асимптотическая устойчивость требует выполнения условия Hf > 0.

Система четырех уравнений первого порядка (17)–(20) может быть записана как
система двух уравнений второго порядка

φ̈1(t) + 3Hf φ̇1(t) +
1
C1

(V ′′φφφ1(t) + V ′′φξξ1(t)) = 0,

ξ̈1(t) + 3Hf ξ̇1(t) +
1
C2

(V ′′φξφ1(t) + V ′′ξξξ1(t)) = 0.
(22)

В случае, когда V ′′φξ = 0, система уравнений (22) становится системой двух незави-
симых уравнений второго порядка. Общее решение легко находится:

φ1(t) = D̃1 exp
[
−

(
3
2
Hf −

1
2

√
9H2

f − 4
V ′′φφ

C1

)
t

]
+

+ D̃2 exp
[
−

(
3
2
Hf +

1
2

√
9H2

f − 4
V ′′φφ

C1

)
t

]
при H2

f ̸=
4
9
V ′′φφ

C1
,

φ1(t) = (D̃1 + D̃2t)e−3Hf t/2 при H2
f =

4
9
V ′′φφ

C1
,

ξ1(t) = D̃3 exp
[
−

(
3
2
Hf −

1
2

√
9H2

f − 4
V ′′ξξ

C2

)
t

]
+

+ D̃4 exp
[
−

(
3
2
Hf +

1
2

√
9H2

f − 4
V ′′ξξ

C2

)
t

]
при H2

f ̸=
4
9
V ′′ξξ

C2
,

ξ1(t) = (D̃3 + D̃4t)e−3Hf t/2 при H2
f =

4
9
V ′′ξξ

C2
,

здесь и далее D̃1, D̃2, D̃3, D̃4 – произвольные константы.
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Для асимптотической устойчивости рассматриваемой фиксированной точки
функции φ1(t) и ξ1(t) должны стремиться к нулю при t → ∞. При V ′′φξ = 0 до-
статочные условия асимптотической устойчивости имеют вид

Hf > 0,
V ′′ξξ

C2
> 0,

V ′′φφ

C1
> 0. (23)

Рассмотрим случай, когда V ′′φξ ̸= 0.
1. При

V ′′φξ
2 ̸= C1C2

16

(
9H2

f −
4V ′′ξξ

C2

)(
9H2

f −
4V ′′φφ

C1

)
, V ′′φξ

2 ̸= −C1C2

4

(
V ′′ξξ

C2
−
V ′′φφ

C1

)2

получаем

φ1(t) = D̃1 exp
[
−

(
3
2
Hf +

1
2

√
∆1 − 2

√
∆2

)
t

]
+

+ D̃2 exp
[
−

(
3
2
Hf −

1
2

√
∆1 − 2

√
∆2

)
t

]
+

+ D̃3 exp
[
−

(
3
2
Hf +

1
2

√
∆1 + 2

√
∆2

)
t

]
+

+ D̃4 exp
[
−

(
3
2
Hf −

1
2

√
∆1 + 2

√
∆2

)
t

]
,

ξ1(t) =
1
2

C1V
′′
ξξ − C2V

′′
φφ +

√
(C1V ′′ξξ − C2V ′′φφ)2 + 4V ′′φξ

2C1C2

C2V ′′φξ

×

×
{
D̃1 exp

[
−

(
3
2
Hf +

1
2

√
∆1 − 2

√
∆2

)
t

]
+ (24)

+ D̃2 exp
[
−

(
3
2
Hf −

1
2

√
∆1 − 2

√
∆2

)
t

]}
+

+
1
2

C1V
′′
ξξ − C2V

′′
φφ −

√
(C1V ′′ξξ − C2V ′′φφ)2 + 4C1C2V ′′φξ

2

C2V ′′φξ

×

×
{
D̃3 exp

[
−

(
3
2
Hf +

1
2

√
∆1 + 2

√
∆2

)
t

]
+

+ D̃4 exp
[
−

(
3
2
Hf −

1
2

√
∆1 + 2

√
∆2

)
t

]}
,

где

∆1 = 9H2
f − 2

V ′′ξξ

C2
− 2

V ′′φφ

C1
, ∆2 =

(
V ′′ξξ

C2
−
V ′′φφ

C1

)2

+ 4
V ′′φξ

2

C1C2
. (25)

5 Теоретическая и математическая физика, т. 163, № 3, 2010 г.
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Достаточные условия асимптотической устойчивости имеют вид

Hf > 0,
V ′′ξξ

C2
+
V ′′φφ

C1
> 0,

V ′′ξξV
′′
φφ

C1C2
>

V ′′φξ
2

C1C2
. (26)

2. В случае

V ′′φξ
2 =

C1C2

16

(
9H2

f −
4V ′′ξξ

C2

)(
9H2

f −
4V ′′φφ

C1

)
, V ′′φξ

2 ̸= −C1C2

4

(
V ′′ξξ

C2
−
V ′′φφ

C1

)2

справедливо неравенство ∆1 ̸= 0 и система (22) имеет решение

φ1(t) = D̃1e
−3Hf t/2 + D̃2e

−3Hf t/2t+ D̃3 exp
[(
−3

2
Hf +

√
2

2

√
∆1

)
t

]
+

+ D̃4 exp
[(
−3

2
Hf −

√
2

2

√
∆1

)
t

]
,

ξ1(t) =
C1

4V ′′φξ

{(
9H2

f −
4V ′′φφ

C1

)(
D̃1e

−3Hf t/2 + D̃2e
−3Hf t/2t

)
−

−
(

9H2
f −

4V ′′ξξ

C2

)[
D̃3 exp

[(
−3

2
Hf +

√
2

2

√
∆1

)
t

]
+

+ D̃4 exp
[(
−3

2
Hf −

√
2

2

√
∆1

)
t

]]}
.

Легко получить, что достаточные условия асимптотической устойчивости рассмат-
риваемой фиксированной точки в этом случае совпадают с (26).

3. В случае

V ′′φξ
2 = −C1C2

4

(
V ′′ξξ

C2
−
V ′′φφ

C1

)2

,

или, другими словами, ∆2 = 0, и

V ′′φξ
2 ̸= C1C2

16

(
9H2

f −
4V ′′ξξ

C2

)(
9H2

f −
4V ′′φφ

C1

)
выполняется неравенство ∆1 ̸= 0, поэтому

φ1(t) = (D̃1 + D̃3t) exp
[
−

(
3
2
Hf −

√
∆1

2

)
t

]
+

+ (D̃2 + D̃4t) exp
[
−

(
3
2
Hf +

√
∆1

2

)
t

]
,

ξ1(t) =
C1√
−C1C2

{(
D̃1 +

(
1− C1

√
∆1

V ′′φξ

)
D̃3t

)
exp

[
−

(
3
2
Hf −

√
∆1

2

)
t

]
+

+
(
D̃2 +

(
1 +

C1

√
∆1

V ′′φξ

)
D̃4t

)
exp

[
−

(
3
2
Hf +

√
∆1

2

)
t

]}
.

(27)
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Достаточные условия для асимптотической устойчивости рассматриваемой фик-
сированной точки следующие:

Hf > 0,
V ′′ξξ

C2
+
V ′′φφ

C1
> 0. (28)

4. В случае

V ′′φξ
2 =

C1C2

16

(
9H2

f −
4V ′′ξξ

C2

)(
9H2

f −
4V ′′φφ

C1

)
, V ′′φξ

2 = −C1C2

4

(
V ′′ξξ

C2
−
V ′′φφ

C1

)2

несложно проверить, что равенство ∆1 = 0 выполняется автоматически и

φ1(t) =
(
D̃1 + D̃2t+ D̃3t

2 + D̃4t
3
)
e−3Hf t/2,

ξ1(t) =
C1

2V ′′φξ

{
D̃1

(
V ′′ξξ

C2
−
V ′′φφ

C1

)
+ D̃2

(
V ′′ξξ

C2
−
V ′′φφ

C1

)
t+

+ D̃3

[(
V ′′ξξ

C2
−
V ′′φφ

C1

)
t2 − 4

]
+ D̃4

[(
V ′′ξξ

C2
−
V ′′φφ

C1

)
t3 − 12t

]}
e−3Hf t/2.

Для асимптотической устойчивости рассматриваемой фиксированной точки до-
статочно выполнения неравенства Hf > 0.

Таким образом, мы получили, что в случае V ′′φξ ̸= 0 условия (26) являются до-
статочными условиями асимптотической устойчивости фиксированной точки yf =
(Hf , φf , ψf) системы уравнений (13). Как несложно видеть, условия (23), полученные
в случае V ′′φξ = 0, эквивалентны условиям (26), если подставить в них V ′′φξ = 0. Сле-
довательно, в общем случае, включающем в себя все частные случаи с определен-
ными соотношениями между параметрами, достаточные условия асимптотической
устойчивости фиксированной точки yf = (Hf , φf , ψf) системы (13) имеют вид (26).

Добавим холодную темную материю в нашу модель. Однополевые модели с хо-
лодной темной материей в метрике Бьянки I были рассмотрены в работе [25]. Обоб-
щение на случай двухполевых моделей достаточно тривиально, поэтому укажем
лишь наиболее важные шаги. Если добавить в рассмотрение плотность энергии
холодной темной материи ρm, то система уравнений (13) приобретает следующий
вид:

Ḣ = −3H2 + 8πGN(V (φ, ξ) + ρm),

φ̇ = ψ, ξ̇ = ζ,

ψ̇ = −3Hψ − 1
C1

∂V

∂φ
,

ζ̇ = −3Hζ − 1
C2

∂V

∂ξ
,

ρ̇m = −3Hρm.

(29)

5∗
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Рассмотрим возможные фиксированные точки системы уравнений (29). Из по-
следнего уравнения этой системы следует, что в фиксированной точке либо Hf = 0,
либо ρmf = 0. Подставляя (15) и

ρm(t) = ρmf + ερ̃m(t) +O(ε2) (30)

в систему уравнений (29), мы получаем следующую систему уравнений в первом
порядке по ε:

ḣ(t) = −6Hfh(t) + 8πGNρ̃m(t), (31)

˙̃ρm(t) = −3Hf ρ̃m(t)− 3ρmfh(t), (32)

φ̇1(t) = ψ1(t), ξ̇1(t) = ζ1(t), (33)

ψ̇1(t) = −3Hfψ1(t)−
1
C1

(V ′′φφφ1(t) + V ′′φξξ1(t)), (34)

ζ̇1(t) = −3Hfζ1(t)−
1
C2

(V ′′ξφφ1(t) + V ′′ξξξ1(t)). (35)

Нетрудно увидеть, что уравнения (33)–(35) совпадают с уравнениями (17)–(20).
Следовательно, случай Hf = 0 не может быть проанализирован с помощью теоремы
Ляпунова. Докажем, что условия (26) являются достаточными для устойчивости
фиксированных точек в моделях с холодной темной материей. Прежде всего, из
Hf ̸= 0 следует, что ρmf = 0. Решая уравнения (31)–(33), мы получаем

ρ̃m(t) = b1e
−3Hf t, h(t) = b0e

−6Hf t +
b1

3Hf
e−3Hf t, (36)

где b0 и b1 – произвольные константы. Мы приходим к выводу, что если условия (26)
выполнены, то решение системы (29) является устойчивым.

В работе [10] рассматривалась устойчивость фиксированных точек в квинтомных
моделях (C1 = −1, C2 = 1) с произвольным потенциалом в метрике Фридмана–Ро-
бертсона–Уокера. Авторы представили уравнения Эйнштейна в виде динамической
системы, введя нормализованные переменные [28]

xφ =
φ̇√
6H

, xξ =
ξ̇√
6H

, y =
√
V√
3H

,

и рассмотрели систему дифференциальных уравнений с дифференцированием по
новой переменной τ = ln a3 вместо t. В настоящей работе продемонстрировано, что
такая замена переменных не является необходимой, поскольку условия устойчивости
могут быть найдены в исходных переменных.
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Исходя из физических соображений авторы работы [10] предположили, что
Hf > 0. Мы показали, что условие Hf < 0 достаточно для неустойчивости фикси-
рованной точки. Заметим, что случай Hf = 0, или, что эквивалентно, V (φf , ξf) = 0,
не проанализирован ни в работе [10], ни в настоящей статье. В случае Hf > 0
и мы, и авторы работы [10] получили одинаковые условия на потенциал, кото-
рые гарантируют устойчивость фиксированной точки. Мы доказали, что полу-
ченные условия являются достаточными для устойчивости не только в метрике
Фридмана–Робертсона–Уокера, но и в метрике Бьянки I.

3. ПОСТРОЕНИЕ СТАБИЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ
МЕТОДОМ СУПЕРПОТЕНЦИАЛА

3.1. Суперпотенциал для моделей с двумя полями. Рассмотрим метод
суперпотенциала [29] (см. также [30], [31]) для моделей с двумя скалярными полями.
Предположим, что параметр Хаббла H(t) является функцией (суперпотенциалом)
от φ(t) и ξ(t):

H(t) = W (φ(t), ξ(t)), (37)

при этом функции φ(t) и ξ(t) – решения следующей системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений:

φ̇ = F (φ, ξ), ξ̇ = G(φ, ξ). (38)

Поскольку

φ̈ =
∂F

∂φ
F +

∂F

∂ξ
G, ξ̈ =

∂G

∂φ
F +

∂G

∂ξ
G, (39)

то уравнения Фридмана получаются в следующем виде:

3W 2 = 8πGN

(
C1

2
F 2 +

C2

2
G2 + V

)
, (40)

∂W

∂φ
F +

∂W

∂ξ
G = −4πGN(C1F

2 + C2G
2), (41)

∂F

∂φ
F +

∂F

∂ξ
G+ 3WF +

1
C1

∂V

∂φ
= 0, (42)

∂G

∂φ
F +

∂G

∂ξ
G+ 3WG+

1
C2

∂V

∂ξ
= 0. (43)

Из (40) и (42) получаем

G

(
C2

C1

∂G

∂φ
− ∂F

∂ξ

)
= 3W

(
1

4πGNC1

∂W

∂φ
+ F

)
. (44)
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Также легко получить

F

(
C1

C2

∂F

∂ξ
− ∂G

∂φ

)
= 3W

(
1

4πGNC2

∂W

∂ξ
+G

)
. (45)

Пусть функции F и G удовлетворяют условию

∂F

∂ξ
=
C2

C1

∂G

∂φ
, (46)

тогда

∂W

∂φ
= −4πGNC1F,

∂W

∂ξ
= −4πGNC2G. (47)

Отметим, что, используя (46) и (47), легко удостовериться в выполнении равен-
ства

∂2W

∂φ∂ξ
=

∂2W

∂ξ ∂φ
.

Таким образом, для получения частных решений системы (6)–(9) достаточно по-
требовать выполнения условий

∂W

∂φ
= −4πGNC1φ̇,

∂W

∂ξ
= −4πGNC2ξ̇, (48)

V =
3

8πGN
W 2 − 1

32π2G2
N

(
1
C1

(
∂W

∂φ

)2

+
1
C2

(
∂W

∂ξ

)2)
. (49)

3.2. Условия устойчивости в методе суперпотенциала. Получим условия
на суперпотенциал W , которые являются эквивалентными условиям (26) для соот-
ветствующего потенциала V . В неподвижной точке yf = (Hf , φf , ψf)

Wf ≡W (φf , ξf) = Hf , W ′
φ ≡

∂W

∂φ
(φf , ξf) = 0, W ′

ξ ≡
∂W

∂ξ
(φf , ξf) = 0. (50)

Как легко видеть, из условий (50) следует V ′φ = 0, V ′ξ = 0, а также

V ′′φφ =
1

16C1C2π2G2
N

(
12C1C2πGNWfW

′′
φφ − C2(W ′′

φφ)2 − C1(W ′′
φξ)

2
)
,

V ′′ξξ =
1

16C1C2π2G2
N

(
12C1C2πGNWfW

′′
ξξ − C1(W ′′

ξξ)
2 − C2(W ′′

φξ)
2
)
,

V ′′φξ =
1

16C1C2π2G2
N

W ′′
φξ(12C1C2πGNWf − C2W

′′
φφ − C1W

′′
ξξ).

(51)
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Условие Hf > 0 переписывается как Wf > 0. Если W ′′
φξ = 0, то и V ′′φξ = 0, и

условия (23) принимают вид1)

(12πGNC1Wf −W ′′
φφ)W ′′

φφ > 0, (12πGNC2Wf −W ′′
ξξ)W

′′
ξξ > 0. (52)

В общем случае условия (26) получаются в следующем виде:

12C1C2πGN(C2W
′′
φφ + C1W

′′
ξξ)Wf > C2

2 (W ′′
φφ)2 + 2C1C2(W ′′

φξ)
2 + C2

1 (W ′′
ξξ)

2,

(144C1C2π
2G2

NW
2
f − 12C1C2πGN(C2W

′′
φφ + C1W

′′
ξξ)Wf +

+W ′′
ξξW

′′
φφ − (W ′′

φξ)
2)(W ′′

ξξW
′′
φφ − (W ′′

φξ)
2) > 0.

4. СТРУННЫЕ КОСМОЛОГИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

4.1. Квинтомная модель с потенциалом шестой степени. Интерес к кос-
мологическим моделям, связанным с полевой теорией открытых струн [32], вы-
зван возможностью получения решений, описывающих переходы из возмущенно-
го вакуума в истинный (так называемые роллинговые решения [33]). После того
как все массивные поля (или часть низших массивных полей) проинтегрированы
с помощью уравнений движения, тахион открытой струны приобретает потенциал
c нетривиальным вакуумом, соответствующим минимуму энергии. Модель темной
энергии [32] (см. также [31], [34], [9]) предполагает, что наша Вселенная представляет
собой медленно распадающуюся D3-брану, динамика которой описывается модой та-
хиона открытой струны. Для открытой фермионной струны Невё–Шварца–Рамона
с GSO(−)-сектором [35] используется приближение потенциала тахионного поля
в виде “мексиканской шляпы” (см. обзор [36]). Движение тахиона из нестабильного
вакуума к стабильному описывает, согласно гипотезе Сена [36], переход D-браны
в истинный вакуум. Фактически получается нелокальный потенциал c параметром
нелокальности, определяемым струнным масштабом. С помощью подходящего пе-
реопределения полей потенциал можно сделать локальным, при этом кинетический
член становится нелокальным. Этот нестандартный кинетический член приводит
к поведению нелокального поля, подобному поведению фантомного поля, и может
быть приближен фантомным кинетическим членом2). Таким образом, поведение та-
хиона открытой струны эффективно моделируется скалярным полем с отрицатель-
ным кинетическим членом [38]. Обратная реакция браны определяется динамикой
тахиона замкнутой струны, которая эффективно описывается с помощью локаль-
ного скалярного поля ξ со стандартным кинетическим членом [39] и, возможно,

1)Для рассмотренных в работе [25] однополевых моделей с потенциалом V (φ) условия устойчи-
вости (формула (55) статьи [25]) также могут быть записаны в виде условий на суперпотенциал.
Первое из условий (52) соответствует условию на потенциал однополевой модели V (φ) при C1 = C.

2)Отметим, что квинтомные модели могут быть получены и из нелокальных космологических
моделей с квадратичным потенциалом [37].
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неполиномиальным самодействием [40]. Точная форма взаимодействия открытых
и замкнутых струн неизвестна, поэтому, следуя статье [9], мы рассматриваем про-
стейшее полиномиальное взаимодействие.

В работах [9], [27] были построены квинтомные модели (C1 = −C2 < 0) с эффек-
тивным потенциалом V (φ, ξ). Форма потенциала определяется с помощью метода
обрезания по уровням из действия полевой теории струн, при этом постулируется,
что потенциал является полиномом. Конкретно, мы полагаем, что V (φ, ξ) – это
четный полином шестой степени:

V (φ, ξ) =
6∑

k=0

6−k∑
j=0

ckjφ
kξj , V (φ, ξ) = V (−φ,−ξ), (53)

т.е. ckj = 0, если сумма k + j нечетна. Из струнной теории поля также получаются
асимптотические условия на решения [9], [27]. А именно, мы ищем функцию φ(t),
обладающую ненулевой асимптотикой при t → +∞: φ(+∞) = A. Функция ξ(t)
должна стремиться к нулю при t→ +∞. Другими словами, мы анализируем устой-
чивость решений, стремящихся к фиксированной точке с φf = A и ξf = 0.

4.2. Построение стабильных решений. Пусть существует полиномиальный
суперпотенциал W (φ, ξ), определяющий потенциал вида (53) по формуле (49). Оче-
видно, что W (φ, ξ) должен быть полиномом третьей степени следующего вида:

W3(φ, ξ) = 4πGN(a1,0φ+ a3,0φ
3 + a0,1ξ + a0,3ξ

3 + a2,1φ
2ξ + a1,2φξ

2), (54)

где ai,j – константы. Для W3 получаем систему (48) в виде

φ̇ =
1
C2

(a1,0 + 3a3,0φ
2 + 2a2,1φξ + a1,2ξ

2),

ξ̇ = − 1
C2

(a0,1 + 3a0,3ξ
2 + a2,1φ

2 + 2a1,2φξ).
(55)

Используя асимптотические условия φ(+∞) = A, ξ(+∞) = 0, φ̇(+∞) = 0, ξ̇(+∞) = 0,
получаем

a1,0 = −3a3,0A
2, a0,1 = −a2,1A

2. (56)

Следовательно, система (55) переписывается в виде

φ̇ =
1
C2

(3a3,0(φ2 −A2) + 2a2,1φξ + a1,2ξ
2),

ξ̇ = − 1
C2

(a2,1(φ2 −A2) + 3a0,3ξ
2 + 2a1,2φξ).

(57)
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В фиксированной точке φf = A, ξf = 0 имеем Wf = −8πGNa3,0A
3. Условие Wf > 0

эквивалентно условию a3,0A < 0. Как легко показать,

W ′′
φφ = 24πGNa3,0A, W ′′

ξξ = 8πGNa1,2A, W ′′
φξ = 8πGNa2,1A. (58)

Используя (51), получаем

V ′′φφ =
4A2

C2

(
9(1− 4πGNC2A

2)a2
3,0 − a2

2,1

)
,

V ′′ξξ =
4A2

C2

(
a2
2,1 − a2

1,2 − 12πGNC2A
2a3,0a1,2

)
,

V ′′φξ =
4A2a2,1

C2

(
3(1− 4πGNC2A

2)a3,0 − a1,2

)
.

(59)

Если a2,1 = 0, то V ′′φξ = 0 и достаточные условия устойчивости суть

a3,0A < 0, 4πGNC2A
2 > 1, a1,2(a1,2 + 12πGNC2a3,0A

2) < 0. (60)

При a2,1 ̸= 0 условия (26) равносильны следующим:

a3,0A < 0,

2a2
2,1 − a2

1,2 − 12πGNC2A
2a3,0a1,2 + 9(4πGNC2A

2 − 1)a2
3,0 > 0,

(3a3,0a1,2 − a2
2,1)

(
3(4πGNA

2C2 − 1)a3,0a1,2 −

− 36πGNA
2C2(4πGNA

2C2 − 1)a2
3,0 + a2

2,1

)
< 0.

(61)

4.3. Примеры стабильных точных решений. Случай суперпотенциала
W (φ, ξ) с a2,1 = 0 и a0,3 = 0 был рассмотрен в работе [9]. В этом случае систе-
ма (57) имеет вид

φ = − C2

2a1,2

ξ̇

ξ
, (62)

ξ̈ =
2a1,2 − 3a3,0

2a1,2ξ
ξ̇2 +

2a1,2

C2
2

ξ(3a3,0A
2 − a1,2ξ

2). (63)

Уравнение (63) интегрируется в квадратурах:

∫ √
ξ3B−2(3B + 2)C2√

(12BA2 + 8A2 − 4ξ2)ξ3Ba2
1,2 + (3B + 2)C2

2D1

dξ = ±(t− t0), (64)

где D1 и t0 – произвольные константы, B = a3,0/a1,2.
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При B = −1/3, a2,1 = 0 и a0,3 = 0 общее решение системы (57) может быть
получено в явном виде [27]:

φs(t) =
A(C2

2e
4a1,2At/C2 − 64a4

1,2C
2
2A

2D2
1 − 4a2

1,2A
2D2

2)
(C2e2a1,2At/C2 − 2D2a1,2A)2 + 64D2

1a
4
1,2C

2
2A

2
, (65)

ξs(t) =
16D1C

2
2a

2
1,2A

2e2a1,2At/C2

(C2e2a1,2At/C2 − 2D2a1,2A)2 + 64D2
1a

4
1,2C

2
2A

2
. (66)

Функции φs(t) и ξs(t) являются непрерывными функциями, стремящимися к фик-
сированной точке при t→∞. Следовательно, полученное точное решение является
притягивающим тогда и только тогда, когда эта фиксированная точка асимптоти-
чески стабильна. Рассмотрим устойчивость фиксированных точек с φf = A и ξf = 0.
При a3,0 = −a1,2/3 мы получаем, что три условия (60) трансформируются в два
независимых условия

a1,2A > 0, C2 >
1

4πGNA2
. (67)

Из этих условий следует a1,2A/C2 > 0.
Проанализируем устойчивость решений в терминах статьи [27], где рассмотрена

модель с плотностью энергии

ρ =
8πGN

m2
p

(
−1

2
φ̇2 +

1
2
ξ̇2 + V1

)
, (68)

где m2
p = go/(8πGNM

2
s ), go – константа взаимодействия открытых струн, Ms – ха-

рактерная масса струны,

V1 =
ω2

8A2

(
(A2 − φ2 + ξ2)2 − 4φ2ξ2 +

1
6m2

p

φ2(3A2 − φ2 + 3ξ2)2
)
, (69)

где ω – ненулевая константа.
Таким образом, получаем C2 = M2

s /go и потенциал

Vs =
1

8πGNm2
p

V1 =
M2

s

go
V1, (70)

соответствующий суперпотенциалу

Ws = 4πGNωφ

(
A

(
1
2
− φ2

6A2

)
+
ξ2

2A

)
. (71)
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Данный выбор соответствует a1,2 = ω/(2A). Следовательно, условия устойчиво-
сти примут вид

ω > 0, 4πGNA
2M2

s > go. (72)

Таким образом, точные решения, полученные в работе [27], стабильны при доста-
точно больших A.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы проанализировали устойчивость изотропных решений в метрике Бьянки I
для двухполевых моделей. Используя теорему Ляпунова, мы нашли достаточные
условия устойчивости изотропных решений, стремящихся к конечным пределам,
в метрике Бьянки I для этих моделей. Полученные результаты позволяют доказать,
что точные решения, найденные в квинтомных моделях [9], [27], устойчивы.

Изучение устойчивости изотропных решений в квинтомных моделях в метрике
Бьянки I показывает, что изотропное энергетическое условие не является необхо-
димым для классической устойчивости изотропных решений. Мы показали, что
модели, рассмотренные в работах [9], [27], имеют устойчивые изотропные решения.
Это означает, что рассмотренные модели не нарушают ограничения на анизотроп-
ные модели, полученные из наблюдений [2].

Предложен алгоритм построения изотропных точных устойчивых решений, стре-
мящихся к конечным пределам, с помощью метода суперпотенциала и сформулиро-
ваны условия устойчивости в терминах суперпотенциала для двухполевых моделей.

Благодарности. Работа частично поддержана Российским федеральным агент-
ством по науке и инновациям (контракт № 02.740.11.5057) и РФФИ (грант № 08-01-
00798). Работа И. Я. Арефьевой частично финансировалась за счет гранта поддерж-
ки ведущих научных школ НШ-795.2008.1, а работа С. Ю. Вернова – за счет гранта
поддержки ведущих научных школ НШ-1456.2008.2.

Список литературы

[1] A.G. Riess et al. (Team Collab.), J. Astrophys., 607:2 (2004), 665–687; arXiv:

astro-ph/0402512; M. Tegmark et al. (SDSS Collab.), J. Astrophys., 606:2 (2004),

702–740; arXiv: astro-ph/0310725; E. Komatsu et al. (WMAP Collab.), J. Astro-

phys. Suppl., 180:2 (2009), 330–376; arXiv: 0803.0547; P. Astier et al., Astron. As-

trophys., 447:1 (2006), 31–48; arXiv: astro-ph/0510447; Shirley Ho, Ch. Hirata, N. Pad-

manabhan, U. Seljak, N. Bahcall, Phys. Rev. D, 78:4 (2008), 043519; arXiv: 0801.0642;

W.M. Wood-Vasey et al. (ESSENCE Collab.), J. Astrophys., 666:2 (2007), 694–715;

arXiv: astro-ph/0701041; D. Baumann et al. (Team Collab.), “Probing inflation with

CMB polarization”, CMB Polarization workshop: theory and foregrounds : CMBPol mis-

sion concept, AIP Conf. Proc., 1141, eds. S. Dodelson, D. Baumann, A. Cooray et al.,

AIP, Melville, NY, 2009, 10–120; arXiv: 0811.3919.
[2] J.D. Barrow, Phys. Rev. D, 55:12 (1997), 7451–7460; arXiv: gr-qc/9701038; A. Bernui,

B. Mota, M. J. Rebouças, R. Tavakol, Astron. Astrophys., 464:2 (2007), 479–485; arXiv:

astro-ph/0511666.

http://dx.doi.org/10.1086/383612
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0402512
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0402512
http://dx.doi.org/10.1086/382125
http://dx.doi.org/10.1086/382125
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0310725
http://dx.doi.org/10.1088/0067-0049/180/2/330
http://dx.doi.org/10.1088/0067-0049/180/2/330
file:arxiv.org/abs/0803.0547
http://dx.doi.org/10.1051/0004-6361:20054185
http://dx.doi.org/10.1051/0004-6361:20054185
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.78.043519
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.78.043519
http://arxiv.org/abs/0801.0642
http://dx.doi.org/10.1086/518642
http://dx.doi.org/10.1086/518642
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0701041
http://dx.doi.org/10.1063/1.3160885
http://dx.doi.org/10.1063/1.3160885
http://dx.doi.org/10.1063/1.3160885
http://dx.doi.org/10.1063/1.3160885
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/bib_query?2008arXiv0811.3919B
http://astro-ph/0811.3919
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.55.7451
http://dx.doi.org/10.1051/0004-6361:20065585
http://dx.doi.org/10.1051/0004-6361:20065585
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0511666
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0511666


492 И.Я. АРЕФЬЕВА, Н.В. БУЛАТОВ, С.Ю. ВЕРНОВ

[3] U. Alam, V. Sahni, T. D. Saina, A. A. Starobinsky, Mon. Not. Roy. Astron. Soc., 354:1

(2004), 275–291; arXiv: astro-ph/0311364.
[4] S. Nesseris, L. Perivolaropoulos, J. Cosmol. Astropart. Phys., 01 (2007), 018; arXiv:

astro-ph/0610092; Jingfei Zhang, Yuan-Xing Gui, Reconstructing quintom from WMAP

5-year observations : Generalized ghost condensate, arXiv: 0910.1200.
[5] Yi-Fu Cai, E.N. Saridakis, M. R. Setare, Jun-Qing Xia, Quintom cosmology : theoretical

implications and observations, arXiv: 0909.2776; Hongsheng Zhang, Crossing the phantom

divide, arXiv: 0909.3013.
[6] С. Хокинг, Дж. Эллис, Крупномасштабная структура пространства-времени, Мир,

М., 1977.
[7] P. J. Steinhardt, N. Turok, Phys. Rev. D, 65:12 (2002), 126003; arXiv: hep-th/0111098;

M. Gasperini, G. Veneziano, Phys. Rept., 373:1–2 (2003), 1–212; arXiv: hep-th/0207130.
[8] Zong-Kuan Guo, Yun-Song Piao, Xinmin Zhang, Yuan-Zhong Zhang, Phys. Lett. B,

608:3–4 (2005), 177–182; arXiv: astro-ph/0410654.
[9] I. Ya. Aref’eva, A. S. Koshelev, S.Yu. Vernov, Phys. Rev. D, 72:6 (2005), 064017; arXiv:

astro-ph/0507067.
[10] R. Lazkoz, G. León, I. Quiros, Phys. Lett. B, 649:2–3 (2007), 103–110; arXiv:

astro-ph/0701353.
[11] R. Lazkoz, G. León, Phys. Lett. B, 638:4 (2006), 303–309; arXiv: astro-ph/0602590;

G. León, R. Cardenas, J. L. Morales, Equilibrium sets in quintom cosmologies : the past

asymptotic dynamics, arXiv: 0812.0830.
[12] J. Sadeghi, M.R. Setare, A. Banijamali, Phys. Lett. B, 678:2 (2009), 164–167; arXiv:

0903.4073; M.R. Setare, E.N. Saridakis, Phys. Rev. D, 79:4 (2009), 043005; arXiv:

0810.4775; M. R. Setare, E.N. Saridakis, Internat. J. Modern Phys. D, 18:4 (2009),

549–557; arXiv: 0807.3807; H.M. Sadjadi, M. Alimohammadi, Phys. Rev. D, 74:4 (2006),

043506; arXiv: gr-qc/0605143; M. Alimohammadi, Gen. Rel. Grav., 40:1 (2008), 107–115;

arXiv: 0706.1360; Wen Zhao, Yang Zhang, Phys. Rev. D, 73:12 (2006), 123509; arXiv:

astro-ph/0604460; Zong-Kuan Guo, Yun-Song Piao, Xinmin Zhang, Yuan-Zhong Zhang,

Phys. Lett. B, 608:3–4 (2005), 177–182; arXiv: astro-ph/0410654; Xiao-Fei Zhang,

Hong Li, Xinmin Zhang, Yun-Song Piao, Modern Phys. Lett. A, 21:3 (2006), 231–241;
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