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Аннотация. Плоская статически определимая ферма с параллельными поясами имеет крестообразную решетку и 
опирается на две неподвижные шарнирные опоры. Целью данной работы является расчет фермы с разным числом 
панелей n в аналитической и численной форме. Усилия в стержнях определяются в символьной форме методом вы-
резания узлов с использованием системы компьютерной математики Maple. Для проверки решения используется ко-
нечно-элементный расчет по программе LISA 8.0. Замечено, что при нечетном числе панелей ферма кинематически 
изменяема. Приведена соответствующая схема возможных скоростей. Для получения аналитической зависимости 
прогиба от числа панелей использован метод индукции и формула Максвелла-Мора. Для определения общих чле-
нов последовательностей коэффициентов задействованы операторы составления и решения рекуррентных уравне-
ний. Получены формулы для усилий в наиболее сжатых стержнях фермы.
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Abstract. A flat statically determinate parallel-chord truss structure has a cross-shaped grid and rests upon two rigid 
pin-bearing supports. Loads in bars are determined in a symbol form using the method of joint isolation by the computer 
mathematics Maple system. The peculiarity of the considered truss structure is its external static indeterminacy. In fact, all 
efforts and reactions of supports can be determined from the equilibrium conditions. But the inconvenience is necessary 
to consider the equilibrium of all the nodes of the truss. The Ritter cross-section method is not applicable to this truss 
structure. The sections that cut the truss into two parts and pass through the three rods, here exist only for several rods of 
the extreme panels. The purpose of this paper is to calculate a truss structure with a different number of panels in analytical 
and numerical form. Finite element calculation method with the use of software LISA 8.0 is applied. It’s noted that a truss 
structure is kinetically changeable when the number of spans is odd. The corresponding plan of probable velocities is given. 
In order to receive analytic dependence of deflection on the span number, the induction method and Maxwell-Moor formula 
has been applied. The operators of the compilation and solution of recurrence equations are involved in determining the 
general terms of the coefficient sequences. The formulas for calculation of loads in the most compressed bars of a truss 
structure were received.
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Существуют различные подходы к оптимизации 
стержневых конструкций. В последнее время бурно 
развиваются нейросетевые модели [1], генетические 
алгоритмы [2–10] и методы линейного программи-
рования [11]. При этом остаются актуальными рас-
чет и оптимизация на основе точных аналитических 
решений. Известно, что получение точных формул 
с широким диапазоном применения, необходимым 

для более точного выбора оптимального решения, 
возможно для регулярных периодических ферм [12] 
с использованием метода индукции и систем сим-
вольных преобразований [13–19]. Замечено также, 
что для некоторых периодических конструкций су-
щественным фактором является четность числа па-
нелей или делимость этого числа на некоторое число 
или числа. Для одних чисел панелей конструкция 
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кинематически неизменяема, для других она превра-
щается в мгновенно изменяемый механизм [20–24]. 
В последнем случае необходимо заменить расчет-
ную модель конструкции с шарнирами, для которой 
можно получить аналитическое решение, на ферму с 
жестким соединением стержней в узлах и рассчиты-
вать последнюю уже численно с применением спе-
циализированных программ. Пример такого расчета 
представлен в настоящей работе.

Для исследования была выбрана ферма, топо-
логия которой показана на рис. 1. Ферма состоит из 
двух типов панелей: краевых и центральных. Две 
краевые панели располагаются по краям фермы и 
имеют по четыре стержня и неподвижную шарнир-
ную опору. Центральные панели также имеют по 
четыре стержня: два горизонтальных стержня по-
ясов и два раскоса. Раскосы расположены в разных 
плоскостях и не соединены между собой. Целью 
данной работы является расчет фермы с разным 
числом панелей n в аналитической и численной 
форме. На рис. 1 показана ферма с шестью панеля-
ми. Если центральные панели отсутствуют, то по-
лучим ферму с всего двумя панелями. 

Полный пролет фермы вычисляется по длине 
верхнего пояса и принимается равным L. Таким об-
разом, длина одной панели a вычисляется как 

a = L/n.	 (1)
Высота фермы равна h. Опоры в крайних пане-

лях располагаются на расстоянии h/2 от верхнего и 
нижнего пояса. 

Особенность рассматриваемой фермы состоит 
в ее внешней статической неопределимости. На са-
мом деле все усилия и реакции опор можно опре-
делить из условий равновесия. Но неудобство за-
ключается в том, что для определения реакций опор 
необходимо рассмотреть равновесие всех узлов 
фермы. К этой ферме неприменим и метод сечений 
Риттера. Сечения, рассекающие ферму на две части 

и проходящие через три стержня, здесь существуют 
только для нескольких стержней крайних панелей. 

Допустим, что равномерно-распределенная на-
грузка приложена к верхнему поясу фермы. Эта на-
грузка распределяется между узлами верхнего пояса 
по известному правилу: к крайним узлам приклады-
вается сила P/2, а ко всем остальным узлам верхнего 
пояса прикладывается сила P. Таким образом, пол-
ная результирующая сила R, приложенная к ферме, 

R = Pn,	 (2)
а значение равномерно-распределенной нагрузки q 
может быть вычислено как

q = R/L.	 (3)
Предположим, что стержни фермы имеют 

одинаковое сечение. Таким образом, жесткость 
всех стержней — постоянная величина. Обозначим 
жесткость элементов фермы на растяжение/сжатие 
как EA.

Если число панелей n четное, то для фермы с 
шарнирами в узлах могут быть получены аналити-
ческие формулы, в частности для определения про-
гибов середин нижнего и верхнего пояса и усилий 
в критических (наиболее сжатых и растянутых) 
стержнях. Если же число панелей n нечетное, то 
ферма с шарнирами в узлах становится кинемати-
чески изменяемой. При расчете это проявляется в 
равенстве нулю определителя системы уравнений 
равновесия и подтверждается наличием непротиво-
речивой схемы возможных скоростей узлов (рис. 2).

Таким образом, для расчета фермы с нечетным 
числом панелей шарнирная модель фермы неприме-
нима, и здесь надо использовать другую модель, в 
которой учитывается ненулевая изгибная жесткость 
в узлах фермы и ненулевая изгибная жесткость са-
мих стержней фермы. Аналитические результаты в 
этом случае получить затруднительно, и поэтому 
для расчета можно использовать метод конечных 

Рис. 1. Ферма при n = 2k = 6

Рис. 2. Возможные скорости изменяемой фермы (n = 3)
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элементов. Также расчет фермы с нечетным числом 
панелей можно производить по деформированной 
схеме, т.е. с учетом геометрической нелинейности, 
однако здесь этот метод не рассматривается.

Приводим аналитическое решение для проги-
бов середины нижнего пояса для фермы с четным 
числом панелей и с шарнирами в узлах. Обозначим 
прогиб как ∆. Тогда

2 2 3

2 2 2

(1 / )
2 ( / )

k kA C h aEA
RL n h a

+ +∆′∆ = = ,	 (4)

где ∆' — нормированный, безразмерный прогиб, а 
коэффициенты Ak и Ck вычисляются в соответствии 
с формулами

k = n/2, 

Ck = k(k ‒ 1)/2,
4 3 25 10 41

36  (1 3( 1) ) (( 1) 1)
2

k k k

k k k
A

k

 − + +
 =  + − − + − − 
 

.	 (5)

Коэффициенты Ak получены обобщением по-
следовательности 0; 2; 30; 116; 332; 742; 1466; 2600; 
4312; 6730; 10070; 14492; 20260; 27566 с помощью 
операторов rgf_findrecur и rsolve специализирован-
ного пакета genfunc системы Maple [25] как реше-
ние рекуррентного уравнения

 1 2 3

4 5 6 7

3 5
        5 3

k k k k

k k k k

A A A A
A A A A
− − −

− − − −

= − + +

+ + − + .
Коэффициенты Ck обобщают последователь-

ность 0; 1; 3; 6; 10; 15; 21; 28; 36; 45; 55; 66; 78; 91 и 
являются решением уравнения

 1 2 33 3 .k k k kC C C C− − −= − +

Аналогично вертикальное смещение среднего 
узла верхнего пояса выражается по формуле

2 2 3

2 2 2

(1 / )
4 ( / )

k kA C h aEA
RL n h a

+ +∆′∆ = = ,	 (6)

а коэффициенты Ak и Ck вычисляются в соответ-
ствии с формулами

k = n/2, 

Ck = k(k ‒ 1) + 1,

 4 3 2

1

5 10 41
33  (1 3( 1) ) (1 ( 1) )
2

k k k

k k k
A

k +

 − + +
 =  + + − + + − 
 

.	 (7)

Одновременно с прогибом в системе Maple мо-
гут быть получены аналитические выражения для 
продольных усилий в стержнях. Обозначим усилие 
как S. Тогда усилие в среднем стержне верхнего по-
яса, обозначенного на рис. 3 цифрой 3, может быть 
найдено по формуле

2 1
2

S k k aS
R n h
α

α
− −′ = = − ,  k = n/2,	 (8)

где S' — нормированное, безразмерное усилие. 
Как следует из этой формулы, при n = 2 стержни 
верхнего пояса, являющиеся средними, растянуты 
и продольные силы в них равны / (8 )S L hα′ = . При 
n = 4 / (32 )S L hα′ = − , а при n = 6 5 / (72 )S L hα′ = − .

Усилие в коротком наклонном стержне при 
опоре, обозначенного на рис. 3 номером 14, может 
быть вычислено по формуле

2

2

1 1
4

S aS
R h
β

β′ = = − + . 	 (9)

При n = 2 это усилие 2 2/ (4 ) 1/ 4 /S L h h Lβ′ = − + , 
 но уже при n = 4 это усилие примерно в два раза
меньше и равно  2 2/ (4 ) 1/16 /S L h h Lβ′ = − + .

Пример 1. В качестве первого примера рас-
смотрим кинематически изменяемую ферму с шар-
нирами в узлах и с числом панелей, равным трем 
(см. рис. 2). Покажем, что эта ферма кинематиче-
ски изменяемая. Для простоты предположим, что 
a/h = 1, т.е. раскосы имеют угол наклона, равный 
45о. Для узлов этой фермы 1, 2, 3, 4, 6 и 7 можно со-
ставить 12 уравнений равновесия относительно 12 
неизвестных усилий в стержнях фермы. Однако для 
этой системы уравнений можно найти ненулевое 
решение (ненулевые значения усилий), которые со-
ответствуют нулевой нагрузке (отсутствию прило-
женных внешних сил). Например, таким решением 
может являться следующее решение:

084435121 ==== −−−− SSSS ,

187836552 ==== −−−− SSSS ,

16372 −== −− SS , 27632 == −− SS .	 (10)
Из этого в частности следует, что определи-

тель системы равен нулю. Поэтому при приложе-
нии ненулевой внешней нагрузки решение уравне-
ний равновесия не будет единственным. 

Теперь рассмотрим ферму со стержнями, ко-
торые имеют ненулевую изгибную жесткость, и с 
жесткими соединениями стержней в узлах вместо 

Рис. 3. Конечно-элементная модель фермы с шестью панелями (номера конечных элементов показаны цифрами)
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шарниров. Для расчета такой фермы будем ис-
пользовать конечно-элементную программу LISA 
8.0. Назначим по одному балочному элементу на 
каждый стержень. Изгибную жесткость балочных 
элементов выберем в соответствии со значениями, 
взятыми из сортамента двутавров (в частности, для 
двутаврового сечения с номером профиля 23Б1). 
Таким образом, изгибная жесткость не принима-
ет слишком больших нереальных значений. Надо 
отметить, что даже небольшое значение изгибной 
жесткости добавляет лишние связи, превращает 
ферму в многократно статически неопределимую 
и кинематически неизменяемую конструкцию, для 
которой можно найти численное решение. Также 
надо отметить, что решение при этом мало зависит 
от конкретного значения принятой изгибной жест-
кости, если значения жесткости выбирать в преде-
лах, указанных в сортаменте. 

Приводим решение для фермы с тремя па-
нелями в виде таблицы. Решение получено для 
фермы с отношением высоты к пролету h/L, рав-
ным 1/9, и отношением радиуса инерции сечения 
стержней к высоте ir/h равным 0,0238. Ввиду сим-
метрии фермы и нагрузки количество стержней и 
узлов сокращено. Нормирование прогибов и про-
дольных усилий производилось в соответствии с 
формулами (4) и (8).

Пример 2. В качестве следующего примера 
рассмотрим ферму с отношением высоты к проле-
ту h/L, равным 1/9, и отношением радиуса инерции 
сечения стержней к высоте ir/h, равным 0,0238 (по-
следнее отношение используется, если учитывает-
ся изгибная жесткость). Рассмотрим, как меняются 
прогибы и усилия в этой ферме в зависимости от 
числа панелей. 

Рис. 4 показывает зависимость нормированно-
го прогиба ∆' от числа панелей для такой фермы. 
Кружками показаны прогибы, подсчитанные по 
формулам (4) и (6) для четного числа панелей n = 
2, 4, ... . Для случая n ≥ 6 прогибы середин нижнего 
и верхнего поясов практически совпадают, однако 
можно заметить, что если n = 6, 10, 14, ... , то прогиб 
середины нижнего пояса немного больше прогиба 
середины верхнего пояса, а если n = 8, 12, 16, ... , то 
наоборот. Для n = 2, 4 прогиб середины нижнего по-
яса (синий цвет) существенно меньше прогиба се-

редины верхнего пояса (зеленый цвет), а когда чис-
ло панелей равно двум (n = 2), то прогиб середины 
нижнего пояса становится равным нулю. 

Сплошными линиями показаны прогибы, по-
лученные с помощью метода конечного элементов. 
Для получения результатов конечно-элементного 
анализа была использована программа LISA 8.0. 
Конечно-элементная модель, созданная этой про-
граммой, для случая фермы с шестью панелями 
была показана на рис. 3. Если число панелей n — 
четное число, то были использованы ферменные 
конечные элементы с шарнирами в узлах фермы. 
Если же число панелей n нечетно, то были исполь-
зованы балочные элементы с жесткими соединени-
ями в узлах фермах. Граничные условия для фермы 
с шарнирами в узлах и с жесткими соединениями в 
узлах были приняты одинаковыми в соответствии 
с рис. 1. 

Как видно из рис. 4, прогибы нижнего пояса 
монотонно растут при увеличении числа панелей, 
а для случая когда n = 2, этот прогиб равен нулю. 
Прогиб середины верхнего пояса не является мо-
нотонной функцией числа панелей, и этот прогиб 
принимает минимальное значение при n = 3, где он 
практически совпадает с максимальным прогибом. 
Если ограничиться только четными значениями n, 
то прогиб будет минимальным при n = 4. 

Рис. 4 также показывает максимальные про-
гибы узлов фермы, полученные с помощью метода 
конечных элементов. Как видно из рис. 4, при n ≥ 4 
максимальные прогибы достигаются либо в середи-
не нижнего пояса, либо в середине верхнего пояса. 
При n = 2, 3 максимальные прогибы будут наблю-
даться на концах верхнего пояса, а при n = 2 проги-
бы концов верхнего пояса становятся существенно 
больше прогибов середин поясов. Максимальные 
прогибы минимальны при n = 3. Также на рис. 4 по-
казан прогиб середины балки, загруженной такой 
же равномерно-распределенной нагрузкой, что и 
ферма. Расстояние между опорами балки равно L ‒ 
a = L ‒ L/n. Момент инерции сечения балки равен 
сумме моментов инерции верхнего и нижнего по-
ясов фермы. Безразмерный прогиб такой балки вы-
числяется по формуле

 2 4 2 2

2

10 1 1 1 11  
384 32

L L n
h n h n n

−       ′∆ = − −       
       

.	 (11)

Безразмерные продольные усилия и прогибы для фермы (n = 3, h/L = 1/9, ir /h = 0,0238)

Стержень Усилия S' Узел Прогиб ∆'
1-2 0,485 1 0,692
2-3 −0,157 2 0,555
1-5 −0,514 6 0,267
2-5 −0,858
2-7 −0,179
5-6 0,177
6-7 0,337
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Видно хорошее совпадение прогибов такой эк-
вивалентной балки и нижнего пояса фермы. 

Рис. 5 показывает зависимость сжимающих 
усилий в стержнях фермы от числа панелей. Фер-
ма имеет отношение высоты к пролету, равное 1/9. 
Усилия, вычисленные по формулам (8) и (9), пока-
заны кружками. Как видно из рис. 5, усилия в сред-
нем стержне верхнего пояса растут при увеличении 
числа панелей и минимальны при n = 4, а усилия в 
коротком наклонном стержне при опоре убывают, 
но принимают большие значения при n = 2. 

Результаты также были получены с помощью 
метода конечных элементов. Как и прежде, для чет-
ного числа панелей были использованы ферменные 
элементы, а для нечетного числа панелей — балоч-
ные элементы. 

Как видно из рис. 5, при n ≥ 5 максимальные 
усилия сжатия совпадают с усилиями в среднем 
стержне верхнего пояса, а при n = 2, 3, 4 усилия 
сжатия будут максимальны в коротком наклонном 
стержне при опоре. 

Рис. 4. Зависимость прогибов фермы от числа панелей

Рис. 5. Зависимость сжимающих усилий в стержнях фермы от числа панелей
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Максимальные усилия сжатия будут мини-
мальны при n = 5, и в целом график показывает, что 
сжимающие усилия принимают небольшие значе-
ния, если число панелей равно четырем, пяти или 
шести. Если снова обратиться к рис. 4 и заметить, 

что и прогибы принимают небольшие значения для 
этих значений n, то можно сделать вывод об опти-
мальности фермы с числом панелей, равным четы-
рем, пяти или шести.
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