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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРИ ИЗУЧЕНИИ 

АСТРОНОМИИ: ПРОВЕРКА ТРЕТЬЕГО ЗАКОНА КЕПЛЕРА 

 
COMPUTER MODELING WHEN STUDYING ASTRONOMY:  

THE KEPLER’S THIRD LAW VERIFICATION 

 
Аннотация. Рассмотрена проблема использования компьютерных моделей 
для доказательства третьего закона Кеплера (в обычной и обобщенной 
формах). Предложены два макроса, созданные в табличном процессоре Excel, 
которые моделируют: движение планеты вокруг Солнца; вращение двух 
небесных тел вокруг общего центра масс. Они позволяют рассчитать 
траектории движения, период и среднее расстояние между телами. 
Ключевые слова: астрономия; вычислительный эксперимент; дидактика; 
законы Кеплера; компьютерное моделирование; методика преподавания. 

 
Annotation. The problem of the computer models using for the proof of the Kepler’s 
third law (in the ordinary and generalized forms) is considered. It is offered two 
macros created in the table Excel processor which simulate: the planet movement 
around the Sun; the rotation of two celestial bodies around their common center of 
mass. They allow to calculate trajectories of movement, the period and the average 
distance between bodies. 
Keywords: astronomy; computing experiment; didactics; Kepler's laws; computer 
modeling; teaching technique. 
 
 

                                                 
Редакция посчитала целесообразным опубликование данной статьи в связи 
с предполагаемым возобновлением курса астрономии в общеобразовательной школе с учетом 
применения новых вычислительных возможностей. 
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Повсеместное распространение персональных компьютеров и 
информационных технологий (ИТ), сделало компьютерное моделирование одним 
из результативных методов изучения физических, технических, биологических и 
иных систем [6; 10]. Логичность и формализованность компьютерных моделей 
помогают выявить основные факторы, определяющие свойства изучаемых 
объектов, исследовать отклик исследуемой системы на изменения ее параметров, 
начальных условий и внешних воздействий [5; 7]. Развитие ИТ открывает 
большие возможности для проведения вычислительного эксперимента с 
математической моделью, позволяет создавать визуальные образы абстрактных 
объектов, изучать процессы в их динамике, формировать у школьников и 
студентов навыки алгоритмизации и программирования [4]. 

Для повышения наглядности и эффективности изучения астрономии и 
астрофизики применяются графические 3D-модели различных небесных тел и 
создаваемых ими полей, а также динамические модели движения планет, комет, 
двойных звезд и т.д. [3]. В настоящее время существуют различные 
компьютерные модели Солнечной системы [9; 8], помогающие изучить целую 
совокупность астрономических явлений, начиная от Солнечных и Лунных 
затмений и заканчивая прохождением той или иной кометы мимо Юпитера. Они 
созданы профессиональными программистами и имеют несомненные 
преимущества. В то же время большой интерес представляет собой 
компьютерное моделирование движения планеты с помощью простых программ, 
написанных студентами в рамках учебно-исследовательской работы [5; 6; 7].  

Для создания простейших моделей и решения несложных задач 
достаточно использовать метод конечных разностей Эйлера [6; 10]. 
Рассмотрим функцию )(xyy  , определенную на интервале [ a ; b ]. Разобьем 
интервал на элементарные отрезки длиной xh  , получив конечное 
множество узлов одномерной сетки xiaxi  , где Ni ,...2,1 , а 

xabN  /)(  – число узлов. При этом мы переходим от непрерывной 

области   к сетке x , от функции непрерывного аргумента )(xyy   к 

функции дискретного аргумента )( ii xyy  . Запишем для нее ряд Тейлора: 

...
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Ограничиваясь первыми двумя слагаемыми в правой части, получаем 
приближенное равенство: xxyxyxy iii  )(')()( 1 , где ii xxxh  1 .  

Оно же следует из определения производной: 
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Для решения диффуравнений и создания разнообразных компьютерных 
моделей можно использовать табличный процессор Excel. Это мощное 
программное средство, объединяющее в себе электронные таблицы, средства 
визуального программирования и графический модуль, которое позволяет 
реализовать простейшие алгоритмы численного решения дифференциальных 
уравнений и построить графики. Применяются два способа нахождения 
искомой функции [2]: 

1. табулирование функций путем ввода и копирования формул в 
различные ячейки электронной таблицы, использование абсолютной и 
относительной адресации; 

2. написание макроса (небольшой программы на Visual Basic), который 
может содержать цикл по времени или координате и использоваться для 
нахождения интеграла, производной, многократном пересчете элементов 
массива и т.д. На основе получающейся таблицы стандартными средствами 
Excel строят графики исследуемых функций. 

При изучении небесной механики в курсе астрономии педагогического 
института методическое и познавательное значение имеет демонстрация 
действия законов Кеплера и их следствий [1]. Очевидно, что студент не сможет 
проверить справедливость третьего закона Кеплера с помощью результатов 
астрономических наблюдений или физического эксперимента. Это возможно 
сделать с помощью компьютерной модели, основанной на численном решении 
соответствующего дифференциального уравнения. Проанализируем решение 
следующих двух задач. 

Задача 1. Промоделируйте движение планеты вокруг Солнца, проведите 
серию вычислительных экспериментов, изменяя начальную скорость планеты и 
расстояние от нее до Солнца, определяя при этом период вращения T  и большую 
полуось a  орбиты. Подтвердите третий закон Кеплера, который гласит, что для 
любой планеты (астероида, кометы) отношение квадрата периода обращения к 
кубу большой полуоси ее орбиты остается постоянным: 

constGMaTaT C  )/(4// 23
2

2
2

3
1

2
1  , где CM  – масса Солнца. 

Для проверки этого утверждения необходимо создать компьютерную 
модель движения планеты m  (кометы, астероида) вокруг Солнца CM  на 

основе численного решения уравнений динамики. Пусть Солнце находится в 
точке O(0;0), тогда проекции силы притяжения: rxFFFx /cos   , 

ryFFFy /sin   , где 2/ rmGMF C , 5,022 )( yxr   – расстояние от 

планеты до Солнца. Проекции ускорений, скоростей и координаты планеты 

вычисляются так [4; 6]: mFa t
x

t
x /11   , mFa t

y
t
y /11   ,    11 t

x
t
x

t
x a , 
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   11 t
y

t
y

t
y a ,    11 t

x
tt xx ,    11 t

y
tt yy . Программа для 

расчета движения планеты содержит цикл, в котором пересчитываются 
проекции действующей силы, ускорения, скорости, координаты в 
последовательные моменты времени   ii . На основе полученной 

таблицы строится траектория, определятся период обращения T  и большая 
полуось a .  

Программа 1. 

 

 
Рис. 1. Расчет движения планеты вокруг звезды 
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Если начальные условия задать так: 0x  –20, 0y 0, x 0, y 6 (все 

величины в условных единицах), то планета начнет свое движение из точки  
А( 0x ,0) , лежащей на оси Ox  левее нуля, со скоростью, параллельной оси Oy  

(рис. 1). Через половину периода 2/1 Tt   она оказывается в точке B( 1x ,0). 

Большая ось AB эллипса имеет длину 01 xx   и совпадает с осью Ox . Поэтому 

большая полуось орбиты 2/)( 01 xxa  . Значение 1x  и соответствующий ему 

момент времени 1t  могут быть найдены из таблицы, получающейся в результате 

работы программы 1. Период обращения планеты 12tT  . Выполнив 5–10 

численных экспериментов при различных начальных координатах 0x  и 

скоростях y , заполняют таблицу 1 и убеждаются, что во всех случаях 

коэффициент 32 / aTk   остается постоянным и равен )/(4 2
CGM .  

Таблица 1. 

Проверка третьего закона Кеплера 

 
 

Задача 2. Промоделируйте движение двух небесных тел 1m  и 2m  вокруг 
общего центра масс, и подтвердите третий обобщенный закон Кеплера, согласно 

которому для любой пары тел constGammT  /4/)( 23
21

2  , где T  – период 
обращения, a  – большая полуось орбиты. 

Рассмотрим движение двух материальных точек 1m  и 2m , 

притягивающихся с силой 2
21 / rmGmF  , вокруг общего центра масс. 

Расстояние между частицами 5,02
21

2
21 ))()(( yyxxr  , где ),( 11 yx  и 

),( 22 yx  – их координаты. Пусть 12 xx   и 12 yy  , тогда проекции сил 

притяжения равны: rxxFFF x /)(cos 121   , ryyFFF y /)(sin 121   , 

xx FF 12  , yF2  yF1 . Проекции ускорений, скоростей и координаты 

частицы вычисляются так [4; 6]: i
t

ix
t
ix mFa /11   ,      11 t

ix
t
ix

t
ix a ,   

   11 t
ix

t
i

t
i xx , 
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i
t

iy
t
iy mFa /11   ,    11 t

iy
t
iy

t
iy a ,     11 t

iy
t
i

t
i yy , .2,1i  

Для решения этой задачи двух тел используется программа 2. Она 
содержит цикл, в котором пересчитываются проекции действующей силы, 
ускорения, скорости, координаты в последовательные моменты времени 

  ii  и результаты выводятся в таблицу 2. На ее основе, используя 

стандартные средства Excel, можно построить траектории (рис. 2). В наших 
расчетах массы звезд, координаты, скорости и гравитационная постоянная 
измеряются в условных единицах. Эта компьютерная модель также 
позволяет изучить центральный и нецентральный удар, движение частицы 
в поле центральных сил притяжения и отталкивания [4; 6]. 

Проверка третьего обобщенного закона Кеплера сводится к 
проведению серии вычислительных экспериментов при различных массах 

тел 1m  и 2m , начальных скоростях и расстояниях между ними. Пусть первое 

тело при 0t  всегда находится в начале координат ( 00
1 x , 00

1 y ), а 

00
2 y , тогда расстояние r  между телами в начальный момент времени 

равно 0
2x  (рис. 2.1). Для удобства предлагается задавать только начальную 

скорость второго тела: 00
2 x  и 0

2y . Начальная скорость первого тела 

вычисляется так, чтобы центр масс системы оставался неподвижным 

относительно выбранной системы координат: 1
0
22

0
1 / mm yy   , которая 

при этом становится ц–системой. 
Программа 2 рассчитывает только один оборот системы из двух тел. 

По получающейся табл. 2 определяют период T  и среднее расстояние a  
между телами, которое равно полусумме максимального и минимального 
расстояний (в моменты, когда тела пересекают ось Ox ): 2/)( minmax rra  . 

В обоих случаях, когда орбиты не пересекаются (рис. 2.1) и пересекаются 
(рис. 2.2), среднее расстояние между небесными телами 2/|)||(| ACOBa 

. По полученным результатам вычисляют значение 3
21

2 /)( ammTC   и 
убеждаются в том, что оно постоянно независимо от масс звезд, начальных 
расстояний, скоростей и траекторий движения (табл. 3). Значение C  точно 

совпадает с теоретически ожидаемым 0395,0/4 2  GCT  , которое 
вычислено исходя из предположения, что 1000G  усл. ед.  
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Программа 2.  

Модель вращения двух тел вокруг общего центра масс 

 
Таблица 2. 

Результаты расчетов движения двух тел 
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Рис. 2. Вращение двух небесных тел вокруг общего центра масс 

 

Таблица 3. 

 Проверка третьего обобщенного закона Кеплера 

 
Рассматриваемая компьютерная модель позволяет проверить формулу для 

расчета линейной скорости легкого тела относительно тяжелого 

(центрального) тела: )/1/2)(( 21
2 armmGT  , где a  – большая полуось 

орбиты легкого тела. Программа выводит в 7 и 8 столбцы табл. 2 значения 

квадратов скоростей 2
1  и 2

2  обоих тел, а в столбец 9 – значение T . Так как 
в ц–системе отсчета в каждый момент времени тела движутся в 
противоположных направлениях, то их относительная скорость 

2
2

2
1  отн . В рассматриваемом случае ее среднее относительное 

отклонение от теоретически ожидаемого T  не превышает cp 2 %. 
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Использование этих и других [4; 5; 6; 7; 10] компьютерных моделей в 
педагогическом вузе способствует более глубокому пониманию сущности 
изучаемых явлений, освоению методов компьютерного моделирования и 
вычислительного эксперимента, повышению интереса студентов к 
информационным технологиям и астрономии. 
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