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Рассмотрено стационарное приближение для обобщенной двумерной модели бифункционального фермен�
та, катализирующего независимое протекание двух одномаршрутных реакций, в случае взаимовлияния ак�
тивных центров. Проанализирован случай наличия в реакционной схеме быстрых и медленных каталити�
ческих циклов. Определены условия, при которых иерархия быстрых и медленных каталитических циклов
позволяет упрощать двумерную модель и редуцировать ее вплоть до одномерных циклических схем. Приве�
дены кинетические уравнения, описывающие такие упрощенные случаи. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: бифункциональные ферменты, обобщенная кинетическая модель, критерии кине�
тического поведения.

В природе бифункциональные (полифунк�
циональные) ферменты возникают, по�видимо�
му, в ходе эволюции путем объединения генов,
кодирующих функционально тесно связанные
ферменты [1, 2]. Бифункциональные ферменты
и бифункциональные ферментные комплексы
содержат как минимум два активных центра и
катализируют, как правило, две последователь�
ные реакции [3, 4]. Эти особенности потенци�
ально позволяют бифункциональным фермен�
там проявлять ряд новых специфических
свойств. Во�первых, это возможный дрейф ин�
термедиата (продукт первой реакции, он же
субстрат второй реакции) между двумя актив�
ными центрами, без выхода интермедиата в
раствор [4–6]. Во�вторых, состояние активного
центра первой реакции может влиять на кинети�
ческие свойства активного центра второй реак�
ции и наоборот [3, 4]. Для тимидилатсинтазы�
дигидрофолатредуктазы из Leishmania major [3]
и из Toxoplasma gondii [7], триптофансинтазы из
Salmonella typhimurium [8], диметилглицинокси�
дазы из Arthrobacter globiformis [9] установлено

наличие дрейфа интермедиата, в то время как
для тимидилатсинтазы�дигидрофолатредуктазы
из Cryptosporidium hominis [10], ацетилтрансфера�
зы�урилилтрансферазы из Escherichia coli [11] та�
кой дрейф отсутствует. Для тимидилатсинтазы�
дигидрофолатредуктазы из L. major [3], карба�
моилфосфатситетазы из E. coli [12], глутамин�
фосфорибозилпирофосфатамидотрансферазы
из E. coli [13] отмечено влияние протекания од�
ной реакции на кинетику другой реакции, в то
время как для тимидилатсинтазы�дигидрофо�
латредуктазы из C. hominis [10] и из T. gondii [14]
такого влияния не обнаружено. Заслуживает
также внимания сообщение [15] о преимущест�
венной конверсии эндогенного интермедиата
(простагландина G2) микросомальным бифунк�
циональным ферментом простагландин�H�син�
тазой и об исчезновении этого эффекта в случае
применения очищенного фермента. 

Указанные особенности кинетического по�
ведения бифункциональных ферментов должны
иметь адекватное кинетическое описание. По�
пытки описать кинетические особенности би�
функциональных ферментов предпринимались
неоднократно. В работах [16, 17] решались
проблемы описания лаг�периодов и концентра�
ций промежуточных продуктов при протекании
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последовательных реакций, катализируемых би�
функциональными ферментами, и дискримина�
ции механизмов, включающих дрейф интерме�
диата между активными центрами. Проводи�
лось кинетическое описание работы бифункци�
онального фермента тимидилатсинтазы�дигид�
рофолатредуктазы в случае, когда протекание
одной реакции влияет на кинетику другой реак�
ции [3, 14, 18]. Предпринимались попытки опи�
сания кинетических закономерностей бифунк�
ционального фермента простагландин�H�син�
тазы [19, 20]. Следует отметить, что во всех ука�
занных случаях не принимался во внимание
факт независимого одновременного протекания
двух катализируемых бифункциональным фер�
ментом реакций, а рассматривались по сути мо�
дифицированные «одномерные» кинетические
модели. Такое рассмотрение абсолютно неадек�
ватно, так как наличие двух активных центров
предусматривает независимое протекание двух
реакций, что приводит к необходимости в кине�
тических схемах одновременно учитывать со�
стояния первого и второго активных центров.
Как следствие, интермедиаты в кинетических
схемах должны характеризоваться двумя индек�
сами (по одному индексу для определения со�
стояния каждого активного центра). Учет неза�
висимого изменения двух индексов превращает
кинетические схемы в «двумерные». Ранее [21]
нами было рассмотрено стационарное прибли�
жение для обобщенных моделей многосубстрат�
ного бифункционального фермента, включая и
двумерную схему. Было показано, что выраже�
ния для скорости ферментативных реакций в
этом случае являются сложными зависимостя�
ми от концентраций субстратов и продуктов ка�
тализируемых реакций. Это должно приводить к
существенному отклонению от часто встречаю�
щихся на практике гиперболических зависи�
мостей типа уравнения Михаэлиса–Ментен. 

Проблема чрезмерно сложных кинетических
выражений общая для ферментативной кинети�
ки [22–24]. Практика показывает, что учет иерар�
хии скоростей частных реакций позволяет в ря�
де случаев существенно упрощать системы урав�
нений и получать хорошо согласующиеся с экс�
периментом кинетические выражения. Это от�
носится к нашедшему свое обоснование в теоре�
ме Тихонова [25] широко распространенному
квазистационарному приближению в химичес�
кой кинетике (так называемый принцип стаци�
онарности Боденштейна), а также к квазиравно�
весному приближению в ферментативной кине�
тике [24].

Задачи данной работы – рассмотреть обоб�
щенную кинетическую двумерную модель би�
функционального фермента [21] и определить

условия, при которых наличие иерархии быст�
рых и медленных каталитических циклов позво�
ляет двумерную модель редуцировать до одно�
мерных циклических схем, анализ которых про�
веден в работах [26–29].

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Описание двумерной кинетической модели би9
функционального фермента. Рассмотрим меха�
низм действия бифункционального фермента
[21] в общем виде. Такое рассмотрение, несмот�
ря на некоторую громоздкость, имеет свои пре�
имущества, так как априори нельзя точно ска�
зать, сколько (и каких) различных промежуточ�
ных фермент�субстратных комплексов участву�
ет в механизме действия того или иного фер�
мента. 

Пусть бифункциональный фермент Е ката�
лизирует две реакции: реакцию А

,

и реакцию В

,

где SA
i и PA

i – субстраты и продукты реакции A
соответственно, SB

i и PB
i – субстраты и продукты

реакции B соответственно. Один из продуктов
катализируемой бифункциональным фермен�
том E реакции A может быть субстратом реак�
ции B. В данной работе рассматривается случай,
когда бифункциональный фермент E имеет два
активных центра, на которых осуществляется
катализ реакций A и B. При этом реакции A и B
могут протекать независимо. Возникающие в
ходе катализа промежуточные формы бифунк�
ционального фермента E будем обозначать сим�
волами Xij, в которых первый и второй индексы
отражают состояниия активных центров реак�
ций A и B соответственно.

Предусматривается, что реакции A и B про�
текают по одномаршрутным механизмам. Меха�
низм реакции A в отсутствие компонентов (т.е.
субстратов и продуктов) реакции B будет иметь
тогда следующий вид:

.                 (1)

В данной записи состоянию активного цент�
ра реакции B присвоен индекс 0 (численное зна�
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чение этого индекса не принципиально, прин�
ципиально то, что этот индекс не изменяется). 

Механизм реакции B в отсутствие компо�
нентов реакции  будет иметь вид

.         (2)

В данной записи неизменному состоянию
активного центра реакции A присвоен индекс 0.
В присутствии компонентов реакций A и B обе
реакции будут протекать одновременно и сум�
марный механизм процесса будет отражаться
двумерной схемой:

.(3)

Предусматривается, что в результате завер�
шения каталитических циклов в вертикальном и
горизонтальном направлениях происходит по
одному обороту реакций A и B соответственно.
Направлением реакции считается движение в
сторону увеличения значений подстрочных ин�
дексов. Очевидно, что при таком определении
ни одна из констант скорости α не равна нулю,
в то время как некоторые константы скорости β
могут принимать нулевые значения. Обозначе�
ния констант скорости реакции (3) (на примере
промежуточной формы Xij) следующие:

(4)

.

Рассмотрим кинетику реакций, протекаю�
щих в соответствии с механизмом (3), в случае
установления стационарного состояния по про�

межуточным формам фермента. Анализ стацио�
нарного состояния кинетической схемы (3) мо�
жет быть существенно облегчен за счет приме�
нения теории графов (граф – совокупность то�
чек (вершин) и соединяющих их линий (вет�
вей)) [30]. Здесь под вершинами подразумева�
ются промежуточные интермедиаты Xij, а каж�
дая ветвь графа отражает элементарную хими�
ческую реакцию, и этой ветви приписывается
численное значение, равное константе скорости
первого (псевдопервого) порядка для соответ�
ствующей химической реакции. В нашем случае
это αA

ij, βA
ij, αB

ij, βB
ij. Для анализа кинетических схем

с помощью теории графов вводится понятие
«базовое дерево». Для любой произвольной вер�
шины графа Xkl (назовем ее базой) совокупность
ветвей, проходящих через все вершины графа
(за исключением Xkl) и направленных к базе,
составляет базовое дерево. Базовое дерево не со�
держит циклов. Величина базового дерева равна
произведению величин ветвей, составляющих
это базовое дерево. Базовый определитель – это
совокупность всех базовых деревьев данной ба�
зы. Для базы Xkl величина базового определите�
ля (Dkl) равна сумме величин всех базовых де�
ревьев данной базы. Важным свойством базово�
го дерева, вытекающим из определения базово�
го дерева, является то, что каждое базовое дере�
во содержит по одной ветви, выходящей из каж�
дой вершины графа (за исключением, разумеет�
ся, вершины, которая представляет собой базу).
Соотношение стационарных концентраций лю�
бых промежуточных форм фермента Xkl и Xop

равно соотношению значений соответствующих
базовых определителей Dkl и Dop [30]:

.                      (5)

Следовательно, стационарная концентрация
любой промежуточной формы фермента (Xkl)
составит

,                     (6)

где E0 – общая концентрация фермента (сумма
концентраций всех промежуточных форм фер�
мента E). 

Стационарные скорости реакций A (v A) и B
(vB) для механизма (3) могут быть записаны со�
ответственно в виде

,                  (7)

,                 (8)

или, пользуясь понятиями теории графов и
уравнением (6),
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,        (9)

.       (10)

Пусть субстрат реакции A (SA) взаимодей�
ствует со всеми промежуточными формами фер�
мента Ekj, где k фиксировано (0 � k � m), а j про�
бегает все значения 0 � j � n. Субстрат реакции B
(SB) взаимодействует со всеми промежуточны�
ми формами фермента Eil, где l фиксировано
(0 � l � n), а i пробегает все значения 0 � i � m.
Это означает, что SA в отсутствие компонентов
реакции B принимает участие в каталитическом
цикле 1 раз, взаимодействуя с Ek0. В присутствии
компонентов реакции B SA взаимодействует в
каталитическом цикле с (n + 1) промежуточны�
ми формами фермента Ekj, 0 � j � n. В отсутствие
компонентов реакции A SB принимает участие в
каталитическом цикле 1 раз, взаимодействуя с
E01. В присутствии компонентов реакции A SB

взаимодействует в каталитическом цикле с (m + 1)
промежуточными формами фермента Eil, 0 � i � m. 

Чтобы иметь представление о характере за�
висимости скоростей реакций A и B от концент�
раций субстратов, рассмотрим частный случай,
когда реакции A и B протекают необратимо. От�
сутствие обратной реакции может достигаться,
например, когда в реакционной среде нет одно�
го из продуктов прямой реакции. Необрати�
мость предусматривает равенство нулю по мень�
шей мере одной константы скорости обратной
реакции в ферментативном механизме. 

Для определенности пусть βA
mj = 0 для всех

0 � j � n, βB
in = 0 для всех 0 � i � m. В этом случае

в отсутствие компонентов реакции B стацио�
нарная скорость ферментативной реакции A
(vA) как функция концентрации SA представляет
собой простую гиперболу:

.              (11)

В отсутствие компонентов реакции A стаци�
онарная скорость ферментативной реакции B
(vB) как функция концентрации SB также пред�
ставляет собой простую гиперболу: 

.                 (12)

Это справедливо, поскольку в отсутствие
компонентов альтернативной реакции механиз�
мы реакций A и B представляют собой одномар�
шрутные механизмы необратимой фермента�
тивной реакции [28].

При одновременном присутствии в реакци�
онной смеси всех компонентов реакций A и B
целесообразно рассмотреть два крайних случая.

Первый случай. Протекание одной реакции
не меняет значения кинетических констант дру�
гой реакции, т.е. для реакции A справедливы ра�
венства

(13)

для всех 0 � l � m, 0 � i � n, 0 � j � n, а для реакции
В справедливы равенства

(14)

для всех 0 � l � n, 0 � i � m, 0 � j � m.
В этом случае реакции A и B протекают стро�

го независимо, кинетика протекания этих реак�
ций формально описывается в рамках механиз�
мов (1) и (2), зависимости vA и vB от [SA] и [SB]
имеют вид (11) и (12) соответственно, vA не зави�
сит от [SB], а vB не зависит от [SA].

Второй случай. Протекание одной реакции
меняет значения кинетических констант для
другой реакции, т.е. условия (13) и (14) наруша�
ются. В этом случае зависимости vA и vB от [SA] и
[SB] имеют вид дробно�рациональных функций:

, (15)

, (16)

, (17)

. (18)

В уравнениях (15)–(18) положительные па�
раметры ci (1 � i � n + 1), di, ei (0 � i � n + 1) зави�
сят от [SB], а положительные параметры fi (1 � i �
� m + 1), gi, hi (0 � i � m + 1) зависят от [SA].

Таким образом, реализация второго случая
проявляется в отклонении от гиперболичности
скорости ферментативной реакции в присут�
ствии в реакционной среде компонентов аль�
тернативной реакции, а также в появлении за�
висимости скорости ферментативной реакции
от концентрации субстрата альтернативной ре�
акции. 

Бифункциональные ферменты обычно ката�
лизируют сложные многосубстратные реакции,
механизмы которых содержат много различных
промежуточных форм фермента (см., например,
[4, 6]). Вследствие этого зависимости скорости
от концентрации субстратов (15)–(18) должны
представлять собой сложные дробно�рацио�
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нальные функции с высокими значениями m и n.
Однако на практике получаемые в эксперимен�
те зависимости намного проще и часто описы�
ваются в рамках уравнения Михаэлиса–Ментен
даже для тех бифункциональных ферментов,
кинетика действия которых характеризуется
взаимным влиянием реакций [13]. Следователь�
но, реализуется рассмотренный выше второй
случай. Здесь мы сталкиваемся с общей для ки�
нетики, в том числе ферментативной кинетики,
проблемой, когда теоретические зависимости
неоправданно сложны и практика требует ра�
зумных упрощений. Как указывалось выше, су�
щественный прогресс достигался при учете иерар�
хии скоростей отдельных элементарных реак�
ций, составляющих реакционный механизм
(квазистационарное приближение в химичес�
кой кинетике, квазиравновесное приближение
в ферментативной кинетике). Имеет смысл про�
анализировать, позволит ли упростить исполь�
зуемые кинетические схемы факт наличия иерар�
хии скоростей элементарных реакций в механиз�
ме действия бифункционального фермента. 

Учет иерархии быстрых и медленных циклов.
Допустим, что один из циклов реакции B,
представленный фрагментом схемы (3)

...

,         (19)

быстрый. Вполне оправданным интуитивным
представлением о быстром цикле будет пред�
ставление о том, что реакции в этом цикле быст�
рые по отношению к остальным реакциям и со�
отношение концентраций интермедиатов в
быстром цикле не зависит от концентраций
компонентов альтернативной реакции. Из урав�
нений (9), (10) следует, что значимыми будут
строгие и количественные определения быстро�
го и обратимо�быстрого циклов: 

цикл (19) быстрый, если для положительно�
го, но по возможности малого значения числа ε
справедлив следующий набор неравенств для
всех 0 � j � n:

(20)

где 1 � k � n, причем, поскольку второй подстроч�
ный индекс пробегает значения от 0 до n, спра�
ведливо равенство j + k = j + k – n – 1, если j + k > n;

цикл (19) обратимо�быстрый, если наряду с
набором неравенств (20) выполняются также
неравенства 

(21)

где j, k и ε имеют тот же смысл, что и в (20). 
Разумеется, значение ε является количест�

венным критерием «быстроты» цикла: чем
меньше ε, тем «быстрее» цикл. 

Для удобства дальнейших рассуждений рас�
смотрим новый отдельный цикл Bq (22), который
формально получается из цикла (19) путем уда�
ления всех ветвей, принадлежащих к реакции A:

.              (22)
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Цикл Bq (22) представляет собой схему одно�
маршрутной реакции B, катализируемой фер�
ментом E, в котором состояние активного цент�
ра реакции A соответствует индексу q. Любую
совокупность ветвей цикла Bq (22), образующих
базовое дерево вершины Xqr в цикле Bq, будем
обозначать {Bqr}. Разумеется, одному обозначе�
нию {Bqr} соответствует несколько различных
базовых деревьев вершины Xqr в схеме (22).

Рассмотрим базовый определитель произ�
вольной промежуточной формы Xij исходного
механизма (3). Этот базовый определитель со�
держит деревья базы Xij двух типов. К первому
типу относятся деревья базы Xij, включающие в
себя какие�либо {Bqr} (0 � r � n). Ко второму ти�
пу относятся деревья базы Xij, не включающие в
себя никаких {Bqr} (0 � r � n). Соответственно,
величина этого базового определителя равна

,             (23)

где ({Bqr})ij – сумма величин всех деревьев базы
Xij, включающих в себя какие�либо {Bqr} (0 � r � n);
({B

–
qr})ij – сумма величин всех деревьев базы Xij,

не включающих в себя ни одного из {Bqr} (0 � r � n).
Можно показать, что как для быстрого цик�

ла (19), т.е. при выполнении неравенств (20), так
и для обратимо�быстрого цикла (19), т.е. при
выполнении неравенств (20), (21), справедливо
следующее неравенство:

,          (24)

,              (25)

где коэффициенты P1, P2, ..., Pn – зависящие
только от n положительные величины, в част�
ности 

(26)

для быстрого цикла (19) (выполняются неравен�
ства (20)) и

(27)

для обратимо�быстрого цикла (19) (выполняют�
ся неравенства (20), (21)).

Выполнение неравенства (24) означает, что
соотношение стационарных концентраций про�
межуточных форм фермента Xqj (0 � j � n) в меха�
низме (3) при ε → 0 стремится к соотношению
стационарных концентраций промежуточных
форм фермента Xqj (0 � j � n) в цикле Bq (22), и
значение базового определителя произвольной
промежуточной формы Xij механизма (3) стре�
мится к 

.

Это дает возможность при описании реакции A
перейти от схемы (3) к более простой схеме 

, (28)

в которой цикл (19) заменен на одно промежу�
точное соединение Yq, а в остальном структура
графа (3) остается неизменной, за исключением
того, что значения величин каждой из ветвей,
выходящих из Yq, умножаются на коэффициен�
ты fqj, равные доле той промежуточной формы
Xqj в стационарном состоянии отдельного цикла
Bq (22), из которой они выходят в начальном
графе (3):

,                      (29)

где [Xqr] – стационарные концентрации, рассчи�
танные для отдельного цикла Bq (22). Формулы
для расчета стационарных концентраций для
отдельно взятых циклов типа цикла Bq (22) при�
ведены в работах [26–28].

Стационарные концентрации промежуточ�
ных форм фермента Xij, рассчитанные для моди�
фицированной схемы (28), будем обозначать
[Xij]*. Легко показать, что выполнение (24) при�
водит к выполнению следующего соотношения:

,                        (30)

где δ определяется выражениями (25)–(27), 0 � i �
� m , 0 � j � n, причем для i = q

,                   (31)
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а величины fqj определены в (29).
При ε → 0 всеми членами, кроме первого, в

(25) можно пренебречь, и практическое значе�
ние имеет оценка

δ = P1ε,                                 (32)

где P1 определяется выражениями (26) и (27). 
Допустим, что два цикла реакции B в схеме

(3) являются одновременно быстрыми (или од�
новременно обратимо�быстрыми), т.е. для них
выполняются соотношения типа (20) (или (20),
(21)). Тогда, повторяя приведенные выше рас�
суждения, можно для описания реакции A мо�
дифицировать исходную схему (3), заменив в
ней каждый быстрый цикл реакции B на одну
промежуточную форму по изложенному выше
алгоритму.

Точность приближения в этом случае равна
(1 + δ)2 – 1, и при ε → 0 практическое значение
имеет оценка

,                     (33)

где [Xij]** – стационарные концентрации про�
межуточных форм фермента Xij, рассчитанные
для новой модифицированной схемы. Справед�
лива также оценка (32).

Если все циклы реакции B в схеме (3) явля�
ются одновременно быстрыми (или одновре�
менно обратимо�быстрыми), то для описания
реакции A исходная схема (3) принимает вид

,                        (34)

,                          (35)

,                       (36)

где величины fij определяются по аналогии с (29).
Таким образом, двумерная исходная схема

(3) при условии более быстрого протекания ре�
акции B для описания реакции A сводится к од�
номерной схеме (34), в которой зависимость
скорости реакции A от концентрации субстра�
тов и продуктов реакции B отражается зависи�
мостями (35), (36).

Точность приближения в этом случае равна
(1 + δ)n – 1, и при ε → 0 практическое значение
имеет оценка

,                   (37)

где 
.                        (38)

Справедлива также оценка (32).
Таким образом, если реакция B протекает су�

щественно быстрее, чем реакция A (т.е. выпол�
няются соотношения (20) или (20), (21) для всех
m + 1 циклов реакции B), то кинетику протека�
ния реакции A будет описывать один цикл (34),
в котором влияние компонентов реакции B уч�
тено в соотношениях (35), (36). 

Следует отметить, что характер зависимости
скорости реакции (34) от концентрации
субстратов реакции A будет такой же, как и для
скорости реакции A в отсутствие компонентов
реакции B, т.е. для механизма (1), и бифункцио�
нальный характер фермента E будет проявлять�
ся для реакции A только в зависимости констант
скорости реакции A (αA

i и βA
i ) от концентраций

компонентов реакции B. 
С использованием наших предыдущих ре�

зультатов [27] приведем зависимость скорости
реакции A для механизма (34) в явном виде как
функцию констант скорости αA

i и βA
i :

, (39)

(40)

Величины αA
i и βA

i как функции элементар�
ных констант исходного механизма (3) опреде�
лены в формулах (35), (36). 

Если все циклы реакции B в схеме (3) быст�
рые (или все обратимо�быстрые), то механизм
реакции (3) для описания реакции B будет
представлять собой m + 1 независимых циклов и
скорость реакции B будет описываться уравне�
нием

,   (41)

(42)

,                     (43)

где bij определены в уравнении (40), t принимает
значения от 0 до m. 
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Таким образом, если реакция B протекает су�
щественно быстрее, чем реакция A (т.е. выпол�
няются соотношения (20) или (20), (21) для всех
m + 1 циклов реакции B), то общий механизм
действия бифункционального фермента сводит�

ся к одному циклу для медленной реакции A и к
нескольким независимым циклам для быстрой
реакции B. Для каждой из этих реакций получе�
ны в явном виде уравнения скорости и дана ко�
личественная оценка данного приближения. 
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The steady�state approximation of the generalized two�dimension model of the bifunctional enzyme has been con�
sidered. The cases when the ordered reactions catalyzed by the bifunctional enzyme proceed independently of one
another and the proceeding of one reaction exerts influence on the proceeding of the other reaction have been con�
sidered. Existence of fast and slow catalytic cycles in reaction mechanism has been analyzed. The conditions when
the hierarchy of fast and slow catalytic cycles allows the simplification of the two�dimension model and its reduction
into the one�dimension cyclic schemes have been determined. The equations describing that simplified schemes have
beem deduced, too.
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