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В работе на основе метода гипотез, который имеет асимптотическое обос-
нование, построена общая математическая модель динамической деформации 
микрополярных ортотропных упругих тонких оболочек. 

Введение. Микрополярная теория упругости в настоящее время трактуется 
как континуальная модель деформируемого твердого тела с учетом внутренней 
атомной структуры [1-3].С этой точки зрения особенно актуально построение 
математических моделей микрополярных упругих тонких балок, пластин и обо-
лочек. Обзоры работ в этом направлены осуществлены в работах [4-6]. В работах 
С.О.Саркисяна [7-10] построены общие модели статики и динамики микропол-
ярных изотропных упругих тонких балок,пластин и оболочек. В работе [11] пост-
роена модель статической деформации микрополярных ортотропных упругих 
тонких оболочек. В данной работе развивается подход работ [7-11] и построена 
модель динамического деформирования микрополярных ортотропных упругих 
тонких оболочек. 

1.Постановка задачи. Рассмотрим оболочку постоянной толщины h2  как
трехмерное упругое ортотропное микрополярное тело. Будем исходить из основ-
ных уравнений пространственной динамической задачи линейной микрополяр-
ной теории упругости для ортотропного материала  с независимыми полями 
перемещений и вращений [12, 13]. 

Уравнения движения 
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Физические соотношение упругости [14] 
,33132212111111  aaa           ,33232222111222  aaa   

,33332223111333  aaa          ,3245234423  aa    ,3255234532  aa   

,1366315613  aa                       ,~
1356315531  aa            

,2178127712  aa                         ,2188127821  aa            (1.2) 

,33132212111111  bbb             ,33232222111222  bbb    

,33332223111333  bbb           ,3245234423  bb   

,3255234532  bb                       ,1366315613  bb   

,~
1356315531  bb                ,2178127712  bb       .2188127821  bb         

Геометрические соотношения 
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Здесь  ˆ,ˆ -тензоры силовых и моментных напряжений;  ,ˆ -тензоры де-

формаций и изгибов-кручений; 


,V -векторы перемещения и свободного пово-

рота точек оболочки; ba ˆ,ˆ тензоры упругих постоянных микрополярного орто-
тропного материала,  плотность, J мера инерции вращения указанного ма-
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  13H коэффициенты Ламе криволи-

нейной ортогональной системы координат 321 ,,   принятой в теории оболо-

чек. iR главные радиусы кривизны срединной поверхности оболочек. 
К основной системе уравнений (1.1)-(1.3) трехмерной микрополярной 

теории упругости для ортотропного материала будем присоединить граничные 
условия. 

На лицевых поверхностях оболочки hα 3  будем считать задаными 
граничные условия первой граничной задачи микрополярной теории упругости: 
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 На поверхности края оболочки будем рассматривать следующие три 
основные типы граничных условий: 

^ 
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1)Когда заданы силовые и моментные напряжения, 2) когда точки поверхности 
  закреплены, 3) когда заданы трехмерные смешанные условия типа шарнир-
ного опирания.  
     Кроме граничных условий к системе уравнений (1.1)-(1.3) присоединим 
также начальные условия, которые необходимо задавать для компонентов векто-
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    Предполагается, что толщина  h2  оболочки мала по сравнению с харак-

терными радиусами кривизны  iR  срединной поверхности оболочки. 
 2.Исходные предположения (гипотезы). 
Формулируем те предположения (гипотезы), на основе которых будем построить 
модель микрополярных ортотропных тонких оболочек [7, 8, 11]:  
I.  В качестве исходной примем гипотезу прямой линии, т. е. будем считать, что 
нормальный элемент, первоначально перпендикулярный к срединной поверх-
ности до деформации, остается после деформации прямолинейным, но уже не 
перпендикулярным к деформированной срединной поверхности, а поворачи-
вается на некоторый угол, при этом не изменяя своей длины. Вследствии этого 
имеем линейный закон изменения перемещений по толщине оболочки: 

      2,1      ,,,V       ,,,,, 21321321  itwttuV iii  .      (2.1)  
 Будем считать также, что свободные повороты по толщине оболочки 
изменяются также линейным законом следующего характера: 

     tttii ,,,,        ,,, 213213321   .                     (2.2) 

Здесь wui , перемещения, 3,i -свободные повороты точек срединной по-

верхности оболочки; i -полные углы поворота первоначально нормального эле-
мента, а  -представляет собой интенсивность поворота точек трехмерной обо-
лочки вокруг нормали к срединной поверхности; 
II. Силовое напряжение 33  в обобщенном законе Гука (1.2) для деформаций ii
можно пренебрегать относительно силовых напряжений 2211, ; таким же 

образом, в формулах для изгибов-крученной 3i , моментное напряжение i3  

можно пренебрегать относительно моментного напряжения ;3i  

III. Относительно единицы можно пренебрегать величины вида 
iR
3  ; 

IV. При определении деформаций, изгибов-кручений, силовых и моментных 
напряжений, сначала для силовых напряжений i3  и моментного напряжения 

33 примем 
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3   .     (2.3) 
 После определения указанных величин, окончательные выражения для 
функций i3  и 33  определим как сумму значения (2.3) и результата интегри-
рования соответствующего уравнения равновесия из (1.1). Для последного потре-
бовав условие, что усреденная по толщине оболочки величина была равна нулю. 
 Отметим, что принятая гипотеза для перемещений (2.1), это по сути дела 
известная кинематическая  гипотеза Тимошенко в классической уточненной тео-
рии упругих оболочек [15-17]. С этой точки зрения гипотеза (2.1), (2.2) в целом, 
как в работах [7-11], назовем обобщенной кинематической гипотезой Тимошеен-
ко в микрополярной теории оболочек. 
 3. Определение компонентов тензоров деформаций, изгибов-кручений, 
силовых и моментных напряжений. 
 В соответствии с принятым законом распределения перемещений (2.1) и 
свободных поворотов (2.2), подставляя их в геометрические формулы (1.3) и 
сохраняя в выражениях только линейные члены по 3α , находим 
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 Здесь ijii ,ΓΓ -компоненты тангенциальной деформации, характеризующие 

деформацию срединной поверхности; величины ijiiijii k,k,K,K -характеризуют 
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изгибную деформацию и скручивание срединной поверхности; i33i ,ΓΓ -попереч-

ные сдвиги; i33i k,k -изменение кривизны и кручений в нормальных к срединной 

поверхности плоскостях;   3il -гиперкривизна-или гиперкручение. 
 На основе обобщенного закона Гука (1.2) (имея ввиду также статические 
гипотезы II), IV)), для силовых и моментных напряжений получим: 
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 4. Основная система уравнений, граничные и начальные условия приклад-
ной теории динамики микрополярных упругих ортотропных тонких оболочек. 
 С целью приведения трехмерной задачи микрополярной теории упругости 
к двумерной, что уже выполнено для перемещений, деформаций, изгибов-кру-
чений, силовых и моментных напряжений, в теории микрополярных упругих 
оболочек вместо компонент тензоров силовых и моментных напряжений вводим 
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статически эквивалентные им интегральные характеристики-усилия iiijii NNST 33,,, , 

моменты 333 ,,,,, LLLLHM iijiiijii  и гипермоменты 3i , которые с учетом предпо-

ложения III) выражаются следующим образом [7,8]: 
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 Основная система уравнений динамики микрополярных упругих ортотроп-
ных тонких оболочек с независимыми полями перемещений и вращений будет 
выражатся так: 
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 Геометрические соотношения (т.е. соотношения (2.6), (2.7)) 
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К основным уравнениям (4.2)-(4.6) микрополярных ортотропных упру-
гих тонких оболочек присоединим соответствующие граничные условия (при  

const1 ) [7,8]: 
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 Уравнения (4.2)-(4.6), граничные условия (4.7) и отмеченные начальные 
условия составляют общую математическую модель динамического деформиро-
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вания микрополярных ортотропных упругих тонких оболочек с независимым 
полями перемещений и вращений. 
На основе этой построенной общей теории в дальнейшем будут рассмотрены 
конкретные задачи о свободных и вынужденных колебаниях микрополярных 
ортотропных цилиндрических оболочек, оболочек вращения и пологих 
оболочек. 
 

Ա.Ժ.Ֆարմանյան 
Միկրոպոլյար օրթոտրոպ առաձգական բարակ թաղանթների  

դինամիկայի մաթեմատիկական մոդելը 
 

Աշխատանքում վարկածների մեթոդի օգնությամբ, որն ունի ասիմպտոտիկ 
հիմնավորում, կառուցված է միկրոպոլյար օրթոտրոպ առաձգական բարակ թաղանթի 
դինամիկական դեֆորմացիայի ընդհանուր մաթեմատիկական մոդելը: 
 

A.J. Farmanyan 
Mathematical Model of Dynamic Micropolar Orthotropic Elastic Thin Shells 

In the present paper on the basis of asymptotically confirmed hypotheses method 
general mathematical model of dynamic deformation of micropolar orthotropic elastic thin 
shells is constructed.  
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