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фor,C;WЕФР~'lG'Иcr~ 
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МtJcкoвc/eoгo гOeYiftJPC __ YH-тн:иm_a им. м; В; .Jlt1JIшнoroва 

119899;. МiнжfIQ, РоеСU1I 

ПDC1)'llИЛа в редllX11ИlG 21 lIlOJUI 1996 г;, 
после переработии .17 сентябрJ(.I996 г. 

Построена,аи8llИТИЧeCКalfмодenь, на мmcpocкопичесхом;,уровне.описываIOЩ8IIдреЙ· 

фовый идиффузи&ННый мехаиllЭМЫ ФОРМИРОIIIIИJUI нenивeЙНОГО 0ТКIIИk'a (ЛОIWIЬИIIII и не· 

ЛОКIUIЬН&JI НOJIинойности) фоторефрактивныx.1c:pиcтII}IJю1L н&йдены· но_ типы устойчи

вых самос;оmасоваиных' рвспредeJreНИЙ интенсивности светового пQJUf- пространC'I1lOн" 

HIiIX' COJIИI01tO.IL Рмcчиraиы тpaerгopии их дIIШКeRJIJI: (selC"IIendin&)' и IЮJaI38ИВ. возмож
НОСТЬ, набmoдОНИII в фoтopeфpaJcrивн кристаллах НОВОГО' IЩIIJIНCЙНO--оптичес:хОГО' эф

феItta. - фо~В8ИIDI простр8нc'I1Ioнных· ударных, ВOJПI. Проведен,8И8JDIЗ МoдyJПIЦНОК~ 

НОЙ неустойчнвocm, ВОЭИИJalJOщой прираспростраиении в фoтopeфpaJCrивикристаллах 

IDIocIcойвoJlиы. If опpeдeJreиы' xa~pныe пространственные мacurraбы фоpмиpyJOще

rocя иэ-за.самовоэд8ЙC'I1lИR<раепредолония светового' ПWUI (fimniDg). ~aнaJIИ3II; 
подкреПJlCИJil даниыми;.кoмfIыcJмpнoо модenиpollllИJUl, 

@1997 

о.ной из иитереснейших проблем современной нелин:dной ОПТИКИ ЯВJDIeТCЯ' ие'

следование npoцессО8Самоорraиизaции (фазовых перех0дUВ~', в,систе_, СОСТОJIЩИX на 

нелииeйJюй;ерсды и cВC'roВOro mmя, Если при Э'ООМ~.~О88ИинеРС'

шения задач Т8КCiJf'O типа (COЛ1I'I'оны) в средах с пpoeтpaJIC'l'ВCНIЮ-ЛО1C8ШlЗОВ8ИНЬ1М' (110" 

кальиыМ) нелинеЙ'НIIМ ~ (случай Т8IC называ.еыой иерровеJEOi;:неmпreЙIЮСТЯ"[Ц) 

изучены уже достаЮчиО'х.орошо:,.теспонимaниevфиз1ncиформироваиия'aнa:1IOl1ИЧНЫX 
пpocrpaиc'D8ино--врсмсJtиым структур' 8' самвиаvaчивaющиxcs сиc::rcмax на осневс не· 

ЛОIGIJIЬНОЙ Н&1ПШCЙlIoeиtфomрефрaxтmпюro 'I1II1aДeJla. пока ОБСТОИТ знaчиreJII'oИQ'X)lJIВ. 

~, иес:лед6ВUfИ11: 'DIIICIIX систем ~ тем, 'ПО'фumpcфpaкциw ЯВПJli'

етсJf'oдI'fJIfwизl'l8и6tшee'сюIъиыxехаиизмовнелииейlюcтlt"оIцy'пlмь1е:про~Iю-'. 

'l'opoFG' нaбmoдаются при интенсивности света уже. всею в нecKOJIЬКO MJJr/CM?- [2]. 
ДпJJ;. фоторефpшmr8lfl">lX кристаллов характерна инерЦИОRНОСТЬ, которая' IЮ3IIOJ1IIIi'-

ет ynpaвmrrь вреlИeНell1t формирования нелинейиоro O'I'КJПIIШ В· диaпa:J(i)Re от д8CJI'l'IЮВ. 

сеюумд до eдиmIЦ МШI:JIИCeJCYНД И менее [1]. О;анако еще БОлее ВЮIGIЫV ~. то; 

что за. СЧС'1! его нелокалt.нoй составляющей можно реализовать и прииЦИПИ8ЛЬно. но

вы:е типы Jre1IИНCЙНоro· JфeOбразовании оnтич:есхих cиrналов, тахие как ~ВЫЙ: 

эмерn>Oбмeи, перенос фазовой информации и дIJ. [4); Среди всех этих пpoцeccmr СО.
вершенио'особое место занимает эффект обра.щениа. В01IНOВDfO qp;втa. который может 
наблюдаться и в самонакачивающихся схемах, ЯВЛЯЮIЦЮ{СЯ~ ПОсущее'1!В'у, ~ 

тоНИllПlПt и чacro беззеркальными па:рамстричеСJCИМИ генераторами света· [5]. IJ подоб'-
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HbIX системах генерация обращенных волн возможна даже при не когерентных волнах 

накачки [6]. Фактически, процесс ее развития и является одним из примеров такой 

самоорганизации - фазового перехода, проходящего в системе «нелинейная среда -
световое поле» [7]. 

На сегодняшний день физика процессов, протекающих при пространственно-не

однородном освещении фоторефрактивных кристаллов, хорошо известна [8]. Интерфе
ренция внешних и/или генерируемых в фоторефрактивных кристаллах световых полей 

приводит к пространственно-неоднородной фотогенерации свободных носителей. Да

лее следует их пространственная диффузия и дрейф в статическом электрическом поле. 

В результате последующего захвата этих носителей дефектами и примесями (<<ловуш

ками») формируется пространственно-неоднородное распределение внутреннего элек

трического поля. Проявление этого поля через линейный электрооптический эффект 

приводит к пространственно-неоднородному распределению показателя преломления. 

Рассеяние света на возникшей таким образом динамической голограмме замыкает пе

тлю двумерной обратной связи, формируя полную самосогласованную задачу. 

Хотя система материальных уравнений, необходимая для описания явления фо

торефракции [8], и возможность реализации на основе фоторефрактивных кристал
лов различных генерационных схем [9] известны уже достаточно давно, до настоящего 
времени на микроскопическом уровне описывался лищь стационарный режим гене

рации [5] и переходные процессы при нелинейном взаимодействии в фоторефрактив
ных кристаллах плоских волн [10]. Оценивался порог генерации самонакачивающихся 
схем и характерное время их выхода на стационарный режим. Основная причина этой, 

на первый взгляд, парадоксальной ситуации достаточно проста. Дело в том, что при 

постановке задачи на микроскопическом уровне необходимо решить весьма сложную 

нелинейную систему уравнений. К сожалению, для ее численного интегрирования не

обходимо использовать слишком мелкую сетку по времени и пространственным коор

динатам [11]. Серьезные проблемы возникают и при интерпретации сложной структуры 
нестационарных нелинейных волновых полей, полученных в результате компьютерного 

моделирования. При аналитическом подходе [12], когда эти проблемы снимаются, все
гда проводится регуляризация задачи, что резко обедняет возможный пространствен

ный спектр взаимодействующих световых полей. При статистическом описании [13] 
задача линеаризуется за счет использования целой серии весьма ограничивающих ее 

общность доnyшениЙ. Поля накачек считаются заданными, не учитывается роль про

цессов самовоздействия и дифракции в высшие порядки и т. д. Фактически проводится 

усреднение системы нелинейных уравнений, что не корректно в условиях столь сильной 

нелинеЙности. Таким образом, адекватного описания процессов формирования устой

чивых решений в самонакачивающихся системах на основе сред с фоторефрактивной 

нелинейностью на сегодняшний день практически не существует. Отметим также, что 

задача преобразования динамических изображений, т. е. волновых фронтов с регуляр

ной динамической пространственной модуляцией, может приводить и к принципиаль

но новым эффектам типа устойчивых пространственно-временных автоволновых реше-

ний [14]. . 

В процессе формирования нелинейных волновых полей в фоторефрактивных кри

сталлах весьма важную роль играют солитонные эффекты, теоретическому анализу ко

торых посвящена пионерская работа [15]. Экспериментальная реализация солитонного 
режима распространения световых пучков в фоторефрактивных кристаллах бьmа впер

вые продемонстрирована в работах [16,17]. Дальщ:йший прогресс в этой области во 
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многом связан с анализом таких новых типов солитонных решений как «Темные. [18], 
«серые. [19], «векторные. [20], «vortex. [21] солитоны и т.д. 

Целью настоящей работы являлось исследование процессов формирования и рас

пространения известных стационарных волновых пакетов солитонного типа·, а также 

нового самосогласованного пространственного распределения светового поля - про

странственных ударных волн - в системах с лщ:альной и нелокальной компонентами 

нелинейного оклика. Нам удалось построить физически наглядную и достаточно об
щую модель, основанную на микроскопическом описании процессов, протекающих в 

системе «нелинейная среда - световое поле •. При этом мы смогли отказаться отцелого 
ряда традиционных приближений, оrpаничивающих обшность получаемых решений, и 

корректно описать достаточно сложную инеобычную пространственную структуру рас

пространяющихся в такой нелинейной среде самосогласованных световых пучков. 

2. ИСХОДНАЯ МОДЕЛЬ 

в основу использованной нами модели нелинейного отклика фоторефрактивных 

кристаллов была положена классическая система материальных уравнений для вну

треннего электрического поля Е.с(х, t) [8], записанная для двумерного случая без учета 
фотовольтаического эффекта: 

дn _ oN; 1 oj 
ot - дt - ~ дх' 

oN; + + 
-д = 8(I + l o)(Nd - Nd) - 'YRnNd , 

t , . 

j = ер,n(Ео + Е.с ) - р,8 ~:' 
ддЕ•с = 47re (n + Na - N;). 

х r:: 

(1) 

Здесь n, Nd, N; и Na - концентрации соответственно свободных носителей, доноров, 
ионизованных доноров и акцепторов; 8 - сечение процесса фотоионизации; l(х, t)
интенсивность излучения; 10 - параметр, описывающий темновую проводимость фото

рефрактивных кристаллов и определяющий скорость темновой ионизации доноров как 

810; 'YR - константа парной рекомбинации; е и р, - заряд и подвижность свободных 

носителей с учетом их знака, т. е. отрицательные для электронов и положительные для 

дырок; r:: - статическая· диэлектрическая проницаемость фоторефрактивного кристал

ла; 8 - его температура в энергетических единицах. Предполагается, что в поперечном 

направлении (вдоль оси х) к фоторефрактивному кристаллу приложено внешнее стати

ческое электрическое поле Ео , поэтому в системе уравнений (1) учтены как дрейфовая, 
так и диффузионная компоненты плотности тока j по этому направлению. Считается, 
что оптическое излучение распространяется вдоль оси Z. 

Система материальных уравнений (1) решалась совместно со стандартным укоро
ченным волновым уравнением для комплексной амплитуды светового поля А(х, z, t): 

i дА = ~ д2 А + k 811 А 
az 2k дх2 11' 

(2) 

записанным в параксиальном приближении без учета поглошения. Здесь k - волновое 

число; 811 = (1/2)rеf/l1З Еэс(х, z, t) - нелинейная добавка к показателю преломления 11; 
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T~!! - эффеКТИВНЫЙ эаектрооптичесЮIЙ коэффициент. В (2) опущено ~ ПО 
хюмеиение пoкaзm:eля npelЮмлеиия:, ООуCJЮВJlеиное стаТWteск.им: пешем Е,о. Уравне

.ПИЯ (1) и (2) фор~ С8МOCOI'ласованную задачу, В которой )'ЧИ'1'ЫISЗeТCЯ взаимное 
ВilIИIJНие npoцeccoв перераспределенlUJ интенсивности света Jf :шеаричеCКOl'O ПOJIJI в 

объеме фотopeфpaпивиoro ~ Taкu моаель ХОjЮШO ОПИCWJae1' ЭК~ 
с так называемыми щe:&e1JIIIМИ пучками ~22]. кnropыe ШIфOICОИСfl.OJJUoЗ.}'J.O!l'CН на np8oК

ТИ~ ври иа:ле;цоваиии ooJIIпoииых эффeкroвJl ~.~ из-за 

си.лыюЙ анизотропии нe.JUllleЙНOl'O ОТlOlИlal. IШiCIJt\UIИХ. 

Система материальиЫхура.вневий (1) решалась в стационарном приближении 
8/дt-+ О, j = ;(х). При этом из иееиеКЛЮЧ81ОТа j и N;и 

е.дп 
Еп - Еопо = е ах' 

. (дЕ) / ( дЕ) n = s(Io + l)(Nd - N",) 1 + ах 8х "'f1~Na 1 - а дх . 

(3) 

(4) 

Здесь nо-темновая концентрация свободных1ЮCИt'C.lleЙ. В (4) введены ~ 
обозначения: 

~1Va 
а=--, Е=Ео+Е .. е , х= N<l,-Na (5) 

4-тгеN"" 

и считается, что Na » 'п. Дnя фarорефрактнвных 1ф1lCТa.lШOВ с ООЛЬШОЙ темновой 

вроводимостью, т. е.приВЬШOJtИeННИ неравенства 10 » 1. GИСТСМ& уравнений (3) и (4) 
лииеаризуетсв no 1, Е .. с и n. При .ЭТОМ 8 npeдJЮJЮжснии oiJЕ / {h; « 1 ее удatП:В свести 
к единственному JlИНC'ЙИому уравнению второro IIOPSIДКa D1'IЮCИ'rem.но Е .. с 

д2Еас _ еЕо 8Esc _ е Е = 1 (е& 1 _ 81) (6) 
дх2 в 8х &(х + 1) ас а(х + 1)10 .@ дх' 

Ет ре:weниe может быть цpeдCТllВJIeHO в .форме 

ВО< = - а(х+ 1 )~()" - .1,) [.11 Щ).,.,I.I,(ж-{)Id{+.I, 1 lю ... I,\, (х-т ~] , 

(7) 

еЕо rт!(eEo)·2 е 
Лl,2 = 2е" 2е' + ав(х + 1) , 

JWtOра.и ,и ~ иe.wmeйнyIO добавку к показателю преломления в правой части 

уравнeшur(2). 

цри интеIJ)Иp()вaииJI (7) фуикцию IЮ мо.жиорпвожитьв рад в ,сжрестнoorи точки 
. х, ·ЧТО 'ПUЗВOJUlет зamtca'l'l>решсние (7) .8 виде paзnоже.ния11О 'произво.диыиитенсив
насти излучения 

(8) 
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Еще бwюe 1W'.IfJJ.I:UЩ СВЯЗЬ ~~ fЩC~делeJmЙ~Н1IШ'O ~ I!I ИJI
~и:шучеиия в спеЮРSЛЪJl0М ~ИИII. ЛеJ'l.(о~,., 'п:0 ~ ф0р
~МИI!I ~мноro cne~ ~:DJIeдеМИI:IЯ~О Щ)fflJ Е4,С(к,) ФO'r0-
.~й ~та.лл ~ ·~т·роль 4щлъ1Pti~НfWЖ ~.,., с 

·~тoм пе~дачи 

_ Ео 1 + i~f!!)leE.o 
Т(к,) - - 10 1 - iщЕ&(х+ 1) +1I:2aг(X +'l)/е (9) 

по O'I'ИOlI:ЮИИЮiIC Щ)ОС1:'рсцютвенив~ спектру РJ,сцред.еленl!IЯ ИIИ'8~'nJ ~a 1(11:). 
~иия )ЦJjI '1'(11:) В ~ «ЧИСТОГО» др,е~свotЮдМf.l!E,{ tt<>.OИ'I!eJЮЙ И их <4ЧИ01'oJi;» 
flPOO'l'PlIИ011ЮиIЮЙ диффузии леrкo могут щ.m, п~иы ИЗ (')q»J I;фe;Ц6~~
x~~ -+ О и ВО -+6: 

(10) 

(11) 

fuметиt.i,чro выражения (10) и (11) можно сущес'ЦЮняо упростить, е()]IИ црсиебречь в 
их з.иаменa'l'e.1,lЯX членами, nPOПОРЦИОIЦ1ЛЪИ~и к. и 11:2, либо~~ Тd .. (к.) и Тdf(к.) в 
cтmeиJЮЙ ряд по 11:, ограничившисъ учетом: линейных чденQВ. Цричем по.следцее мож
НО еделать ~ичеtЖИ всегда, ~колъжув YCJIoв.wtX лmоro реалыюro эксперимента 
l'IPИ DНeUППJX ПOJlЯХ до 10 к:В/см и е '" 3.00 К вое СЩЩУЮJ,ЦJ:Iе члены стаиовят~я су
щественныи лишь для пpoc'l'paиств.енныx масштабаll измененияоветовoro поля менее 

длины вoJuiы. Фа~ки Э1!О oэnачает, что ,в разложении (>8')моryrбытъ также сщра

иемы ЛИШЬ два первых члена, ЦРОПОРЦИGНaJlьиых 1 (х) и дI / дx,~pыe в дальнейшем 
~ и 6удемиаэывать локальной и келOКЭJIЪНОЙ компонентами ,lteлинейнооо ~. 

M<>YliMM l"JД·вe.eьмa важныхрешенltЙ оaьmceГJIaetD1aННо:й задачи, eфopмиJю~ой 
У1РаВИeNЮiМИ (2) и (8). Попшаемся найти решения, .000000~ие .~ ра3:аелеиия 
neре~ииых 

А(х, z) = Y(x)exp(-ivz), (12) 

где вещеотвеннаафумкция У(х) задает распределение поля по пorщречиой координа~ 

х, а ·IЮIlОЖИ!'елъкааконстанта v,определяет нелинейный .фа:юlllФЙнабег решения по z. 
ТcuwмООразом, речь пойдет ,О поRытке OnЮ~ТЬ .eraциo.tЩI)И~ fЮ Z И t раСIIP<'деJЮНИЯ 
ИИ'1'ОИо.mщости. Леrко убедиться,ЧТО подстановка (12) в (2) при.щwп -' урцнени~ для 
цроетракствениооо npофиля амплитуды .~ Виде 

d2.y _ 4а:юЕо [-.!- + а(х + ОЕО] y 2dY + 2ю (аЕоуз _ VY) = О, (13) 
ах2 10. вЕю dx 10 

где а: = /ст еlf",2/2 и· сохранены два п(lpвых члена раз.цО)freЮЦ( (8). (ем. выше). Вeщr
'ще фо~сируюше:й ксрровокой иелинейиQCТИ (8", > о) в ,(13) 'удобно ввесmбеэраз
мерные координаты ~ = х/хо, ( = z/Ld И нормирOlЦUi~ амплитудУ сцетовоro поля 
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р({) = Y({)VR/1o, где хо определяется характерным поперечным масштабом задачи, 
например, шириной входного пучка; Ld = kx~ - соответствующая хо дифракционная 
длина; R = L d / Lr > О; L r = 1/аЕо - длина нелинейной рефракции. При этом (13) 
перехоДит.в уравнение 

(14) 

где параметр 

akEo [ е ] 7 = -2-- -- + а(х + 1)Ео хо 
R еЕо 

характеризует величину нелокальной компоненты нелинейного отклика; /3 = LdV. Да

лее мы остановимся на случае· 7 > О, который может быть реализован при соответству
ющем выборе ориентации фоторефрактивного кристалла и направления Ео . 

4.1. Модуляционная неустойчивость 

Легко убедиться, что, как и в среде с чисто керровской нелинейностью, триви

альным решением уравнения (14) является плоская волна с амплитудой .р({) = ро при 
/3 = p~. Рассмотрим устойчивость этого решения относительно малых (Бро « 1) гар
монических возмушений распределения Бр({) = Бро соs(Щ) на безразмерной простран
ственной частоте Q = к,Хо. При этом, используя технику линеаризации, развитую Бес

паловым и Талановым [23], и результаты, полученные в работе [24], легко показать, что 
амплитуда такого возмушения экспоненциально нарастает при увеличении ( с инкре
ментом 

g = 1т (~JQ2(Q2 - 4Рб) + i7Qp~ ) . (15) 

Orметим, что в пределе 7 -t О из (15) следует хорошо известный результат для среды 
снелинейностью керровского типа. Как известно [23], в последнем случае экспонен
циальное увеличение амплитуды возмушений происходит лишь в ограниченной полосе 

пространственных частот О < Q < Оь = 2ро, а максимальное значение g реализуется при 
Q = От = "fipo. Появление в уравнении (14) члена, пропорционального dp/d{, рас
ширяет полосу модуляционной неустойчивости до бесконечности, но даже при 7 ~ 1 ее 
полуширина близка к полуширине полосы неустойчивости для случая керровской нели

нейности, а частота, на которой достигается максимум усиления, близка к От (рис. 1). 
Итак, в среде снелокальной нелинейностью плоские волны' хотя и отвечают клас

су решений с разделяющимися перемен~ыми, являются неустоЙЧивыми. При случай

ной сколь угодно малой затравочной модуляции с достаточно широким спектром та

кая плоская волна по мере своего распространения «распадается» на сравнительно тон

кие «нити» со средним безразмерным пространственным периодом Л = 27r /От и сред
неЙ·толщиноЙ, равной обратной ширине полосы неустоЙЧивости. О первом экспери

ментальном наблюдении эффекта модуляционной неустойчивости в фоторефрактивном 

кристалле сообщалось в работе [24]. 

4.2. Про с т р а н с т в е н н ы е с о л и т он ы 

В предельном случае керровской нелинейности (7 = О) уравнение (14) имеет хорошо 
известное односолитонное решение вида р({) = sech({), выписанное здесь для /3 = 1/2. 
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Рис. 1. Зависимость инкремента на-

. растания малого возмущения от без
размерной пространственной частоты 

затравочной модуляции О: локальная 

(керровская) нелинейность - штри

ховая линия, фоторефрактивные кри

сталлы с локальным инелокальным 

откликом (ро = 1, I = 1) - сплош-

ная линия 

Хотя известно, что это решение и является устойчивым [22], в реальных экспериментах 
необходимая одномерность процессов дифракции и самовоздействия достигается лишь 

за счет использования щелевых пучков, имеющих однородное распределение поля в 

направлении, ортогональном оси~. При этом необходимо считаться с возможностью 

развития на длине кристалла модуляционной неустойчивости, приводящей к филамен

тации пучка в этом направлении. Заметим, что устойчивость двумерных солитонов до

стигается за счет эффекта насыщения нелинеЙности. 

Рассмотрим вопрос о влиянии нелокальной компоненты нелинейного отклика на 

распространение в фоторефрактивном кристалле солитонов такой формы. Огметим 

сразу, что этот вопрос непосредственно связан с явлением самоискривления лазерных 

пучков (self-bending) [25-28]. Поэтому вернемся к уравнению (2), введя в нем по ана
логии с (14) нормированную комплексную амплитуду q(~,() = A(~,()JR/lo: 

(16) 

Полагая теперь, что, < 1, будем искать решение уравнения (16) в автомодельном виде 

qs(~, () = к sech [K(~ - V()] ехр [iФ(~, ()], (17) 

1 2 2 
Ф(~, () = -V~ + 2(V - к )(. 

Здесь формфактор К«() описывает зависимость амплитуды солитона и его ширины от 

продольной координаты (, а параметр V«() определяет угол между текущим направле
нием распространения солитона и осью (. Пользуясь аппаратом теории возмущений [1], 
можно показать, что в первом порядке малости по , амплитуда солитона остается не

изменной, а V«() удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению 

dV 8 2 
-=--,К 
d( 15 

(18) 

с начальным условием V(O) = о. Из (18) следует, что в фоторефрактивном кристал
ле вершина солитона (17) с координатой ~, движется по параболической траектории 
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Рнс:. 2. Самоискривление (self
bending) траекторий движения про
странственных солитонов: изоли

нии распределения нормированной 

интенсивности .на плоскости ({, о с 
шагом 0.1 

~B = -ФуК2(2/15. Этот аналитический результат прекрасно согласуется и с данны
ми прямого ЧИCJreнного интеrpирования уравнения квазиоптики с начальным условием 

q(~, О) = secJi(~), приведенными на рис. 2 в виде изолиний интенсивности на плоскости 
(~, (). Tak, например. при 'у = 0.1 и ( = 6 поrpешнооть аналитического опредмения 
текущей координаТIII веРШИНIII солитона, не превышает 5%. Рост Н6Локальной IЮмпо
ненты ОТКЛИКIf приводит лишь К неЗНQчителБНОМУ уменьшению амплитуды солитона в 

выходной плоскости~ Таким образом, появление в уравнении (16) члена, ответствен .. 
ного ЗQ',неЛОКaJIБИЫЙ Н6ЛинеЙНIIIЙОТКЛНК\ ВIIIВОДИТ односолитонные решения из класса 

решений' G Ра3д6ЛЯющимися переменными. 

4.3~ Про С Т Р а н с т в е н н· ы е у Д а, р н ы е в о л н ы 

Рассмотрим теперь достаточно необычные стационарные простраис'ГМнно"неоrpа

нмченные решения, пояwmюшиcmя в ареде' С отпичной ОТ нули. НСЛОКШIЬной компо" 

нентой нминейноro отклика. 0tобенности решений: этоI'O типа, которые мы назвали 

пространетвеННЫМJilударНIIIМИ волнами, удобно проанализировать на фазовом портрете 

уравнения (14), т. е. на I1JtOOкости (р, др/дО. При этом можно ~оспользоватъся пря'
мой математической аиалоmей м~жду характером зависимости· p(~), ЗЗ;QaННЫМ ураБне· 
нием (14), и нeJtJiIнеЙНЫМJiI колебаниями осциллятора. в· потенциале 

(19) 

с нелинейпнм· затуханием, описываемым ЩreИОМ Z"iр2'flр/сЩ. ПnтeнЦИIIIП>НЮI' ЭJrepI'RЯ 
тaкOI'O' оеЦИЛ:JВliropa имеет 'ФИ лоJta.лвным экстремума, соответСТВУЮЩИХ, трем осоБЫМ 

ТОЧкам· фазового портрета. Два лежащих· на оси р минимума U(р) С координатами 

Pl,2 = ±v7З предетавляютсобой точки устойЧивоroравневесИJf- фокусы, а едннствен
ный максимум (р = dp/dJ.. = О) является точкой .. устойчивого равновесия - узЛОм. 

ЛинеариззцЮl (14) B.OкpccI'Hoc114y3!JI& ПрИВGДИТ к уравнению 

d2p/de - 2{3р = О, 
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~. З. llрофиль пространственной ударной волны при f3 = 0.5 и "у 

вой плоскости (о) и в координатном пространстве (6) 

б 

40 60 

0.15: на фазо-

которое кроме тривиального (Р = О) имеет и экспоненциально нарастающие решения 

p(~) ace~p( Yf'[fJ (). Та же процедура в Qкрестности любого из фокусов дает уравнение 
Зilтухающих колебаний 

(21) 

для малых смещений U(О = p(~) - PI,2 от положения равновесия. Решения уравне

ния (21) отвечают периодическому (1' < 2/vГfЗ, частота"" = ..j4{3 -(1'{3)2) либо апери
,одическому (1' ;::: 2/vГfЗ) выходу в точку соответствующего фокуса при ~ --+ 00. 

Хотя точное решение уравнения (14) записать в элементарных функциях и не уда
ется, xapa~p зависимости Р(О достаточно хорошо описывается приведенными выше 

приближенными решениями. Это подтвердило численное интегрирование (14). При 
этом начальны.е условия задавались в точке ~o « О исходя из асимптотики p(~o) = 
= ехр( Yf'[fJ ~o), dp / d~ = J2i3 ехр( J2i3 ~o), что на фазовой плоскости отвечает окрест
ности узла. Соответствующая фазовая траектория, изображенная нарис. За, имеет вид 

спирали, скручивающейся к устойчивому фокусу PI. Профиль амплитуды простран
ственной ударной волны Р(О показан на рис. З6. Orчетливо видны характерные осо

бенности этого типа решений - резкий, экспоненциально нарастающий от нуля фронт 

.пространственноЙ ударной волны сменяется плато с затухающими по ~ осцилляциями 

амплитуды при выходе на стационарное значение PI. Частота этих осцилляций и коэф
фициент затухания хорошо согласуются со значениями, npeдсказываемыми уравнени

ем (21). При больших значениях l' выход на значение РI становится апериодическим. 
Аналитическое исследование устойчивости получеQНЫХ решений при распростра

нении по ( (эволюционное уравQение (16» вызывает определеНQые затруднепия ввиду 
отсутствия явного выражения для пространственного распределения поля. Асимптоти

ческий переход при ~ --+ 00 ударной волны в плоскую даетосновапия полагать, что 

в ЭТОй области возмоЖQО развитие модуляционной неустоЙЧивости. Тем не менее ре

зультаты компьютерного моделирования убедили нас в ВОЗМОЖQости эксперименталь-
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Рис. 4. Профиль пространственной ударной волны при fЗ = 0.5 и 'у = 0.15 в последователь
ных по ( поперечных сечениях фоторефрактивных кристаллов: в отсутствие возмущений (а) и 

при уровне шума 20% по интенсивности (6) 
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Рис. 5. Формирование простран

ственных солитонов и простран

ственных ударных волн из ступен

чатоro распределения интенсивно

сти: профили интенсивности в по

следовательных по ( поперечных 

сечениях кристалла при 'у = 0.1 

ной реализации этого нового типа волн в фоторефракrивных кристаллах. Рис. 40 иллю
стрирует устойчивое распространение невозмущенной (с точностью до «компьютерного 

ШУМа») пространственной ударной волны на расстояние' = 2, что в реальном масшта
бе соответствует длине фоторефрaкrивного кристалла около 1 см. Рис. 46 показыва
ет ее структурную устойчивость при существеННОМ'(20% по интенсивности) возмуще

нии входного профиля амплитуды поля гауссовским шумом. Таким образом, простран

ственные ударные волны в фоторефракrивных кристаллах представляют собой новый 

тип решений солитонного типа, принадлежащих к классу решений с разделяюIЦИМИСЯ 

переменными. 

4.4. Э в о л ю ц и я с т у п е н ч а т о г о 

распределения интенсивности 
\ 

Чтобы проиллюстрировать важность полученных выше частных решений в струк

туре нелинейных волновых полей, ФОрмирующихся в общем случае, приведем в ка

честве примера данные прямого компьютерного моделирования эволюции лазерного 

пучка со ступенчатым входным профилем амплитуды q(~, О) = [1 + th(~)]/2 в фоторе
фрактивном кристалле с локальной и нелокальной нелинеЙностью. На рис. 5 показаны 
пространственные профили интенсивностиlq(Оl2 в последовательных поперечных се-. 
чениях кристал.л.адля значения 'у = О, 1. По мере распространения излучения на фронте 
начального распределения интенсивности формируется дифракционный выброс, кото-
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рый за счет локальной компоненты нелинейности превращается в солитон. Одновре

менно он постепенно отклоняется от оси ( за счет нелокальной компоненты отклика. 
При дальнейшем распространении пучка от фронта распределения интенсивности от

щепляются следующие солитоны. При этом остающаяся часть пучка все время имеет 

структуру, близкую к пространственной ударной волне. Таким образом, хотя в компью

терном эксперименте мы и имеем дело с весьма сложной нелинейной суперпозицией 

полей, понимание структуры полученных выше элементарных самосогласованных ре

шений существенно облегчает ее анализ. 

s. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Подводя итоги работы, кратко перечислим ее основные результаты и сформулиру

ем некоторые выводы. Итак, исходя из весьма общей микроскопической модели фор

мирования нелинейного отклика фоторефрактивных кристаллов, мы получили его до

статочно простое и физически наглядное разложение как в координатном (8), так и 
в спектральном (9) представлениях. С учетом нелокальной компоненты нелинейного 
отклика нам удалось уточнить физическую картину развития модуляционной неустой

чивости (fanning) в фоторефрактивных кристаллах [24]. Аналитический и численный 
анализ роли этой компоненты отклика в динамике распространения пространственных 

солитонов показал, что в первом порядке теории в~ений она приводит к самоис

кривлению траекторий движения солитонов (self-bending) [25], а во втором - к умень

шению их амплитуды и увеличению ширины. 

Нам впервые удалось получить решения в виде пространственных ударных волн в 

фоторефрактивных кристаллах. Проведенные при этом численные эксцерименты по

казали, что подобные элементарные решения не только являются физически реализуе

мыми, но и отчетливо прослеживаются в структуре нелинейных волновых полей, фор

мирующихся в фоторефрактивных кристаллах из входного излучения с произвольным 

поперечным распределением интенсивности. 

Завершая работу, необходимо упомянуть и о возможных направлениях дальнейших 

исследований. Ближайшие перспективы мы связываем как с анализом процессов само

организации, протекающих в условиях дефокусирующей нелинейности и приводящих 

к формированию так называемых темных солитонов [18], так и со стохастическими 
обобщения~и рассмотренных выше регулярных задач [28]. 

Настоящая работа была выполнена при финансовой поддержке со стороны Россий
ского фонда фундаментальных исследований (грант М96-2-16238) и US Aпnу Research 
Lab (контракт N!! DAALOI-95-R-2008). 
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