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Введение

В современном обществе страхование является универсальным средством за-
щиты всех форм собственности, доходов и других интересов предприятий и
организаций, арендаторов, фермеров, отдельных граждан, т.е. юридических
и физических лиц.

Страхование — это операция, посредством которой одна из сторон (стра-
хователь), внося определенную сумму денег (премию или страховой взнос),
обеспечивает себе или третьему лицу (выгодоприобретателю) при осуществ-
лении риска (т.е. наступлении страхового случая) выплату возмещения дру-
гой стороной (страховщиком), принимающем на себя целый ансамбль рисков,
которые он компенсирует в соответствии с законами теории вероятностей [1,
с. 8].

В диссертации рассматривается модель, в которой страхователь страхует
свои будущие случайные убытки, описываемые случайной величиной X (на-
зываемой риском), за что страховщик берет с него некоторую неслучайную
сумму денег H(X) (называемую премией). Различные методы (формулы, ал-
горитмы) подсчета премии называются принципами.

Одним из ключевых вопросов математической теории страхования являет-
ся научно обоснованное построение принципов назначения страховых премий
и изучение их свойств. С точки зрения теории вероятностей, страховые пре-
мии можно рассматривать как числовые характеристики случайных величин
(рисков) и их распределений. Некоторые виды премий выражаются через
более традиционные числовые характеристики (математическое ожидание,
дисперсию и др.), а некоторые имеют иную структуру. Но все их можно рас-
сматривать как функционалы H на неотрицательных случайных величинах,
отображающие X 7→ [0,∞). Поиск надежного принципа подсчета премии яв-
ляется предметом многочисленных актуарных исследований, однако вопрос
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о том, какой именно принцип предпочтителен, все еще не решен.
Интуитивно понятно и аналитически доказано, что если назначать премию

за риск, руководствуясь соображениями равенства средних затрат страхова-
теля и страховщика, то вероятность разорения последнего будет составлять
1/2 в модели для совокупного убытка, что на практике недопустимо. Поэто-
му при расчете в тариф необходимо заложить некоторую рисковую надбавку,
методы оценки которой активно исследуются учеными.

В страховой практике наиболее распространенными способами оценки пре-
мии являются методы, основанные на первых двух моментах распределения.
Однако поскольку распределения убытков часто сильно ассимметричны, пер-
вые два момента не могут адекватно отразить степень страхового риска.
Рамсэй [34] в своей формуле вычисления премии рассматривал также тре-
тий момент. Однако здесь возникают проблемы, связанные с порядком рис-
ков. Первый стохастический порядок рисков определяется так: случайная
величина X1 стохастически не больше случайной величины X2 (обозначают:
X1 �st X2), если для любого t выполнено: F1(t) ≥ F2(t), где Fi — функ-
ция распределения Xi. Для премий весьма желательно, чтобы они сохраняли
этот порядок, т.е. чтобы выполнялось H(X1) ≤ H(X2). Тем не менее, методы,
основанные на моментах, обычно нарушают первый стохастический порядок
рисков. Интерес актуариев к математическим методам упорядочивания рис-
ков привлекли работы [13], [15], [23]. В течение последних десятилетий велись
многочисленные исследования с целью получить условия, при которых раз-
личные лица, принимающие решения и имеющие различные предпочтения,
делают одинаковый выбор в аналогичных ситуациях, связанных с неопреде-
ленностью. Несостоятельность в этом смысле методов, основанных на момен-
тах, обсуждалась рядом авторов (см., например, [1], [37], [44]).

Помимо методов, основанных на моментах, которые наиболее часто при-
меняются на практике, разработан ряд теоретических принципов подсчета
премии (см., например, [1], [4], [24]). Большинство из них опираются на тео-
рию полезности, например, принцип экспоненциальной полезности ([1], [4],
[20], [21]), согласно которому премия H(X) за риск X равна

H(X) =
1

α
ln
(
EeαX

)
, α > 0,

и принцип Эшера ([1], [4], [14]), согласно которому H(X) = EXh, где случай-
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ная величина Xh имеет функцию распределения FX,h, задаваемую соотноше-
нием:

dFX,h(x) =
ehx

gX(h)
dFX(x),

а gX(h) = EehX — производящая фукнция моментов (h > 0). Однако Рейх
([35]) показал, что ни один из этих теоретических принципов не удовлетво-
ряет условию сдвигово-масштабной инвариантности, которое также является
желательным условием для премий.

Голландский принцип ([43]), который определяется следующим образом:

H(X) = E(X + θ max[X − αEX, 0]), 0 ≤ θ ≤ 1, α ≥ 1,

превосходит все предыдущие тем, что он является инвариантным относитель-
но сдвигово-масштабных преобразований (точнее говоря, он обладает мас-
штабной инвариантностью всегда, а сдвиговой — при α = 1). Более того, он
сохраняет первый стохастический порядок рисков. Однако в перестраховании
данный принцип имеет существенные ограничения в применении, поскольку
его относительная нагрузка (H(X)− EX)/EX не превосходит 100%.

Деннеберг [18] предложил принцип абсолютного отклонения:

H(X) = EX + θτ(X), 0 ≤ θ ≤ 1,

где τ(X) = E|X − medX| — среднее абсолютное отклонение от медиа-
ны. Данный принцип также является инвариантным относительно сдвигово-
масштабных преобразований и сохраняет первый стохастический порядок
рисков. Однако для рисков с вероятностью наступления страхового случая
менее 50% он эквивалентен принципу среднего (H(X) = (1 + θ)EX, θ > 0),
что ограничивает его применимость.

В последние десятилетия особый интерес вызывает так называемый прин-
цип Ванга подсчета премии, изложенный С.С. Вангом в [46] и [47]. Еще в
1991 году Вентер [44], изучая вопросы безарбитражности в страховом цено-
образовании, предложил использовать принципы подсчета премии на основе
трансформации функции распределения. Развивая идеи Вентера, Ванг пред-
ложил определить премию за риск, как полный интеграл от модифициро-
ванной функции дожития случайной величины убытка (SX(t) = P (X > t)).
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Первоначально [46] формула подсчета премии выглядела следующим обра-
зом:

πPH
ρ (X) =

∫ ∞

0
SX(t)1/ρdt, ρ ≥ 1,

где ρ — так называемый индекс неприятия риска, а принцип носил название
Proportional Hazard Premium principle (PHp), т.е. пропорционального измене-
ния интенсивности [1].

Несколько позднее Ванг [47] обобщил PHp, а именно, вместо степен-
ной трансформации функции дожития случайной величины он предложил
использовать произвольную возрастающую вогнутую функцию искажения
g : [0, 1] → [0, 1], такую что g(0) = 0, g(1) = 1:

Hg(X) =

∫ ∞

0
g(SX(t))dt. (Wp)

Условия на граничные значения функции g необходимы для того, чтобы не
назначать премию в случае отсутствия риска и брать премию в полном объ-
еме в случае, если страховое событие произойдет наверняка.

Можно отметить несколько положительных свойств данного метода. Во-
первых, в случае вогнутости функции искажения рисковая надбавка является
положительной величиной, но не чрезмерно увеличивает премию, т.е. общая
премия за риск не оказывается больше максимально возможного убытка по
данному риску:

EX ≤ Hg(X) ≤ sup X.

Во-вторых, нагрузка не является необоснованной в том смысле, что если
риск фиксированный, то за него не назначается рисковая надбавка:

P (X = b) = 1 ⇒ Hg(X) = b.

В-третьих, данный принцип инвариантен относительно сдвигово-
масштабных преобразований в следующем смысле:

Hg(aX + b) = aHg(X) + b, a, b > 0.

В-четвертых, в случае вогнутости функции искажения Wp субаддитивен
по произвольным случайным слагаемым, т.е. не дает преимуществ страхова-
телю в случае дробления риска на части:

Hg(X + Y ) ≤ Hg(X) + Hg(Y ).
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Страховщик, определяя фиксированную премию за каждый риск, тем са-
мым неявно упорядочивает риски. Поэтому еще одним важным свойством
Wp является сохранение первого стохастического порядка рисков:

X �st Y ⇒ Hg(X) ≤ Hg(Y ).

Более того, данный механизм не использует функцию полезности, в связи
с чем относительно более легок в применении в сравнении с традиционными
методами теории полезности.

Помимо степенной функции искажения Ванг рассматривал следующие
классы функций [47]:
• дуальные степенные: g(x) = 1− (1− x)α, α ≥ 1;
• кусочно-линейные, что соответствует принципу Деннеберга [18]:

g(x) =

(1 + r)x, 0 ≤ x < 1/2,

r + (1− r)x, 1/2 ≤ x ≤ 1;
0 ≤ r ≤ 1;

• квадратичные, что соответствует принципу Джини: g(x) = (1 + r)x− rx2,
0 ≤ r ≤ 1;
• включающие квадратные корни:

g(x) =


√

1+rx−1√
1+r−1 , r > 0,

x, r = 0;

• включающие экспоненту:

g(x) =

1−e−rx

1−e−r , r > 0,

x, r = 0;

• включающие логарифм:

g(x) =


ln(1+rx)
ln(1+r) , r > 0,

x, r = 0;

• а также смеси и композиции функций искажения.
Принцип Ванга обсуждался многими авторами, которые обобщили его для

распределений на всей числовой оси [52], что позволило рассматривать преоб-
разованные (например, центрированные) случайные величины и обеспечить

8



инвариантность относительно любых сдвигов (как положительных, так и от-
рицательных):

Hg(X) =

∫ 0

−∞
(g(SX(t))− 1)dt +

∫ ∞

0
g(SX(t))dt.

Поэтому мы будем далее понимать под рисками произвольные случайные
величины без условия их неотрицательности, что позволяет распространить
теорию не только на страховые, но и на финансовые риски.

Также последователи Ванга отказались от требования вогнутости функ-
ции искажения, что расширило класс допустимых функций, однако при этом
было потеряно свойство суббаддитивности ([45], [50], [52]).

В настоящее время характерна тесная связь между актуарной и финансо-
вой математикой. Существует глубокое внутреннее сходство между страхова-
нием и хеджированием. Многие банки занимаются страхованием [1]. В этой
связи необходимо отметить, что принципу Ванга в страховании соответству-
ет очень важный класс когерентных мер риска в финансовой математике —
WV @R (взвешенный V @R) [16]. Данное соответствие устанавливается заме-
ной знака у случайной величины риска, поскольку в страховании изучают
убытки, а в финансовой математике — прибыли.

Было установлено, что принцип Ванга является надежной мерой риска, об-
ладая рядом важных практических свойств (см. [17], [45]-[48], [50]-[52]). Одна-
ко формула Ванга подсчета премии достаточно громоздкая, а также требует
знания всей функции распределения рассматриваемого риска, что не всегда
доступно в реальных условиях. Поэтому важной задачей является опреде-
лить, при каких условиях данный принцип эквивалентен более удобному в
применении принципу подсчета премии, например, наиболее распространен-
ному в страховой практике методу, основанному на двух первых моментах
распределения. В качестве такого принципа рассматривался традиционный
принцип подсчета премии по среднеквадратическому отклонению или сред-
неквадратический принцип (SDp — Standard Deviation Premium principle):

πSD
λ (X) = EX + λ

√
DX, λ > 0.

Кристофидес [17] изучал частный случай принципа Ванга и выяснил, что
для нормального, логистического, треугольного, равномерного, гумбелевско-
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го и вейбулловского семейств распределений рисков PHp эквивалентен SDp,
т.е. для каждого ρ > 1 найдется такое λ > 0, что πPH

ρ (X) = πSD
λ (X).

Янг [52] обобщила выводы Кристофидеса и доказала, что для фиксирован-
ной функции искажения принцип Ванга (Wp) эквивалентен SDp на сдвигово-
масштабных семействах распределений и некоторых других двухпараметри-
ческих семействах распределений, обладающих определенными свойствами.

Дж.-Л. Ванг [45] ввел понятие натурального множества как множества
всех распределений, на котором Wp сводится к SDp для фиксированной
функции искажения, и доказал один фундаментальный результат о том, что
для фиксированной функции искажения натуральное множество является
объединением сдвигово-масштабных семейств, удовлетворяющих определен-
ным условиям, и, более того, никакое другое множество не является нату-
ральным.

Однако более интересным вопросом является изучение свойств натураль-
ных множеств не для фиксированной функции искажения, а для целого клас-
са таких функций. При этом натуральное множество для класса определяет-
ся как пересечение натуральных множеств по всем функциям этого класса.
Были исследованы различные классы функций, а именно: множество всех
функций искажения [45], множество ступенчатых функций, принимающих
два значения: 0 и 1 [45], множество сюръективных функций [50], множество
степенных функций [50].

В итоге, для различных классов функций искажения было доказано, что
их натуральные множества являются сдвигово-масштабными семействами.
В таких случаях говорят о сводимости принципа Ванга к среднеквадрати-
ческому принципу для заданного класса функций искажения (или о экви-
валентности принципов). Понятно, что речь идет уже о более абстрактном
понятии, чем в случае одной конкретной функции. Здесь, однако, необхо-
димо отметить следующий замечательный факт: из справедливости данного
утверждения для более узкого класса функций следует его справедливость
для более широкого, поэтому интерес представляет доказательство для до-
статочно узких классов функций искажения. Более того, до сих пор не было
известно никаких общих условий для проверки утверждения, и в каждом
случае приходилось доказывать его отдельно, строя свои функции.
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В главе 1 предложены достаточные условия сводимости принципа Ванга
к среднеквадратическому принципу.

В параграфе 1 главы 1 диссертации изложены основные определения и
предшествующие результаты.

В параграфе 2 главы 1 диссертации предложено достаточное условие сво-
димости Wp к SDp, позволившее достаточно легко проверять эквивалент-
ность принципов для различных классов функций искажения, в некотором
смысле приближающих "ступеньку" (от 0 до 1). С его помощью было прове-
дено доказательство сводимости Wp к SDp для класса возрастающих лома-
ных (кусочно-линейных функций) из k звеньев (k ≥ 3), класса, состоящего из
склеек двух степенных функций, класса возрастающих многочленов, а также
приведены контрпримеры. А именно, для некоторых классов функций иска-
жения, не удовлетворяющих условию сводимости, построены примеры раз-
личных рисков (с нулевым средним и единичной дисперсией), для которых
премии Ванга одинаковы при всех функциях искажения из данного класса
[54], [56], [57].

В параграфах 3 и 4 главы 1 диссертации приводятся два более общих
достаточных условия (второе и третье) сводимости принципа Ванга к сред-
неквадратическому принципу [55]. Их преимущество заключается в том, что
они применимы и к некоторым классам вогнутых функций искажений, как
это первоначально предполагал Ванг. С помощью этих условий проводится
доказательство сводимости Wp к SDp для класса возрастающих вогнутых ло-
маных из двух звеньев, класса многочленов вида 1−(1−x)n, классов функций
{xan} и {1−(1−x)an}, где 1/2 < a1 < a2 < ... и

∑+∞
n=1 1/an = +∞ и других спе-

циальных классов функций искажения (например, вида gr(x) = f(rx)/f(r),
r ∈ I ⊆ (0, +∞), где f(x) — аналитическая функция, обладающая опре-
деленными свойствами), в том числе, рассмотренных в работе Ванга [47]. В
доказательствах используется известная теорема Мюнца (см., например, [3]).

В страховании могут наблюдаться распределения данных с конечными
средними, но бесконечными дисперсиями, в частности, при изучении ката-
строфических рисков. Например, в работе Резника [36] обсуждаются данные
о страховых потерях от пожаров в Дании, где показатель степенного хвоста
распределения α оказывается около 1,4. В параграфе 3 главы 1 диссертации
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рассказано о том, как можно обобщить результаты о сводимости на такие
случаи, используя второе достаточное условие.

Отметим, что с помощью третьего достаточного условия удается доказать
сводимость PHp к SDp без дополнительных ограничений на распределения,
введенных Ву [50], а именно, непрерывности функции дожития случайной
величины и выпуклости ее носителя.

Поясним важность сводимости принципов подсчета премий для классов
функций на следующем примере. Пусть у нас есть команда экспертов, кото-
рым нужно различить и упорядочить риски X и Y . Эксперты согласны в том,
что нужно пользоваться принципом Ванга, и в том, из какого класса G сле-
дует выбирать функции искажения, однако каждый выбирает свою функцию
g при вычислении премий для X и Y . Решение о различии рисков принима-
ется при различии премий у кого-нибудь из экспертов, а решение о порядке,
например, большинством голосов (т.е. Y ≺ X, если у большинства экспертов
премия для X получилась больше, чем для Y ). Понятно, что конечным чис-
лом экспертов эти задачи в общем случае могут быть как решены, так и не
решены. Однако при отсутствии сводимости для класса G можно подобрать
такие риски X и Y , что эти задачи заведомо не смогут быть решены никогда,
поскольку у всех экспертов будут получаться одинаковые значения премий
для обоих рисков. Отсюда можно сделать вывод, что на практике предпочти-
тельней использовать такие классы функций искажения, для которых имеет
место сводимость.

В главе 2 автор сосредоточился, главным образом, на различиях между
среднеквадратическим принципом и принципом Ванга, а также преимуще-
ствах последнего.

В параграфе 1 главы 2 изложены определения и мотивация исследований.
При изучении различий между принципом Ванга и среднеквадратическим

принципом естественно рассматривать характеристику

Hg(X)− EX√
DX

,

т.е. центрированную и нормированную премию. В случае, если для данной
функции искажения эта характеристика остается постоянной (и равной, на-
пример, некоторому λ) на некотором семействе рисков, это означает, что на
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данном семействе рисков имеет место сводимость принципа Ванга к средне-
квадратическому, т.е.

Hg(X) = πSD
λ (X) = EX + λ

√
DX.

В случае же, если указанная характеристика принимает различные значения,
сводимости нет. При этом представляет интерес разброс этих значений.

Заметим, что в силу свойств приниципа Ванга
Hg(X)− EX√

DX
= Hg

(
X − EX√

DX

)
,

т.е. вместо того, чтобы центрировать и нормировать премии для некоторо-
го семейства рисков, мы можем сначала центрировать и нормировать сами
риски, а потом рассматривать премии для них.

Таким образом, возникает задача изучения премий Ванга на семействах
рисков с нулевым средним и единичной дисперсией. Понятно, что с помо-
щью среднеквадратического принципа такие риски нельзя ни различить, ни
упорядочить. А с помощью принципа Ванга это оказывается возможным. В
качестве меры того, насколько хорошо это получается, предлагается исполь-
зовать разность между верхней и нижней гранями премии Ванга с данной
функцией искажения на данном семействе. Эта разность названа абсолют-
ной чувствительностью премии [58].

В параграфе 2 главы 2 диссертации для класса центрированных и нор-
мированных распределений Парето изучается зависимость чувствительности
PH-премии от параметров модели и проводится ее максимизация. Отметим,
что выбор распределения не случаен, поскольку именно распределение Па-
рето наиболее часто используется на практике вследствие того, что оно хоро-
шо описывает поведение тяжелых хвостов. По известной теореме Гнеденко-
Пикандса-Балкемы-де Хаана при довольно общих условиях условное рас-
пределение превышения высокого уровня случайной величиной стремится к
обобщенному распределению Парето (см. [30, с. 277]). Более того, как показа-
но в параграфе 4 главы 2, на распределениях Парето достигается максимум
PH-премий по классу всех распределений с нулевым средним и единичной
дисперсией.

Помимо абсолютной чувствительности премии изучается и относительная
чувствительность, определенная как отношение верхней грани премии Ван-
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га к нижней грани. Также производится обобщение результатов на случай,
когда параметр формы распределения Парето α лежит в интервале (1,2),
т.е. дисперсия бесконечна и среднеквадратический принцип подсчета премии
вообще не применим.

Заметим, что коэффициент асимметрии распределения Парето (когда он
существует) взаимно однозначно связан с параметром формы α. Поэтому,
если зафиксировать асимметрию, получим сдвигово-масштабное семейство,
на котором Wp эквивалентен SDp. Это же верно и для ряда других часто
используемых семейств распределений.

Еще в 1998 году при изучении принципа пропорционального изменения ин-
тенсивности Кристофидес предположил, что для любых параметрических се-
мейств распределений с постоянной асимметрией PHp эквивалентен SDp [17].
Янг удалось опровергнуть предположение Кристофидеса в общей его форме,
предложив контрпример ([52]): двустороннее показательное распределение с
конкретными значениями параметров и функцией искажения g(x) =

√
x.

Пример, найденный Янг, представляет собой теоретически важный (как
контрпример к предположению Кристофидеса), но весьма частный случай.
При его рассмотрении возникают, в том числе, следующие вопросы:

1) можно ли привести другие примеры или он единичен?
2) насколько велик разброс значений центрированной и нормированной

премии — как на подмножествах постоянной асимметрии, так и на всем се-
мействе рисков, предложенных Янг (ведь в ее числовом примере эта разница
слишком мала, чтобы иметь практическое значение)?

В параграфе 3 главы 2 диссертации предлагаются ответы на поставлен-
ные вопросы. Без ограничения общности изучаемая модель параметризуется
с помощью двух параметров, принимающих значения в единичном квадрате.
Получены оценки верхней и нижней границ премии по квадрату, представле-
ны формулы для нахождения значений премии на различных линиях уровня
асимметрии. С помощью численного моделирования показано, что значения
премии на концах линий уровня не всегда являются экстремумами, а именно,
максимумы могут достигаться внутри единичного квадрата.

В общем случае, абсолютная чувствительность премии на подсемействах
постоянной асимметрии составляет не менее 2−2 ln 2 ≈ 0, 614, что приблизи-
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тельно равно 42% от абсолютной чувствительности премии по всему семей-
ству распределений, равной

√
(2 ln 2− 1)2 + 2 ≈ 1, 466 [61].

В параграфе 4 главы 2 диссертации приводится ряд теорем, посвященных
вычислению верхней и нижней границ для премий Ванга по классу случай-
ных величин с нулевым средним и единичной дисперсией и предлагается фор-
мула максимума премии (нижняя граница оказывается равной нулю). Здесь
используется вариационное исчисление и развиваются методы работы Харт-
ли и Дэвида [25]. Полученные теоретические результаты проиллюстрированы
рядом примеров для различных классов функций искажения. Например, для
PHp максимум премии по классу случайных величин с нулевым средним и
единичной дисперсией равен (ρ− 1)/

√
ρ(2− ρ), где 1 < ρ < 2.

Понятно, что в силу сдвигово-масштабной инвариантности принципа Ван-
га по границам премий для класса рисков с нулевым средним и единичной
дисперсией можно определить границы для любого класса с заданными сред-
ним и дисперсией (с помощью соответствующего сдвигово-масштабного пре-
образования).

Практический вывод из результатов главы 2 заключается в том, что прин-
цип Ванга позволяет успешно различать и упорядочивать риски с близкими
моментными характеристиками.

В главе 3 диссертации изучается вопрос непрерывности премий Ванга от-
носительно функций искажения и распределений рисков.

В параграфе 1 главы 3 на множестве функций искажения определяется
следующая специальная метрика:

ρq(g1, g2) = sup
0<t<1

∣∣∣∣g1(t)− g2(t)

q(t)

∣∣∣∣ ,
где q(t) ≥ 0, q(0) = q(1) = 0, и указанное выражение конечно. Вводится
интеграл:

Iq(X) =

∫ +∞

−∞
q(SX(t))dt.

Для конкретных видов функции q(t) получены ограничения на Iq(X) с
помощью моментов случайной величины. Для ряда классов функций иска-
жения проверяется их непрерывность в заданной метрике. И наконец, при
определенных условиях доказаны теоремы о непрерывности премии Ванга и
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ее чувствительности в случае непрерывности функций искажения по пара-
метру (относительно введенной метрики).

В теории вероятностей широко изучается вопрос о сходимости распределе-
ния центрированных и нормированных сумм независимых одинаково распре-
деленных случайных величин к стандартному нормальному распределению.
Эта сходимость описывается центральной предельной теоремой и ее различ-
ными уточнениями. Она имеет большое практическое значение, в том числе,
в страховании ([4]). Поэтому представляет интерес сходимость премий Ванга
от центрированных и нормированных сумм.

В параграфе 2 главы 3 диссертации при определенных условиях на слу-
чайную величину, а именно, конечности абсолютного момента порядка 2 + δ,
0 < δ ≤ 1 (что является существенным усилением результата по сравне-
нию с более традиционным требованием конечности 3-го момента), а также
на функцию искажения доказан ряд предельных теорем для премий Ванга в
случаях обычных и пуассоновских сумм, получены оценки скорости сходимо-
сти. Для доказательства теорем существенно использовались неравномерные
оценки абсолютного отклонения распределения преобразованной суммы от
стандартного нормального распределения [4, гл. 2], [7].

С точки зрения математической статистики, важной задачей является по-
лучение оценок премий по наблюдениям. В параграфе 3 главы 3 диссертации
построена эмпирическая оценка премии Ванга:

Hg[X]n =
1

n

n∑
i=1

X(i)g
′
(

1− i

n + 1

)
(∗)

и при определенных ограничениях на случайную величину и функцию иска-
жения были доказаны теоремы о сходимости с вероятностью 1 и об асимпто-
тической нормальности оценки. Приведены примеры построения оценок пре-
мий для конкретных функций искажения, найдены асимптотические диспер-
сии оценок для некоторых распределений рисков. Полученные оценки отно-
сятся к классу так называемых L-оценок, изучавшихся, например, в работах
[8], [27]-[29], [38]-[41], [49].

Было отмечено, что для PH-принципа, в отличие от других рассмотренных
семейств премий, всегда существует некоторый диапазон значений параметра
ρ, в котором имеет место строгая состоятельность оценки, но мы не можем
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гарантировать ее асимптотическую нормальность. Даже для распределений
с моментами любого порядка мы накладываем условие ρ < 2. Так, пример
показательного распределения указывает на то, что это условие не техни-
ческое, а содержательное, поскольку при ρ ↑ 2 асимптотическая дисперсия
стремится к бесконечности. Можно сделать вывод, что на практике неже-
лательно использовать PH-премии с ρ ≥ 2, статистически оцениваемые по
формуле (∗).

В случае масштабного семейства распределений с положительными пре-
миями построен доверительный интервал для премии Ванга [60].

Глава 4 посвящена проблеме совместного страхования рисков.
В параграфе 1 главы 4 изложены определения и постановка задачи.
Одним из важных свойств принципа Ванга является его суббаддитивность

в случае вогнутости функции искажения. Проще говоря, премия от суммы
случайных величин не больше суммы премий от каждой случайной величи-
ны. С практической точки зрения интерес представляет величина экономии
страхователя от совместного страхования рисков по сравнению с раздель-
ным, названная Кристофидесом (применительно к PHp) "synergy value" [17].
В диссертации рассматривается относительная экономия, определенная как
отношение экономии от совместного страхования к сумме рисковых надбовок
за каждый риск:

δg =
(Hg(X) + Hg(Y ))−Hg(X + Y )

(Hg(X)− EX) + (Hg(Y )− EY )
.

Введенная величина является безразмерной и принимает значения от 0 до 1.
Предполагается, что распределения рисков X и Y принадлежат некото-

рым сдвигово-масштабным семействам. Тогда легко заметить, что экономия
не зависит от параметров сдвига. Более того, она не зависит и от самих па-
раметров масштаба распределений X и Y , а только от соотношения между
ними. Поэтому целесообразным представляется следующая параметризация
случайных величин: X = αX0, Y = (1−α)Y0, где X0, Y0 имеют стандартные
распределения (в своих семействах), а α пробегает значения от 0 до 1. Таким
образом, интерес представляет исследование зависимости δg(α) от параметра
α:

δg(α) =
(αHg(X0) + (1− α)Hg(Y0))−Hg(αX0 + (1− α)Y0)

α(Hg(X0)− EX0) + (1− α)(Hg(Y0)− EY0)
.
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В параграфе 2 главы 4 диссертации получен ряд важных свойств относи-
тельной экономии.

Параграф 3 главы 4 посвящен случаю независимых рисков. Необходимо
отметить, что вычисление относительной экономии в явном виде в большин-
стве случаев либо невозможно, либо затруднительно, поэтому рассмотрены
конкретные примеры равномерного, показательного, нормального распреде-
лений рисков, распределения Лапласа и Бернулли, а также устойчивых рас-
пределений. В качестве функции искажения выбрана квадратичная функция
g(x) = 1− (1−x)2 (согласно принципу Джини). В результате, хотя были рас-
смотрены очень разные распределения, для них получились схожие графи-
ки с довольно близкими значениями максимальной относительной экономии.
Это наводит на мысль, что относительная экономия слабо чувствительна к
типу распределения, и для ее оценки на практике можно использовать мо-
дельные распределения из числа перечисленных выше.

Параграф 4 главы 4 посвящен случаю зависимых рисков. Сначала рас-
смотрена традиционная корреляционная зависимость для двумерного нор-
мального распределения и нормальных масштабных смесей. Получен замеча-
тельный факт, что относительная экономия не зависит в этих случаях от вы-
бора функции искажения. Отметим, что одномерные масштабные нормаль-
ные смеси подробно изучались в [4] (глава 12), а многомерные масштабные
нормальные смеси — в [30].

Здесь, однако, необходимо отметить, что большинство данных на практи-
ке (в том числе, страховые и финансовые риски) имеют формы зависимо-
сти, сильно отличающиеся от гауссовской, и ее использование в расчетах мо-
жет привести к серьезным ошибкам. Наиболее полной и при этом свободной
от влияния частных распределений характеристикой зависимости случайных
величин является копула [31].

В страховании копулы активно используются для агрегации рисков и мо-
делирования капитала. В [42] показано, как построить довольно гибкую и ре-
алистичную модель капитала, учитывающую зависимость рисков и при этом
разделяющую эффекты каждой отдельно взятой характеристики распреде-
ления, как, например, тяжелые хвосты. Полученная структура позволяет ис-
следовать влияние зависимости рисков на общий рисковый капитал. Главный
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вывод о том, что различные копулы сильно варьируют результат, подчерки-
вает важность правильного выбора подходящей модели.

В [11] производится оценка рискового капитала на основе агрегированной
убыточности по компании. Оценки влияния зависимости между убытками
от различных классов страхования производятся с помощью копул Гаусса и
Стьюдента.

На основе копул в [10] предлагается модель структуры зависимости влия-
ния штормов на автострахование и страхование имущества от пожаров. Опре-
деленные техники, примененные к данным французской страховой компании,
позволили сделать вывод, что указанная зависимость наилучшим образом
описывается с помощью копулы Клейтона.

Статистические свойства и применение копул для исследования взаимо-
связи между различными эффектами в страховании жизни описаны в [19].

Для учета зависимости агрегированного убытка от шторма и наводнения
в [32] используются копула Бернштейна и решетчатая копула в применении
к эмпирическим факторным таблицам.

Отметим, что для упомянутых копул вычисление относительной эконо-
мии в явном виде невозможно или затруднительно, поэтому в диссертации
рассмотрены более простые примеры, а именно, копулы Фарли-Гумбеля-
Моргенштерна, Спирмена и Рафтери [31], причем только в случае показа-
тельного распределения обоих рисков и квадратичной функции искажения.
Были получены функции относительной экономии, найдены их максимумы,
построены графики.

Интересно выяснить, как влияет тип копулы на относительную экономию
при одинаковой мере зависимости. В качестве такой меры предлагается ис-
пользовать коэффициент корреляции Спирмена ρC . Рассмотрены три степени
положительной зависимости рисков: слабая (ρC = 0, 25), средняя (ρC = 0, 5)
и сильная (ρC = 0, 75). Для них произведены сравнения соответствующих
относительных экономий для разных копул [59].

Обобщая все вышесказанное, подчеркнем, что современная математиче-
ская теория страхования является бурно развивающейся областью в рамках
теории вероятностей и математической статистики. Эта теория имеет широ-
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кий круг применения на практике. В диссертации освещен актуальный вопрос
оценки страховой премии за риск, рассмотрен и глубоко изучен эффективный
и надежный принцип Ванга подсчета премии. Результаты и методы работы
могут быть полезными как с теоретической, так и с практической точек зре-
ния.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю,
кандидату физико–математических наук, доценту А.В. Лебедеву за постанов-
ку задач, постоянное внимание и помощь в работе.
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Глава 1

Достаточные условия сводимости

1.1 Основные определения и предшествующие
результаты

Сначала дадим несколько основных определений.
Определение 1.1 Принцип подсчета премии по среднеквадратическому

отклонению (Standard deviation premium principle):

πSD
λ (X) = EX + λ

√
DX, (SDp)

где X — риск, λ > 0, πSD
λ (X) — премия, назначаемая за риск X.

Определение 1.2 Принцип Ванга подсчета премии (Wang’s premium
principle):

Hg(X) =

∫ 0

−∞
(g(SX(t))− 1)dt +

∫ ∞

0
g(SX(t))dt, (Wp)

где SX(t) = P (X > t) — функция дожития для риска X, g : [0, 1] → [0, 1] —
неубывающая функция искажения.

Определение 1.3 Если в принципе Ванга подсчета премии ограничиться
случаем, когда g(x) = x1/ρ, то получим принцип пропорционального измене-
ния интенсивности (Proportional hazard premium principle):

πPH
ρ (X) =

∫ 0

−∞
(SX(t)1/ρ − 1)dt +

∫ ∞

0
SX(t)1/ρdt, (PHp)

где ρ ≥ 1 — так называемый индекс неприятия риска.
Говорят, что Wp с фиксированной функцией g сводится к SDp на множе-

стве случайных величин с распределениями из семейства F , если для любых
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невырожденных рисков X и Y с функциями распределения из F верно:

Hg(X)− EX√
DX

=
Hg(Y )− EY√

DY
,

поскольку в этом случае Hg(X) = πSD
λ (X) с некоторым λ.

Определение 1.4 Пусть L2 — множество распределений, имеющих ко-
нечные среднее и дисперсию. Натуральным множеством для функции g в
отношении распределения FX ∈ L2 случайной величины X называется:

Ng(X) =

{
FY :

Hg(X)− EX√
DX

=
Hg(Y )− EY√

DY
, FY ∈ L2

}
.

Предполагается, что Hg(X) конечно.
Определение 1.5 Натуральным множеством для класса функций иска-

жения G называется NG(X) ≡
⋂

g∈G Ng(X). Предполагается, что в пересече-
ние включаются только те функции g ∈ G, для которых Hg(X) конечно.

Говорят, что Wp сводится к SDp для класса функций искажения G, ес-
ли для любого FX ∈ L2 множество NG(X) представляет собой сдвигово-
масштабное семейство.

Обозначим через G множество всех неубывающих функций g : [0, 1] →
[0, 1], таких, что g(0) = 0, g(1) = 1. Далее под множествами функций будем
понимать соответствующие подмножества G. Пусть:
D0,1 ⊂ G — множество ступенчатых функций, принимающих два значения:

0 и 1;
S ⊂ G — множество сюрьективных функций;
Rk ⊂ G — множество строго возрастающих ломаных (кусочно-линейных

функций) из k звеньев;
Rk(x1, ..., xk−1) ⊂ G — множество строго возрастающих ломаных из k

звеньев с фиксированными точками излома в x1, ..., xk−1. (Принцип Ванга
с функцией искажения из множества R2(1/2) соответствует принципу абсо-
лютного отклонения Деннеберга [18]);
P ⊂ G — множество степенных функций: g(x) = xc, c > 0;
P2 ⊂ G — множество, состоящее из склеек двух степенных функций:

g(x) =

g1(x), x ∈ [0, x0],

g2(x), x ∈ (x0, 1].
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где

g1(x) = α1

(
x

β1

)p

, p > 1,

g2(x) = α2

(
x− x0

β2

)q

+ g1(x0), 0 < q < 1,

точка x0 ∈ (0, 1), α1, α2, β1, β2 — константы;
M⊂ G — класс возрастающих многочленов;
Mn ⊂ G — класс возрастающих многочленов степени не выше n.

В выбранных обозначениях было доказано, что следующие множества
являются сдвигово-масштабными семействами: NG(X) [45], ND0,1

(X) [45],
NS(X) [50], NP(X), если функция дожития случайной величины X непре-
рывна, а носитель X — выпуклое множество [50].

В следующем параграфе будут приведены доказательства для NRk
(X),

NP2
(X) и NM(X).

1.2 Первое достаточное условие

1.2.1 Теорема о приближении ”ступеньки”

Теорема 1.2.1 Пусть FX ∈ L2. Если в некотором классе функций A ⊂ G
для любых a, b, c, таких, что 0 < a < b < 1, c > 0, найдется функция g,
такая, что g(x) ≤ c x, 0 < x < a,

g(x) ≥ 1− c (1− x), b < x < 1,
(1.1)

то NA(X) является сдвигово-масштабным семейством.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F = NA(X). На этом множестве распре-

делений Wp может быть сведен к SDp для любой g ∈ A. Поскольку FX

заведомо лежит в F , получаем, что

Hg(X)− EX√
DX

=
Hg(Y )− EY√

DY

для всех Y с распределением из F и для любой g ∈ A. Положим

U =
X − EX√

DX
, V =

Y − EY√
DY

.
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Тогда
Hg(U) = Hg(V ), (1.2)

в силу сдвигово-масштабной инвариантности. Таким образом, для доказа-
тельства теоремы достаточно установить, что если Hg(U) = Hg(V ) имеет
место для любой g ∈ A , то распределения U и V совпадают.

Обозначим через SU(t) и SV (t) функции дожития U и V соответственно.
Теперь, используя доказательство от противного, покажем, что SU(t) = SV (t)

для t ≥ 0. Предположим, что ∃t0 ≥ 0 такое что, SU(t0) > SV (t0) = α. Тогда
∃ε такое, что

0 < ε < SU(t0)− α. (1.3)

Рассмотрим следующие вспомогательные функции:

h1(x) =

{
1, α + ε < x ≤ 1,

0, 0 ≤ x ≤ α + ε;
h2(x) =

{
1, α < x ≤ 1,

0, 0 ≤ x ≤ α.

и обозначим для i = 0; 1:

ui = inf{t : SU(t) ≤ α + iε}, vi = inf{t : SV (t) ≤ α + iε}.

Заметим, что Hh1
(U) = u1, Hh2

(V ) = v0 ≤ t0 < u1 в силу (1.3). Следова-
тельно, Hh1

(U) > Hh2
(V ). Пусть d = Hh1

(U)−Hh2
(V ) = u1 − v0 > 0.

Рассмотрим g ∈ A, удовлетворяющую (1.1) с параметрами:

a = α, b = α + ε, c = min(c1, c2), где

c1 =
d

3
∫ u1

−∞ FU(t)dt
, c2 =

d

3
∫ +∞

v0
SV (t)dt

.

Заметим, что∫ u1

−∞
FU(t)dt ≤ E|U |+ u1 < ∞,

∫ +∞

v0

SV (t)dt ≤ E|V |+ |v0| < ∞.

Следовательно, c1, c2 > 0.
Далее используем неравенства:

Hg(U) ≥ Hh1
(U)− c

∫ u1

−∞
(1− SU(t)) dt ≥ u1 −

d

3
,

Hg(V ) ≤ Hh2
(V ) + c

∫ +∞

v0

SV (t) dt ≤ v0 +
d

3
.
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Тогда из Hg(U) = Hg(V ) следует, что Hh1
(U) − Hh2

(V ) ≤ 2d/3, что про-
тиворечит определению d.

Таким образом, доказано, что SU(t) = SV (t) для любого t ≥ 0. Для дока-
зательства теоремы в случае, когда t < 0 сделаем замену Ũ = −U , Ṽ = −V ,
а для функций дожития SŨ(t) и SṼ (t) утверждение уже доказано.�

Далее будем предполагать, что FX ∈ L2 по умолчанию.

1.2.2 Примеры

Приведем примеры применения первого достаточного условия.
Предложение 1.2.1 NRk

(X) при k ≥ 3 является сдвигово-масштабным
семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых фиксированных a, b и c построим
функцию g ∈ Rk, удовлетворяющую (1.1):

g(x) =

c x, 0 ≤ x ≤ a,

1− c (1− x), b ≤ x ≤ 1.

Таким образом, построены первое и последнее звенья ломаной, все осталь-
ные звенья произвольным образом помещаем внутри интервала (a, b). Тогда
из Теоремы 1.2.1 вытекает справедливость Предложения 1.2.1. �

Предложение 1.2.2 NP2
(X) является сдвигово-масштабным семей-

ством.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых фиксированных a, b и c построим

функцию g ∈ P2, удовлетворяющую (1.1).
Возьмем

x0 =
a + b

2
, g1(x) = xp, g2(x) =

1− (a+b
2 )p

(1− a+b
2 )q

(
x− a + b

2

)q

+

(
a + b

2

)p

.

Необходимо подобрать такие p > 1, 0 < q < 1, чтобыg1(x) ≤ c x, ∀ 0 ≤ x ≤ a,

g2(x) ≥ 1− c (1− x), ∀ b ≤ x ≤ 1.

Тогда поскольку g1(x) выпуклая, а g2(x) вогнутая, то достаточно выпол-
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нения следующих условий:g1(a) ≤ c a,

g2(b) ≥ 1− c (1− b), т.е.ap ≤ c a,(
1−

(
a+b
2

)p) ( b−a
2−(a+b)

)q

+
(

a+b
2

)p ≥ 1− c (1− b).

Решая неравенства относительно p и q, получаем:
p ≥ 1 + loga c,

q ≤ log b−a
2−(a+b)

(
1− c (1−b)

1−( b+a
2 )

p

)
.

Зафиксируем некоторое

p0 = max(1, 1 + loga c, log a+b
2

(1− c (1− b)))

(последнее условие необходимо, чтобы аргумент у логарифма в неравенстве
для q оказался положительным). Тогда поскольку

log b−a
2−(a+b)

(
1− c (1− b)

1−
(

b+a
2

)p
)

> 0,

то можем выбрать такое q0, что условие 0 < q0 < 1 будет выполнено. �

Предложение 1.2.3 NM(X) является сдвигово-масштабным семей-
ством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В качестве функции искажения g выберем мно-
гочлен следующего вида:

g(x) =

∫ x

0
f(y)dy, где f(y) =

Γ(m + n + 2)

Γ(m + 1)Γ(n + 1)
ym(1− y)n, m, n ≥ 1.

Легко проверить, что точка y0 = m
m+n является точкой максимума функции

f(y), слева от которой функция возрастает, а справа убывает. Положим m =

[sk], n = [(1− s)k]. Тогда y0 → s, k →∞.
Теперь рассмотрим, к какому пределу стремится значение многочлена f(y)

при стремлении m и n к бесконечности выбранным способом.
С помощью формулы Стирлинга можно показать, что f(y) → 0 при любом

y 6= s.
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Теперь выберем такое k, чтобы построенная функция g удовлетворяла
условию (1.1). Положим, a+b

2 = s ∈ (0, 1). Тогда при всех достаточно боль-
ших k верно, что a < y0 < b, так что f(y) возрастает на [0, a] и убывает
на [b, 1]. Так как f(y) → 0 при k → ∞, если y < s, то ∀ c > 0 ∃K1 :

∀ k > K1 верно, что f(a) < c, а тогда f(x) < c на [0, a] и, следовательно,
g(x) =

∫ x

0 f(y)dy < c x для всех x ∈ [0, a]. Так как f(y) → 0 при k →∞, если
y > s, то ∀ c > 0 ∃K2 : ∀ k > K2 верно, что f(b) < c, а тогда f(x) < c на
[b, 1] и, следовательно, g(x) =

∫ x

0 f(y)dy = 1 −
∫ 1

x f(y)dy > 1 − c (1 − x) для
всех x ∈ [b, 1]. Далее, выбрав K = max(K1, K2) и положив k > K, получим
выполнение условия (1.1). �

1.2.3 Контрпримеры

Теперь построим примеры, когда нет сводимости принципов.
Предложение 1.2.4 NR2(1/2)(X) не является сдвигово-масштабным се-

мейством.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Множество R2(1/2) состоит из функций вида:

g(x) =

a x, 0 ≤ x < 1/2,

(2− a)(x− 1) + 1, 1/2 ≤ x ≤ 1;
0 < a < 2.

Рассмотрим случайные величины U и V , имеющие следующие дискретные
распределения:

P (U = ±3) = 0, 05; P (V = ±3) = 0, 04;

P (U = ±2) = 0; P (V = ±2) = 0, 03;

P (U = ±1) = 0, 05; P (V = ±1) = 0, 02;

P (U = 0) = 0, 8; P (V = 0) = 0, 82.

Тогда EU = EV = 0, DU = DV = 1. Следует отметить, что случайные
величины U и V уже центрированные и нормированные, поэтому они могут
принимать отрицательные значения. Меж тем как исходные убытки X и Y

можно полагать неотрицательными или положительными с помощью преоб-
разований типа сдвига, например, X = U + 5, Y = V + 5.
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Несложно проверить, что для обеих рассмотренных случайных величин U

и V премии Ванга совпадают: Hg(U) = Hg(V ) = 0, 4(a − 1), однако распре-
деления U и V , очевидно, не совпадают.

Таким образом, показано, что принцип Деннеберга [18] не сводится к сред-
неквадратическому принципу. �

Предложение 1.2.5 NR3(0,1;0,9)(X) не является сдвигово-масштабным
семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. МножествоR3(0, 1; 0, 9) состоит из функций ви-
да:

g(x) =


a x, 0 ≤ x < 0, 1,

b (x− 0, 1) + 0, 1 a, 0, 1 ≤ x < 0, 9,

(10− a− 8 b)(x− 1) + 1, 0, 9 ≤ x ≤ 1;

0 < a < 10, 0 < b <
10− a

8
.

Рассмотрим те же центрированные, нормированные случайные величины
U и V , что и в предложении 1.2.4. Несложно проверить, что для обеих рас-
смотренных случайных величин премии Ванга совпадают: Hg(U) = Hg(V ) =

0, 4 a + 1, 6 b− 2, однако распределения U и V , очевидно, не совпадают.
Из примеров, рассмотренных в предложениях 1.2.1, 1.2.4 и 1.2.5, напраши-

вается вывод, что для сводимости принципа Ванга к среднеквадратическому
принципу важно не количество звеньев у ломаной, а тот факт, что точки ее
излома подвижные.

Предложение 1.2.6 NM2
(X) не является сдвигово-масштабным семей-

ством.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Множество M2 состоит из функций вида:

g(x) = a x2 + (1− a) x, причем −1 ≤ a ≤ 1.
Рассмотрим случайные величины U и V , имеющие следующие дискретные

распределения:

P (U = ±2) = 0; P (V = ±2) = 0, 1;

P (U = ±1) = 0, 5; P (V = ±1) = 0, 1;

P (U = 0) = 0; P (V = 0) = 0, 6.

Тогда EU = EV = 0, DU = DV = 1. Несложно проверить, что для
обеих рассмотренных случайных величин премии Ванга совпадают: Hg(U) =

Hg(V ) = −0, 5 a, однако распределения U и V , очевидно, не совпадают. �
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1.3 Второе достаточное условие

К сожалению, первое достаточное условие имеет ограниченную сферу при-
менимости. В данном параграфе будет предложено более общее достаточное
условие, применимое, в том числе, к классам вогнутых функций (как изна-
чально и предполагал Ванг [47]).

1.3.1 Теорема о линейных комбинациях

Теорема 1.3.1 Пусть FX ∈ L2. Если задан класс функций A ⊂ G и для
любых a, b, c, таких, что 0 < a < b < 1, c > 0, найдутся натуральное
n, действительные λ1, ..., λn и функции g1, ..., gn ∈ A, такие, что функция
g̃ = λ1g1 + ... + λngn принимает значения в отрезке [0, 1] и верно:g̃(x) ≤ c x, 0 < x < a,

g̃(x) ≥ 1− c (1− x), b < x < 1,
(1.4)

то NA(X) является сдвигово-масштабным семейством.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть U и V — случайные величины с EU =

EV = 0, DU = DV = 1 и
Hg(U) = Hg(V ) (1.5)

для всех g ∈ G. Как было отмечено в доказательстве теоремы 1.2.1, доста-
точно установить, что распределения U и V совпадают.

Заметим, что если (1.5) имеет место для всех g ∈ A , то (1.5) верно и для
всех g1, ..., gn, а следовательно, и для g̃, как их линейной комбинации (так как
Hg обладает свойством линейности по функции искажения). Таким образом,

Hg̃(U) = Hg̃(V ). (1.6)

Далее доказательство совпадает с доказательством теоремы 1.2.1. �

Замечание 1.3.1 В отличие от условий теоремы 1.2.1, в данном случае
функция g̃ может и не принадлежать рассматриваемому классу функций A.

1.3.2 Примеры

Приведем примеры применения второго достаточного условия.
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Предложение 1.3.1 Рассмотрим класс функций вида:

gα(x) =

x/α, 0 ≤ x ≤ α

1, α < x ≤ 1,

где α ∈ (0, 1]. Тогда натуральное множество по данному классу функций
является сдвигово-масштабным семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию g̃(x) = λ1ga(x) + λ2gb(x).
Положим λ1 = a

a−b , λ2 = b
b−a . Тогда

g̃(x) =


0, 0 ≤ x ≤ a

(a− x)/(a− b), a < x ≤ b

1, b < x ≤ 1,

и условие (1.4) выполнено. Таким образом, выполнены все условия теоремы
1.3.1, и предложение доказано. �

Предложение 1.3.2 Рассмотрим класс вогнутых ломаных из двух зве-
ньев, лежащих в множестве функций G. Тогда натуральное множество
по данному классу функций является сдвигово-масштабным семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функции

ga(x) =

{
k1x, 0 ≤ x ≤ a,

1− k2(1− x), a < x ≤ 1;
gb(x) =

{
m1x, 0 ≤ x ≤ b,

1−m2(1− x), b < x ≤ 1,

где k1, m1 > 1 (что обеспечивает вогнутость функций ga, gb), k2 = 1−k1a
1−a ,

m2 = 1−m1b
1−b . Будем предполагать, что c < 1

1−b , что не ограничивает общно-
сти, поскольку интерес представляет случай очень маленьких c. Построим
функцию

g̃(x) = λ1ga(x) + λ2gb(x).

Положим λ2 = 1 − λ1. Подберем такие значения параметров m1 и λ, чтобы
функция g̃ принимала следующие значения:

g̃(x) =


0, 0 ≤ x ≤ a,

m1
1−k1

m1−k1

x−a
1−a , a < x ≤ b,

1− c(1− x) b < x ≤ 1.
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При 0 ≤ x ≤ a получаем: λ1k1x + (1− λ1)m1x = 0, откуда λ1 = m1

m1−k1
.

При b < x ≤ 1 получаем:

λ1(1− k2(1− x)) + (1− λ1)(1−m2(1− x)) = 1− c(1− x),

откуда λ1k2 + (1 − λ1)m2 = c. Подставив выражения для λ1, k2, m2 через
k1, m1, получим:

m1(1− k1a)(1− b)− k1(1−m1b)(1− a) = c(1− a)(1− b)(m1 − k1),

откуда

m1((1− a)(1− c(1− b))− (b− a)(1− k1)) = k1(1− a)(1− c(1− b)).

Тогда

m1 =
k1

1− b−a
(1−a)(1−c(1−b))(1− k1)

.

Проверим теперь, что m1 > 1, что обеспечит вогнутость функции gb.
Заметим, что знаменатель в выражении для m1 положителен, поскольку
a < b < 1, c < 1

1−b , k1 > 1. Поэтому неравенство m1 > 1 эквивалентно
следующему:

k1 > 1− b− a

(1− a)(1− c(1− b))
(1− k1),

что равносильно
b− a

(1− a)(1− c(1− b))
< 1,

что после преобразований приводит к верному неравенству:

(1− b)(1− c(1− a)) > 0.

Наконец, покажем, что m1 < k1, что обеспечит возрастание функции g̃ в
промежутке от a до b. Это условие равносильно следующему:

b− a

(1− a)(1− c(1− b))
(1− k1) < 0,

что верно в силу условий на k1, a, b и c.
Таким образом, предложение 1.3.2 доказано. �

Предложение 1.3.3 Рассмотрим класс многочленов вида 1 − (1 − x)n,
n ≥ 1. Тогда натуральное множество по данному классу функций является
сдвигово-масштабным семейством.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию

hs,k(x) =
Γ(m + n + 2)

Γ(m + 1)Γ(n + 1)

∫ x

0
ym(1− y)ndy,

где m = [sk], n = [(1− s)k]. Положим a′ = 1− b, b′ = 1− a, s = (a′ + b′)/2. В
теореме 1.2.1 было доказано, что ∀ a′, b′, c: 0 < a′ < b′ < 1, c > 0 ∃K: ∀ k > K

выполняется hs,k(x) ≤ c x, 0 < x < a′,

hs,k(x) ≥ 1− c (1− x), b′ < x < 1.

А из этого следует, что ∀ a, b, c: 0 < a < b < 1, c > 0 ∃K: ∀ k > K выполня-
ется: 1− h1−s,k(1− x) ≤ c x, 0 < x < a,

1− h1−s,k(1− x) ≥ 1− c (1− x), b < x < 1.

Представим многочлен h1−s,k(x) в следующем виде:

h1−s,k(x) = λ0x
0 + λ1x

1 + ... + λlx
l

с некоторыми λ0, λ1, ..., λl. Заметим, что λ0 + λ1 + ... + λl = 1, поскольку
h1−s,k(1) = 1. Несложно проверить, что многочлен 1 − h1−s,k(1 − x) раскла-
дывается в сумму функций 1− (1− x)n с теми же коэффициентами, т.е.

1− h1−s,k(1− x) = λ0(1− (1− x)0) + λ1(1− (1− x)1) + ... + λl(1− (1− x)l).

Таким образом, все условия теоремы 1.3.1 выполнены и предложение дока-
зано. �

Замечание 1.3.2 В случае функции искажения gn(x) = 1−(1−x)n, n ≥ 1,
премия Ванга имеет простой вероятностный смысл:

Hgn
(X) = Emax(X1, ..., Xn),

где Xi (i ≥ 1) независимы и распределены, как X.
Следствие 1.3.1 Рассмотрим класс вогнутых возрастающих многочле-

нов, лежащих в множестве функций G. Тогда натуральное множество по
данному классу функций является сдвигово-масштабным семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку многочлены вида 1−(1−x)n являют-
ся подклассом более широкого класса вогнутых возрастающих многочленов,
то утверждение верно и для последних. �
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Для доказательства следующих утверждений воспользуемся известной
теоремой Мюнца (см., например, [3]) в следующей формулировке.

Теорема Мюнца. Если 0 < a1 < a2 < ... и
∑+∞

n=1 1/an = +∞, то система
функций {1, xa1, ..., xan, ...} полна в C[0, 1].

Предложение 1.3.4 Рассмотрим класс функций {xan}, где 1 ≤ a1 <

a2 < ... и
∑+∞

n=1 1/an = +∞. Тогда натуральное множество по данному
классу функций является сдвигово-масштабным семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим сначала, что a1 = 1. Поделим
все функции класса на x и перейдем к системе 1, xa2−1, xa3−1, .... Рассмотрим
непрерывную функцию v(x):

v(x) =


d, 0 ≤ x ≤ a, b ≤ x ≤ 1,

d +
( 2

b−a

)2
(1− d)(x− a), a < x ≤ a+b

2 ,

d−
( 2

b−a

)2
(1− d)(x− b), a+b

2 < x ≤ b.

Функция v(x) построена так, что
∫ 1

0 v(x)dx = 1. Тогда согласно теореме Мюн-
ца существует такая линейная комбинация функций из второй системы (т.к.
она полна в пространстве непрерывных функций):

w(x) = α1x
an1

−1 + α2x
an2

−1 + ... + αmxanm−1,

что | v(x)− w(x) |< ε < d. Рассмотрим функцию

z(x) =

∫ x

0
w(y)dy = β1x

an1 + β2x
an2 + ... + βmxanm ,

которая является линейной комбинацией функций исходной системы. Заме-
тим, что 1−ε ≤ z(1) ≤ 1+ε. Положим g̃(x) = z(x)/z(1). Функция g̃ также яв-
ляется линейной комбинацией функций исходной системы, строго возрастает
и g̃(0) = 0, g̃(1) = 1. Более того, для g̃ выполняются следующие неравенства:

g̃(x) =
z(x)

z(1)
=

∫ x

0 w(y)dy

z(1)
≤ d + ε

z(1)
x при 0 ≤ x ≤ a,

g̃(x) =
z(x)

z(1)
=

∫ 1
0 w(y)dy −

∫ 1
x w(y)dy

z(1)
=

z(1)−
∫ 1

x w(y)dy

z(1)
≥

≥ 1−
∫ 1

x (v(y) + ε)dy

z(1)
= 1− d + ε

z(1)
(1− x) при b ≤ x ≤ 1,
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а с учетом условий на z(1) для выполнения условия (1.5) на функцию g̃

необходимо выбрать d и ε такие, что d+ε
1−ε ≤ c, например,

d =
2c

c + 3
, ε =

c

c + 3
.

Таким образом, для случая a1 = 1 предложение доказано.
Если a1 > 1, то разделим каждую функцию класса {xan} на xa1 и перейдем

к системе: 1, xa2−a1, xa3−a1, .... Рассмотрим непрерывную функцию v(x):

v(x) =


d, 0 ≤ x ≤ a, b ≤ x ≤ 1,

d + 2
b−a(h− d)(x− a), a < x ≤ a+b

2 ,

d− 2
b−a(h− d)(x− b), a+b

2 < x ≤ b.

где

h = d +
(a1 − d)(a1 + 1)(b− a)

2

(
aa1+1 + ba1+1 − 2

(
a + b

2

)a1+1
)−1

.

Функция v(x) построена так, что∫ 1

0
xa1−1v(x)dx = 1.

По теореме Мюнца существует такая линейная комбинация функций из
полученной системы:

w(x) = α1x
an1

−a1 + α2x
an2

−a1 + ... + αmxanm−a1,

что | v(x)− w(x) |< ε < d. Рассмотрим функцию

z(x) =

∫ x

0
ya1−1w(y)dy = β1x

an1 + β2x
an2 + ... + βmxanm ,

которая является линейной комбинацией функций исходной системы. Поло-
жим g̃(x) = z(x)/z(1). Функция g̃ также является линейной комбинацией
функций исходной системы, строго возрастает и g̃(0) = 0, g̃(1) = 1. Более
того, для g̃ выполняются следующие неравенства:

g̃(x) =
z(x)

z(1)
=

∫ x

0 ya1−1w(y)dy

z(1)
≤ xa1−1

a1

d + ε

z(1)
x ≤ d + ε

z(1)
x при 0 ≤ x ≤ a,

g̃(x) =
z(x)

z(1)
≥ 1−

∫ 1
x ya1−1(v(y) + ε)dy

z(1)
≥
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≥ 1−
1a1−1

∫ 1
x (d + ε)dy

z(1)
= 1− d + ε

z(1)
(1− x) при b ≤ x ≤ 1.

Таким образом, для выполнения условий (1.5) достаточно выбрать такие же
d и ε, что и в случае a1 = 1. �

Предложение 1.3.5 Рассмотрим класс функций {1− (1−x)an}, где 1 ≤
a1 < a2 < ... и

∑+∞
n=1 1/an = +∞. Тогда натуральное множество по данному

классу функций является сдвигово-масштабным семейством.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим a′ = 1− b, b′ = 1− a. В предложении

1.3.4 было доказано, что ∀ a′, b′, c: 0 < a′ < b′ < 1, c > 0 ∃ d, ε: для функции

g̃(x) = γ1x
an1 + ... + γmxanm

(построенной в предложении 1.3.4) выполнено:g̃(x) ≤ cx, 0 ≤ x ≤ a′,

g̃(x) ≥ 1− c(1− x), b′ ≤ x ≤ 1.

Введем функцию g∗(x) = 1−g(1−x) = γ1(1−(1−x)an1)+...+γm(1−(1−x)anm),
тогда: g∗(x) ≤ cx, 0 ≤ x ≤ a,

g∗(x) ≥ 1− c(1− x), b ≤ x ≤ 1. �

Предложение 1.3.6 Рассмотрим класс функций gr(x) = f(rx)/f(r), r ∈
I, где f(x) - аналитическая функция с f(0) = 0, ее разложение в степенной
ряд f(x) =

∑∞
n=0 fnx

n с радиусом сходимости R > 0 и промежуток I ⊂
(0, R) такой, что f не убывает на I и для последовательности nk номеров
fn, отличных от 0, выполнено условие Мюнца:

∑+∞
k=1 1/nk = +∞. Тогда

пересечение натуральных множеств по данному классу функций является
сдвигово-масштабным семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как было отмечено в теореме 1.2.1, для доказа-
тельства предложения достаточно показать, что если случайные величины U

и V такие, что EU = EV = 0, DU = DV = 1 и Hgr
(U) = Hgr

(V ) для любой
gr из класса, то SU = SV . Равенство премий Ванга означает:∫ 0

−∞

(
f(rSU(t))

f(r)
− 1

)
dt +

∫ ∞

0

f(rSU(t))

f(r)
dt =
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=

∫ 0

−∞

(
f(rSV (t))

f(r)
− 1

)
dt +

∫ ∞

0

f(rSV (t))

f(r)
dt,

что после применения разложения f(x) в ряд дает:∫ 0

−∞

∞∑
n=0

fn((SU(t))n − 1)rndt +

∫ +∞

0

∞∑
n=0

fn(SU(t))nrndt =

=

∫ 0

−∞

∞∑
n=0

fn((SV (t))n − 1)rndt +

∫ +∞

0

∞∑
n=0

fn(SV (t))nrndt.

Далее поменяем местами знаки суммы и интеграла. Покажем, что это воз-
можно на примере случайной величины U (для V все выкладки аналогичны).
Во-первых, при фиксированном r ∈ I функциональные ряды (по t):

∞∑
n=0

fn((SU(t))n − 1)rn и
∞∑

n=0

fn(SU(t))nrn

сходятся равномерно, поскольку функции мажорируются по модулю числами
fnr

n, ряд из которых сходится. Во-вторых, для любого n сходятся интегралы:∫ 0

−∞
fn((SU(t))n − 1)rndt и

∫ +∞

0
fn(SU(t))nrndt,

поскольку для независимых случайных величин Ui (i = 1, n), распределенных
как и U , существует

Emin(U1, ..., Un) =

∫ 0

−∞
((SU(t))n − 1)dt +

∫ +∞

0
(SU(t))ndt,

т.к.
Fmin(U1,...,Un)(t) = 1− (1− FU(t))n = 1− (SU(t))n

и

|Hxn(U)| = |Emin(U1, ..., Un)| ≤ Emax(|U1|, ..., |Un|) ≤
n∑

i=1

E|Ui| = nE|U |.

В-третьих, ряд
∞∑

n=0

(∫ 0

−∞
fn((SU(t))n − 1)rndt +

∫ +∞

0
fn(SU(t))nrndt

)
=

∞∑
n=0

fnr
nHxn(U)

сходится, т.к., как показано выше, |Hxn(U)| ≤ nE|U |, а умножение коэффи-
циентов на величину порядка O(n) не меняет радиуса сходимости степенного
рада, а по условию предполагалось, что r < R.
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Таким образом, мы получили две аналитические функции, совпадаю-
щие на промежутке I, следовательно, все их коэффициенты равны, т.е.
Hxn(U) = Hxn(V ) для всех n, для которых коэффициенты fn в разложении
аналитической функции отличны от 0. Другими словами, получается, что
Hxnk (U) = Hxnk (V ) и последовательность nk удовлетворяет условию Мюнца,
т.е. для полученного класса функций {xnk} выполняется утверждение пред-
ложения 1.3.4, а именно, натуральное множество по данному классу функций
является сдвигово-масштабным семейством. Следовательно, распределения
U и V совпадают, что и требовалось доказать. �

В работе [47] Вангом был предложен ряд классов функций искажения:

gr(x) =

{
1−e−rx

1−e−r , r > 0,

x, r = 0;
gr(x) =

{
ln(1+rx)
ln(1+r) , r > 0,

x, r = 0;

gr(x) =


√

1+rx−1√
1+r−1 , r > 0,

x, r = 0,

для которых с помощью предложения 1.3.6 легко доказывается утверждение
о сводимости принципа Ванга (внутри круга сходимости степенных рядов для
каждой функции искажения).

Следствие 1.3.2 Рассмотрим класс функций вида:

gr(x) =

1−e−rx

1−e−r , r > 0,

x, r = 0.

Тогда натуральное множество по данному классу функций является
сдвигово-масштабным семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В обозначениях предложения 1.3.6: R = ∞,

f(x) = 1− e−x =
+∞∑
n=1

xn

n!

и fn 6= 0 для всех n ≥ 1, а ряд
∑+∞

n=1 1/n расходится, т.е. удовлетворяет
условию Мюнца. �

Следствие 1.3.3 Рассмотрим класс функций вида:

gr(x) =


ln(1+rx)
ln(1+r) , 0 < r < 1,

x, r = 0.
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Тогда натуральное множество по данному классу функций является
сдвигово-масштабным семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В обозначениях предложения 1.3.6: R = 1,

f(x) = ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n

и fn 6= 0 для всех n ≥ 1, а ряд
∑+∞

n=1 1/n расходится, т.е. удовлетворяет
условию Мюнца. �

Следствие 1.3.4 Рассмотрим класс функций вида:

gr(x) =


(1+rx)β−1
(1+r)β−1 , 0 < r < 1,

x, r = 0,

где 0 < β < 1. Тогда натуральное множество по данному классу функций
является сдвигово-масштабным семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В обозначениях предложения 1.3.6: R = 1,

f(x) = (1 + x)β − 1 =
+∞∑
n=1

β(β − 1)...(β − n + 1)

n!
xn

и fn 6= 0 для всех n ≥ 1, а ряд
∑+∞

n=1 1/n расходится, т.е. удовлетворяет
условию Мюнца. �

Следствие 1.3.5 Рассмотрим класс функций вида:

gr(x) =


√

1+rx−1√
1+r−1 , 0 < r < 1,

x, r = 0.

Тогда натуральное множество по данному классу функций является
сдвигово-масштабным семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В условиях следствия 1.3.4 положим β = 1/2. �

Следствие 1.3.6 Рассмотрим класс функций вида

gr(x) =

 sin rx
sin r , 0 < r ≤ π/2,

x, r = 0.

Тогда натуральное множество по данному классу функций является
сдвигово-масштабным семейством.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В обозначениях Предложения 1.3.6: R = ∞,
условие на r (а именно, 0 < r ≤ π/2) наложено для обеспечения неубывания
функции gr,

f(x) = sin x =
+∞∑
n=1

(−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!

и fn 6= 0 для всех нечетных n, а ряд
∑+∞

m=1 1/(2m − 1) расходится, т.е. удо-
влетворяет условию Мюнца. �

1.3.3 Обобщение на случай бесконечной дисперсии

В страховании могут наблюдаться распределения данных с конечными сред-
ними, но бесконечными дисперсиями, в частности, при изучении катастро-
фических рисков. Например, в работе Резника ([36]) обсуждаются данные о
страховых потерях от пожаров в Дании, где показатель степенного хвоста
распределения α оказывается около 1,4.

Предположим, что распределение FX риска X не принадлежит L2, но мож-
но подобрать такое p ∈ [1, 2), что FX ∈ Lp (т.е. имеет конечный момент
порядка p). По аналогии со среднеквадратическим отклонением определим
среднее p-ическое отклонение:

σ(p)(X) = (E|X − EX|p)1/p.

Введем премии
π

(p)
λ = EX + λσ(p), λ > 0,

и соответственно обобщим определение натуральных множеств для Lp:

N (p)
g (X) =

{
FY :

Hg(X)− EX

σ(p)(X)
=

Hg(Y )− EY

σ(p)(Y )
, FY ∈ Lp

}
для функции g в отношении распределения с.в. X и

N
(p)
G (X) =

⋂
g∈G

N (p)
g (X)

для класса функций искажения G.
В данном случае также можно говорить о сводимости, когда N

(p)
G (X) яв-

ляется сдвигово-масштабным семейством. Поэтому можно получить аналог
теоремы 1.3.1.
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Теорема 1.3.2 Пусть FX ∈ Lp. Если задан класс функций A ⊂ G и для
любых a, b, c таких, что 0 < a < b < 1, c > 0, найдутся натуральное
n, действительные λ1, ..., λn и функции g1, ..., gn ∈ A такие, что функция
g̃ = λ1g1 + ... + λngn принимает значения в отрезке [0, 1] и верно:g̃(x) ≤ c x, 0 < x < a,

g̃(x) ≥ 1− c (1− x), b < x < 1,

то N
(p)
A (X) является сдвигово-масштабным семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы 1.3.2 достаточно
в доказательстве теоремы 1.3.1 заменить

√
DX на σ(p)(X). Существования

дисперсии не требуется, а конечность E|X| имеет место при любом p ∈ [1, 2).
�

1.4 Третье достаточное условие

Второе достаточное условие хотя и является менее ограничительным, чем
первое, однако неприменимо, например, к принципу пропорционального из-
менения интенсивности (PHp). В данном параграфе будет предложено более
общее достаточное условие сводимости принципа Ванга к среднеквадратиче-
скому принципу.

1.4.1 Теорема о нелинейном приближении

Теорема 1.4.1 Пусть FX ∈ L2. Если задан класс функций A ⊂ G и для
любых a, b, c, таких, что 0 < a < b < 1, c > 0, найдутся натуральное
n, действительные λ1, ..., λn и функции g1, ..., gn ∈ A такие, что функция
ĝ = λ1g1 + ... + λngn принимает значения в отрезке [0, 1] и для некоторых
α, β > 1/2 верно: ĝ(x) ≤ c xα, 0 < x < a,

ĝ(x) ≥ 1− c (1− x)β, b < x < 1,
(1.7)

то NA(X) является сдвигово-масштабным семейством.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы 1.4.1 достаточно в
доказательство теоремы 1.2.1 внести небольшие изменения. Положим

c1 =
d

3
∫ u1

−∞ FU(t)βdt
, c2 =

d

3
∫ +∞

v0
Sα

V (t)dt
.

Согласно неравенству Чебышева имеем

P (|X| ≥ t) ≤ EX2

t2

в силу конечности дисперсии. Заметим, что∫ u1

−∞
FU(t)βdt ≤

∫ −1

−∞
FU(t)βdt + (u1 + 1) ≤

∫ −1

−∞

(
EU 2

t2

)β

dt + (u1 + 1) =

= (EU 2)β

∫ −1

−∞

dt

|t|2β
+ (u1 + 1) =

(EU 2)β

2β − 1
+ (u1 + 1),∫ +∞

v0

SV (t)αdt ≤
∫ +∞

v0

(
EV 2

t2

)α

dt ≤ (|v0|+ 1) +
(EU 2)α

2α− 1
.

Следовательно, c1, c2 > 0.
Далее используем неравенства:

Hg(U) ≥ Hh1
(U)− c

∫ u1

−∞
(1− SU(t))β dt ≥ u1 − d/3,

Hg(V ) ≤ Hh2
(V ) + c

∫ +∞

v0

SV (t)α dt ≤ v0 + d/3.

Тогда из Hg(U) = Hg(V ) следует, что Hh1
(U) − Hh2

(V ) ≤ 2d/3, что про-
тиворечит определению d.

Следовательно, Hĝ(V ) ≤ Hh2
(V ) < Hh1

(U) ≤ Hĝ(U), что противоречит
(1.5). Таким образом, доказано, что SU(t) = SV (t) ∀ t ≥ 0. Для доказатель-
ства теоремы в случае, когда t < 0, сделаем замену Ũ = −U , Ṽ = −V , а для
функций дожития SŨ(t) и SṼ (t) утверждение уже доказано. �

1.4.2 Примеры

Предложение 1.4.1 Рассмотрим класс функций {xan}, где 1/2 < a1 < a2 <

... и
∑+∞

n=1 1/an = +∞. Тогда натуральное множество по данному классу
функций является сдвигово-масштабным семейством.

41



Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть случай a1 < 1, т.к.
случай a1 ≥ 1 рассмотрен в предложении 1.3.4. Перейдем к системе
{x, xa2/a1, xa3/a1, ...}. Тогда согласно предложению 1.3.4 для ã = a1/a1, b̃ = b1/a1,
c > 0, существует

g̃(x) = α1x
an1

/a1 + α2x
an2

/a1 + ... + αmxanm/a1,

такая что g̃(x) ≤ c x, 0 < x < ã,

g̃(x) ≥ 1− c (1− x), b̃ < x < 1.

Положим ĝ(x) = g̃(xa1), тогда

ĝ(x) = α1x
an1 + α2x

an2 + ... + αmxanm ,

т.е. функция является линейной комбинацией функций исходной системы.
Тогда если выбрать 1/2 < α ≤ a1, β = 1, то будет верноĝ(x) ≤ c xa1 ≤ cxα, 0 < x < a,

ĝ(x) ≥ 1− c (1− xa1) ≥ 1− c (1− x), b < x < 1,

т.е. выполнено условие (1.7). �

Следствие 1.4.1 PHp с бесконечным набором индексов неприятия риска
2 > ρ1 > ρ2 > ... > 1 сводится к SDp.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно заметить, что g(x) = xa соответ-
ствует PHp с ρ = 1/a и положить an = 1/ρn. Имеем:

∑∞
n=1 ρn = +∞. �

Следует отметить, что следствие 1.4.1 существенно перекрывает результат
Ву [50], рассматривавшего класс функций искажения g(x) = xc, c > 0, с
дополнительными условиями на распределения рисков: выпуклость носителя
и непрерывность функции дожития.

Предложение 1.4.2 Рассмотрим класс функций gr(x) = 1 − (1 − xα)r,
r ≥ 1, 1/2 < α < 1. Тогда натуральное множество по данному классу
функций является сдвигово-масштабным семейством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно предложению 1.3.5 для ã = a1/α, b̃ =

b1/α, c > 0, существует

g̃(x) = λ1(1− (1− x)r1) + ... + λn(1− (1− x)rn),
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такая, что g̃(x) ≤ cx, 0 ≤ x ≤ ã,

g̃(x) ≥ 1− c(1− x), b̃ ≤ x ≤ 1.

Введем функцию ĝ(x) = g̃(xα). Тогда

ĝ(x) = λ1(1− (1− xα)r1) + ... + λn(1− (1− xα)rn),

т.е. функция является линейной комбинацией функций исходной системы иĝ(x) ≤ cxα, 0 ≤ x ≤ a,

ĝ(x) ≥ 1− c(1− xα) ≥ 1− c(1− x), b ≤ x ≤ 1,

т.е. выполнено условие (1.7) для известного α и β = 1. �
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Глава 2

Границы и чувствительность премии

2.1 Определения и мотивация исследований

В данной главе автор сосредоточится, главным образом, на различиях между
принципом подсчета премии по среднеквадратическому отклонению и прин-
ципом Ванга, а также преимуществах последнего.

При изучении различий между принципом Ванга и среднеквадратическим
принципом естественно рассматривать характеристику

Hg(X)− EX√
DX

,

т.е. центрированную и нормированную премию. В случае, если для данной
функции искажения эта характеристика остается постоянной (и равной, на-
пример, некоторому λ) на некотором семействе рисков, это означает, что на
данном семействе имеет место сводимость принципа Ванга к среднеквадра-
тическому, т.е.

Hg(X) = πSD
λ (X) = EX + λ

√
DX.

В случае же, если указанная характеристика принимает различные значения,
сводимости нет. Представляет интерес разброс этих значений.

Заметим, что в силу свойств приниципа Ванга

Hg(X)− EX√
DX

= Hg

(
X − EX√

DX

)
,

т.е. вместо того, чтобы центрировать и нормировать премии для некоторо-
го семейства рисков, мы можем сначала центрировать и нормировать сами
риски, а потом рассматривать премии для них.
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Таким образом, возникает задача изучения премий Ванга на семействах
рисков с нулевым средним и единичной дисперсией. Понятно, что с помо-
щью среднеквадратического принципа такие риски нельзя ни различить, ни
упорядочить. А с помощью принципа Ванга это оказывается возможным. В
качестве меры того, насколько хорошо это получается, предлагается исполь-
зовать разность между верхней и нижней гранью премии Ванга с данной
функцией искажения на данном семействе. Эту разность мы назовем чув-
ствительностью. Далее будем изучать зависимость чувствительности от па-
раметров модели и проводить ее максимизацию.

Определение 2.1.1 Абсолютной чувствительностью премии H(X) для
класса рисков (случайных величин) R назовем разность:

η(R,H) = sup
X∈R

H(X)− inf
X∈R

H(X).

Мы будем применять данное определение к премиям Ванга, и поскольку
они однозначно определяются функциями искажения, то можно говорить о
чувствительности соответствующей функции (здесь и далее абсолютная чув-
ствительность будет для краткости именоваться просто чувствительностью).
Заметим, что если мы рассмотрим класс рисков с одинаковыми средними
и дисперсиями, то премия по среднеквадратическом принципу на нем будет
постоянна, а ее чувствительность, соответственно, равна нулю. В это же вре-
мя, премия по принципу Ванга может на таких распределениях принимать
различные значения, и ее чувствительность тогда окажется положительна.

Определение 2.1.2 Относительной чувствительностью премии H(X)

для класса рисков (случайных величин) R назовем отношение:

θ(R,H) =
supX∈R H(X)

infX∈R H(X)
,

при условии, что infX∈R H(X) > 0.
Определение 2.1.3 Премию назовем биективной на классе рисков, если

разным рискам из этого класса она ставит в соответствие разные значения.
Таким образом, если премия биективна, то все риски в классе можно раз-

личить и строго упорядочить (по величине премии).
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2.2 Чувствительность для распределений Парето

Определение 2.2.1 Распределение Парето с параметрами (α, β) — распре-
деление с функцией дожития:

SXα,β
(t) =

(
β

β + t

)α

, t ≥ 0.

При α > 2 распределение Парето имеет среднее и дисперсию:

EXα,β =
β

α− 1
, DXα,β =

αβ2

(α− 1)2(α− 2)
,

а PH-премия равна:

πPH
ρ (Xα,β) =


β

α/ρ−1 , ρ < α,

∞, ρ ≥ α.

Будем рассматривать классы центрированных и нормированных рисков,
распределенных по Парето: R(α1) = {Yα, α ≥ α1}, где α1 > 2 и

Yα :=

√
α− 2

α

(
α− 1

β
Xα,β − 1

)
,

где Xα,β — случайная величина, распределенная по Парето с параметрами
(α, β) (α > 2). Тогда EYα = 0, DYα = 1 и по свойству инвариантности прин-
ципа Ванга относительно сдвигово-масштабных преобразований

πPH
ρ (Yα) =


√

α(α− 2) ρ−1
α−ρ , ρ < α,

∞, ρ ≥ α.

2.2.1 Абсолютная чувствительность

Обозначим
ρ∗1 = α1 −

√
α1(α1 − 2), ρ∗2 =

α1

α1 − 1
.

Данные точки будут критическими для индекса неприятия риска ρ в свете
рассматриваемой задачи.

Теорема 2.2.1 Для класса рисков R(α1) чувствительность PH-премии
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вычисляется по следующей формуле:

η(ρ) =



(ρ− 1)

(
1√

ρ(2−ρ)
−
√

α1(α1−2)
α1−ρ

)
, 1 ≤ ρ < ρ∗1,

(ρ− 1)

(
1√

ρ(2−ρ)
− 1

)
, ρ∗1 ≤ ρ < ρ∗2,

(ρ− 1)

(√
α1(α1−2)
α1−ρ − 1

)
, ρ∗2 ≤ ρ

PH-премия оказывается биективна при ρ ≥ ρ∗2.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если рассматривать α > 2, то πPH

ρ (Yα) растет
от нуля, достигает максимума в точке α = ρ/(ρ − 1) (обозначим ее αmax,
заметим, что может оказаться, что αmax < α1), что получается из условия:

(πPH
ρ (Yα))

′

α =
ρ− (ρ− 1)α√

α(α− 2)
· ρ− 1

(α− ρ)2 = 0,

а потом убывает и на бесконечности асимптотически стремится к значению

lim
α→∞

πPH
ρ (Yα) = (ρ− 1) lim

α→∞

√
1− 2

α

1− ρ
α

= ρ− 1.

При этом значение локального максимума:

loc max
α

πPH
ρ (Yα) = πPH

ρ (Yα)|α=αmax
=

ρ− 1√
ρ(2− ρ)

.

Для ρ ≥ ρ∗2 верно, что αmax ≤ α1. Таким образом, максимум премии до-
стигается в точке α = α1, а нижняя грань — в точке α = +∞.

Для ρ∗1 ≤ ρ < ρ∗2 верно, что αmax > α1. Таким образом, максимум премии
достигается в точке αmax. Более того,

πPH
ρ (Yα1

) =
√

α1(α1 − 2)
ρ− 1

α1 − ρ
> ρ− 1 = lim

α→∞
πPH

ρ (Yα),

т.е. нижняя грань премии достигается в точке α = +∞.
Для 1 < ρ < ρ∗1 верно, что αmax > α1. Таким образом, максимум премии

достигается в точке αmax. Более того,

πPH
ρ (Yα1

) =
√

α1(α1 − 2)
ρ− 1

α1 − ρ
< ρ− 1 = lim

α→∞
πPH

ρ (Yα),

т.е. минимум премии достигается в точке α = α1.
Используя полученные утверждения, получим требуемые формулы для

чувствительности премии.
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Биективность PH-премии при ρ ≥ ρ∗2 следует из того, что тогда функция
πPH

ρ (Yα) оказывается монотонно убывающей по α. �

Следствие 2.2.1 Чувствительность премии η(ρ) — функция непрерыв-
ная, кусочно-гладкая, с изломом в точке ρ∗1, меняющаяся от 0 (в 1) до бес-
конечности (в α1), возрастающая на промежутке от точки ρ∗1 до α1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Чувствительность премии η(ρ) задается непре-
рывными, гладкими функциями между критическими точками. Значения
чувствительности в точках ρ∗1 и ρ∗2, посчитанные по разным формулам из
теоремы 2.2.1 (слева и справа), совпадают и равны соответственно:

η(ρ∗1) = (ρ∗1 − 1)

(
1√

ρ∗1(2− ρ∗1)
− 1

)
, η(ρ∗2) = (ρ∗2 − 1)

(
1√

ρ∗2(2− ρ∗2)
− 1

)
.

Заметим, что

η′(ρ) =


1

(ρ(2−ρ))3/2 −
(α1−1)

√
α1(α1−2)

(α1−ρ)2 , 1 < ρ < ρ∗1,

1
(ρ(2−ρ))3/2 − 1, ρ∗1 < ρ < ρ∗2,

(α1−1)
√

α1(α1−2)
(α1−ρ)2 − 1, ρ∗2 < ρ.

Значения левой и правой производных функции чувствительности в точке
ρ∗2 совпадают:

η′(ρ∗2) =
1

(ρ∗2(2− ρ∗2))
3/2 − 1,

Значения левой и правой производных функции чувствительности в точке
ρ∗1 не совпадают:

1

(ρ∗1(2− ρ∗1))
3/2 −

ρ∗1
2 − 2ρ∗1 + 2

ρ∗1(2− ρ∗1)
6= 1

(ρ∗1(2− ρ∗1))
3/2 − 1,

что дает разрыв производной и, следовательно, излом чувствительности в
точке ρ∗1.

Подставляя значения 1 и α1 в формулу чувствительности, получаем η(1) =

0, limρ→α1
η(ρ) = +∞.

При ρ∗1 < ρ < ρ∗2

η′(ρ) = (ρ(2− ρ))−3/2 − 1 > 0,

т.к. 1 > ρ(2− ρ) = 1− (ρ− 1)2.
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При ρ∗2 ≤ ρ

η′(ρ) =
(α1 − 1)

√
α1(α1 − 2)

(α1 − ρ)2 − 1 > 0,

т.к. (α1 − ρ)2 < (α1 − 1)
√

α1(α1 − 2), поскольку α1 > αmax = ρ/(ρ− 1).
Следовательно, η(ρ) возрастает при ρ∗1 ≤ ρ. �

Далее будем использовать известную теорему Бюдана-Фурье о числе дей-
ствительных корней многочлена на отрезке [6].

Теорема Бюдана-Фурье. Если действительные числа a и b (a < b) не
являются корнями многочлена f(x) степени n с действительными коэффи-
циентами, то число действительных корней этого многочлена, лежащих
между a и b и подсчитываемых каждый столько раз, какова его кратность,
либо равно, либо на четное число меньше разности между числом W (fa)

перемен знака в ряду чисел f(a), f ′(a), ..., f (n)(a) и числом W (fb) перемен
знака в ряду, полученном из ряда чисел f(b), f ′(b), ..., f (n)(b) заменой встре-
чающихся в нем нулей такими отличными от нуля числами, что если
f (k−1)(b) 6= 0, f (k)(b) = ... = f (k+l−1)(b) = 0, f (k+l)(b) 6= 0, то число ck+i, за-
меняющее f (k+i)(b)(i = 0, 1, ..., l − 1), имеет тот же знак, что и f (k+l)(b),
если разность l − i четная, и противоположный знак, если эта разность
нечетная.

Следствие 2.2.2 Существует критическое значение α∗ = 1 +
√

2
√√

5−1(
√

5+3)
8 ≈ 2, 029 такое, что на интервале от 1 до ρ∗1, при α1 ≤ α∗

функция η(ρ) возрастает, а при α1 > α∗ - сначала растет, а затем убыва-
ет, имея локальный максимум (в некоторой точке ρ̃), при этом в точке
ρ∗1 получается локальный минимум (негладкий).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через η1(ρ) чувствительность пре-
мии по формуле, полученной при 1 ≤ ρ < ρ∗1, но рассмотрим ее на всем
промежутке от 1 до α1. Тогда

η′1(ρ) =
1

(ρ(2− ρ))3/2 −
(α1 − 1)

√
α1(α1 − 2)

(α1 − ρ)2 .

Найдем нули производной: η′1(ρ) = 0. Данное уравнение сводится к

α1(α1− 1)2(α1− 2)ρ6− 6α1(α1− 1)2(α1− 2)ρ5 +(12α1(α1− 1)2(α1− 2)+1)ρ4−

−4α1(2(α1 − 1)2(α1 − 2) + 1)ρ3 + 6α2
1ρ

2 − 4α3
1ρ + α4

1 = 0.
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Можно заметить, что это уравнение всегда имеет своим корнем ρ∗2, но нас
интересуют только его корни на отрезке от 1 до ρ∗1. Поделив многочлен на
(α1 − 1)(ρ − ρ∗2), получим многочлен 5-й степени, который обозначим f(ρ).
Тогда

f(ρ) = α1(α1 − 1)(α1 − 2)ρ5 − α1(α1 − 2)(5α1 − 6)ρ4+

+(7α3
1 − 25α2

1 + 23α1 − 1)ρ3 − α1(α
2
1 − 6α1 + 11)ρ2 − α2

1(α1 − 5)ρ− α3
1;

f ′(ρ) = 5α1(α1 − 1)(α1 − 2)ρ4 − 4α1(α1 − 2)(5α1 − 6)ρ3+

+3(7α3
1 − 25α2

1 + 23α1 − 1)ρ2 − 2α1(α
2
1 − 6α1 + 11)ρ− α2

1(α1 − 5);

f ′′(ρ) = 20α1(α1 − 1)(α1 − 2)ρ3 − 12α1(α1 − 2)(5α1 − 6)ρ2+

+6(7α3
1 − 25α2

1 + 23α1 − 1)ρ− 2α1(α
2
1 − 6α1 + 11);

f ′′′(ρ) = 60α1(α1−1)(α1−2)ρ2−24α1(α1−2)(5α1−6)ρ+6(7α3
1−25α2

1+23α1−1);

f (IV )(ρ) = 120α1(α1 − 1)(α1 − 2)ρ− 24α1(α1 − 2)(5α1 − 6);

f (V )(ρ) = 120α1(α1 − 1)(α1 − 2).

f(1) = −(α1 − 1)2 < 0; f ′(1) = 3(α1 − 1)3 > 0; f ′′(1) = −6(α1 − 1)2 < 0;

f ′′′(1) = −6(α1 − 1)(3α2
1 − 6α1 − 1); f (IV )(1) = 24α1(α1 − 2) > 0;

f (V )(1) = 120α1(α1 − 1)(α1 − 2) > 0.

f(ρ∗2) = 2(α1 − 2)3 > 0;

f ′(ρ∗2) =
3α2

1(α1 − 2)2(α2
1 − 2α1 − 2)

(α1 − 1)3 ; f ′′(ρ∗2) = −8α1(α1 − 2)(3α2
1 − 6α1 − 1)

(α1 − 1)2 ;

f ′′′(ρ∗2) = −6(3α4
1 − 2α3

1 + 24α1 − 1)

α1 − 1
=

= −6
(α1 − 2)(3α3

1 + 4α2
1 + 8α1 + 40) + 79

α1 − 1
< 0;

f (IV )(ρ∗2) = 144α1(α1 − 2) > 0; f (V )(ρ∗2) = 120α1(α1 − 1)(α1 − 2) > 0.

В обозначениях теоремы Бюдана-Фурье W (f1) = 3.
Если 2 ≤ α1 < 1 + 2

3

√
3, то f ′(ρ∗2) < 0, f ′′(ρ∗2) > 0 и W (fρ∗2) = 4.

Если 1 + 2
3

√
3 ≤ α1 < 1 +

√
3, то f ′(ρ∗2) < 0, f ′′(ρ∗2) < 0 и W (fρ∗2) = 2.

Если 1 +
√

3 ≤ α1, то f ′(ρ∗2) > 0, f ′′(ρ∗2) < 0 и W (fρ∗2) = 2.
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По теореме Бюдана-Фурье, число корней многочлена f(ρ), лежащих от 1
до ρ∗2, равно 1. Таким образом, функция η1(ρ) имеет на интервале (1, ρ∗2) ровно
1 экстремум. А так как в точке ρ∗2 функция η1 имеет минимум, поскольку

η′1(ρ
∗
2) = 0, η′′1(ρ

∗
2) =

(α1 − 1)4
√

α1(α1 − 2)

α3
1(α1 − 2)3 > 0,

а в 1 начинается ее рост, т.к.

η′1(1) = 1− α1(α1 − 2)

α1 − 1
> 0,

то данный экстремум является максимумом.
Найдем условие, при котором данный локальный максимум находится на

интервале (1, ρ∗1]. Для этого найдем α1, для которого точка локального мак-
симума ρ̃ совпадет с точкой ρ∗1, а именно,

η′1(ρ)|ρ=ρ∗1 = 0.

Сделаем обратную замену — выразим α1 через ρ: α1 = ρ2

2(ρ−1) , что приводит
к условию:

η′1(ρ) =
1

ρ(2− ρ)

(
1√

ρ(2− ρ)
− ((ρ− 1)2 + 1)

)
= 0.

Решим данное уравнение относительно ρ:
1√

ρ(2− ρ)
= ((ρ− 1)2 + 1)2.

После преобразований получим:

(ρ− 1)4 + (ρ− 1)2 − 3 = 0.

Отсюда находим ρ из области определения:

ρ = 1 +

√
2
√

5− 2

2
,

α∗1 = 1 +

√
2
√√

5− 1(
√

5 + 3)

8
.

Таким образом, требуемое утверждение доказано. �

Замечание 2.2.1 В случае α1 > α∗ существует некоторое ρ̂ ∈ (ρ∗1, α1),
такое, что η(ρ̂) = η(ρ̃), т.е. функция η(ρ) вторично достигает значения
локального максимума.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как ρ̃ — точка локального максимума, то
η(ρ̃) > η(ρ∗1). А поскольку на промежутке от ρ∗1 до α1 функция η непрерывно
возрастает до +∞ (по следствию 2.2.1), то в некоторой точке ρ̂ ∈ (ρ∗1, α1) она
снова принимает значение η(ρ̃), причем ровно один раз. �

Расчеты показывают, что величина локального максимума быстро убыва-
ет с ростом α1, так что при α1 = 3 он уже равен 0,0117... А при стремлении
α1 к α∗ справа величина максимума растет до 0,485868..., при этом он при-
ближается к точке ρ∗1 и в пределе сливается с ней.

График чувствительности при α1 = 3 представлен на рисунке 2.1, при
α1 = α∗ — на рисунке 2.2.

Рис. 2.1: График чувствительности при α1 = 3

Следствие 2.2.3 Пусть параметр ρ ограничен отрезком [ρ1, ρ2] ⊂
(1, α1). Если α1 ≤ α∗, то максимум чувствительности достигается в точ-
ке ρ2 вне зависимости от положения точки ρ1. Если α1 > α∗, то максимум
чувствительности достигается в точке ρ2 при ρ2 < ρ̃ или ρ2 ≥ ρ̂, в точке
ρ̃ при 1 ≤ ρ1 ≤ ρ̃ ≤ ρ2 < ρ̂, в точке ρ1 при ρ̃ ≤ ρ1 < ρ2 < ρ∗1. Если же
ρ̃ ≤ ρ1 ≤ ρ∗1 ≤ ρ2 < ρ̂, то максимум чувствительности достигается либо
в ρ1, либо в ρ2, в зависимости от того, где η(ρ) больше.
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Рис. 2.2: График чувствительности при α1 = α∗

2.2.2 Относительная чувствительность

Теорема 2.2.2 Для класса рисков R(α1) относительная чувствительность
PH-премии вычисляется по следующей формуле:

θ(ρ) =


1√

α1(α1−2)
· α1−ρ√

ρ(2−ρ)
, 1 ≤ ρ < ρ∗1,

1√
ρ(2−ρ)

, ρ∗1 ≤ ρ < ρ∗2,√
α1(α1−2)
α1−ρ , ρ∗2 ≤ ρ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полностью повторяет доказательство теоремы
2.2.1. �

Следствие 2.2.4 Относительная чувствительность премии θ(ρ) —
функция непрерывная, кусочно-гладкая с изломом в точке ρ∗1, убывающая
от α1−1√

α1(α1−2)
в 1 до 1√

ρ∗1(2−ρ∗1)
в ρ∗1, возрастающая до +∞ на промежутке от

точки ρ∗1 до α1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Относительная чувствительность премии θ(ρ)

задается непрерывными, гладкими функциями между критическими точка-
ми. Значения относительной чувствительности в точках ρ∗1 и ρ∗2, посчитанные
по разным формулам из теоремы 2.2.2, совпадают и равны соответственно:

θ(ρ∗1) =
1√

ρ∗1(2− ρ∗1)
, θ(ρ∗2) =

1√
ρ∗2(2− ρ∗2)

.
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Заметим, что

θ′(ρ) =


1√

α1(α1−2)
· (α1−1)ρ−α1

(ρ(2−ρ))3/2 , 1 < ρ < ρ∗1,

ρ−1
(ρ(2−ρ))3/2 , ρ∗1 < ρ < ρ∗2,√

α1(α1−2)
(α1−ρ)2 , ρ∗2 < ρ.

Значения левой и правой производных функции чувствительности в точке
ρ∗2 совпадают:

θ
′
(ρ∗2) =

ρ∗2 − 1

(ρ∗2(2− ρ∗2))
3/2 ,

Значения левой и правой производных функции чувствительности в точке ρ∗1

не совпадают:

− ρ∗1 − 1

(ρ∗1(2− ρ∗1))
3/2 6=

ρ∗1 − 1

(ρ∗1(2− ρ∗1))
3/2 ,

что дает разрыв производной и, следовательно, излом относительной чув-
ствительности в точке ρ∗1.

При ρ ≥ ρ∗1 получаем, что θ′(ρ) > 0, а при ρ < ρ∗1 получаем, что θ′(ρ) < 0,
т.к. ρ < ρ∗1 < ρ∗2, что и дает возрастание и убывание относительной чувстви-
тельности на соответствующих интервалах. �

Следствие 2.2.5 Пусть параметр ρ ограничен отрезком [ρ1, ρ2] ⊂
(1, α1). Максимум относительной чувствительности достигается в точ-
ке ρ1, если ρ2 < ρ∗1, в точке ρ2, если ρ1 > ρ∗1. Если же ρ1 ≤ ρ∗1 ≤ ρ2, то
максимум относительной чувствительности достигается либо в ρ1, либо
в ρ2 в зависимости от того, где θ(ρ) больше.

График относительной чувствительности при α1 = 3 представлен на ри-
сунке 2.3.

2.2.3 Чувствительность в случае бесконечной дисперсии

Заметим, что при 1 < α < 2 дисперсия распределения Парето бесконечна и
принцип назначения премии по среднеквадратическому отклонению неприме-
ним. Однако в этом случае вместо среднеквадратического отклонения можно
использовать, например, среднее абсолютное отклонение, которое для распре-
деления Парето равно:

E|Xα,β − EXα,β| = 2
β

α− 1

(
α− 1

α

)α−1

.
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Рис. 2.3: График относительной чувствительности при α1 = 3

Таким образом, обобщим исследования чувствительности на случай α1 >

1. Рассмотрим классы: Q(α1) = {Zα, α ≥ α1}, где

Zα :=
1

2

(
α

α− 1

)α−1(
α− 1

β
Xα,β − 1

)
.

Тогда по свойству инвариантности принципа Ванга относительно
сдвигово-масштабных преобразований

πPH
ρ (Zα) =

1
2

(
α

α−1

)α−1 α(ρ−1)
α−ρ , ρ < α,

∞, ρ ≥ α.

Теорема 2.2.3 Для класса рисков Q(α1) чувствительность PH-премии
вычисляется по следующей формуле:

η̃(ρ) =
ρ− 1

2

((
α1

α1 − 1

)α1−1
α1

α1 − ρ
− e

)
.

PH-премия оказывается биективна на всем интервале (1, α1).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что

(πPH
ρ (Zα))

′

α =
1

2

(
α

α− 1

)α−1
α(ρ− 1)

α− ρ

(
ln

α

α− 1
− 1

α− ρ

)
< 0, т.к.

ln
α

α− 1
= ln

(
1 +

1

α− 1

)
<

1

α− 1
<

1

α− ρ
,
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Значит, πPH
ρ (Zα) убывает по α и достигает нижней грани на бесконечности:

lim
α→∞

πPH
ρ (Zα) = lim

α→∞

1

2

(
α

α− 1

)α−1
α(ρ− 1)

α− ρ
=

ρ− 1

2
e.

Биективность PH-премии следует из монотонного убывания πρ(Zα) по α. �

Следствие 2.2.6 Чувствительность премии η̃(ρ) для класса рисков
Q(α1) — функция непрерывная, гладкая, возрастающая от 0 в 1 до +∞
в α1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Производная чувствительности равна:

η̃′(ρ) =
1

2

((
α1

α1 − 1

)α1−1
α1(α1 − 1)

(α1 − ρ)2 − e

)
.

Заметим, что формально η̃′(ρ) = 0 при

ρ = α1 ±

√
α1(α1 − 1)

e

(
α1

α1 − 1

)α1−1

.

Оба нуля производной выходят за пределы интервала (1, α1), а между
ними она положительна. Таким образом доказано, что чувствительность воз-
растает. Непрерывность и гладкость следует из явного вида функций чув-
ствительности и ее производной. �

Следствие 2.2.7 Пусть параметр ρ ограничен отрезком [ρ1, ρ2] ⊂
(1, α1). Тогда максимум чувствительности для класса рисков Q(α1) всегда
достигается в точке ρ2.

График чувствительности для класса рисков Q(α1) при α1 = 1, 5 пред-
ставлен на рисунке 2.4.

2.3 Пример Янг и его обобщения

2.3.1 История вопроса

Еще в 1998 году при изучении принципа пропорционального изменения ин-
тенсивности Кристофидес предположил, что для любых параметрических се-
мейств распределений с постоянной асимметрией PHp эквивалентен SDp [17].
Янг удалось опровергнуть предположение Кристофидеса в общей его форме,
предложив контрпример ([52]): двустороннее показательное распределение с
конкретными значениями параметров и функцией искажения g(x) =

√
x.
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Рис. 2.4: График чувствительности для класса рисков Q(α1) при α1 = 1, 5

Пример, найденный Янг, представляет собой теоретически важный (как
контрпример к предположению Кристофидеса), но весьма частный случай.
При его рассмотрении возникают, в том числе, следующие вопросы:

1) можно ли привести другие примеры или он единичен?
2) насколько велик разброс значений центрированной и нормированной

премии — как на подмножествах постоянной асимметрии, так и на всем се-
мействе рисков, предложенных Янг (ведь в ее числовом примере эта разница
слишком мала, чтобы иметь практическое значение)?

Далее мы попытаемся ответить на эти вопросы.
Напомним определение асимметрии случайной величины.
Определение 2.3.1 Асимметрия случайной величины X:

Skew X =
E(X − EX)3√

(DX)3
.

Следуя Янг, рассмотрим класс случайных величин, имеющих двусторон-
нее экспоненциальное распределение с параметрами (α, β, w), α, β > 0, 0 <

w < 1. Функция дожития имеет следующий вид:

SX(t) =

w + (1− w)(1− eβt), t < 0,

we−αt, t ≥ 0,

а плотность:

fX(t) = −S ′X(t) =

(1− w)βeβt, t < 0,

wαe−αt, t ≥ 0.
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Найдем числовые характеристики распределения:

EX =
w

α
− 1− w

β
,

DX =
w(2− w)

α2 +
1− w2

β2 + 2
w(1− w)

αβ
,

Skew X = 2

1−(1−w)3

α3 − 1−w3

β3 + 3w(1−w)
αβ

(
1−w

α − w
β

)
√(

w(2−w)
α2 + 1−w2

β2 + 2w(1−w)
αβ

)3
.

Рассмотрим g(x) =
√

x. Тогда

Hg(X) = 2

√
w

α
+

2

β

(
(
√

w − 1)− ln

√
w + 1

2

)
,

Hg(X)− EX√
DX

=

√
w

α (2−
√

w)− 1
β

(
(1−

√
w)2 + 2 ln

√
w+1
2

)
√

w(2−w)
α2 + 1−w2

β2 + 2w(1−w)
αβ

.

Как показала Янг, если взять α1 = α2 = 1, β1 = 4, β2 = 2, 27466, w1 = 0, 9,
w2 = 0, 1, то у случайных величин X1 и X2 асимметрии равны: Skew X1 =

Skew X2 = 1, 84166, однако

Hg(X1)− EX1√
DX1

= 0, 98684,
Hg(X2)− EX2√

DX2
= 1, 02386,

т.е. принцип Ванга и среднеквадратический принцип не эквивалентны.
Поскольку в дальнейшем мы будем изучать поведение приведенной (т.е.

центрированной и нормированной) премии, то для простоты введем новую
случайную величину:

Y =
X − EX√

DX
.

Тогда

Hg(Y ) =
Hg(X)− EX√

DX
, Skew Y = Skew X.

Заметим, что величины Skew Y , Hg(Y ) зависят не столько от α и β, сколь-
ко от их отношения, а именно, если увеличить α и β в одинаковое количество
раз, то рассматриваемые величины не изменятся. Положим α + β = 1, т.е.
β = 1−α и пусть α ∈ (0, 1). Тогда α/β ∈ (0,∞). Таким образом, получается,
что рассмотренные величины можно изучать в единичном квадрате (по w и
по α).
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Выразив β через α и проведя ряд преобразований, получим:

Hg(Y ) =

√
w(2−

√
w)− α

(
1 + 2 ln 1+

√
w

2

)
√
−w2 + 2(1− α)w + α2

, (2.1)

Skew Y = 2
w3 − 3(1− α)w2 + 3(1− α)2w − α3√

(−w2 + 2(1− α)w + α2)3
. (2.2)

Далее исследуем поведение премии и асимметрии на единичном квадрате
вообще и поведение премии на линиях уровня асимметрии в частности.

2.3.2 Поведение премии и асимметрии в предельных случаях

Утверждение 2.3.1 Асимметрия обладает следующим свойством:

Skew Y (w, α) = − Skew Y (1− w, 1− α).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сделаем замену: u = 1− w, β = 1− α. Тогда

Skew Y (w, α) = 2
w3 − 3(1− α)w2 + 3(1− α)2w − α3√

(−w2 + 2(1− α)w + α2)3
=

= 2
(1− u)3 − 3β(1− u)2 + 3β2(1− u)− (1− β)3√

(−(1− u)2 + 2β(1− u) + (1− β)2)3
=

= −2
u3 − 3(1− β)u2 + 3(1− β)2u− β3√

(−u2 + 2(1− β)u + β2)3
= − Skew Y (1− w, 1− α).�

Заметим, что обе функции — премии и асимметрии — продолжаются по
непрерывности на стороны квадрата, за исключением точек (0,0) и (1,1).

Утверждение 2.3.2 На сторонах и в углах единичного квадрата премия
и асимметрия ведут себя следующим образом:

2.1. w = 0

Skew Y = −2, Hg(Y ) = 2 ln 2− 1 ≈ 0, 386; (2.3)

2.2. w = 1

Skew Y = 2, Hg(Y ) = 1; (2.4)

2.3. α = 0

Skew Y = 2
w2 − 3w + 3√

w(2− w)3
, Hg(Y ) =

2−
√

w√
2− w

; (2.5)
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2.4. α = 1

Skew Y = −2
w2 + w + 1√

(1− w)(1 + w)3
, Hg(Y ) = −

(1−
√

w)2 + 2 ln 1+
√

w
2√

1− w2
; (2.6)

2.5. α = 0, w → 0

Skew Y → +∞, Hg(Y ) →
√

2; (2.7)

2.6. α = 1, w → 1

Skew Y → −∞, Hg(Y ) → 0. (2.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Переходим к соответствующим пределам в фор-
мулах (2.1) и (2.2).�

Возникает вопрос — имеют ли значения премии на сторонах квадрата со-
держательный смысл или это просто формальные пределы? Ответ на него
дает следующее утверждение.

Утверждение 2.3.3 Рассмотрим случайные величины Ya→i, (i = 0; 1) с
функциями дожития lima→i SY (t), где a — один из параметров распределе-
ния случайной величины Y . Тогда

3.1.

SYw→0
(t) =

1− e(t−1), t < 1,

0, t ≥ 1.

3.2.

SYw→1
(t) =

1, t < −1,

e−(t+1), t ≥ −1.

3.3.

SYα→0
(t) =

1, t < −
√

w
2−w ,

we−
√

w(
√

w+
√

2−wt), t ≥ −
√

w
2−w .

3.4.

SYα→1
(t) =

w + (1− w)
(
1− e−

√
1−w(

√
1−w−

√
1+wt)

)
, t <

√
1−w
1+w ,

0, t ≥
√

1−w
1+w .

и
lim
a→i

Hg(Y ) = Hg(Ya→i), i = 0; 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что:

SY (t) =

w + (1− w)(1− e(1−α)(EX+DXt)), t < − EX√
DX

,

we−α(EX+DXt), t ≥ − EX√
DX

.
=

=


w + (1− w)(1− e

1
α

(
(w−α)+

√
−w2+2(1−α)w+α2t

)
), t < α−w√

−w2+2(1−α)w+α2
,

we
1

1−α

(
(α−w)−

√
−w2+2(1−α)w+α2t

)
, t ≥ α−w√

−w2+2(1−α)w+α2
.

Тогда равенства 3.1−3.4 получаются предельным переходом в силу непре-
рывности функции дожития по параметрам. Рассмотрим премии:

Hg(Yw→0) =

∫ 0

−∞
(
√

1− et−1 − 1)dt +

∫ 1

0

√
1− et−1dt =

= 1 +

∫ 1

−∞
(
√

1− et−1 − 1)dt =
[√

1− et−1 = y
]

= 1 +

∫ 0

1
(y − 1)

(
− 2y

1− y2

)
dy = 1− 2

∫ 1

0

(
1− 1

1 + y

)
dy =

= 1− 2 [y − ln (1 + y)] |10 = 2 ln 2− 1 = lim
w→0

Hg(Y ).

Hg(Yw→1) =

∫ 0

−1

(
e−0,5(t+1) − 1

)
dt +

∫ +∞

0
e−0,5(t+1)dt =

=

∫ +∞

−1
e−0,5(t+1)dt− 1 =

1√
e

∫ +∞

−1
e−

t
2dt− 1 =

=
1√
e
(−2)

[
e−

t
2

]
|+∞−1 − 1 = 2− 1 = 1 = lim

w→1
Hg(Y ).

Hg(Yα→0) =

∫ 0

−
√

w
2−w

(√
we−0,5

√
w(
√

w+
√

2−wt) − 1
)

dt+

+

∫ +∞

0

√
we−0,5

√
w(
√

w+
√

2−wt)dt =

=

∫ +∞

−
√

w
2−w

√
we−0,5

√
w(
√

w+
√

2−wt)dt−
√

w

2− w
=

=
√

we−0,5w

(
− 2√

w(2− w)

)[
e−0,5

√
w(2−w)t

]
|+∞
−
√

w
2−w

−
√

w

2− w
=
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=
2√

2− w
−
√

w

2− w
=

2−
√

w√
2− w

= lim
α→0

Hg(Y ).

Hg(Yα→1) =

∫ 0

−∞

(√
w + (1− w)

(
1− e−

√
1−w(

√
1−w−

√
1+wt)

)
− 1

)
dt+

+

∫ √ 1−w
1+w

0

√
w + (1− w)

(
1− e−

√
1−w(

√
1−w−

√
1+wt)

)
dt =

=

∫ √ 1−w
1+w

−∞

(√
w + (1− w)

(
1− e−

√
1−w(

√
1−w−

√
1+wt)

)
− 1

)
dt +

√
1− w

1 + w
=[√

w + (1− w)
(
1− e−

√
1−w(

√
1−w−

√
1+wt)

)
= y

]
=

∫ √
w

1
(y − 1)

−2y√
1− w2(1− y2)

dy +

√
1− w

1 + w
=

=
2√

1− w2

∫ √
w

1

y

1 + y
dy +

√
1− w

1 + w
=

=
2√

1− w2

(
(
√

w − 1)− ln
1 +

√
w

2

)
+

√
1− w

1 + w
=

= −
(1−

√
w)2 + 2 ln 1+

√
w

2√
1− w2

= lim
α→1

Hg(Y ).�

Таким образом, значения премии на сторонах квадрата, за исключением
точек (0, 0) и (1, 1), соответствуют некоторым предельным (в смысле слабой
сходимости) распределениям. А именно, стороне квадрата w = 1 соответству-
ет одно, сдвинутое показательное распределение (что объясняет постоянство
там премии и асимметрии). Стороне α = 0 соответствуют различные смеси
вырожденных и сдвинутых показательных распределений. Противополож-
ным сторонам w = 0 и α = 1 соответствуют противоположные распределения
(в смысле замены знака случайной величины).

Утверждение 2.3.4 Нижняя грань премии Hg(Y ) по квадрату равна 0,
а верхняя грань равна

√
(2 ln 2− 1)2 + 2 ≈ 1, 466.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что при приближении к точке (1, 1) по
направлению α = 1, премия стремится к 0. А поскольку значение премии не
может быть меньше 0, то делаем вывод, что 0 — это нижняя грань премии
на сторонах квадрата и по всему квадрату.
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Далее, покажем, что
√

2 — верхняя грань премии по сторонам квадрата.
На сторонах квадрата w = 0 и w = 1 премия постоянна и меньше, чем√

2. По стороне квадрата α = 0 премия убывает по w, т.к. ее производная
отрицательна:

(Hg(Y ))′w = − 1−
√

w√
w(2− w)3

< 0.

Следовательно, наибольшее значение достигается при w → 0 и равно
√

2.
По стороне квадрата α = 1 премия также убывает по w, т.к. ее производная

отрицательна:

(Hg(Y ))′w = −
√

w

1− w2

(
(1− w) + 2

√
w ln

1 +
√

w

2

)
< 0.

Поясним это. Воспользуемся свойством логарифма: ln(1+x) ≥ x
c ln(1+c) при

0 ≤ x ≤ c для c = 1. Тогда ln(1 + x) ≥ x ln 2. Следовательно,

(1− w) + 2
√

w ln (1 +
√

w) ≥ 2
√

w ln (1 +
√

w) ≥

≥ 2
√

w(
√

w ln 2) = 2w ln 2 ≥ 2
√

w ln 2.

Тем самым, наибольшее значение достигается при w → 0 и равно 2 ln 2−
1 <

√
2. Таким образом, верхняя грань премии по сторонам квадрата полу-

чилась равной
√

2, значит, верхняя грань по всему квадрату не меньше.
Для нахождения максимума премии рассмотрим производную премии по

α при фиксированном w. Обозначим: u = ln 1+
√

w
2 . Тогда

Hg(Y ) =

√
w(2−

√
w)− α (1 + 2u)√

(α− w)2 + 2w(1− w)
,

(Hg(Y ))′α =
2
√

w(1−
√

w − u
√

w)α− 2w(uw +
√

w − 2u− 1)

((α− w)2 + 2w(1− w))3/2 .

Условие (Hg(Y ))′α = 0 выполнено для

α =
uw +

√
w − 2u− 1

1−
√

w − u
√

w

√
w := α0(w).

Можно проверить, что эта формула действительно дает точку максимума
премии по α при фиксированном w.

На рисунке 2.5 представлен график зависимости α0 от w.
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Рис. 2.5: График зависимости оптимального α от w.

Численно получено, что начиная с w0 ≈ 0, 258 параметр α0(w) выходит за
пределы допустимых значений — становится отрицательным. Поэтому можно
сделать вывод, что экстремум премии достигается на α0(w) для w < w0 и на
стороне α = 0 для w > w0.

Подставим полученное α0(w) в формулу для премии:

Hg(Y ) =

√
w(2−

√
w)− uw+

√
w−2u−1

1−
√

w−u
√

w

√
w(1 + 2u)√(

uw+
√

w−2u−1
1−
√

w−u
√

w

√
w − w

)2
+ 2w(1− w)

=
A√
B

, (2.9)

A = (1− 2u2)w − 4(u + 1)
√

w + (4u2 + 4u + 3),

B = (2u2−1)w2+4(u+1)w
√

w−2(3u2+2u+1)w−4(u+1)
√

w+(4u2+4u+3).

На рисунке 2.6 представлен график зависимости максимальной премии
Hg(Y ) от параметра w. При w < w0 она задается формулой (2.9), при w > w0

— (2.5).
Из графика видно, что премия убывает с ростом w, следовательно верхняя

грань премии достигается в пределе при w → 0 и равна:

Hg(Y ) =
√

4u2 + 4u + 3 + ō(
√

w) →
√

(2 ln 2− 1)2 + 2 ≈ 1, 466.

Аналитически докажем, что производная премии отрицательна в нуле.

(Hg(Y ))′w =
2A′B + B′A

B
√

B
,

A′√w(1 +
√

w) = −(2u2 + 2u− 1)w − (2u2 + 2u + 3)
√

w + 2u,
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Рис. 2.6: График зависимости премии Hg(Y ) от параметра w для оптимального α.

B′√w(1 +
√

w) = 2(2u2 + 2u + 1)w2 + 2(2u2 + 3u + 5)w
√

w−

−2(3u2 + 2u + 1)w − 6(u2 + u + 1)
√

w + 2u.

Тогда при w → 0:

(Hg(Y ))′wB
√

B
√

w(1 +
√

w) = 2u(4u2 + 4u + 3) + ō(
√

w) →

→ −2 ln 2((1− 2 ln 2)2 + 2) < 0. �

2.3.3 Структура линий уровня асимметрии и поведение премии
на них.

Из утверждения 2.3.2 мы видим, что при подходе к точке (0, 0) по линии
α = 0 асимметрия стремится к +∞, а по линии w = 0 — к −2. Значит, точка
(0, 0) является точкой разрыва асимметрии, в окрестности которой принима-
ются любые значения асимметрии, большие −2, так что из нее выходят все
соответствующие линии уровня асимметрии.

Аналогично, при подходе к точке (1, 1) по линии α = 1 асимметрия стре-
мится к −∞, а по линии w = 1 — к 2. Значит, точка (1, 1) является точкой
разрыва асимметрии, в окрестности которой принимаются любые значения
асимметрии, меньшие 2, так что из нее выходят все соответствующие линии
уровня асимметрии.

Найдем линию уровня асимметрии Skew Y = 2s. Путем возведения выра-
жения (2.2) для асимметрии в квадрат получим уравнение в разложении по

65



степеням w:
(1 + s2)w6−

−6(1− α)(1 + s2)w5+

+3(5(1− α)2 − α2s2 + 4(1− α)2s2)w4−

− 2(α3 + 9(1− α)3 + 4(1− α)3s2 − 6α2(1− α)s2)w3+ (2.10)

+3(3(1− α)4 + 2α3(1− α) + α4s2 − 4α2(1− α)2s2)w2−

−6α3(1− α)((1− α) + αs2)w+

+α6(1− s2) = 0.

Данное уравнение описывает как линию уровня асимметрии 2s, так и −2s,
вместе (при s 6= 0).

В общем случае решить данное уравнение в явном виде нельзя ни отно-
сительно α, ни относительно w. Это можно сделать в единственном случае
нулевой асимметрии.

Решим уравнение: Skew Y = 0. Достаточно приравнять нулю числитель
(2.2):

w3 − 3(1− α)w2 + 3(1− α)2w − α3 = 0.

Отсюда выразим w:

w = (1− α)− 3
√

(1− α)3 − α3 = (1− α)− 3
√

1− 3α + 3α2 − α3.

График зависимости премии Hg(Y ) от α в случае Skew Y = 0 представлен
на рисунке 2.7.

Исследовав график и проведя численный анализ полученных результатов,
можно сделать вывод, что премия для нулевой линии уровня асимметрии
возрастает от значения около 0, 4 при α = 0, достигает значения локального
максимума 0, 87 при α ≈ 0, 35 (w ≈ 0, 37), убывает до 0, 8 при α = 0, 5, где
она имеет излом, и возрастает до 1 при α = 1.

Теперь исследуем значения премии на концах линии уровня аналитически.
Утверждение 2.3.5 Для нулевой линии уровня асимметрии

w =
1

3
α3 + ō(α3), α → 0.
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Рис. 2.7: Премия для нулевой линии уровня асимметрии

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся разложением в ряд Тейлора при
α → 0:

w = (1− α)− (1− 3α + 3α2 − α3)1/3 =

= (1− α)−
(

1− α− 1

3
α3 + ō(α3)

)
=

1

3
α3 + ō(α3).�

Утверждение 2.3.6 Для нулевой линии уровня асимметрии Hg(Y ) →
2 ln 2− 1 при (α, w) → (0, 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя полученную в утверждении 2.3.5
асимптотику w(α) при α → 0, получаем:

Hg(Y ) =

√
w(2−

√
w)− α

(
1 + 2 ln 1+

√
w

2

)
√
−w2 + 2(1− α)w + α2

=

=

α
√

α
3 + ō(α)

(
2− α

√
α
3 + ō(α)

)
− α

(
1 + 2 ln

1+α
√

α
3 +ō(α)
2

)
√

2α3

3 + α2 + ō(α4)
=

=

√
α
3 + ō(α)

(
2− α

√
α
3 + ō(α)

)
−
(

1 + 2 ln
1+α
√

α
3 +ō(α)
2

)
√

2α
3 + 1 + ō(α2)

→

→ 2 ln 2− 1. �

Утверждение 2.3.7 Для нулевой линии уровня асимметрии

w = 1− 1

3
(1− α)3 + ō((1− α)3), α → 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Вытекает из утверждений 2.3.1 и 2.3.5. �

Утверждение 2.3.8 Для нулевой линии уровня асимметрии Hg(Y ) → 1

при (α, w) → (1, 1).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя полученную в утверждении 2.3.7

асимптотику w(α) при α → 1, получаем (сделав замену β = 1− α):

Hg(Y ) =

√
w(2−

√
w)− α

(
1 + 2 ln 1+

√
w

2

)
√
−w2 + 2(1− α)w + α2

=
C

D
,

C =

√
1− 1

3
β3 + ō(β3)

(
2−

√
1− 1

3
β3 + ō(β3)

)
−

−(1− β)

1 + 2 ln
1 +

√
1− 1

3β
3 + ō(β3)

2

 ,

D =

√
−
(

1− 1

3
β3 + ō(β3)

)2

+ 2β

(
1− 1

3
β3 + ō(β3)

)
+ (1− β)2.

(
1− 1

3
β3 + ō(β3)

)1/2

= 1− 1− 3

6
β3 + ō(β3), β → 0,

ln
1 +

√
1− 1

3β
3 + ō(β3)

2
= ln

(
1− 1

12
β3 + ō(β3)

)
=

1

12
β3 + ō(β3), β → 0.

Hg(Y ) =
2
(
1− 1

6β
3 + ō(β3)

)
−
(
1− 1

3β
3 + ō(β3)

)
− (1− β)

(
1 + 1

6β
3 + ō(β3)

)√
−1 + 2

3(1)β3 −
(1

3

)2
β6 + 2β − 2

3(1)β4 + 1− 2β + β2
=

=
β + ō(β)

β + ō(β)
→ 1. �

Таким образом, можно сделать вывод, что для нулевой линии уровня асим-
метрии, нижняя грань премии равна 2 ln 2− 1, а верхняя — 1.

Общую структуру линий уровня можно изучать численно. На графике 2.8
представлены области, где асимметрия принимает значения из интервалов
[n; n+1), где n = −5; 5. Границы между этими областями показывают линии
уровня (целочисленных асимметрий).

Численное моделирование плохо отражает поведение линий уровня в
окрестностях точек (0, 0) и (1, 1), но из результатов предыдущего раздела
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Рис. 2.8: Области различных значений асимметрии

мы знаем, что линии входят в эти точки. Из графика мы можем предполо-
жить, что они входят туда по касательной к прямым w = 0 и w = 1, и да-
лее мы убедимся аналитически, что это действительно так, а также изучим
поведение премии на концах линий уровня. Понятно также, что поскольку
значения асимметрии, большие 2 и меньшие −2, достигаются на сторонах
квадрата α = 0 и α = 1, то соответствующие линии уровня должны иметь
концы на этих сторонах. Кроме того, для асимметрий −2 и 2 мы убедимся,
что соответствующие линии входят в точки (1, 0) и (0, 1).

Утверждение 2.3.9 Для линии уровня асимметрии Skew Y = 2s (−1 <

s < +∞) асимптотически при α → 0:

w =
1 + s

3
α3 + ō(α3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что в силу асимптотической малости
мы можем пренебречь частью слагаемых в уравнении линии уровня асиммет-
рии (2.10), а именно, получится следующее уравнение:

9w2 − 6α3w + (1− s2)α6 + ō(α6) + ō(wα3) + ō(w2) = 0

(2w − α3)2 = s2α6 + ō(α6) + ō(wα3) + ō(w2)

w =
1± s

3
α3 + ō(α3).

Перед s необходимо выбрать знак ′+′, поскольку линии положительных уров-
ней асимметрии должны проходить ближе к стороне α = 0, чем линия нуле-
вого уровня, а значит, выше ее. �
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Утверждение 2.3.10 Для линии уровня асимметрии Skew Y = 2s (−1 <

s < +∞) премия Hg(Y ) → 2 ln 2− 1 при (α, w) → (0, 0).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя полученную в утверждении 2.3.9

асимптотику w(α) при α, w → 0, получаем:

Hg(Y ) =

√
w(2−

√
w)− α

(
1 + 2 ln 1+

√
w

2

)
√
−w2 + 2(1− α)w + α2

=

=

α
√

s+1
3 α + ō(α)

(
2− α

√
s+1
3 α + ō(α)

)
− α

(
1 + 2 ln

1+α
√

s+1
3 α+ō(α)
2

)
α
√

2(s+1)
3 α + ō(α) + 1

=

=

√
s+1
3 α + ō(α)

(
2− α

√
s+1
3 α + ō(α)

)
−
(

1 + 2 ln
1+α
√

s+1
3 α+ō(α)
2

)
√

2(s+1)
3 α + ō(α) + 1

→

→ 2 ln 2− 1. �

Утверждение 2.3.11 Для линии уровня асимметрии Skew Y = −2s (при
−1 < s < +∞) асимптотически при α → 1:

w = 1− 1− s

3
(1− α)3 + ō((1− α)3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вытекает из утверждений 2.3.1 и 2.3.9. �

Утверждение 2.3.12 Для уровня асимметрии Skew Y = −2s (−1 < s <

+∞) премия Hg(Y ) → 1 при (α, w) → (1, 1).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя полученную в утверждении 2.3.11

асимптотику w(α) при α, w → 1, получаем (сделав замену β = 1− α):

Hg(Y ) =

√
w(2−

√
w)− α

(
1 + 2 ln 1+

√
w

2

)
√
−w2 + 2(1− α)w + α2

=
E

F
,

E =

√
1− 1− s

3
β3 + ō(β3)

(
2−

√
1− 1− s

3
β3 + ō(β3)

)
−

−(1− β)

1 + 2 ln
1 +

√
1− 1−s

3 β3 + ō(β3)

2

 ,

70



F =

√
−
(

1− 1− s

3
β3 + ō(β3)

)2

+ 2β

(
1− 1− s

3
β3 + ō(β3)

)
+ (1− β)2.

(
1− 1− s

3
β3 + ō(β3)

)1/2

= 1− 1− 3

6
β3 + ō(β3), β → 0

ln
1 +

√
1− 1−s

3 β3 + ō(β3)

2
= ln

(
1− 1− s

12
β3 + ō(β3)

)
=

=
1− s

12
β3 + ō(β3), β → 0.

Hg(Y ) =
β + ō(β)

β + ō(β)
→ 1. �

Утверждение 2.3.13 На линии уровня Skew Y = 2 премия Hg(Y ) → 1

при (α, w) → (0, 1).
Д о к а з а т е л ь с т в о. В предыдущих обозначениях рассмотрим слу-

чай s = 1, т.е. Skew Y = 2. Разделим уравнение (2.10) на w(w − 1):

2w4 − 2(5− 6α)w3 + (24α2 − 42α + 17)w2+

+3(4α3 − 14α2 + 12α− 3)w + 6α3(1− α) = 0.

Устремим α → 0, тогда:

2w4 − 10w3 + 17w2 − 9w = 0.

Данное уравнение имеет корни w = 0 и w = 1. Таким образом, линия
уровня асимметрии 2 имеет концы (0,0) и (0,1).

Найдем асимптотику при α → 0, w → 1. Перепишем уравнение по степе-
ням α:

6α4−6(2w+1)α3−6w(4w−7)α2−6w(2w2−7w+6)α−w(2w3−10w2+17w−9) = 0.

Заметим, что в силу асимптотической малости мы можем пренебречь ча-
стью слагаемых (с более высокими степенями α) в уравнении:

−w(2w3 − 10w2 + 17w − 9)− 6w(2w2 − 7w + 6)α + ō(α) = 0.

Сделаем замену u = 1− w → 0. Тогда

−u(2u2 + 4u + 3)− 6(2u2 + 3u + 1)α + ō(α) = 0.
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В силу асимптотической малости мы можем пренебречь частью слагаемых
(с более высокими степенями u) в уравнении:

6α− 3u + ō(α) + ō(u) = 0,

u = 2α + ō(α),

w = 1− 2α + ō(α),

Hg(Y ) =

√
w(2−

√
w)− α

(
1 + 2 ln 1+

√
w

2

)
√
−w2 + 2(1− α)w + α2

=

=

√
1− 2α + ō(α)

(
2−

√
1− 2α + ō(α)

)
− α

(
1 + 2 ln

1+
√

1−2α+ō(α)
2

)
√
− (1− 2α + ō(α))2 + 2(1− α)(1− 2α + ō(α)) + α2

→

→ 1 при α → 0. �

Утверждение 2.3.14 На линии уровня Skew Y = −2 премия Hg(Y ) →
2 ln 2− 1 при (α, w) → (1, 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом свойств линии уровня Skew Y = 2,
полученных в доказательстве утверждения 2.2.13, и с помощью утверждения
2.2.1, получаем, что линия уровня асимметрии Skew Y = −2 имеет концы
(1,1) и (1,0), причем асимптотика в окрестности точки (1,0) имеет вид:

1− w = 1− 2(1− α) + ō(w),

α = 1− w

2
+ ō(w).

Найдем асимптотическое поведение (при w → 0, α → 1) премии для уровня
асимметрии Skew Y = −2:

Hg(Y ) =

√
w(2−

√
w)− α

(
1 + 2 ln 1+

√
w

2

)
√
−w2 + 2(1− α)w + α2

=

=

√
w(2−

√
w)−

(
1− w

2 + ō(w)
) (

1 + 2 ln 1+
√

w
2

)
√
−w2 + 2

(
1−

(
1− w

2 + ō(w)
))

w +
(
1− w

2 + ō(w)
)2 → 2 ln 2− 1

при w → 0. �

Таким образом, делаем вывод, что нижняя грань премии на линии уровня
асимметрии Skew Y = −2 не больше 2 ln 2− 1 (соответствующее значение на
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границе), а верхняя грань премии на линии уровня асимметрии Skew Y = 2

не меньше 1 (соответствующее значение на границе).
Аналогичные рассуждения верны и в случае произвольной линии уров-

ня асимметрии. Было бы хорошо, если бы значения премии на концах были
экстремумами, но это не так: численное моделирование показывает, что мак-
симумы могут достигаться не на концах линий, а внутри квадрата.

Численно были получены максимальные значения премии для некоторых
положительных значений асимметрии и минимальные значения премии для
некоторых отрицательных значений асимметрии. Данные результаты пред-
ставлены в следующих таблицах:

на границе максимум
Skew Y Hg(Y ) α w Hg(Y ) α w

5 1,1760 0 0,1660 1,1952 0,1486 0,0924
4 1,1341 0 0,2495 1,1521 0,1940 0,1009
3 1,0770 0 0,4146 1,0993 0,2443 0,0888
2 1 0 1 1,0368 0,2853 0,0706

минимум (на границе)
Skew Y Hg(Y ) α w

-5 0,1471 1 0,8340
-4 0,1823 1 0,7505
-3 0,2401 1 0,5854
-2 0,3863 1 0

2.3.4 Выводы

Суммируя результаты утверждений 2.3.2, 2.3.3, 2.3.5, 2.3.7, 2.3.9, 2.3.11-2.3.13
и численного анализа (рис. 2.5, 2.6), приходим к следующим выводам.

1. Нижняя грань премии по квадрату равна 0, а верхняя грань равна√
(2 ln 2− 1)2 + 2.
2. На линиях уровня асимметрии в отрезке от −2 до 2 предел премии на

нижнем конце равен 2 ln 2− 1, на верхнем — 1.
3. На линиях уровня асимметрии, большей 2, предел премии на нижнем

конце равен 2 ln 2− 1, а на верхнем — некоторому числу в интервале от 1 до
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√
2, которое можно найти численно по формулам (2.5) для данного значения

асимметрии.
4. На линиях уровня асимметрии, меньшей −2, предел премии на верхнем

конце равен 1, а на нижнем — некоторому числу в интервале от 0 до 2 ln 2−
1, которое можно найти численно по формулам (2.6) для данного значения
асимметрии.

Ниже, на рисунке 2.9, представлен график зависимости премии на верхнем
и нижнем концах линии уровня от асимметрии, иллюстрирующий выводы 2-
4.

Рис. 2.9: График зависимости премии на верхнем и нижнем концах линии уровня от асим-
метрии

С учетом этого, можно оценить нижнюю и верхнюю грани премии на лю-
бой линии уровня. Понятно, что нижняя грань не больше наименьшего из
предельных значений на концах, а верхняя грань — не меньше наибольшего
из этих значений.

В общем случае, абсолютная чувствительность премии на подсемействах
постоянной асимметрии составляет не менее 2−2 ln 2 ≈ 0, 614, что приблизи-
тельно равно 42% от абсолютной чувствительности премии по всему семей-
ству распределений, равной

√
(2 ln 2− 1)2 + 2 ≈ 1, 466.
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2.4 Границы премии при моментных условиях

Будем рассматривать класс рисков

CN = {X : EX = 0, DX = 1}.

Понятно, что в силу сдвигово-масштабной инвариантности принципа Ван-
га по границам премий для класса рисков с нулевым средним и единичной
дисперсией можно определить границы для любого класса с заданными сред-
ним и дисперсией (с помощью соответствующего сдвигово-масштабного пре-
образования).

Утверждение 2.4.1 При любой вогнутой функции искажения, имеющей
производную в точке 1, нижняя граница премии Ванга по классу CN равна
нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим класс рисков с дискретным распре-
делением:

{X : P (X = a) = p; P (X = b) = 1− p, EX = 0, DX = 1} ⊆ CN,

где a < 0, b > 0. Условия на среднее и дисперсию дают следующие уравнения
на параметры:

EX = ap + b(1− p) = 0,

DX = a2p + b2(1− p) = 1,

откуда получаем:

a = −1

b
, p =

b2

b2 + 1
.

Премия Ванга равна

Hg(X) =

∫ 0

−∞
(g(SX(t))− 1)dt +

∫ +∞

0
g(SX(t))dt =

= g(1− p)(b− a) + a =
1

b

(
(b2 + 1)g

(
1

b2 + 1

)
− 1

)
.

Рассмотрим предел премии при b → 0.

lim
b→0

Hg(X) = lim
b→0

(b2 + 1)g
( 1

b2+1

)
− 1

b
= lim

b→0

(
(b2 + 1)g

( 1
b2+1

)
− 1
)′

b′
=

= 2 lim
b→0

bg

(
1

b2 + 1

)
− 2 lim

b→0

b

b2 + 1
g′
(

1

b2 + 1

)
= 0,
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поскольку g′(1) < 1 в силу вогнутости функции g. Таким образом, предел
премии при b → 0 есть ноль, а т.к. меньше премия быть не может, то ноль
(который получается для двухточечных распределений) — это нижняя грань
премии Ванга по всем распределениям. �

Утверждение 2.4.2 Если g(x) ≥ A
√

x, A > 0, в некоторой окрестности
нуля, то максимум премии Ванга по классу CN равен бесконечности.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим риск X с функцией дожития

SX(t) =

1, t < e

e2

t2(ln t)3/2 , e ≤ t.

Тогда

EX =

∫ e

0
dt +

∫ +∞

e

e2

t2(ln t)3/2dt < ∞,

DX =

∫ +∞

e

e2 4 ln t + 3

2t(ln t)5/2dt− (EX)2 < ∞.

Таким образом, среднее и дисперсия X конечны, поэтому его можно центри-
ровать и нормировать так, чтобы он принадлежал классу CN . При этом для
функции искажения g(x) ≥ A

√
x при 0 ≤ x ≤ x0 премия Ванга

Hg(X) ≥
∫ e

0
dt +

∫ S−1
X (x0)

e

g(SX(t))dt + A

∫ +∞

S−1
X (x0)

e

t(ln t)3/4dt = +∞.

При центрировании и нормировании X премия Ванга останется бесконечной.
�

Далее будем рассматривать задачу поиска верхней границы премии Ванга

Hg(X) =

∫ 0

−∞

(
g(SX(t))− 1

)
dt +

∫ ∞

0
g(SX(t))dt =

∫ 1

0
F−1

X (u)g′(1− u)du

для класса CN , т.е. при выполнении следующих условий:

EX =

∫ 1

0
F−1

X (u)du = 0, DX =

∫ 1

0
(F−1

X (u))2du = 1.

Это задача вариационного исчисления, относящаяся к классу изопериметри-
ческих, и решать мы ее будем методом неопределенных множителей Лагран-
жа (см., например, [25]). Обозначим x(u) := F−1

X (u). Здесь и далее под F−1
X (u)

будем понимать F−1
X (u) = inf{x : FX(x) ≥ u}.
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Теорема 2.4.1 Пусть функция искажения g возрастающая, вогну-
тая на [0,1], имеющая непрерывную производную на (0,1). Пусть G =∫ 1

0 (g′(u))2du < ∞. Тогда maxX∈CN Hg(X) =
√

G− 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию Лагранжа

L(x, λ1, λ2) =

∫ 1

0
xg′(1− u)du + λ1

∫ 1

0
xdu + λ2

(∫ 1

0
x2du− 1

)
.

Метод множителей Лагранжа дает следующую систему:
δL
δx = g′(1− u) + λ1 + 2λ2x = 0,

∂L
∂λ1

=
∫ 1

0 xdu = 0,

∂L
∂λ2

=
∫ 1

0 x2du− 1 = 0.

Из первого уравнения системы получаем

x = −g′(1− u) + λ1

2λ2
.

Подставим x(u) в последние два уравнения системы:∫ 1

0
−g′(1− u) + λ1

2λ2
du = −1 + λ1

2λ2
= 0,

откуда λ1 = −1, и∫ 1

0

1

4λ2
2
(1− g′(1− u))

2
du− 1 =

1

4λ2
2

(∫ 1

0
(g′(u))2du

)
− 1 = 0,

откуда λ2 = −1
2

√
G− 1. Значение λ2 выбирается отрицательным, поскольку

x(u) должна быть неубывающей функцией. Следовательно,

x =
g′(1− u)− 1√

G− 1
.

Тогда

Hg(X) =

∫ 1

0

g′(1− u)− 1√
G− 1

g′(1− u)du =
1√

G− 1
(G− 1) =

√
G− 1.

Покажем, что это глобальный максимум. Из неравенства Коши-
Буняковского:∫ 1

0
(x + µ)g′(1− u)du ≤

[(∫ 1

0
(g′(1− u))2du

)(∫ 1

0
(x + µ)2du

)] 1
2

.
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Следовательно,
Hg(X) + µ ≤

√
G
√

1 + µ2,

откуда
Hg(X) ≤

√
G
√

1 + µ2 − µ.

Обозначим
f(µ) =

√
G
√

1 + µ2 − µ

и найдем минимум по µ.

f ′(µ) =
1

2

√
G

1 + µ22µ− 1 =
√

G
µ√

1 + µ2
− 1 = 0,

откуда

µ =
1√

G− 1
.

Таким образом,

Hg(X) ≤
√

G

√
1 +

1

G− 1
− 1

G− 1
=
√

G− 1,

откуда следует, что методом вариаций был найден глобальный максимум пре-
мии. �

Пример 2.4.1 Рассмотрим случай, когда gr(u) = 1 − (1 − u)r, r > 1.
Данный пример для натуральных r рассмотрен в [25].

max
X∈CN

Hgr
(X) =

√∫ 1

0
r2(1− u)2r−2du− 1 =

√
r2

2r − 1
− 1 =

r − 1√
2r − 1

.

max
X∈CN

Hgr
(X) ∼

√
r

2
, r →∞.

Пример 2.4.2 Рассмотрим случай PH-принципа, т.е. когда gρ(u) = u1/ρ,
ρ > 1.

max
X∈CN

Hgρ
(X) =

√∫ 1

0

1

ρ2u
2/ρ−2du− 1 =

√
1

ρ(2− ρ)
− 1 =

ρ− 1√
ρ(2− ρ)

.

В данном примере (из доказательства теоремы 2.4.1) получается, что

SX(t) =

 1

ρ +
√

ρ
2−ρ(ρ− 1)t


ρ

ρ−1

, t ≥ −2− ρ

ρ
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т.е. максимум премии дает центрированное, нормированное распределение
Парето с параметром α = ρ

ρ−1 (см. параграф 2.2).
Пример 2.4.3 Рассмотрим

gr(u) =
1− e−ru

1− e−r
, r > 0.

Тогда максимум премии равен

max
X∈CN

Hgr
(X) =

√∫ 1

0

(
re−ru

1− e−r

)2

du− 1 =

√
r(1− e−2r)

2(1− e−r)2 − 1 =

=

√
(r − 2) + 4e−r − (r + 2)e−2r

2(1− e−r)2 .

Имеет место асимптотика:

max
X∈CN

Hgr
(X) ∼

√
r

2
, r →∞.

Пример 2.4.4 Рассмотрим

gr(u) =
ln(1 + ru)

ln(1 + r)
, r > 0.

Тогда максимум премии равен

max
X∈CN

Hgr
(X) =

√∫ 1

0

(
r

ln(1 + r)
(1 + ru)

)2

du− 1 =

=

√
r2

(1 + r) ln2(1 + r)
− 1 =

√
r2 − (1 + r) ln2(1 + r)

ln(1 + r)
√

1 + r
.

Имеет место асимптотика:

max
X∈CN

Hgr
(X) ∼

√
r

ln r
, r →∞.

Пример 2.4.5 Рассмотрим

gr(u) =
(1 + ru)β − 1

(1 + r)β − 1
, 0 < β < 1, r > 0.

Пусть сначала β = 1/2. Тогда максимум премии равен

max
X∈CN

Hgr
(X) =

√∫ 1

0

(
r

2(
√

1 + r − 1)
· 1√

1 + ru

)2

du− 1 =
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=

√
r ln(r + 1)− 4(

√
r + 1− 1)

2(
√

r + 1− 1)
.

Имеет место асимптотика:

max
X∈CN

Hgr
(X) ∼ 1

2

√
ln r, r →∞.

Пусть теперь β 6= 1/2. Тогда максимум премии равен

max
X∈CN

Hgr
(X) =

√∫ 1

0

(
βr

(1 + r)β − 1
(1 + ru)β−1

)2

du− 1 =

=

√
β2r

((1 + r)β − 1)2

(1 + r)2β−1 − 1

2β − 1
− 1.

Пусть β > 1/2. Тогда

lim
r→∞

max
X∈CN

Hgr
(X) = lim

r→∞

√√√√√ β2 1
1
r +1

(
1− 1

(1+r)2β−1

)
(
1− 2 1

(1+r)β + 1
(1+r)2β

)
(2β − 1)

=
β√

2β − 1
.

Пусть β < 1/2. Тогда

lim
r→∞

max
X∈CN

Hgr
(X) = lim

r→∞

√√√√ β2 ((1 + r)1−2β − 1)((1
r + 1

)2β − 2
( 1

r2 + 1
r

)β
+ 1

r2β

)
(1− 2β)

= ∞.

Имеет место асимптотика:

max
X∈CN

Hgr
(X) ∼ β√

1− 2β
r

1
2−β, r →∞.

Пример 2.4.6 Рассмотрим

gr(u) =
sin ru

sin r
, 0 < r ≤ π

2
.

Тогда максимум премии равен

max
X∈CN

Hgr
(X) =

√∫ 1

0

( r

sin r
cos(ru)

)2
du− 1 =

=

√
r

sin2 r
· sin 2r + 2r

4
− 1.
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При r = π/2 получаем:

max
X∈CN

Hgr
(X) =

π

2
√

2
.

Утверждение 2.4.3 Если G = +∞, то верхняя граница премии Ванга
по классу CN равна бесконечности.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим последовательность {un} такую,
что 0 < un < 1, un → 0, n →∞. Построим функции

gn(u) =

ug(un)
un

, u ≤ un,

g(u), u > un.

Тогда

Gn =
g2(un)

un
+

∫ +∞

un

(g′(u))2du →∞, n →∞.

По теореме 2.4.1 для каждого gn найдется такое Xn ∈ CN , что Hgn
(Xn) =

√
Gn − 1. С другой стороны, Hg(Xn) ≥ Hgn

(Xn) в силу вогнутости функции
g. Получаем, что Hg(Xn) стремится к бесконечности, а отсюда уже следует,
что верхняя граница премии Ванга по классу CN равна бесконечности (т.е.
можно найти такую последовательность, по которой предел бесконечен). �
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Глава 3

Предельные теоремы и оценки

3.1 Теоремы о непрерывности и оценки разности

Введем следующую метрику, определенную на множестве функций искаже-
ния (таких, что указанное выражение конечно):

ρq(g1, g2) = sup
0<t<1

∣∣∣∣g1(t)− g2(t)

q(t)

∣∣∣∣ ,
где q(t) ≥ 0, q(0) = q(1) = 0.

Обозначим Iq(X) =
∫ +∞
−∞ q(SX(t))dt.

Рассмотрим также следующую метрику, определенную на множестве слу-
чайных величин и называемую средней метрикой:

ζ1(X1, X2) =

∫ +∞

−∞
|F1(t)− F2(t)|dt,

где Fi — функция распределения с.в. Xi.
Лемма 3.1.1 Если ρq(g1, g2) < ∞ и Iq(X) < ∞, то верно следующее

неравенство:
|Hg1

(X)−Hg2
(X)| ≤ ρq(g1, g2)Iq(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о.

|Hg1
(X)−Hg2

(X)| ≤
∣∣∣∣∫ +∞

−∞
(g1(SX(t))− g2(SX(t)))dt

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ +∞

−∞
|g1(SX(t))− g2(SX(t))| dt ≤ ρq(g1, g2)

∫ +∞

−∞
q(SX(t))dt =

= ρq(g1, g2)Iq(X). �
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Теорема 3.1.1 Рассмотрим класс функций gr(x), непрерывных в точке
r0 в метрике ρq, т.е. ρq(gr, gr0

) → 0, r → r0. Пусть Iq(X) < ∞. Тогда
Hgr

(X) → Hgr0
(X) при r → r0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 3.1.1 имеем:∣∣Hgr
(X)−Hgr0

(X)
∣∣ ≤ ρq(gr, gr0

)Iq(X) → 0 при r → r0. �

Лемма 3.1.2 Если для всех X ∈ R верно |Hg1
(X) − Hg2

(X)| ≤ ε, то
|η1 − η2| ≤ 2ε, где ηi = η(R,Hgi

).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из того, что |Hg1

(X) − Hg2
(X)| ≤ ε, следует, с

одной стороны, что

Hg1
(X) ≤ Hg2

(X) + ε ≤ sup
X

Hg2
(X) + ε.

А поскольку это верно для всех X ∈ R, то можно перейти к супремуму:

sup
X

Hg1
(X) ≤ sup

X
Hg2

(X) + ε.

С другой стороны,

Hg1
(X) ≥ Hg2

(X)− ε ≥ inf
X

Hg2
(X)− ε.

А поскольку это верно для всех X ∈ R, то можно перейти к инфимуму:

inf
X

Hg1
(X) ≥ inf

X
Hg2

(X)− ε.

Следовательно, η1 ≤ η2 +2ε. А в силу симметрии η1 и η2 верно и обратное,
т.е. η2 ≤ η1 + 2ε. Таким образом, получаем, что |η1 − η2| ≤ 2ε. �

Теорема 3.1.2 Рассмотрим семейство рисков R такое, что ∀X ∈ R

верно Iq(X) ≤ C и класс функций gr(x), непрерывных по r в точке r0 в
метрике ρq. Тогда чувствительность ηr = η(R,Hgr

) непрерывна в точке
r0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 3.1.1 для всех X ∈ R имеем:∣∣Hgr
(X)−Hgr0

(X)
∣∣ ≤ Cρq(gr, gr0

) → 0 при r → r0.

Согласно лемме 3.1.2 получаем, что |ηr−ηr0
| → 0 при r → r0. Следовательно,

чувствительность непрерывна по r в точке r0. �
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Следствие 3.1.1 Если в условиях теоремы 3.1.2 функции gr(x) непре-
рывны по r на некотором отрезке K в метрике ρq, то ηr имеет максимум
на отрезке K.

Утверждение 3.1.1 Пусть q(t) = t(1− t). Тогда при условии существо-
вания конечного первого момента у случайной величины верно неравенство:
Iq(X) ≤ E|X| < ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

Iq(X) =

∫ +∞

−∞
q(SX(t))dt =

∫ 0

−∞
SX(t)(1−SX(t))dt+

∫ +∞

0
SX(t)(1−SX(t))dt ≤

≤
∫ 0

−∞
FX(t)dt +

∫ +∞

0
SX(t)dt = E|X|.

Далее, для q(t) = t(1−t) исследуем на непрерывность в метрике ρq некото-
рые классы функций gr(x), имеющих конечную производную в нуле, а имен-
но, будем проверять условие ρq(gr, gr0

) → 0, r → r0. �

Пример 3.1.1 Покажем, что класс функций gr(t) = 1− (1− t)r обладает
свойством непрерывности в метрике ρq при r > 1. Для r1 < r2:

ρq(gr1
, gr2

) = sup
0<t<1

∣∣∣∣(1− t)r1 − (1− t)r2

t(1− t)

∣∣∣∣ =

= sup
0<t<1

∣∣∣∣(1− t)r1−1(1− (1− t)r2−r1)

t

∣∣∣∣ ≤
≤ sup

0<t<1

∣∣∣∣(1− t)r1−1(r2 − r1) ln(1− t)

t

∣∣∣∣ =

= (r2 − r1) sup
0<t<1

∣∣∣∣(1− t)r1−1 ln(1− t)

t

∣∣∣∣ .
Функция под знаком супремума конечна, если t отстоит от 0 и 1. Соответ-

ственно, необходимо рассмотреть пределы при t → 0 и t → 1:

lim
t→0

∣∣∣∣(1− t)r1−1 ln(1− t)

t

∣∣∣∣ = lim
t→0

∣∣∣∣(1− t)r1−1t

t

∣∣∣∣ = 1.

lim
t→1

∣∣∣∣(1− t)r1−1 ln(1− t)

t

∣∣∣∣ = lim
t→0

∣∣∣∣tr1−1 ln t

1− t

∣∣∣∣ = 0.

Следовательно, функция под знаком супремума конечна для всех 0 < t <

1. И значит, ρq(gr, gr0
) → 0, r → r0 для r0 > 1.

84



Пример 3.1.2 Покажем, что класс функций

gr(t) =

t/r, 0 ≤ t ≤ r

1, r < t ≤ 1,

обладает свойством непрерывности в метрике ρq при r > 0. Для r1 < r2

ρq(gr1
, gr2

) = sup
0<t<1

∣∣∣∣gr1
(t)− gr2

(t)

t(1− t)

∣∣∣∣ =

= max

{
sup

0<t≤r1<r2

∣∣∣∣t/r1 − t/r2

t(1− t)

∣∣∣∣ , sup
r1<t≤r2

∣∣∣∣1− t/r2

t(1− t)

∣∣∣∣} =

= max

{
r2 − r1

r1r2(1− r1)
,

r2 − r1

r1r2(1− r2)

}
=

r2 − r1

r1r2(1− r2)
.

Следовательно, при r0 > 0 верно ρq(gr, gr0
) → 0, r → r0.

Лемма 3.1.3 Предположим, что функция f имеет 2 непрерывные огра-
ниченные производные на [0, c] и f(0) = 0. Тогда для 0 < a < b < c, 0 < t < 1

дробь
f(b)f(at)− f(a)f(bt)

(b− a)t(1− t)
ограничена.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим

F (t) = f(b)f(at)− f(a)f(bt).

Тогда F ′(t) = f(b)af ′(at)− f(a)bf ′(bt). По теореме Лагранжа

F (t)

t
=

F (t)− F (0)

t− 0
= F ′(ξ) = f(b)af ′(aξ)− f(a)bf ′(bξ) =

= [f(b)af ′(aξ)− f(a)af ′(aξ)]− [f(a)af ′(aξ)− f(a)bf ′(bξ)],

где 0 < ξ < t < 1. Тогда

F (t)

t(b− a)
= af ′(aξ)

[
f(b)− f(a)

b− a

]
+ f(a)

[
af ′(aξ)− bf ′(bξ)

b− a

]
.

Заметим, что по теореме Лагранжа

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ1), a < ξ1 < b,

af ′(aξ)− bf ′(bξ)

b− a
=

aξf ′(aξ)− bξf ′(bξ)

bξ − aξ
= −(xf ′(x))′|x=ξ2

, 0 < ξ2 < c.
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Поэтому ∣∣∣∣f(b)f(at)− f(a)f(bt)

(b− a)t(1− t)

∣∣∣∣ ≤ M1

1− t
, M1 = M1(f, c).

Аналогично получаем, что∣∣∣∣f(b)f(at)− f(a)f(bt)

(b− a)t(1− t)

∣∣∣∣ ≤ M2

t
, M2 = M2(f, c).

Следовательно,∣∣∣∣f(b)f(at)− f(a)f(bt)

(b− a)t(1− t)

∣∣∣∣ ≤ min

(
M1

1− t
,
M2

t

)
≤ M(f, c). �

Пример 3.1.3 Покажем, что класс функций gr(t) = f(rt)
f(r) , где f имеет 2

непрерывные ограниченные производные на некотором отрезке [0, r̃] и f(0) =

0, обладает свойством непрерывности в метрике ρq на промежутке (0, r̃]. Для
r1 < r2:

ρq(gr1
, gr2

) = sup
0<t<1

∣∣∣∣∣
f(r1t)
f(r1)

− f(r2t)
f(r2)

t(1− t)

∣∣∣∣∣ =

=
1

f(r1)f(r2)
sup

0<t<1

∣∣∣∣f(r2)f(r1t)− f(r1)f(r2t)

t(1− t)

∣∣∣∣ .
Обозначив a = r1, b = r2, c = r̃, согласно лемме 3.1.3 получим∣∣∣∣f(r2)f(r1t)− f(r1)f(r2t)

t(1− t)

∣∣∣∣ ≤ M(r2 − r1).

Следовательно, ρq(gr, gr0
) → 0, r → r0 для r0 ∈ (0, r̃].

Лемма 3.1.4 Iq(X) обладает свойством однородности, а именно
Iq(cX) = cIq(X), c > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку ScX(t) = SX(t/c), то

Iq(cX) =

∫ +∞

−∞
q(ScX(t))dt = c

∫ +∞

−∞
q

(
SX

(
t

c

))
d

(
t

c

)
= cIq(X). �

Утверждение 3.1.2 Пусть q(t) = tγ(1− t), 0 < γ < 1. Тогда при условии
существования конечного E|X|r, где r > 1/γ, верно неравенство Iq(X) ≤
(E|X|r)1/r 2rγ−1

rγ−1 < ∞.
Д о к а з а т е л ь с т в о.

Iq(X) =

∫ +∞

−∞
q(SX(t))dt =

∫ 0

−∞
Sγ

X(t)(1−SX(t))dt+

∫ +∞

0
Sγ

X(t)(1−SX(t))dt ≤

86



≤
∫ 0

−∞
FX(t)dt +

∫ +∞

0
Sγ

X(t)dt.

Согласно неравенству Чебышева

P (|X| ≥ u) ≤ E|X|r

ur
, r > 1.

Выберем X такое, что E|X|r = 1. Тогда∫ +∞

0
Sγ

X(t)dt =

∫ 1

0
Sγ

X(t)dt +

∫ +∞

1
Sγ

X(t)dt ≤

≤ 1 +

∫ +∞

1

(
E|X|r

tr

)γ

dt = 1 +

∫ +∞

1

dt

trγ
= 1 +

1

rγ − 1
.∫ 0

−∞
FX(t)dt ≤ E|X| ≤ (E|X|r)1/r = 1.

Таким образом,

Iq(X) ≤ 1 + 1 +
1

rγ − 1
=

2rγ − 1

rγ − 1
.

Теперь рассмотрим случай, когда E|X|r 6= 1. Введем Y = X
(E|X|r)1/r . Тогда

E|Y |r = 1 и Iq(Y ) ≤ 2rγ−1
rγ−1 . С другой стороны, согласно свойству однородности

Iq (лемма 3.1.4): Iq(Y ) =
Iq(X)

(E|X|r)1/r . Откуда

Iq(X) ≤ (E|X|r)1/r2rγ − 1

rγ − 1
. �

Пример 3.1.4 Покажем, что для q(t) = tγ(1−t) класс функций gr(t) = tr,
0 < r < 1 обладает свойством непрерывности в метрике ρq при γ < r. Для
r1 < r2

ρq(gr1
, gr2

) = sup
0<t<1

∣∣∣∣ tr1 − tr2

tγ(1− t)

∣∣∣∣ = sup
0<t<1

∣∣∣∣tr1−γ(1− tr2−r1)

1− t

∣∣∣∣ ≤
≤ sup

0<t<1

∣∣∣∣tr1−γ(r2 − r1) ln t

1− t

∣∣∣∣ = |r2 − r1| sup
0<t<1

∣∣∣∣tr1−γ ln t

1− t

∣∣∣∣ =

= |r2 − r1| sup
0<t<1

∣∣∣∣(1− t)r1−γ ln(1− t)

t

∣∣∣∣ .
Функция под знаком супремума конечна, если t отстоит от 0 и 1. Соответ-

ственно, необходимо рассмотреть пределы при t → 0 и t → 1:

lim
t→0

∣∣∣∣ ln(1− t)

t

∣∣∣∣ = 1.
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lim
t→1

∣∣(1− t)r1−γ ln(1− t)
∣∣ = lim

t→0

∣∣tr1−γ ln t
∣∣ = 0.

Следовательно, функция под знаком супремума конечна для всех 0 < t <

1. И значит, ρq(gr, gr0
) → 0, r → r0 для γ < r0 < 1.

Лемма 3.1.5 Если функция искажения g вогнута и g′(0) < ∞, то

|Hg(X1)−Hg(X2)| ≤ g′(0)ζ1(X1, X2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что для вогнутой неотрицательной
функции с g(0) = 0 верно: |g(x) − g(y)| ≤ g(|x − y|) и g(x) ≤ g′(0)x. То-
гда

|Hg(X1)−Hg(X2)| ≤
∫ +∞

−∞
|g(SX1

(t))− g(SX2
(t))| dt ≤

≤ g′(0)

∫ +∞

−∞
|SX1

(t)− SX2
(t)| dt = g′(0)ζ1(X1, X2). �

3.2 Предельные теоремы для сумм

В теории вероятностей широко изучается вопрос о сходимости распределе-
ния центрированных и нормированных сумм независимых одинаково распре-
деленных случайных величин к стандартному нормальному распределению.
Эта сходимость описывается центральной предельной теоремой и ее различ-
ными уточнениями. Она имеет большое практическое значение, в том числе,
в страховании ([4]). Поэтому представляет интерес сходимость премий Ванга
от центрированных и нормированных сумм.

Пусть {ξn}∞n=1 — н.о.р.с.в.: Eξ1 = µ,Dξ1 = σ2. Обозначим

Xn =
ξ1 + ... + ξn − nµ

σ
√

n
. (3.1)

Тогда Xn
d→ X̃, n →∞, где X̃ имеет стандартное нормальное распределение.

Теорема 3.2.1 Если E|ξ1|2+δ < ∞, 0 < δ ≤ 1, функция искажения g

вогнута и g′(0) < ∞, то∣∣∣Hg(Xn)−Hg(X̃)
∣∣∣ ≤ K1

nδ/2 ,

где

K1 =
2

2 + δ
B

(
1

2 + δ
, 1− 1

2 + δ

)
E|ξ1 − µ|2+δ

σ2+δ
g′(0)C(δ),
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B(a, b) — бета-функция, C(δ) — абсолютная постоянная ([4, с.72].)
В частности, если существует конечный третий момент, то∣∣∣Hg(Xn)−Hg(X̃)

∣∣∣ ≤ K∗
1√
n

,

где
K∗

1 = g′(0)
β

σ3 , β = E|ξ1 − Eξ1|3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае конечного третьего момента согласно
лемме 3.1.5 получаем:∣∣∣Hg(Xn)−Hg(X̃)

∣∣∣ ≤ g′(0)ζ1(Xn, X̃).

В [9, теорема 4] приводится следующая оценка средней метрики:

ζ1(Xn, X̃) ≤ β

σ3
√

n
,

что доказывает вторую часть утверждения.
Если E|ξ1|2+δ < ∞, 0 < δ ≤ 1, то∣∣∣Hg(Xn)−Hg(X̃)

∣∣∣ ≤ g′(0)

∫ +∞

−∞
|FXn

(t)− Φ(t)| dt,

где Φ(t) — функция стандартного нормального распределения.
В [4, с.71-72] дана следующая неравномерная оценка:

|FXn
(x)− Φ(x)| ≤ C(δ)

nδ/2 ·
E|ξ1 − µ|2+δ

σ2+δ(1 + |x|2+δ)
.

Заметим, что∫ +∞

−∞

dx

1 + |x|2+δ
= 2

∫ +∞

0

dx

1 + x2+δ
=

2

2 + δ
B

(
1

2 + δ
, 1− 1

2 + δ

)
.

Таким образом,∣∣∣Hg(Xn)−Hg(X̃)
∣∣∣ ≤ 2

2 + δ
B

(
1

2 + δ
, 1− 1

2 + δ

)
g′(0)

C(δ)

nδ/2 ·
E|ξ1 − µ|2+δ

σ2+δ
.�

Теорема 3.2.2 Если E|ξ1|2+δ < ∞, 0 < δ ≤ 1, функция искажения g

вогнута и g′(0) = ∞, но g(x) ≤ Axα, 1/(2 + δ) < α < 1, A > 0, то∣∣∣Hg(Xn)−Hg(X̃)
∣∣∣ ≤ K2

nαδ/2 ,
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где

K2 =
2A

2 + δ
B

(
1

2 + δ
, α− 1

2 + δ

)(
Cα(δ)E|ξ1 − µ|2+δ

σ2+δ

)α

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что в силу вогнутости g∣∣∣Hg(Xn)−Hg(X̃)
∣∣∣ =

∫ +∞

−∞
|g (SXn

(t))− g
(
SX̃(t)

)
|dt ≤

≤
∫ +∞

−∞
g
(∣∣SXn

(t)− SX̃(t)
∣∣) dt ≤ A

∫ +∞

−∞
|FXn

(t)− ΦX(t)|α dt ≤

≤ A

∫ +∞

−∞

(
C(δ)

nδ/2 ·
E|ξ1 − µ|2+δ

σ2+δ(1 + |t|2+δ)

)α

dt =

= A · 1

nαδ/2

(
Cα(δ)E|ξ1 − µ|2+δ

σ2+δ

)α ∫ +∞

−∞

dt

(1 + |t|2+δ)α
=

= A · 1

nαδ/2

(
Cα(δ)E|ξ1 − µ|2+δ

σ2+δ

)α
2

2 + δ
B

(
1

2 + δ
, α− 1

2 + δ

)
. �

Рассмотрим

Xλ =

∑N
n=1 ξn − λµ√
λ(µ2 + σ2)

,

где N — с.в., имеющая распределение Пуассона с параметром λ, не зависящая
от ξn, n ≥ 1.

Теорема 3.2.3 Если E|ξ1|2+δ < ∞, 0 < δ ≤ 1, функция искажения g

вогнута и g′(0) < ∞, то ∣∣∣Hg(Xλ)−Hg(X̃)
∣∣∣ ≤ K3

λδ/2 ,

где

K3 =
2

2 + δ
· K(δ)E|ξ1|2+δ

(µ2 + σ2)(2+δ)/2B

(
1

2 + δ
, 1− 1

2 + δ

)
,

K(δ) — абсолютная постоянная [7, табл. 2].
Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что∣∣∣Hg(Xλ)−Hg(X̃)

∣∣∣ ≤ g′(0)

∫ +∞

−∞
|FXλ

(t)− Φ(t)| dt,

где Φ(t) — функция стандартного нормального распределения.
В [7, теор. 4] дана следующая неравномерная оценка:

|FXλ
(x)− Φ(x)| ≤ K(δ)E|ξ1|2+δ

λδ/2(µ2 + σ2)(2+δ)/2(1 + |x|2+δ)
.
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Таким образом,∣∣∣Hg(Xλ)−Hg(X̃)
∣∣∣ ≤ g′(0)

K(δ)E|ξ1|2+δ

λδ/2(µ2 + σ2)(2+δ)/2 · 2
∫ ∞

0

dx

1 + x2+δ
=

=
2

2 + δ
· K(δ)E|ξ1|2+δ

λδ/2(µ2 + σ2)(2+δ)/2B

(
1

2 + δ
, 1− 1

2 + δ

)
.�

Теорема 3.2.4 Если E|ξ1|2+δ < ∞, 0 < δ ≤ 1, функция искажения g

вогнута и g′(0) = ∞, но g(x) ≤ Axα, 1/3 < α < 1, A > 0, то∣∣∣Hg(Xλ)−Hg(X̃)
∣∣∣ ≤ K4

λδα/2 ,

где

K4 =
2

2 + δ
· AK(δ)α(E|ξ1|2+δ)α

(µ2 + σ2)(2+δ)α/2 B

(
1

2 + δ
, α− 1

2 + δ

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что в силу вогнутости g∣∣∣Hg(Xλ)−Hg(X̃)
∣∣∣ =

∫ +∞

−∞
|g (SXλ

(t))− g
(
SX̃(t)

)
|dt ≤

≤
∫ +∞

−∞
g
(∣∣SXλ

(t)− SX̃(t)
∣∣) dt ≤ A

∫ +∞

−∞
|FXλ

(t)− ΦX(t)|α dt ≤

≤ A
K(δ)α(E|ξ1|2+δ)α

λδα/2(µ2 + σ2)(2+δ)α/2

∫ +∞

−∞

dx

(1 + |x|2+δ)α
=

=
2

2 + δ
· AK(δ)α(E|ξ1|2+δ)α

λδα/2(µ2 + σ2)(2+δ)α/2B

(
1

2 + δ
, α− 1

2 + δ

)
. �

3.3 Статистические оценки

Пусть X1, ..., Xn — случайная выборка из распределения F . Если в формулу
Ванга подставить вместо точной функции распределения эмпирическую, то
получится следующая оценка:

Hg[X]n =
n∑

i=1

X(i)

(
g

(
1− i− 1

n

)
− g

(
1− i

n

))
,

где X(i) — i-ая порядковая статистика. Это так называемая линейная или
L-оценка, которым посвящена обширная литература (см., например, [8], [12],
[22], [39], [40], [41], [49], [53]). Исследования в данной области ведутся начиная
с работы Юнга [27]. Однако наиболее часто рассматриваются L-оценки, для
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которых порядковые статистики умножаются на значения некоторой функ-
ции J : [0, 1] → R:

Tn =
1

n

n∑
i=1

J

(
i

n + 1

)
X(i).

В случае принципа Ванга, используя приближение приращения функции
через производную, естественно положить J(x) = g′(1 − x) и рассмотреть
соответствующие оценки:

Hg[X]n =
1

n

n∑
i=1

X(i)g
′
(

1− i

n + 1

)
. (3.2)

Далее будем предполагать, что оцениваемая премия Hg(X) конечна.
Лемма 3.3.1 ([49, пример 1]). Пусть X1, ..., Xn — случайная выборка из

распределения F такого, что E|X|r < ∞ для некоторого r > 0. Пусть для
некоторой функции J : [0, 1] → R

Tn =
1

n

n∑
i=1

J(tni)X(i),

где max1≤i≤n |tni− i/n| → 0 при n →∞ и предположим, что для некоторого
a > 0

a

[
i

n
∧
(

1− i

n

)]
≤ tni ≤ 1− a

[
i

n
∧
(

1− i

n

)]
(3.3)

для 1 ≤ i ≤ n. Предположим, что

|J(t)| ≤ M(t(1− t))−1+1/r+δ, 0 < t < 1

для некоторого δ > 0, где J непрерывна за исключением, быть может,
конечного числа точек. Тогда

lim
n→∞

Tn =

∫ 1

0
J(u)F−1(u)du с вероятностью 1.

Теорема 3.3.1 Пусть X1, ..., Xn — случайная выборка из распределения F

такого, что E|X|r < ∞ для некоторого r > 0. Рассмотрим эмпирическую
оценку премии Ванга:

Hg[X]n =
1

n

n∑
i=1

X(i)g
′
(

1− i

n + 1

)
,
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где X(i) — i-ая порядковая статистика. Предположим, что

|g′(t)| ≤ M(t(1− t))−1+1/r+δ, 0 < t < 1 (3.4)

для некоторого δ > 0, где g′ непрерывна за исключением, быть может,
конечного числа точек. Тогда

lim
n→∞

Hg[X]n = Hg(X) с вероятностью 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Приведем премию Ванга к следующему виду:

Hg(X) =

∫ 0

−∞

(
g(SX(t))− 1

)
dt +

∫ ∞

0
g(SX(t))dt =

= −
∫ +∞

−∞
tdg(SX(t)) =

∫ 1

0
F−1

X (u)g′(1− u)du.

Обозначим J(t) = g′(1−t), tni = i/(n+1). Тогда условие (3.3) выполняется
для a = 1/2. Очевидно, что max1≤i≤n |i/(n + 1) − i/n| = 1/(n + 1) → 0 при
n →∞.

Таким образом, все условия леммы 3.3.1 выполнены, откуда следует тре-
буемое утверждение. �

Следствие 3.3.1 В условиях теоремы 3.3.1 предположим, что r > 1, а
вместо условия (3.4), что |g′(t)| ≤ C. Тогда

lim
n→∞

Hg[X]n = Hg(X) с вероятностью 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимо получить неравенство:

|g′(t)| ≤ C ≤ M(t(1− t))−1+1/r+δ.

Заметим, что в силу условия r > 1 возможно выбрать δ таким, чтобы выпол-
нялось −1 + 1/r + δ < 0. Тогда

min
0<t<1

(t(1− t))−1+1/r+δ =

(
1

4

)−1+1/r+δ

> 1.

Таким образом, достаточно выбрать M ≥ C. �

Приведем несколько примеров сходимости оценок для премий Ванга.
Пример 3.3.1 Пусть E|X|r < ∞, r > 1 и PHp с ρ < r. Тогда g′(t) =

(1/ρ)t−1+1/ρ, все условия теоремы 3.3.1 выполнены и, значит,

lim
n→∞

1

ρn

n∑
i=1

X(i)

(
1− i

n + 1

)1/ρ−1

= πPH
ρ (X) с вероятностью 1.
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Пример 3.3.2 Пусть E|X|r < ∞, r > 1, и g(t) = 1 − (1 − t)2. Тогда
g′(t) = 2(1− t) ≤ 2. Поэтому по следствию 3.3.1:

lim
n→∞

2

n(n + 1)

n∑
i=1

iX(i) = Hg(X) с вероятностью 1.

Пример 3.3.3 Пусть E|X|2 < ∞ и g(t) = 1−e−pt

1−e−p , p > 0. Тогда

g′(t) =
pe−pt

1− e−p
≤ p

1− e−p
,

поэтому по следствию 3.3.1:

p
e−p

1− e−p
lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

X(i)e
pi

n+1 = Hg(X) с вероятностью 1.

Пример 3.3.4 Пусть E|X|2 < ∞ и

gα(t) =

t/α, 0 ≤ t ≤ α,

1, α < t ≤ 1;
0 < α < 1.

Тогда

g′α(t) =

1/α, 0 ≤ t ≤ α

0, α < t ≤ 1,

Таким образом, по следствию 3.3.1:

lim
n→∞

1

αn

n∑
i=[(n+1)(1−α)]+1

X(i) = Hg(X) с вероятностью 1.

Пример 3.3.5 Пусть E|X|r < ∞, r > 1, и g(t) = t(1− ln t). Тогда g′(t) =

− ln t. Заметим, что условие r > 1 позволяет выбрать такое δ > 0, что | ln t| ≤
t−1+1/r+δ. Таким образом, все условия теоремы 3.3.1 выполнены и, значит,

− lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

X(i) ln

(
1− i

n + 1

)
= Hg(X) с вероятностью 1.

Лемма 3.3.2 ([40, пример 1]). Пусть X1, ..., Xn — случайная выборка из
распределения F такого, что E|X|r < ∞ для некоторого r > 0. Пусть для
некоторой функции J : [0, 1] → R

Tn =
1

n

n∑
i=1

J(tni)X(i),
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где n max1≤i≤n |tni−i/n| = O
¯

(1) при n →∞ и предположим, что для некото-
рого a > 0 выполнено (3.3) для 1 ≤ i ≤ n. Предположим, что J ′ существует
и непрерывна на (0, 1) и выполнено условие:

|J ′(t)| ≤ M(t(1− t))−3/2+1/r+δ, 0 < t < 1

для некоторого δ > 0. Тогда

√
n

(
Tn −

∫ 1

0
J(u)F−1(u)du

)
d→ N(0, σ2), n →∞,

где

σ2 =

∫ 1

0

∫ 1

0
(s ∧ t− st)J(s)J(t)dF−1(s)dF−1(t).

Теорема 3.3.2 Пусть X1, ..., Xn — случайная выборка из распределения F

такого, что E|X|r < ∞ для некоторого r > 0. Рассмотрим эмпирическую
оценку премии Ванга:

Hg[X]n =
1

n

n∑
i=1

X(i)g
′
(

1− i

n + 1

)
,

где X(i) — i-ая порядковая статистика. Предположим, что g′′ существует
и непрерывна на (0, 1) и выполнено условие:

|g′′(t)| ≤ M(t(1− t))−3/2+1/r+δ, 0 < t < 1 (3.5)

для некоторого δ > 0. Тогда
√

n (Hg[X]n −Hg(X))
d→ N(0, σ2), n →∞,

где

σ2 =

∫ 1

0

∫ 1

0
(s ∧ t− st)g′(1− s)g′(1− t)dF−1(s)dF−1(t). (3.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как уже было отмечено ранее,

Hg(X) =

∫ 1

0
F−1

X (u)g′(1− u)du.

Обозначим J(t) = g′(1−t), tni = i/(n+1). Тогда условие (3.3) выполняется
для a = 1/2. Очевидно, что n max1≤i≤n |i/(n + 1) − i/n| = n/(n + 1) = O

¯
(1)

при n →∞.
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Таким образом, все условия леммы 3.3.2 выполнены, откуда следует тре-
буемое утверждение. �

Следствие 3.3.2 В условиях теоремы 3.3.2 предположим, что r > 1, а
вместо условия (3.5), что |g′′(t)| ≤ C. Тогда

√
n (Hg[X]n −Hg(X))

d→ N(0, σ2), n →∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично доказательству следствия 3.3.1.
Пример 3.3.6 Пусть E|X|r < ∞, r > 2, и PHp с ρ < 2r/(r + 2). Тогда

g′′(t) = (1/ρ)(1/ρ−1)t−2+1/ρ, все условия теоремы 3.3.2 выполнены и, значит,

√
n

(
1

ρn

n∑
i=1

X(i)

(
1− i

n + 1

)1/ρ−1

− πPH
ρ (X)

)
d→ N(0, σ2), n →∞,

где

σ2 =
1

ρ2

∫ 1

0

∫ 1

0
(s ∧ t− st)s1/ρ−1t1/ρ−1dF−1(s)dF−1(t).

Замечание 3.3.1 Если распределение имеет моменты сколь угодно боль-
шого порядка, получаем условие ρ < 2.

Пример 3.3.7 Пусть E|X| < ∞ и g(t) = 1−(1−t)3. Тогда g′(t) = 3(1−t)2,
g′′(t) = −6(1− t). Поскольку |g′′(t)| ≤ 6, то по следствию 3.3.2:

√
n

(
3

n

n∑
i=1

X(i)

(
i

n + 1

)2

−Hg(X)

)
d→ N(0, σ2), n →∞,

где

σ2 = 9

∫ 1

0

∫ 1

0
(s ∧ t− st)(st)2dF−1(s)dF−1(t).

Пример 3.3.8 Пусть E|X|2 < ∞ и g(t) = 1−e−pt

1−e−p , p > 0. Тогда

|g′′(t)| =
∣∣∣∣− p2e−pt

1− e−p

∣∣∣∣ ≤ p2

1− e−p
.

Поэтому по следствию 3.3.2:

√
n

(
p

e−p

1− e−p

1

n

n∑
i=1

X(i)e
pi

n+1 −Hg(X)

)
d→ N(0, σ2), n →∞,

где

σ2 =

(
p

e−p

1− e−p

)2 ∫ 1

0

∫ 1

0
(s ∧ t− st)ep(s+t)dF−1(s)dF−1(t).
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Пример 3.3.9 Пусть E|X|r < ∞, r > 2, и g(t) = t(1− ln t). Тогда |g′′(t)| =
1/t. Заметим, что условие r > 2 позволяет выбрать такое δ > 0, что 1/t ≤
t−3/2+1/r+δ. Таким образом, все условия теоремы 3.3.2 выполнены и, значит,

√
n

(
−1

n

n∑
i=1

X(i) ln

(
1− i

n + 1

)
−Hg(X)

)
d→ N(0, σ2), n →∞,

где

σ2 =

∫ 1

0

∫ 1

0
(s ∧ t− st) ln s ln tdF−1(s)dF−1(t).

Далее вычислим σ2 для некоторых конкретных распределений и функций
искажения. Но предварительно докажем утверждение, что если у нас имеется
сдвиговое, масштабное или сдвигово-масштабное семейство, то достаточно
посчитать σ2 для одного (стандартного) распределения из этого семейства.

Утверждение 3.3.1 Если X = aX0 + b, то σ2 = a2σ2
0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. FX(u) = FX0
(u−a

b ), поэтому F−1
X (t) = aF−1

X0
(t)+b

и, следовательно, dF−1
X (t) = adF−1

X0
(t). Далее, утверждение получается непо-

средственной подстановкой в (3.6).
Для более простого расчета преобразуем σ2 к следующему виду:

σ2 =

∫ 1

0

∫ 1

0
(s ∧ t− st)g′(1− s)g′(1− t)dF−1(s)F−1(t) =

=

∫ 1

0

∫ t

0
s(1− t)g′(1− s)g′(1− t)dF−1(s)dF−1(t)+

+

∫ 1

0

∫ 1

t

(1− s)tg′(1− s)g′(1− t)dF−1(s)dF−1(t) =

= 2

∫ 1

0

∫ 1

t

(1− s)tg′(1− s)g′(1− t)dF−1(s)dF−1(t).

Пример 3.3.10. Пусть X имеет показательное распределение: F (t) =

1− e−t, t ≥ 0. Найдем σ2 для PH-принципа, т.е. g(t) = t1/ρ, ρ ≥ 1:

g′(t) =
1

ρ
t−1+1/ρ, dF−1(t) =

dt

1− t
.

Тогда ∫ 1

t

(1− s)g′(1− s)dF−1(s) =
1

ρ

∫ 1−t

0
s−1+1/ρds = (1− t)1/ρ.
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∫ 1

0
(1− t)1/ρtg′(1− t)dF−1(t) =

1

ρ

∫ 1

0
t(1− t)2/ρ−2dt =

=
1

ρ

ρ2

2(2− ρ)
=

ρ

2(2− ρ)
.

σ2 =
ρ

2− ρ
.

Пример 3.3.11 Пусть X имеет показательное распределение: F (t) = 1−
e−t, t ≥ 0. Найдем σ2 для принципа Ванга с g(t) = 1− (1− t)2:

g′(t) = 2(1− t), dF−1(t) =
dt

1− t
.∫ 1

t

(1− s)g′(1− s)dF−1(s) =

∫ 1

t

(1− s)2s
ds

1− s
= 1− t2.∫ 1

0
(1− t2)tg′(1− t)dF−1(t) =

∫ 1

0
(1− t)2t2t

dt

1− t
=

= 2

∫ 1

0
t2(1 + t)dt =

7

6
.

σ2 =
7

3
.

Пример 3.3.12 Пусть X имеет распределение Парето: F (t) = 1 − t−α,
t ≥ 1, α > 0. Найдем σ2 для PH-принципа, т.е. g(t) = t1/ρ, ρ ≥ 1.

g′(t) =
1

ρ
t−1+1/ρ, dF−1(t) =

1

α
(1− t)−1− 1

αdt.

Для сходимости интегралов необходимо ввести дополнительные условия
на параметры: ρ < 2 и α > 2ρ

2−ρ . Тогда∫ 1

t

(1− s)g′(1− s)dF−1(s) =

∫ 1

t

(1− s)
1

ρ
(1− s)−1+ 1

ρ
1

α
(1− s)−1− 1

αds =

=
1

αρ

∫ 1

t

(1− s)−1+ 1
ρ−

1
αds =

1

α− ρ
(1− t)

1
ρ−

1
α .∫ 1

0

1

α− ρ
(1− t)

1
ρ−

1
α tg′(1− t)dF−1(t) =

1

αρ(α− ρ)

∫ 1

0
t(1− t)

2
ρ−

2
α−2dt =

=
1

αρ(α− ρ)

∫ 1

0
(1− t)t

2
ρ−

2
α−2dt =

αρ

2(α− ρ)2(2(α− ρ)− αρ)

σ2 =
αρ

(α− ρ)2(2(α− ρ)− αρ)
.
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Например, для α = 3 получаем

σ2 =
3ρ

(3− ρ)2(6− 5ρ)
.

Пример 3.3.13 Пусть X имеет распределение Парето: F (t) = 1 − t−α,
t ≥ 1, α > 0. Найдем σ2 для принципа Ванга с g(t) = 1− (1− t)2:

g′(t) = 2(1− t), dF−1(t) =
1

α
(1− t)−1− 1

αdt.

Для сходимости интегралов необходимо ввести дополнительное условие на
параметр: α > 2. Тогда∫ 1

t

(1− s)g′(1− s)dF−1(s) =

∫ 1

t

(1− s)2s
1

α
(1− s)−1− 1

αds =

=
2

α

∫ 1

t

s(1− s)−
1
αds =

2

α

∫ 1−t

0
(1− s)s−

1
αds =

=
2

α

(
1

1− 1
α

(1− t)1− 1
α − 1

2− 1
α

(1− t)2− 1
α

)
=

=
2(1− t)1− 1

α (α + (α− 1)t)

(α− 1)(2α− 1)
.∫ 1

0

2(1− t)1− 1
α (α + (α− 1)t)

(α− 1)(2α− 1)
tg′(1− t)dF−1(t) =

=
2

(α− 1)(2α− 1)

∫ 1

0
(1− t)1− 1

α (α + (α− 1)t)t2t
1

α
(1− t)1− 1

α =

=
4

α(α− 1)(2α− 1)

∫ 1

0
(1− t)2((2α− 1)− (α− 1)t)t−

2
αdt =

=
4

(α− 1)(2α− 1)

(
2α− 1

α− 2
− 5α− 3

2(α− 1)
+

4α− 3

3α− 2
− α− 1

2(2α− 2)

)
.

σ2 =
8

(α− 1)(2α− 1)

(
2α− 1

α− 2
− 5α− 3

2(α− 1)
+

4α− 3

3α− 2
− α− 1

2(2α− 1)

)
.

Например, для α = 3 получаем

σ2 =
432

175
≈ 2, 5.

Замечание 3.3.2 Для PH-принципа, в отличие от других рассмотренных
семейств премий, всегда существует некоторый диапазон значений параметра
ρ, в котором имеет место строгая состоятельность оценки, но мы не можем
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гарантировать ее асимптотическую нормальность (см. примеры 3.3.1 и 3.3.6).
Даже для распределений с моментами любого порядка мы накладываем усло-
вие ρ < 2. Так вот, пример 3.3.10 (показательного распределения) указывает
на то, что это условие не техническое, а содержательное, поскольку при ρ ↑ 2

получается, что σ2 →∞. Можно сделать вывод, что на практике нежелатель-
но использовать PH-премии с ρ ≥ 2, статистически оцениваемые по формуле
(3.2).

Теорема 3.3.3 Пусть X1, ..., Xn — случайная выборка из распределения F

из некоторого масштабного семейства, такого что E|X|r < ∞ для неко-
торого r > 0, X = cX0 (c > 0) и существуют конечные Hg(X0) > 0 и
σ2(X0). Рассмотрим эмпирическую оценку премии Ванга Hg[X]n по форму-
ле (3.2). Предположим, что g′′ существует и непрерывна на (0, 1) и выпол-
нено условие (3.5). Тогда асимптотический доверительный интервал для
премии Hg(X) может быть построен следующим образом:

Hg[X]n −
Hg[X]n
Hg(X0)

· σ(X0)√
n

uγ < Hg(X) < Hg[X]n +
Hg[X]n
Hg(X0)

· σ(X0)√
n

uγ,

где uγ определяется из соотношения Φ0(uγ) = γ/2, Φ0 — функция стан-
дартного нормального распределения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу масштабной инвариантности принципа
Ванга Hg(X) = cHg(X0), откуда c =

Hg(X)
Hg(X0)

. Далее,

σ2(X) = c2σ2(X0) =

(
Hg(X)

Hg(X0)

)2

σ2(X0).

Согласно теореме 3.3.2,
√

n(Hg[X]n −Hg(X))
d→ N(0, σ2(X)), n →∞,

откуда и получаем формулу асимптотического доверительного интервала для
премии Hg(X). �
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Глава 4

Экономия от совместного страхования

4.1 Определения и постановка задачи

Одним из важных свойств принципа Ванга является его суббаддитивность в
случае вогнутости функции искажения. Проще говоря, премия от суммы слу-
чайных величин не больше суммы премий от каждой случайной величины.
При этом равенство достигается только в случае комонотонности случай-
ных величин, т.е. когда каждая выражается как непрерывная возрастающая
функция от другой ([47, теорема 3]). Интересно выяснить, несколько велика
разность между правой и левой частями неравенства в остальных случаях.
С практической точки зрения, эта величина показывает, сколько может сэко-
номить клиент, имеющий два риска X и Y , если застрахует их вместе, а
не по отдельности (при условиии, что страховая компания руководствуется
принципом Ванга при назначении премий). Далее везде полагаем функцию
искажения вогнутой.

Определение 4.1 Назовем разность:

Hg(X) + Hg(Y )−Hg(X + Y )

экономией (от совместного страхования рисков по сравнению с раздельным).
Предположим, что распределения X и Y принадлежат некоторым

сдвигово-масштабным семействам (не обязательно одинаковым). При вычис-
лении экономии параметры сдвига сократятся. Так что достаточно рассмат-
ривать масштабные семейства. Понятно также, что при увеличении X и Y

во сколько-то раз во столько же раз увеличится экономия. Чтобы исключить
этот эффект, введем относительную экономию, разделив исходную на сумму
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страховых надбавок.
Определение 4.2 Назовем величину:

δg =
(Hg(X) + Hg(Y ))−Hg(X + Y )

(Hg(X)− EX) + (Hg(Y )− EY )

относительной экономией (от совместного страхования рисков по сравнению
с раздельным).

Эквивалентная формула для относительной экономии имеет вид:

δg = 1− Hg(X + Y )− E(X + Y )

(Hg(X)− EX) + (Hg(Y )− EY )
.

Относительная экономия принимает значения от 0 до 1 и не меняется при
сдвигово-масштабных преобразованиях вектора (X, Y ), т.е. зависит не от са-
мих параметров масштаба распределений X и Y , а только от соотношения
между ними. Поэтому предположим, что X = αX0, Y = βY0, где X0, Y0

имеют стандартные распределения (в своих семействах), α + β = 1, α, β ≥ 0.
Тогда при α, пробегающем от 0 до 1, и β = 1 − α, их отношение пробега-
ет все значения от 0 до бесконечности. Таким образом, можем обозначить
относительную экономию, принимающую значения от 0 до 1, через δg(α) и
исследовать ее зависимость от параметра α, также от 0 до 1:

δg(α) = 1− Hg(αX0 + (1− α)Y0)− (αEX0 + (1− α)EY0)

α(Hg(X0)− EX0) + (1− α)(Hg(Y0)− EY0)
=

=
(αHg(X0) + (1− α)Hg(Y0))−Hg(αX0 + (1− α)Y0)

α(Hg(X0)− EX0) + (1− α)(Hg(Y0)− EY0)
.

Очевидно, что при α, стремящемся к 0 и к 1, относительная экономия
должна стремиться к нулю, а наибольшее значение принимается где-то меж-
ду ними (оно достигается, если функция непрерывна).

Заметим также, что если распределения X0 и Y0 одинаковы, то

δg(α) = 1− Hg(αX0 + (1− α)Y0)− EX0

Hg(X0)− EX0
=

=
Hg(X0)−Hg(αX0 + (1− α)Y0)

Hg(X0)− EX0
.
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4.2 Основные свойства экономии

Здесь и далее будем предполагать, что числовые характеристики EX0, EY0,
Hg(X0), Hg(Y0), Hg(X0 − Y0), Hg(Y0 −X0) конечны.

Теорема 4.2.1 Относительная экономия является непрерывной функ-
цией, удовлетворяющей условию Гельдера 1-й степени.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α1 < α2. Обозначим

γg(α) = (αHg(X0) + (1− α)Hg(Y0))−Hg(αX0 + (1− α)Y0).

Тогда
|γg(α1)− γg(α2)| =

= |Hg(α2X0+(1−α2)Y0)−Hg(α1X0+(1−α1)Y0)+(α2−α1)(Hg(Y0)−Hg(X0))|.

Обозначим

Z1 = α1X0 + (1− α1)Y0, Z2 = α2X0 + (1− α2)Y0.

Тогда

Hg(α2X0 + (1− α2)Y0)−Hg(α1X0 + (1− α1)Y0) = Hg(Z2)−Hg(Z1) =

= Hg(Z1+(Z2−Z1))−Hg(Z1) ≤ Hg(Z1)+Hg(Z2−Z1)−Hg(Z1) = Hg(Z2−Z1) =

= Hg((α2 − α1)(X0 − Y0)) = (α2 − α1)Hg(X0 − Y0).

С другой стороны,

Hg(Z2)−Hg(Z1) ≥ Hg(Z1)−Hg(Z1 − Z2)−Hg(Z1) = −Hg(Z1 − Z2) =

= −(α2 − α1)Hg(Y0 −X0).

Обозначим C = max(|Hg(X0 − Y0)|, |Hg(Y0 −X0))|. Тогда

|Hg(α2X0 + (1− α2)Y0)−Hg(α1X0 + (1− α1)Y0)| ≤ C(α2 − α1).

Таким образом,
|γg(α1)− γg(α2)| ≤ C̃(α2 − α1),

где C̃ = C + |Hg(Y0) − Hg(X0)|. Отсюда следует гельдеровость 1-й степени
и непрерывность по α числителя относительной экономии. А поскольку в
знаменателе стоит линейная функция, отделенная от нуля (минимумом из
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страховых надбавок от X0 и Y0, которые положительны), то и вся дробь
будет гельдерова и непрерывна. �

Следствие 4.2.1 Если относительная экономия не равна тождественно
нулю, то она достигает максимума на интервале (0,1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение верно, поскольку относительная
экономия непрерывна и равна нулю на концах отрезка [0,1]. �

Теорема 4.2.2 В случае, когда X0 и Y0 имеют одинаковое распределение,
относительная экономия является вогнутой функцией.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

δg(tα1 + (1− t)α2) =

=
Hg(X0)−Hg((tα1 + (1− t)α2)X0 + (1− tα1 − (1− t)α2)Y0)

Hg(X0)− EX0
=

=
Hg(X0)−Hg(t(α1X0 + (1− α1)Y0) + (1− t)(α2X0 + (1− α2)Y0))

Hg(X0)− EX0
≥

≥ Hg(X0)− tHg(α1X0 + (1− α1)Y0) + (1− t)Hg(α2X0 + (1− α2)Y0)

Hg(X0)− EX0
=

=
t(Hg(X0)−Hg(α1X0 + (1− α1)Y0))

Hg(X0)− EX0
+

+
(1− t)(Hg(X0)−Hg(α2X0 + (1− α2)Y0))

Hg(X0)− EX0
=

= tδg(α1) + (1− t)δg(α2). �

Теорема 4.2.3 (о симметрии). Если (X0, Y0) распределено как (Y0, X0),
то δ(α) = δ(1− α).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в формулу относительной чувстви-
тельности пару (Y0, X0) вместо пары (X0, Y0).

δg(α) =
(αHg(Y0) + (1− α)Hg(X0))−Hg(αY0 + (1− α)X0)

α(Hg(Y0)− EY0) + (1− α)(Hg(X0)− EX0)
=

=
((1− α)Hg(X0) + αHg(Y0))−Hg((1− α)X0 + αY0)

(1− α)(Hg(X0)− EX0) + α(Hg(Y0)− EY0)
= δg(1− α). �

Следствие 4.2.2 Если (X0, Y0) распределено как (Y0, X0), то относи-
тельная экономия достигает максимума в точке 1/2.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Следует из теорем 4.2.2 и 4.2.3:

δ(1/2) ≥ (δ(α) + δ(1− α))/2 = δ(α), 0 ≤ α ≤ 1. �

Следствие 4.2.3 Если (X0, Y0) распределено как (Y0, X0), то для любого
α верно

δ(α) ≥ 2δ

(
1

2

)
min(α, 1− α).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следует из теорем 4.2.2 и 4.2.3 и следствия 4.2.2.
Если α ≤ 1/2, то

δ(α) = δ

(
2α · 1

2
+ (1− 2α) · 0

)
≥ 2α · δ

(
1

2

)
+ (1− 2α) · δ(0) = 2αδ

(
1

2

)
.

Если α > 1/2, то

δ(1− α) = δ

(
2(1− α) · 1

2
+ (1− 2(1− α)) · 1

)
≥

≥ 2(1− α) · δ
(

1

2

)
+ (2α− 1) · δ(1) = 2(1− α)δ

(
1

2

)
.

Следовательно,

δ(α) ≥ 2δ

(
1

2

)
min(α, 1− α). �

4.3 Случай независимых рисков

Необходимо отметить, что вычисление относительной экономии в явном ви-
де для большинства случаев либо невозможно, либо затруднительно, поэто-
му мы ограничимся только примерами равномерного, показательного, нор-
мального распределения рисков, распределений Лапласа и Бернулли, а также
устойчивых распределений. В качестве функции искажения будем рассматри-
вать квадратичную функцию g(t) = 1− (1− t)2 (в соответствии с принципом
Джини).

Пример 4.3.1 Показательное распределение. Рассмотрим независимые
случайные величины X и Y , имеющие показательное распределение с пара-
метрами λ1 и λ2, соответственно. Тогда SX(t) = e−λ1t, SY (t) = e−λ2t, t ≥ 0.
Найдем плотность распределения суммы X + Y .

fX+Y (x) =

∫ ∞

+∞
fX(t)fY (x− t)dt =

∫ x

0
λ1e

−λ1tλ2e
−λ2(x−t)dt =
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= λ1λ2e
−λ2x

∫ x

0
e(λ2−λ1)tdt =

λ1λ2

λ2 − λ1
e−λ2xe(λ2−λ1)t|x0 =

=
λ1λ2

λ2 − λ1
e−λ2x(e(λ2−λ1)x − 1) =

λ1λ2

λ2 − λ1
(e−λ1x − e−λ2x).

SX+Y (x) =

∫ +∞

x

λ1λ2

λ2 − λ1
(e−λ1t − e−λ2t)dt =

=
λ1λ2

λ2 − λ1

(
−e−λ1t

λ1

∣∣∣∣+∞
x

+
e−λ2t

λ2

∣∣∣∣+∞
x

)
=

λ1λ2

λ2 − λ1

(
e−λ1x

λ1
− e−λ2x

λ2

)
.

Для функции искажения g(t) = 1− (1− t)2 оценим премии Ванга:

Hg(X) =
3

2
· 1

λ1
, Hg(Y ) =

3

2
· 1

λ2
,

Hg(X + Y ) =

∫ ∞

0
(2SX+Y (t)− SX+Y (t)2)dt =

=

∫ ∞

0
2

λ1λ2

λ2 − λ1

(
1

λ1
e−λ1t − 1

λ2
e−λ2t

)
dt−

−
∫ ∞

0

(
λ1λ2

λ2 − λ1

)2(
1

λ1
e−λ1t − 1

λ2
e−λ2t

)2

dt =

= 2
λ1λ2

λ2 − λ1

(
1

λ2
1
− 1

λ2
2

)
−

−
(

λ1λ2

λ2 − λ1

)2(
1

2λ3
1

+
1

2λ3
2
− 2

λ1λ2(λ1 + λ2)

)
=

=
2(λ1 + λ2)

λ1λ2
− (λ1 + λ2)

2 + λ1λ2

2λ1λ2(λ1 + λ2)
=

=
3(λ1 + λ2)

2 − λ1λ2

2λ1λ2(λ1 + λ2)
.

Соответственно,

(Hg(X) + Hg(Y ))−Hg(X + Y ) =

=
3(λ1 + λ2)

2λ1λ2
− 3(λ1 + λ2)

2 − λ1λ2

2λ1λ2(λ1 + λ2)
=

1

2(λ1 + λ2)
.

(Hg(X)− EX)− (Hg(Y )− EY ) =

(
3

2

1

λ1
− 1

λ1

)
+

(
3

2

1

λ2
− 1

λ2

)
=

λ1 + λ2

2λ1λ2
.

Поэтому

δg =
λ1λ2

(λ1 + λ2)2 .
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Теперь рассмотрим независимые случайные величины X0 и Y0, имеющие
стандартное показательное распределение, т.е. SX0

(t) = SY0
(t) = e−t, t ≥ 0.

Тогда, обозначив λ1 = 1/α, λ2 = 1/(1−α), X = αX0, Y = (1−α)Y0, получим

δg(α) = α(1− α).

Согласно следствию 4.2.2:

max
α

δg(α) = δg

(
1

2

)
=

1

4
.

Пример 4.3.2 Равномерное распределение. Рассмотрим независимые слу-
чайные величины X0 и Y0, имеющие стандартное равномерное распределение,
т.е. распределение на отрезке [0,1]. Тогда

fX0
(x) = fY0

(x) =

1, 0 ≤ x ≤ 1,

0, иначе.

SX0
(x) = SY0

(x) =


1, x ≤ 0,

1− x, 0 < x ≤ 1,

0, x > 1.

Обозначим Z = αX0 + (1− α)Y0.

fαX0
(x) =

1/α, 0 ≤ x ≤ α,

0, иначе.

SαX0
(x) =


1, x ≤ 0,

1− x/α, 0 < x ≤ α,

0, x > α.

fZ(x) =

∫ +∞

−∞
fαX0

(t)f(1−α)Y0
(x− t)dt.

Рассмотрим случай, когда 0 ≤ α ≤ 1/2.
1. Если 0 ≤ x ≤ α, то

fZ(x) =

∫ x

0

1

α

1

1− α
dt =

x

α(1− α)
.
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2. Если α < x ≤ 1− α, то

fZ(x) =

∫ α

0

1

α

1

1− α
dt =

1

1− α
.

3. Если 1− α < x ≤ 1, то

fZ(x) =

∫ α

x+α−1

1

α

1

1− α
dt =

1− x

α(1− α)
.

Таким образом,

fZ(x) =



x
α(1−α) , 0 ≤ x ≤ α,

1
1−α , α < x ≤ 1− α,

1−x
α(1−α) , 1− α < x ≤ 1,

0, иначе.

SZ(x) =



1, x ≤ 0,

1− x2

2α(1−α) , 0 ≤ x ≤ α,

1− 2x−α
2(1−α) , α < x ≤ 1− α,

(1−x)2

2α(1−α) , 1− α < x ≤ 1,

0, x > 1.

Для функции искажения g(t) = 1− (1− t)2 оценим премии Ванга:

Hg(X0) =

∫ 1

0
(1− x2)dx = 1− 1

3
=

2

3
, EX0 =

1

2
.

Hg(Z) =

∫ α

0

(
1− x4

4α2(1− α)2

)
dx +

∫ 1−α

α

(
1−

(
α− 2x

2(1− α)

)2
)

dx+

+

∫ 1

1−α

2
(1− x)2

α(1− α)
dx +

∫ 1

1−α

(
(1− x)2

α(1− α)

)2

dx =

=
40− 90α + 65α2 − 16α3

60(1− α)2 .
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В случае, когда 1/2 < α ≤ 1 в силу симметрии получаем:

SZ(x) =



1, x ≤ 0,

1− x2

2α(1−α) , 0 ≤ x ≤ 1− α,

1+α−2x
2α , 1− α < x ≤ α,

(1−x)2

2α(1−α) , α < x ≤ 1,

0, x > 1;

Hg(Z) =
16α3 + 17α2 + 8α− 1

60α2 ,

Hg(X0)− EX0 =
1

6
.

Тогда

δg(α) =
Hg(X0)−Hg(Z)

Hg(X0)− EX0
=


α(16α2−25α+10)

10(1−α)2 , 0 ≤ α ≤ 1/2,

1−8α+23α2−16α3

10α2 , 1/2 < α ≤ 1.

Согласно следствию 4.2.2:

max
α

δg(α) = δg

(
1

2

)
=

3

10
.

Заметим, что случай равномерного распределения может рассматриваться
в рамках факторизационной модели риска ([4, §5.3]), когда величина риска
представляется произведением двух независимых случайных величин: стра-
ховой суммы и ее доли (от 0 до 1), которая реально выплачивается. Примером
является страхование от несчастных случаев, когда осуществляется страхо-
вание на некоторую сумму, выплачиваемую либо полностью — при таком
серьезном ущербе здоровью, который считается по условиям договора стра-
хования "максимальным", либо частично — в соответствии с конкретным
видом причиненного ущерба здоровью. Степень ущерба здоровью определя-
ется соответствующей экспертной комиссией и не зависит от максимальной
суммы, на которую застрахован клиент, т.е. от страховой суммы ([4, с. 230]).
В нашем случае мы считаем страховую сумму фиксированной.

Пример 4.3.3 Показательное и равномерное распределения. Рассмотрим
независимые случайные величины X0 и Y0 такие, что X0 имеет показательное
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распределение с параметром 1, а Y0 равномерно распределена на отрезке [0, 1].
Тогда

fX0
(t) = e−t, t ≥ 0; fY0

(t) =

1, 0 ≤ t ≤ 1

0, иначе.

fαX0
(t) =

1

α
e−

t
α , t ≥ 0; f(1−α)Y0

(t) =

 1
1−α , 0 ≤ t ≤ 1− α

0, иначе.

Обозначим λ = 1/α, A = 1 − α, Z = αX0 + (1 − α)Y0. Найдем плотность
распределения с.в. Z.

Если x ≤ A, то

fZ(x) =

∫ x

0
f(1−α)Y0

(t)fαX0
(x− t)dt =

∫ x

0

1

A
λe−λ(x−t)dt =

1− e−λx

A
.

Если x > A, то

fZ(x) =

∫ A

0
f(1−α)Y0

(t)fαX0
(x− t)dt =

∫ A

0

1

A
λe−λ(x−t)dt =

e−λx

A
(eλA − 1).

Найдем функцию дожития с.в. Z.
Если x ≤ A, то

SZ(x) =

∫ +∞

A

eλA − 1

A
e−λtdt +

∫ A

x

1− e−λt

A
dt =

=
eλA − 1

A
· e

−λt

−λ

∣∣∣∣+∞
A

+
A− x

A
+

e−λt

λA

∣∣∣∣A
x

=

=
1− e−λA

λA
+

A− x

A
+

e−λA − e−λx

λA
= 1− (λx− 1) + e−λx

λA
.

Если x > A, то

SZ(x) =

∫ +∞

x

eλA − 1

A
e−λtdt =

eλA − 1

λA
e−λx.

Для функции искажения g(t) = 1− (1− t)2 оценим премии Ванга.

Hg(X0) =
3

2
,

Hg(Y0) =

∫ 1

0

(
1− t2

)
dt = 1− 1

3
=

2

3
.
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Hg(Z) =

∫ A

0

[
1−

(
(λx− 1) + e−λx

λA

)2
]

dx+

+

∫ +∞

A

2
eλA − 1

λA
e−λxdx−

∫ +∞

A

(
eλA − 1

λA
e−λx

)2

dx =

= A− 1

λ2A2

(
λ2A3

3
− 2λA2

2
+ A +

2λ(1− e−λA − λAe−λA)

λ2 −

−2(1− e−λA)

λ
+

1− e−2λA

2λ

)
+

2(1− e−λA)

λ2A
− 1− 2e−λA + e−2λA

2λ3A2 =

=
2A

3
+

1

λ
− 1

λ2A
+

2e−λA

λ2A
− 1− e−2λA

2λ3A2 +
2(1− e−λA)

λ2A
+

1− 2e−λA − e−2λA

2λ3A2 =

=
2A

3
+

1

λ
+

1

λ2A
+

e−λA − 1

λ3A2 .

Тогда

δg(α) =
3α
(
1− 4α + 5α2 − 2α2e−

1−α
α

)
(1− α)2(1 + 2α)

.

Численными расчетами получаем, что максимум достигается при α ≈
0, 2467 и равен

max
α

δg(α) = δg (0, 2467) ≈ 0, 27.

Пример 4.3.4 Нормальное распределение. Рассмотрим независимые слу-
чайные величины X0 и Y0, имеющие стандартное нормальное распределение
N(0, 1). Тогда с.в. Z = αX0 + (1 − α)Y0 имеет нормальное распределение
N(0, 1− 2α + 2α2). Поэтому для любой функции искажения

δg(α) = 1− Hg(Z)

αHg(X0) + (1− α)Hg(Y0)
= 1−

√
1− 2α + 2α2Hg(X0)

Hg(X0)
=

= 1−
√

1− 2α + 2α2.

Согласно следствию 4.2.2:

max
α

δg(α) = δg

(
1

2

)
= 1−

√
1

2
≈ 0, 29.

Пример 4.3.5 Строго устойчивые распределения. Рассмотрим независи-
мые случайные величины X0 и Y0, имеющие строго устойчивое распределе-
ние с показателем A ∈ (1, 2) (значения A ∈ (0, 1] не рассматриваются, по-
скольку необходимо существование математического ожидания). Тогда с.в.
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Z = αX0 + (1− α)Y0 распределена как α0Z0, где с.в. Z0 имеет то же распре-
деление, что и X0, Y0 и

αA + (1− α)A = αA
0 .

Таким образом,

Hg(Z) = Hg(α0Z0) = α0Hg(Z0) = α0Hg(X0).

Поэтому для любой функции искажения

δg(α) = 1− Hg(Z)

αHg(X0) + (1− α)Hg(Y0)
= 1− α0Hg(X0)

Hg(X0)
=

= 1− α0 = 1−
(
αA + (1− α)A

)1/A
.

Согласно следствию 4.2.2:

max
α

δg(α) = δg

(
1

2

)
= 1− 21/A−1.

Например, при A = 3/2 значение максимальной относительной экономии
равно 1− 2−1/3 ≈ 0, 21.

Замечание 4.3.1 Примеры 4.3.4, 4.3.5 показывают, что для нормального и
прочих строго устойчивых распределений относительная экономия не зависит
от выбора функции искажения.

Пример 4.3.6 Распределение Бернулли. Рассмотрим независимые случай-
ные величины X0 и Y0, имеющие распределение Бернулли с вероятностью
успеха p > 1/2 и вероятностью неудачи q = 1− p.P (X0 = 1) = p,

P (X0 = 0) = q.

Обозначим Z = αX0 + (1− α)Y0. Тогда

P (Z = 1) = p2,

P (Z = α) = pq,

P (Z = 1− α) = pq,

P (Z = 0) = q2;

Hg(X0) = 1− q2 = p(2− p).
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В случае, когда 0 ≤ α ≤ 1/2,

Hg(Z) = α(2p2 − p4) + (1− 2α)(2p− p2) + α(2p(1 + q)− p2(1 + q)2) =

= p(2− p− 2αp + 4αp2 − 2αp3).

В случае, когда 1/2 < α ≤ 1, в силу симметрии получаем

Hg(Z) = p(2− p− 2(1− α)p + 4(1− α)p2 − 2(1− α)p3).

Таким образом,

Hg(Z) =

p(2− p− 2αp + 4αp2 − 2αp3), 0 ≤ α ≤ 1/2,

p(2− p− 2(1− α)p + 4(1− α)p2 − 2(1− α)p3), 1/2 < α ≤ 1;

δg(α) = 2p(1− p) min(α, 1− α) = 2pq min(α, 1− α).

Согласно следствию 4.2.2:

max
α

δg(α) = δg

(
1

2

)
= p(1− p) = pq.

Максимум по p достигается при p = 1/2 и равен 1/4.
Пример 4.3.7 Распределение Лапласа. Рассмотрим независимые слу-

чайные величины X и Y , имеющие распределение Лапласа с параметрами
α1, α2 > 0 и β1 = β2 = 0. Тогда

fX(x) =
α1

2
e−α1|x|, fY (x) =

α2

2
e−α2|x|, −∞ < x < +∞.

SX(x) =

1− 1
2e

α1x, x ≤ 0,

1
2e
−α1x, x > 0.

SY (x) =

1− 1
2e

α2x, x ≤ 0,

1
2e
−α2x, x > 0.

Найдем плотность распределения суммы X + Y .

fX+Y (x) =

∫ ∞

+∞
fX(t)fY (x− t)dt.

Рассмотрим случай, когда x ≥ 0:

fX+Y (x) =
α1α2

4

(∫ 0

−∞
eα1te−α2(x−t)dt +

113



+

∫ x

0
e−α1te−α2(x−t)dt +

∫ +∞

x

e−α1teα2(x−t)dt

)
=

=
α1α2

4

(
e−α2x

α1 + α2
+

e−α2x(e(α2−α1)x − 1)

α2 − α1
+

e−α2xe−(α1+α2)x

α1 + α2

)
=

=
α1α2

4

(
e−α1x + e−α2x

α1 + α2
+

e−α1x + e−α2x

α2 − α1

)
=

=
α1α2

2(α2
2 − α2

1)
(α2e

−α1x − α1e
−α2x).

Проведя аналогичные вычисления для случая, когда x < 0, получим

fX+Y (x) =
α1α2

2(α2
2 − α2

1)
(α2e

−α1|x| − α1e
−α2|x|).

Найдем функцию дожития суммы X + Y .
Рассмотрим случай, когда x ≥ 0:

SX+Y (x) =

∫ +∞

x

α1α2

2(α2
2 − α2

1)
(α2e

−α1t − α1e
−α2t)dt =

=
α1α2

2(α2
2 − α2

1)

(
α2

α1
e−α1x − α1

α2
e−α2x

)
=

=
α2

2e
−α1x − α2

1e
−α2x

2(α2
2 − α2

1)
.

Рассмотрим случай, когда x < 0.

SX+Y (x) =

∫ 0

x

α1α2

2(α2
2 − α2

1)
(α2e

α1t − α1e
α2t)dt +

1

2
=

=
α1α2

2(α2
2 − α2

1)

(
α2

α1
(1− eα1x)− α1

α2
(1− eα2x)

)
+

1

2
=

= 1− α2
2e

α1x − α2
1e

α2x

2(α2
2 − α2

1)
.

Таким образом,

SX+Y (x) =

1− α2
2e

α1x−α2
1e

α2x

2(α2
2−α2

1)
, x < 0,

α2
2e
−α1x−α2

1e
−α2x

2(α2
2−α2

1)
, x ≥ 0.

Для функции искажения g(t) = 1− (1− t)2 оценим премии Ванга:

Hg(X) = −
∫ 0

−∞

e2α1x

4
dx +

∫ +∞

0

(
e−α1x − e−2α1x

4

)
dx =
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= −1

2

∫ 0

−∞
e2α1xdx +

∫ +∞

0
e−α1xdx = − 1

4α1
+

1

α1
=

3

4α1
,

Hg(X + Y ) = −
∫ 0

−∞

(
α2

2e
α1x − α2

1e
α2x

2(α2
2 − α2

1)

)2

dx +

∫ +∞

0

α2
2e
−α1x − α2

1e
−α2x

α2
2 − α2

1
dx−

−
∫ +∞

0

(
α2

2e
−α1x − α2

1e
−α2x

2(α2
2 − α2

1)

)2

dx =

=
3(α6

1 + α6
2) + 3α1α2(α

4
1 + α4

2)− 4α2
1α

2
2(α

2
1 + α2

2)− 4α3
1α

3
2

4α1α2(α1 + α2)(α2
2 − α2

1)
2 .

Поскольку EX = EY = 0, то относительная экономия равна

δg = 1− Hg(X + Y )

Hg(X) + Hg(Y )
=

α1α2(3(α1 + α2)
2 + α1α2)

3(α1 + α2)4 .

Теперь рассмотрим независимые случайные величины X0 и Y0, имеющие
стандартное распределение Лапласа, т.е. c α = 1. Тогда, обозначив α1 = α,
α2 = 1/(1− α), X = αX0, Y = (1− α)Y0, получим

δg(α) =
α(1− α)(3 + α(1− α))

3
.

Согласно следствию 4.2.2:

max
α

δg(α) = δg

(
1

2

)
=

13

48
.

Графики относительных экономий представлены на рисунке 4.1 (для рас-
пределения Бернулли принято p = 1/2, для строго устойчивого распределе-
ния — A = 3/2).

В результате, хотя были рассмотрены очень разные распределения, для
относительных экономий получились, в основном, схожие графики с доволь-
но близкими значениями максимальной относительной экономии (при одина-
ковых распределениях X0 и Y0). Это наводит на мысль, что относительная
экономия слабо чувствительна к типу распределения, и для ее оценки на
практике можно использовать модельные распределения из числа перечис-
ленных выше.

4.4 Случай зависимых рисков

Всем хорошо известно, что на практике риски, принимаемые на страхование
одной компанией, могут быть зависимы, поскольку на различные объекты
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Рис. 4.1: Графики относительных экономий для независимых рисков

могут действовать общие факторы (например, страхование ОСАГО и КАС-
КО автомобилей, страхование имущества и ответственности перед третьими
лицами и пр.).

Традиционным видом зависимости является корреляционная зависимость
в случае многомерного нормального распределения (мы ограничимся двумер-
ным). Далее будет рассмотрен соответствующий пример, демонстрирующий,
что в этом случае относительная экономия от совместного страхования не
зависит от выбора функции искажения, как и в случае независимых рисков.
Это оказывается верным и для масштабных нормальных смесей.

Пример 4.4.1 Нормальное распределение. Рассмотрим случайные величи-
ны X0 и Y0, имеющие стандартное нормальное распределение N(0, 1) такие,
что их коэффициент корреляции r(X, Y ) = ρ. Тогда одна с.в. выражается
через другую с помощью линейной регрессии:

Y0 = ρX0 +
√

1− ρ2Z0,

где Z0 — тоже стандартная нормальная величина, не зависящая от X0. Тогда

Z = αX0 + (1− α)Y0 = αX0 + (1− α)(ρX0 +
√

1− ρ2Z0) =

= (α + (1− α)ρ)X0 + (1− α)
√

1− ρ2Z0

имеет нормальное распределение N(0, 1 − 2α(1 − α)(1 − ρ)). Поэтому для
любой функции искажения

δg(α, ρ) = 1− Hg(Z)

αHg(X0) + (1− α)Hg(Y0)
= 1−

√
1− 2α(1− α)(1− ρ)Hg(X0)

Hg(X0)
=
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= 1−
√

1− 2α(1− α)(1− ρ).

max
α

δg(α, ρ) = δg(1/2, ρ) = 1−
√

1 + ρ

2
.

График относительной экономии для нормально распределенных зависи-
мых случайных величин при различных коэффициентах корреляции пред-
ставлен на рисунке 4.2.

Рис. 4.2: График относительной экономии для нормального распределения

График максимальной относительной экономии для нормально распреде-
ленных зависимых случайных величин при различных коэффициентах кор-
реляции представлен на рисунке 4.3.

Рис. 4.3: График максимальной относительной экономии для нормального распределения

Пример 4.4.2 Масштабные нормальные смеси. Рассмотрим случайные
величины X0 и Y0 такие, что (X0, Y0) = ξ(X1, Y1), где (X1, Y1) имеет двумер-
ное нормальное распределение со стандартными компонентами и коэффици-
ентом корреляции ρ, а ξ — не зависящая от него неотрицательная случайная
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величина. Тогда

Z = αX0 + (1− α)Y0 = ξ(αX1 + (1− α)Y1) = ξZ1,

где с.в. Z1 имеет нормальное распределение N(0, 1− 2α(1− α)(1− ρ)). Сле-
довательно, Z распределено так же, как и√

1− 2α(1− α)(1− ρ)ξX1 =
√

1− 2α(1− α)(1− ρ)X0.

Поэтому для любой функции искажения

δg(α, ρ) = 1− Hg(Z)

αHg(X0) + (1− α)Hg(Y0)
= 1−

√
1− 2α(1− α)(1− ρ)Hg(X0)

Hg(X0)
=

= 1−
√

1− 2α(1− α)(1− ρ).

max
α

δg(α, ρ) = δg(1/2, ρ) = 1−
√

1 + ρ

2
.

Например, если взять ξ = 1/
√

ζ/n, где ζ имеет распределение хи-квадрат
с n степенями свободы, то вектор (X0, Y0) будет иметь двумерное распреде-
ление Стьюдента с n степенями свободы.

Отметим, что одномерные масштабные нормальные смеси подробно изу-
чались в [4, глава 12], а многомерные масштабные нормальные смеси и эл-
липтические распределения — в [30].

Здесь, однако, необходимо отметить, что большинство данных на практи-
ке (в том числе, страховые и финансовые риски) имеют формы зависимо-
сти, сильно отличающиеся от гауссовской, и ее использование в расчетах мо-
жет привести к серьезным ошибкам. Наиболее полной и при этом свободной
от влияния частных распределений характеристикой зависимости случайных
величин является копула [31].

Определение 4.4.1 ([31]) Копула (двумерная) — это любая функция C :

[0, 1]× [0, 1] → [0, 1] со следующими свойствами:
1. Для любых u, v ∈ [0, 1]

C(u, 0) = 0 = C(0, v),

C(u, 1) = u, C(1, v) = v.

2. Для любых u1, u2, v1, v2 ∈ [0, 1] таких, что u1 ≤ u2, v1 ≤ v2, верно

C(u2, v2)− C(u2, v1)− C(u1, v2) + C(u1, v1) ≥ 0.
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Применение копул в теории вероятностей связано с теоремой Скляра.
Теорема Скляра. ([31]) Для произвольной двумерной функции распреде-

ления H(x, y) с одномерными частными функциями распределения F (x) =

H(x,∞) и G(y) = H(∞, y) существует копула C такая, что для любых
x, y ∈ R верно

H(x, y) = C(F (x), G(y)). (4.1)

Если F и G непрерывны, то C задается однозначано. Иначе C однозна-
чано определяется на RanF ×RanG (где Ran — множество значений).

Обратно, если C — копула, а F и G — функции распределения, то функ-
ция H, определенная (4.1), является двумерной функцией распределения для
одномерных частных F и G.

В страховании копулы активно используются для агрегации рисков и мо-
делирования капитала (см., например, [10], [11], [19], [32], [42]).

Отметим, что для часто используемых копул вычисление относительной
экономии в явном виде невозможно или затруднительно, поэтому мы огра-
ничимся рассмотрением более простых примеров, причем только в случае
показательного распределения рисков (т.е. SX0

(t) = SY0
(t) = e−t) и квадра-

тичной функции искажения g(t) = 1− (1− t)2.
Пример 4.3.3 Копула Фарли-Гумбеля-Моргенштерна. Рассмотрим копу-

лу Фарли-Гумбеля-Моргенштерна:

C(u, v) = uv(1 + θ(1− u)(1− v)), θ ∈ [−1, 1].

Данная копула описывает довольно слабую зависимость, и может рассмат-
риваться как первое приближение для ряда других копул (таких, как копулы
Плаккетта, Франка, Али-Михаила-Хака, Лина и др. [31]).

Тогда

H(x, y) = C(F (x), G(y)) = e−(x+y)(1 + θ(1− e−x)(1− e−y)).

∂2H(x, y)

∂x∂y
= e−(x+y)(1 + θ(1− 2e−x)(1− 2e−y)).

Тогда случайная величина Z = αX0 + (1− α)Y0 имеет распределение

FZ(t) =

∫ t
α

0

∫ t−αx
1−α

0
e−(x+y)(1 + θ(1− 2e−x)(1− 2e−y))dydx =
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= 1− 1

1− 2α

(
(1− α)e−

t
1−α − αe−

t
α

)
+

+θ
α(1− α)

1− 2α

(
e−

2t
1−α − e−

t
α

1− 3α
+

e−
2t
α − e−

t
1−α

2− 3α

)
.

Для g(t) = 1− (1− t)2 получаем:

Hg(Z) =

∫ +∞

0
(1− FZ(t)2)dt =

=
3

2
− α(1− α)

2
+

θ

3
· α(1− α)(1 + α− α2)

(1 + α)(2− α)
− θ2

12
· α2(1− α)2

(1 + α)(2− α)
=

=
3

2
− α(1− α)

2
+

θ

3
· α(1− α)(1 + α(1− α))

(1 + α)(1 + (1− α))
− θ2

12
· α2(1− α)2

(1 + α)(1 + (1− α))
.

δg(α, θ) = 1− Hg(αX0 + (1− α)Y0)− (αEX0 + (1− α)EY0)

α(Hg(X0)− EX0) + (1− α)(Hg(Y0)− EY0)
=

= α(1− α)

(
1− 4(1 + α− α2)θ + α(1− α)θ2

6(1 + α)(2− α)

)
=

= α(1− α)

(
1− 4(1 + α(1− α))θ + α(1− α)θ2

6(1 + α)(1 + (1− α))

)
.

max
α

δg(α, θ) = δg(1/2, θ) =
1

4

(
1− 20θ + θ2

54

)
.

График относительной экономии для показательно распределенных зави-
симых случайных величин в случае копулы Фарли-Гумбеля-Моргенштерна
представлен на рисунке 4.4.

Рис. 4.4: График относительной экономии для копулы Фарли-Гумбеля-Моргенштерна
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График максимальной относительной экономии для показательно распре-
деленных зависимых случайных величин в случае копулы Фарли-Гумбеля-
Моргенштерна представлен на рисунке 4.5.

Рис. 4.5: График максимальной относительной экономии для копулы Фарли-Гумбеля-
Моргенштерна

Пример 4.4.4 Копула Спирмена. Рассмотрим случай зависимости, лежа-
щий между независимостью и комонотонностью. Если равномерно распре-
деленные на отрезке [0,1] случайные величины независимы с вероятностью
1− θ и равны с вероятностью θ (0 < θ < 1), то их совместное распределение
задается линейной копулой Спирмена:

Cθ(u, v) =

(u + θ(1− u))v, v ≤ u,

(v + θ(1− v))u, v > u.

Данная копула называется линейной, потому что ее плотность кусочно-
линейна, а Спирмена — потому что параметр θ совпадает с коэффициентом
корреляции Спирмена.

Копула Спирмена удачно применяется на практике для расчета совмест-
ного накопленного дохода от рыночного индекса и облигаций на основе су-
точных данных [26].

Содержательная интерпретация линейной копулы Спирмена может заклю-
чаться в следующем: иногда убытки определяются независимыми фактора-
ми, а иногда одним общим (доминирующим) фактором, при котором они
становятся пропорциональными.

Пусть X0 = Y0 с вероятностью θ и X0 и Y0 независимы с вероятностью
1 − θ. Оценим премию Ванга для случайной величины W , представляющей
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собой смесь распределения Z = αX0 +(1−α)Y0 и распределения X0 с весами
θ и 1− θ.

SW (t) = (1− θ)SZ(t) + θSX0
(t),

SZ(t) =
1

1− 2α

(
(1− α)e−

t
1−α − αe−

t
α

)
, SX0

(t) = e−t.

Hg(W ) = 2

∫ ∞

0
SW (t)dt−

∫ ∞

0
SW (t)2dt =

=
3

2
− α(1− α)

2
+

α(1− α)

(1 + α)(2− α)

(
θ(1 + α− α2)− θ2

2
α(1− α)

)
.

EW = 1, α(Hg(X0)− EX0) + (1− α)(Hg(Y0)− EY0) =
1

2
.

δg(α, θ) = 1− Hg(W )− EW

α(Hg(X0)− EX0) + (1− α)(Hg(Y0)− EY0)
=

= α(1− α)

(
1− 2(1 + α− α2)θ − α(1− α)θ2

(1 + α)(2− α)

)
=

= α(1− α)

(
1− 2(1 + α(1− α))θ − α(1− α)θ2

(1 + α)(1 + (1− α))

)
.

max
α

δg(α, θ) = δg(1/2, θ) =
1

4

(
1− 10θ − θ2

9

)
.

График относительной экономии для показательно распределенных зави-
симых случайных величин в случае копулы Спирмена представлен на рисунке
4.6.

Рис. 4.6: График относительной экономии для копулы Спирмена
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График максимальной относительной экономии для показательно распре-
деленных зависимых случайных величин в случае копулы Спирмена пред-
ставлен на рисунке 4.7.

Рис. 4.7: График максимальной относительной экономии для копулы Спирмена

Пример 4.4.5 Копула Рафтери. Пусть ξ1, ξ2, ξ3 — независимые в сово-
купности показательные случайные величины с параметром λ > 0 и J —
случайная величина, не зависящая от ξi, имеющая распределение Бернулли
с параметром θ ∈ (0, 1). Положим

η1 = (1− θ)ξ1 + Jξ3,

η2 = (1− θ)ξ2 + Jξ3.

Тогда совместное распределение η1 и η2 задается функцией

H(x, y) = e−λ(x∨y) +
1− θ

1 + θ
e−

λ
1−θ (x+y)(1− e−λ 1+θ

1−θ (x∧y)),

где x ∨ y = max(x, y), x ∧ y = min(x, y), и называется двумерным показа-
тельным распределением Рафтери. Копула дожития распределения Рафтери
имеет следующий вид:

Ĉθ(u, v) = (x ∨ y) +
1− θ

1 + θ
(uv)

1
1−θ

(
1− (x ∧ y)−

1+θ
1−θ

)
,

а исходная копула

C(u, v) = u + v − 1 + Ĉ(1− u, 1− v).

Содержательная интерпретация копулы Рафтери может заключаться в
следующем: убытки определяются независимыми факторами, но иногда к
ним прибавляются дополнительные убытки от некоторого общего фактора.

123



В данном примере удобнее воспользоваться непосредственно определением
распределения Рафтери.

Пусть X0 = η1, Y0 = η2. Положим Z∗ = αξ1 + (1−α)ξ2, U0 = ξ3 и рассмот-
рим случайную величину Z:

Z = αX0 + (1− α)Y0 = (1− θ)Z∗ + Jξ3 = (1− θ)Z∗ + JU0,

т.е. распределение Z есть смесь распределения (1 − θ)Z∗ и распределения
(1− θ)Z∗+U0, (где U0 — стандартная показательная величина, не зависящая
от Z) с весами 1− θ и θ соответственно (0 < θ < 1). Тогда

SZ(t) = (1− θ)S(1−θ)Z∗(t) + θS(1−θ)Z∗+U0
(t),

S(1−θ)Z∗(t) =
1

1− 2α

(
(1− α)e−

t
(1−α)(1−θ) − αe−

t
α(1−θ)

)
, SU0

(t) = e−t.

f(1−θ)Z∗(t) =
1

(1− 2α)(1− θ)

(
e−

t
(1−α)(1−θ) − e−

t
α(1−θ)

)
, fU0

(t) = e−t.

f(1−θ)Z∗+U0
(x) =

∫ +∞

−∞
f(1−θ)Z∗(t)fU0

(x− t)dt =

=

∫ x

0

1

(1− 2α)(1− θ)

(
e−

t
(1−α)(1−θ) − e−

t
α(1−θ)

)
e−(x−t)dt =

=
1

(1− 2α)(1− θ)
e−x

∫ x

0

(
e−

α+θ−αθ
(1−α)(1−θ) t − e−

1−α+αθ
α(1−θ) t

)
dt =

=
(1− 2α)e−x + α(α + θ − αθ)e−

x
α(1−θ) − (1− α)(1− α + αθ)e−

x
(1−α)(1−θ)

(1− 2α)(α + θ − αθ)(1− α + αθ)
.

S(1−θ)Z∗+U0
(x) =

∫ +∞

x

f(1−θ)Z+U0
(t)dt =

(
(1− 2α)e−x+

+
(
α2(α + θ − αθ)e−

x
α(1−θ) − (1− α)2(1− α + αθ)e−

x
(1−α)(1−θ)

)
(1− θ)

)
/

/[(1− 2α)(α + θ − αθ)(1− α + αθ)].

Hg(Z) = 2

∫ ∞

0
SV (t)dt−

∫ ∞

0
SV (t)2dt =

= 2(1− θ)

∫ ∞

0
S(1−θ)Z∗(t)dt + 2θ

∫ ∞

0
S(1−θ)Z∗+U0

(t)dt−

−(1− θ)2
∫ ∞

0
S(1−θ)Z∗(t)2dt− θ2

∫ ∞

0
S(1−θ)Z∗+U0

(t)2dt−

−2θ(1− θ)

∫ ∞

0
S(1−θ)Z∗(t)S(1−θ)Z∗+U0

(t)dt.
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Заметим, что ∫ ∞

0
S(1−θ)Z∗(t)dt = 1− θ,∫ ∞

0
S(1−θ)Z∗+U0

(t)dt = 2− θ,∫ ∞

0
S(1−θ)Z∗(t)2dt =

1

(1− 2α)2

∫ ∞

0

(
(1− α)2e−

2t
(1−α)(1−θ)+

+α2e−
2t

α(1−θ) − 2α(1− α)e−
t

α(1−α)(1−θ)

)
dt =

=
1− θ

(1− 2α)2

(
(1− α)3

2
+

α3

2
− 2α2(1− α)2

)
=

1 + α− α2

2
(1− θ),∫ ∞

0
S(1−θ)Z∗+U0

(t)2dt =
1

(1− 2α)2(α + θ − αθ)2(1− α + αθ)2×

×
∫ ∞

0

([
α4(α + θ − αθ)2e−

2t
α(1−θ) + (1− α)4(1− α + αθ)2e−

2t
(1−α)(1−θ)−

−2α2(1− α)2(α + θ − αθ)(1− α + αθ)e−
t

α(1−α)(1−θ)

]
(1− θ)2+

+(1− 2α)2e−2t + 2(1− 2α)
[
α2(α + θ − αθ)e−

1+α−αθ
α(1−θ) t−

−(1− α)2(1− α + αθ)e−
2−α−θ+αθ
(1−α)(1−θ) t

]
(1− θ)dt =

=
1

(1− 2α)2(α + θ − αθ)2(1− α + αθ)2×

×
([

α5(α + θ − αθ)2

2
− 2(1− α)3(1− α)3(α + θ − αθ)(1− α + αθ)+

+
(1− α)5(1− α + αθ)2

2

]
(1− θ)3 +

(1− 2α)2

2
+

+2(1− 2α)

[
α3(α + θ − αθ)

1 + α− αθ
− (1− α)3(1− α + αθ)

2− α− θ + αθ

]
(1− θ)2

)
=

=
1

2(α + θ − αθ)2(1− α + αθ)2 +
(1− θ)3

2(α + θ − αθ)2(1− α + αθ)2×

×
[
(1− 3α + 5α2 − 3α3 − α4 + 3α5 − α6) + 2α(1− α)(1− α + 2α3 − α4)θ+

+α2(1− α)2(1 + α− α2)θ2]−
−2

(1− α + 2α3 − α4) + α2(1− α)2θ(2− θ)

(α + θ − αθ)2(1− α + αθ)2(1 + α− αθ)(2− α− θ + αθ)
(1− θ)2,
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∫ ∞

0
S(1−θ)Z∗(t)S(1−θ)Z∗+U0

(t)dt =
1− θ

(1− 2α)2(α + θ − αθ)(1− α + αθ)
×

×
∫ ∞

0

[
α2(1− α)(α + θ − αθ)e−

t
α(1−α)(1−θ)+

+α(1− α)2(1− α + αθ)e−
t

α(1−α)(1−θ)−

−α3(α + θ − αθ)e−
2t

α(1−θ) − (1− α)3(1− α + αθ)e−
2t

(1−α)(1−θ)

]
dt+

+
1

(1− 2α)(α + θ − αθ)(1− α + αθ)
×

×
∫ ∞

0

(
(1− α)e−

2−α−θ+αθ
(1−α)(1−θ) t − αe−

1+α−αθ
α(1−θ) t

)
dt =

=
(1− θ)2

2(1− 2α)2(α + θ − αθ)(1− α + αθ)
×

×
[
2α2(1− α)2(1− 2α + 2α2 + 2αθ − 2α2θ)−

−α4(α + θ − αθ)− (1− α)4(1− α + αθ)
]
+

+
(1− α)2(1 + α− αθ)− α2(2− α− θ + αθ)

(1− 2α)(α + θ − αθ)(1− α + αθ)(1 + α− αθ)(2− α− θ + αθ)
(1− θ) =

= −(1− θ)2

2
· (1− α + 2α3 − α4) + α(1− α)(1 + α− α2)θ

(α + θ − αθ)(1− α + αθ)
+

+
(1 + α− α2)− α(1− α)θ

(α + θ − αθ)(1− α + αθ)(1 + α− αθ)(2− α− θ + αθ)
(1− θ).

Таким образом,

Hg(Z) = 2− 1 + α− α2

2
(1− θ)3 − θ2

2(α + θ − αθ)2(1− α + αθ)2−

− θ2(1− θ)3

2(α + θ − αθ)2(1− α + αθ)2

[
(1− 3α + 5α2 − 3α3 − α4 + 3α5 − α6)+

+2α(1− α)(1− α + 2α3 − α4)θ + α2(1− α)2(1 + α− α2)θ2]+
+2

(1− α + 2α3 − α4) + α2(1− α)2θ(2− θ)

(α + θ − αθ)2(1− α + αθ)2(1 + α− αθ)(2− α− θ + αθ)
θ2(1− θ)2+

+θ(1− θ)3 (1− α + 2α3 − α4) + α(1− α)(1 + α− α2)θ

(α + θ − αθ)(1− α + αθ)
−

−2
(1 + α− α2)− α(1− α)θ

(α + θ − αθ)(1− α + αθ)(1 + α− αθ)(2− α− θ + αθ)
θ(1− θ)2.
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δg(α, θ) = 1− Hg(Z)− EZ

α(Hg(X0)− EX0) + (1− α)(Hg(Y0)− EY0)
=

= −1 + (1 + α− α2)(1− θ)3 +
θ2

(α + θ − αθ)2(1− α + αθ)2+

+
θ2(1− θ)3

(α + θ − αθ)2(1− α + αθ)2

[
(1− 3α + 5α2 − 3α3 − α4 + 3α5 − α6)+

+2α(1− α)(1− α + 2α3 − α4)θ + α2(1− α)2(1 + α− α2)θ2]−
−4

(1− α + 2α3 − α4) + α2(1− α)2θ(2− θ)

(α + θ − αθ)2(1− α + αθ)2(1 + α− αθ)(2− α− θ + αθ)
θ2(1− θ)2−

−2θ(1− θ)3 (1− α + 2α3 − α4) + α(1− α)(1 + α− α2)θ

(α + θ − αθ)(1− α + αθ)
+

+4
(1 + α− α2)− α(1− α)θ

(α + θ − αθ)(1− α + αθ)(1 + α− αθ)(2− α− θ + αθ)
θ(1− θ)2.

max
α

δg(α, θ) = δg(1/2, θ) = −1 + 1, 25(1− θ)3 +
θ2

0, 0625(1 + θ)4+

+
27, 85 + 5, 5θ + 1, 25θ2

(1 + θ)4 θ2 − 176 + 20θ(2− θ)

(1 + θ)4(3− θ)2 θ2(1− θ)2−

−5, 5 + 2, 5θ

(1 + θ)2 θ(1− θ)3 +
80− 16θ

(1 + θ)2(3− θ)2θ(1− θ)2.

График относительной экономии для показательно распределенных зави-
симых случайных величин в случае копулы Рафтери представлен на рисунке
4.8.

Рис. 4.8: График относительной экономии для копулы Рафтери
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График максимальной относительной экономии для показательно распре-
деленных зависимых случайных величин в случае копулы Рафтери представ-
лен на рисунке 4.9.

Рис. 4.9: График максимальной относительной экономии для копулы Рафтери

Интересно выяснить, как влияет тип копулы на относительную экономию
при одинаковой мере зависимости. В качестве такой меры нельзя использо-
вать параметр θ, поскольку в каждом случае он имеет свой смысл, однако
можно использовать более универсальную характеристику, такую, как коэф-
фициент корреляции Спирмена ρC .

Определение 4.4.2 Пусть X и Y — непрерывные случайные величины с
копулой C. Тогда коэффициент корреляции Спирмена определяется следую-
щей формулой:

ρC = 12

∫ 1

0

∫ 1

0
C(u, v)dudv − 3.

Согласно [31], для копулы Фарли-Гумбеля-Моргенштерна:

ρC =
θ

3
,

для линейной копулы Спирмена:

ρC = θ,

для копулы Рафтери:

ρC =
θ(4− 3θ)

(2− θ)2 .

Рассмотрим, для примера, три степени положительной зависимости рис-
ков: слабую (ρC = 0, 25), среднюю (ρC = 0, 5) и сильную (ρC = 0, 75). Найдем
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для них соответствующие значения параметра θ для разных копул и функции
относительной экономии. Причем, к сожалению, для копулы Фарли-Гумбеля-
Моргенштерна в случаях средней и сильной зависимости оценки не произво-
дятся, т.к. максимальный достижимый коэффициент корреляции Спирмена
для нее равен 1/3.

1. ρC = 0, 25.
Для копулы Фарли-Гумбеля-Моргенштерна:

θ = 0, 75; δg(α; 0, 75) = α(1− α)

(
1− 3(1 + α(1− α)) + 0, 5625α(1− α)

6(1 + α)(1 + (1− α))

)
,

для линейной копулы Спирмена:

θ = 0, 25; δg(α; 0, 25) = α(1−α)

(
1− 0, 5(1 + α(1− α))− 0, 0625α(1− α)

(1 + α)(1 + (1− α))

)
,

для копулы Рафтери:

θ =
10− 4

√
3

13
≈ 0, 236.

График относительной экономии в случае, когда коэффициент Спирмена
ρc = 0, 25, представлен на рисунке 4.10.

2. ρC = 0, 5.
Для линейной копулы Спирмена:

θ = 0, 5; δg(α; 0, 5) = α(1− α)

(
1− (1 + α(1− α))− 0, 25α(1− α)

(1 + α)(1 + (1− α))

)
,

для копулы Рафтери:

θ =
6− 2

√
2

7
≈ 0, 453.

График относительной экономии в случае, когда коэффициент Спирмена
ρc = 0, 5, представлен на рисунке 4.11.

3. ρC = 0, 75.
Для линейной копулы Спирмена:

θ = 0, 75; δg(α; 0, 75) = α(1−α)

(
1− 1, 5(1 + α(1− α))− 0, 5625α(1− α)

(1 + α)(1 + (1− α))

)
,

для копулы Рафтери:

θ =
2

3
.
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График относительной экономии в случае, когда коэффициент Спирмена
ρc = 0, 75, представлен на рисунке 4.12.

Отметим, что относительные экономии для копул Фарли-Гумбеля-
Моргенштерна и Спирмена практически совпадают при слабой зависимости
(их разность в примере составляет не более 0,0009) в то время, как для ко-
пулы Рафтери относительная экономия во всех случаях оказывается заметно
меньше.

На практике коэффициент корреляции Спирмена легко оценивается ста-
тистически (как обычный выборочный коэффицент корреляции, но примени-
тельно к рангам наблюдений), и соответствующая опция имеется во многих
статистических пакетах (STATISTICA, SPSS и др.).
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Рис. 4.10: График относительной экономии (ρC = 0, 25)

Рис. 4.11: График относительной экономии (ρC = 0, 5)

Рис. 4.12: График относительной экономии (ρC = 0, 75)
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