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УДК 624.04  ФОРМУЛЫ ДЛЯ ОЦЕНКИ ЖЕСТКОСТИ 
ШПРЕНГЕЛЬНОЙ ФЕРМЫ
 
FORMULAS FOR ESTIMATING THE STIFFNESS 
OF THE REINFORCED TRUSS

Выводятся точные формулы для расчета прогиба статически определимой фермы с усиленной решет-
кой в зависимости от ее размеров, нагрузки и числа панелей. Рассматривается равномерное нагружение 
по верхнему поясу, нижнему и сосредоточенной силой в середине пролета. Определяются усилия в наиболее 
сжатых и растянутых поясах. Применяется метод вырезания узлов, реализованный в программе на языке 
компьютерной математики Maple. Для обобщения решения на произвольное число панелей привлекается 
метод индукции. Анализируются асимптотические свойства решений. 

Derives the exact formulas for the calculation of deflection of statically determinate truss with reinforced bars de-
pending on its size, load and number of panels. Considered uniform loading on the upper belt, bottom and a concen-
trated force at Midspan. Determined forces in the most compressed and stretched elements. Method of cutting nodes, 
implemented in the program in the language of computer mathematics Maple is used. To generalize the solution for an 
arbitrary number of panels involved induction method. The asymptotic properties of the solutions are obtained. 

Ключевые слова: ферма, прогиб, индукция, Maple, аналитическое решение 

Key words: truss, deflection, induction, Maple, analytical solution

Ферма с треугольной решеткой (рис. 1) усилена шпренгельными элементами. Ставится задача вывода 
аналитической зависимости прогиба фермы в середине пролета от числа панелей. Применяется алгоритм, 
предложенный в [1].

Рис. 1. Ферма, n=3

Ферма с n панелями содержит 10n-2 шарниров и m=20n+4 стержней с учетом трех опорных стержней, 
два из которых соответствуют правой неподвижной шарнирной опоре, один – левой подвижной. Для опре-
деления прогиба применяется формула Максвелла – Мора

                     .

Обозначено: Si – усилие в стержне i от действия внешней нагрузки, si – усилие в стержне i от действия 
единичной вертикальной силы, приложенной в середине пролета к узлу верхнего пояса, EF – жесткость 
стержней, li – их длины. Суммирование ведется по деформируемым стержням. Опорные стержни приняты 
жесткими и в сумму не входят.

Для определения усилий в стержнях фермы методом вырезания узлов необходимо составить общую 
для всей фермы систему уравнений равновесия узлов в проекциях на оси координат. За основу берется 
программа [1]. Элементами матрицы являются направляющие косинусы усилий, вычисляемые через коор-
динаты узлов. Приведем характерный фрагмент программы, написанный на языке системы Maple (рис. 2). 
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Рис. 2. Нумерация узлов и стержней, n=2

Начало координат располагается в левой подвижной опоре:

for i to 6*n+1 do x[i]:=a*(i-1); y[i]:=2*h; od:
for i to n do 
x[i+6*n+1]:=3*a*i-a; y[i+6*n+1]:=h; 
x[i+7*n+1]:=3*a*(i+n)-2*a; y[i+7*n+1]:=h; 
x[i+8*n+1]:=3*a*(i-1)+2*a; y[i+8*n+1]:=0; 
x[i+9*n+1]:=3*a*(i+n)-2*a; y[i+9*n+1]:=0; 
od:

Схема соединений стержней решетки фермы и узлов введена специальными векторами, содержащими 
номера концов соответствующих стержней. Стержни верхнего пояса, например, кодируются в цикле так

for i to 6*n do N[i]:=[i,i+1];od:

нижнего –

for i to 2*n-1 do N[i+6*n]:=[i+8*n+1,i+8*n+2];od:

Матрица G направляющих косинусов заполняется в цикле по числу всех стержней фермы m. Учитыва-
ется, что направляющие косинусы противоположных концов одного стержня имеют разные знаки

for i to m do
Lxy[1]:=x[N[i][2]]-x[N[i][1]]:
Lxy[2]:=y[N[i][2]]-y[N[i][1]]:
L[i]:=sqrt(Lxy[1]^2+Lxy[2]^2);
for j to 2 do 
r:=2*N[i][2]-2+j: 
if r<=m then G [r,i]:=-Lxy[j]/L[i]:fi; 
r:=2*N[i][1]-2+j: 
if r<=m then G[r,i]:= Lxy[j]/L[i]: fi; 
od;
od:

Решение
Расчет серии ферм с разным числом панелей в аналитической форме показывает, что решение всякий 

раз имеет один и тот же полиномиальный вид

 ,                                                                          (1) 

где 2 2c a h= + , 2 24d a h= + – длины раскосов. Коэффициенты A, C и D зависят только от числа па-
нелей n. Зависимость коэффициентов от числа панелей получается методом индукции, нахождение этой 
зависимости составляет основную трудность задачи. Последовательность коэффициентов вводится в аргу-
менты оператора rgf_findrecur из пакета genfunc системы Maple [1], который дает соответствующее рекур-
рентное уравнение. Для решения уравнения использован оператор rsolve. Оператор rgf_findrecur требуется 
четное число членов последовательности, достаточное для выявления закономерности. В этой задаче потре-
бовалось последовательно рассчитать 12 ферм. В результате получены следующие коэффициенты

3 3 3

1 28
Aa Cc DdP
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Аналогично, для равномерной нагрузки по нижнему поясу имеем

  .                                                                           (2)

Коэффициенты в этой формуле имеют вид

 

Получим также формулу для прогиба от действия сосредоточенной силы в середине пролета вида (1):

  .                                                                        (3)

Коэффициенты в этой формуле просты, для получения значений D=n и С=8n составление рекуррент-

ных уравнений не потребовалось, а коэффициент 23 (1 6 )A n n= +  получен из анализа всего восьми ферм и 

решения уравнения четвертого порядка 1 2 3 44 6 4n n n n nA A A A A− − − −= − + − .
Свойство линейность задачи позволяет рассчитывать фермы с широким набором нагрузок, получа-

ющимися комбинацией решений (1) – (3). Кроме того, решение можно обобщить на случай различных 
жесткостей стержней. Если, например жесткость коротких раскосов длиной c равна kcEF, а жесткость длин-
ных kdEF, где EF жесткость поясов, то в соответствующую формулу вводятся поправочные коэффициенты

                                                  .

На практике обычно поправочные коэффициенты жесткости kc и kd меньше единицы.
Анализ усилий в стержнях
Прочность и устойчивость фермы можно определять по величине максимальных сжимающих и растя-

гивающих усилий. Очевидно, это усилия в средних стержнях соответственно верхнего и нижнего пояса. Не-
посредственно методом сечений здесь найти усилия невозможно. Однако, в процессе вычисления прогиба 
эти усилия уже были найдены. Остается получить только общую формулу для различного числа панелей.

Рассмотрим равномерную нагрузку по верхнему поясу. Наиболее растянутый стержень в середине ниж-
него пояса имеет усилие

 
сжатый стержень в середине верхнего пояса

                                     .
Выводы
Для трех типов нагрузок выведены компактные формулы для прогиба фермы с усиленной решеткой. 

Шпренгельная система не позволяет находить усилия непосредственно методом сечений или последова-
тельным вырезанием узлов. Метод индукции при математической поддержке пакета Maple дает возмож-
ность вывести формулу для прогиба и усилий в характерных стержнях. Полученные формулы могут быть 
полезны для оптимизации конструкции по весу, прочности, устойчивости. Кроме того, аналитические 
оценки необходимы при проектировании конструкций и оценке достоверности численных расчетов. 

Аналогичные решения методом индукции на основе программы [1] получены для плоских [2–11] и про-
странственных [12] ферм. Обзоры аналитических решений для прогиба плоских ферм дан в работах [13–15].

Предложенная схема решетки фермы явилась результатом усовершенствования фермы, рассмотренной 
в [16]. 
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ФОРМУЛЫ ДЛЯ ОЦЕНКИ ЖЕСТКОСТИ ШПРЕНГЕЛЬНОЙ ФЕРМЫ 

М. Н. Кирсанов
Предлагается схема статически определимой балочной фермы с треугольной решеткой и с дополнитель-

ными шпренгельными элементами, уменьшающими длину стержней в верхнем сжатом поясе. Выводятся 
формулы для прогиба фермы для трех видов нагрузок по верхнему и нижнему поясу. Получены формулы 
для усилий в наиболее сжатых и растянутых стержнях в зависимости от числа панелей. Символьные реше-
ния линейных алгебраических и рекуррентных уравнений, преобразования и анализ проводятся в системе 
компьютерной математики Maple.

FORMULAS FOR ESTIMATING THE STIFFNESS OF THE REINFORCED TRUSS 

M. N. Kirsanov

The scheme of statically determinate girders with a triangular lattice and with additional truss elements, which 
reduces the length of the rods of the upper compressed zone is proposed. A formulas for the deflection of the truss 
under  three types of loads at the upper and lower zone are obtained. Derived the formulas for forces in the most 
compressed and stretched rods depending on the number of panels. Symbolic solution of linear algebraic and recur-
sion equations, transformations and analysis are carried out in the system of computer mathematics Maple.




