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ÍÎÂÛÉ ÌÅÒÎÄ ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈß ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ�Î

�ÅØÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß

ÒÅËÅ��ÀÔÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß*

Â ðàáîòå ïðèâåäåí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áûñòðî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, ïðåäñòàâëÿþùåãî îáîá-

ùåííîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ òåëåãðà�íîãî óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìîãî â ïîëóïîëîñå.

�àññìîòðåí ñëó÷àé ñóùåñòâåííî íåñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíåí àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä À.Ï. Õðîìîâà, îñíîâàííûé íà àêòèâíîì

ïðèâëå÷åíèè äëÿ ðàáîòû ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Èñïîëüçîâàíû èäåè Ë. Ýéëåðà ïî íàçíà÷åíèþ ñóììû

ðàñõîäÿùåìóñÿ ðÿäó. Äëÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå íå ïðèìåíèì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðå-

ìåííûõ, ïðèâîäÿùèé, êàê ïðàâèëî, ê ìåäëåííî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäàì. Äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Ëåáåãà

îá èíòåãðèðîâàíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå äëÿ ðàññìîòðåííûõ â ñòàòüå áèîðòîãîíàëüíûõ

ðÿäîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëíîâîå óðàâíåíèå, òåëåãðà�íîå óðàâíåíèå, îáîáùåííàÿ �îðìóëà Äàëàìáåðà,

áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà �óíêöèé, íåñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû, ïî÷ëåííîå

èíòåãðèðîâàíèå ðÿäîâ.

Êîíå÷íîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ

òàê íàçûâàåìîãî òåëåãðà�íîãî óðàâíåíèÿ utt(x, t) = uxx(x, t)− qu(x, t). �àññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà

ïîòåíöèàë q ìîæåò çàâèñåòü îò îáåèõ ïåðåìåííûõ: q = q(x, t). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îáîáùåí-
íîé ñìåøàííîé çàäà÷è ïðèìåíÿåì íåäàâíî ðàçðàáîòàííûé àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä À.Ï. Õðîìîâà

[1℄. �àíåå èì áûë ðàçðàáîòàí ñåêâåíöèàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðè-

âàåìîé çàäà÷è [2, 3℄. Ïðåèìóùåñòâî ýòèõ ìåòîäîâ ïåðåä ìåòîäàìè, èñïîëüçóåìûìè ðàíåå, ñîñòîèò

â òîì, ÷òî íà èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è íàêëàäûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûå òðåáîâàíèÿ, îáîñíîâàíèå ðå-

çóëüòàòà ïðèâëåêàåò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, à ðåøåíèå äàåòñÿ â âèäå

áûñòðî ñõîäÿùåãîñÿ �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ, ïðèâåäåííûå â ñòàòüå [3℄, ãäå áûëè ïîñòðîåíû êëàñ-

ñè÷åñêîå è îáîáùåííîå ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ òåëåãðà�íîãî óðàâíåíèÿ. Ïîòåíöèàë q

çàâèñåë òîëüêî îò x, ïðèìåíåí ñåêâåíöèàëüíûé ìåòîä À.Ï. Õðîìîâà � îáîáùåííîå ðåøåíèå

îïðåäåëÿëîñü êàê ïðåäåë êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé. Â äàííîé ñòàòüå äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ íå ïðèâëåêàþòñÿ.

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åòûðå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ íàéäåì îáîáùåííûå ðåøåíèÿ.

1. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íåíóëåâûì íà÷àëü-

íûì îòêëîíåíèåì. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

utt(x, t) = uxx(x, t), (x, t) ∈ (0, 1) × (0,+∞), (1)

u(0, t) = 0, ux(0, t) = ux(1, t), t > 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], (3)

ϕ(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ, èíòåãðèðóåìàÿ íà (0, 1) �óíêöèÿ, ϕ(x) ∈ L(0, 1). Èñïîëüçóåì îáî-

çíà÷åíèå ïðîèçâîäíûõ: ux =
∂u

∂x
è äð.
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* �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé �å-

äåðàöèè â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû Ìîñêîâñêîãî öåíòðà �óíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ïî

ñîãëàøåíèþ �075�15�2022�284.
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Îñîáåííîñòü çàäà÷è (1)�(3) ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé çàäà÷å îïåðàòîðØòóðìà�

Ëèóâèëëÿ L0: ly = −y′′(x), x ∈ (0, 1), y(0) = 0, y′(0) = y′(1), ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåñàìîñî-

ïðÿæåííûì (ïî Èëüèíó), ò.å. ñèñòåìà êîðíåâûõ �óíêöèé ýòîãî îïåðàòîðà, êðîìå ñîáñòâåííûõ

�óíêöèé, ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé (çàäà÷à Ñàìàðñêîãî�Èîíêèíà).

Âûïèøåì ýòó ñèñòåìó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ̺k êâàäðàòíûå êîðíè èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà, {uk(x)} � ñèñòåìà

ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà, ïðè÷åì, u2k−1(x) � ñîáñòâåííûå �óíêöèè,

u2k(x) � ïðèñîåäèíåííûå �óíêöèè, k > 1, {vk(x)} � áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà �óíê-

öèé,

(uk, vn) =

1∫

0

uk(x)vn(x)dx = δkn =

{
1, k = n,

0, k 6= n.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî: ̺0 = 0, ̺2k−1 = ̺2k = 2πk, k > 1, u0(x) = x, v0(x) = 2, u2k−1(x) =

= sin 2πkx, v2k−1(x) = 4(1 − x) sin 2πkx, u2k(x) = − x

4πk
cos 2πkx, v2k(x) = −16πk cos 2πkx. Òàê

âûáðàííàÿ ñèñòåìà {uk(x)} êîðíåâûõ �óíêöèé îïåðàòîðà îáðàçóåò áåçóñëîâíûé áàçèñ â ïðîñòðàí-
ñòâå L2(0, 1). Ñèñòåìà {vk(x)} òàêæå îáðàçóåò áåçóñëîâíûé áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïî ìåòîäó Ôóðüå åñòü

u(x, t) = 1
2

{
2(x+ t)(1, ϕ) + +4

∞∑
n=1

[
(ϕ(τ), (1 − τ) sin 2πnτ) sin 2πn(x+ t)+

+ (ϕ(τ), cos 2πnτ)(x+ t) cos 2πn(x+ t)
]
+

+ 2(x− t)(1, ϕ) + 4
∞∑
n=1

[
(ϕ(τ), (1 − τ) sin 2πnτ) sin 2πn(x− t)+

+ (ϕ(τ), cos 2πnτ)(x− t) cos 2πn(x− t)
]}

.

(4)

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì (ðåøåíèåì ïî÷òè âñþäó) çàäà÷è (1)�(3) áóäåì

ïîíèìàòü �óíêöèþ u(x, t), íåïðåðûâíóþ è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìóþ ïî x è t â ïîëóïîëîñå

[0, 1] × [0,∞), ïðè÷åì �óíêöèè ux(x, t), ut(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [0,∞)
ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (2), (3) è óðàâíåíèþ (1) ïî÷òè âñþäó ïî x è t.

Ïðèâåäåì òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3). Çà�èêñèðóåì ïðî-

èçâîëüíî ÷èñëî T > 0, ïóñòü QT � ïðÿìîóãîëüíèê, QT = [0, 1] × [0, T ], îáîçíà÷èì ÷åðåç Q êëàññ

èíòåãðèðóåìûõ íà QT �óíêöèé, f ∈ Q ⇔ f(x, t) ∈ L(QT ).

Ò å î ð å ì à 1. Åñëè u(x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ñ óñëîâèåì utt(x, t) ∈ Q

(∀T > 0), òî îíî åäèíñòâåííî è íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå (4), â êîòîðîé ðÿäû ñïðàâà ïðè ëþáîì

�èêñèðîâàííîì t > 0 ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå, èçëîæåííîé â [4℄, è íå çàâèñèò îò

êîíêðåòíîãî âèäà êðàåâûõ óñëîâèé.

Çàìåòèì, ÷òî ðÿä (4) èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé �óíêöèè ϕ(x) ∈ L(0, 1), õîòÿ òåïåðü

îí ìîæåò áûòü è ðàñõîäÿùèìñÿ. Òåì íå ìåíåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøå-

íèåì çàäà÷è (1)�(3), íî ïîíèìàåìîé òåïåðü ÷èñòî �îðìàëüíî. Ýòó çàäà÷ó (1)�(3) áóäåì íàçûâàòü

îáîáùåííîé ñìåøàííîé çàäà÷åé. Íàéòè ðåøåíèå îáîáùåííîé ñìåøàííîé çàäà÷è � çíà÷èò íàéòè

�ñóììó�, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà. �Ñóììà� â êàâû÷êàõ îçíà÷àåò, ÷òî ýòî ñóììà èìåííî

ðàñõîäÿùåãîñÿ (â îáùåì ñëó÷àå) ðÿäà (ñì. [5, ñ. 101; 6, ñ. 6, 19℄).

Íàéòè ðåøåíèå îáîáùåííîé ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) � çíà÷èò íàéòè �ñóììó� ðàñõîäÿùåãîñÿ

ðÿäà (4).

Ïîìèìî òðåõ àêñèîì î ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäàõ [6, ñ. 19℄, ñëåäóÿ À.Ï. Õðîìîâó, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ

ïðàâèëîì èíòåãðèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà:

∫ ∑
=

∑∫
, (5)

ãäå

∫
� îïðåäåëåííûé èíòåãðàë.
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Âåðíåìñÿ ê ðÿäó (4). Ïðåæäå ÷åì åãî ïðåîáðàçîâàòü, çàïèøåì �îðìàëüíîå ðàçëîæåíèå �óíê-

öèè ϕ(x) â ðÿä ïî ñèñòåìå êîðíåâûõ �óíêöèé îïåðàòîðà L0:

ϕ(x) ∼ 2x(1, ϕ) + 4

∞∑

n=1

[(ϕ(τ), (1 − τ) sin 2πnτ) sin 2πnx+ (ϕ(τ), cos 2πnτ)x cos 2πnx]. (6)

�ÿä (4) ïðåäñòàâèì êàê

u(x, t) =
∑

+
+
∑

−
, (7)

ãäå

∑
±

=
∞∑
n=1

. . . (x ± t). Ñðàâíèâàÿ (6), (7), çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ �ñóììû� ðÿäà (4)

íóæíî íàéòè �ñóììó� ðÿäà (6).

Ïóñòü �ñóììà� ðÿäà (6) ïðè x ∈ [0, 1] åñòü íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ g(x) ∈ L(0, 1). Òîãäà â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðàâèëîì (5) èìååì

x∫

0

g(η) dη = 2(1, ϕ)

x∫

0

η dη + 4

∞∑

n=1

[
(ϕ(τ), (1 − τ) sin 2πnτ)

x∫

0

sin 2πnη dη+

+ (ϕ(τ), cos 2πnτ)

x∫

0

η cos 2πnη dη
]
, x ∈ [0, 1]. (8)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå íà ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó {uk(x)} òåîðåìû Ëåáåãà î

ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå.

Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ ϕ(x) ∈ L(0, 1), èìåþùàÿ ðÿä (6) ñâîèì áèîðòîãîíàëü-

íûì ðàçëîæåíèåì ïî ñèñòåìå {uk(x)}. Åñëè îòðåçîê [A,B] ⊆ [0, 1], òî

B∫

A

ϕ(x)dx =

B∫

A

2x(1, ϕ)dx+

∞∑

n=1

B∫

A

[4(ϕ(τ), (1− τ) sin 2πnτ) sin 2πnx+4(ϕ(τ), cos 2πnτ)x cos 2πnx]dx.

Òàêèì îáðàçîì, áèîðòîãîíàëüíûé ðÿä (6) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü, ïîëó÷åííûé ðÿä

ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà

B∫

A

ϕ(x)dx. Ïðè ýòîì ñàì ðÿä (6) ìîæåò è íå ñõîäèòüñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïðîâåäåíî â ï. 5.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ñóììîé ðÿäà (8), îáû÷íîé ñóììîé, ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

x∫

0

ϕ(η)dη. Íî òîãäà,

x∫

0

g(η)dη =

x∫

0

ϕ(η)dη, ò.å. ñïðàâåäëèâî g(x) = ϕ(x) ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå [0, 1], ìû íàøëè

�ñóììó� ðÿäà (6), êîòîðûé ìîæåò áûòü è ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ôîðìàëüíûé ðÿä (6) îïðåäåëåí äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x ∈ R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ̃(x) �ñóììó� ðÿäà
(6) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x ∈ R. Â ñèëó (6) è (7) çàêëþ÷àåì, ÷òî �ñóììà� u(x, t) ðÿäà (4) åñòü �óíêöèÿ

u(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)]. (9)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Ò å î ð å ì à 3. �åøåíèåì îáîáùåííîé ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ u(x, t)
èç êëàññà Q, îïðåäåëÿåìàÿ ïî �îðìóëå (9).

Íàéäåì àëãîðèòì ïðîäîëæåíèÿ �óíêöèè ϕ̃(x) ñ îòðåçêà [0, 1], ãäå ϕ̃(x) = ϕ(x), íà âñþ ÷èñëî-

âóþ ïðÿìóþ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ϕ̃(x) ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèå (9) â êðàåâûå óñëîâèÿ

(2). Ïîëó÷èì äâà ðàâåíñòâà: ϕ̃(x) = −ϕ̃(−x), x ∈ R, ò. å. �óíêöèÿ ϕ̃(x) � íå÷åòíàÿ, è

ϕ̃′(1 + x) = 2ϕ̃′(x)− ϕ̃′(1− x), x ∈ R, (10)
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ãäå ó÷òåíî, ÷òî ϕ̃′(x) � ÷åòíàÿ �óíêöèÿ. Ïðîèíòåãðèðóåì ðàâåíñòâî (10) ïî îòðåçêó [0, x], ïîëó-
÷èì

ϕ̃(1 + x) = 2ϕ̃(x) + ϕ̃(1− x), x > 0. (11)

Ñîîòíîøåíèå (11) ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü �óíêöèþ ϕ̃(x) = ϕ(x), x ∈ [0, 1], ñ îòðåçêà [0, 1] íà
ïîëóîñü x > 0, çàòåì ïðîäîëæàåì �óíêöèþ íà ïîëóîñü x < 0 êàê íå÷åòíóþ �óíêöèþ.

2. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûì íà÷àëü-

íûì îòêëîíåíèåì. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáîáùåííóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó:

utt(x, t) = uxx(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ (0, 1) × (0,+∞), (12)

u(0, t) = 0, ux(0, t) = ux(1, t), t > 0, (13)

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], (14)

ãäå f(x, t) åñòü �óíêöèÿ êëàññà Q.

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (12)�(14) ïî ìåòîäó Ôóðüå åñòü

u(x, t) =
1

2

t∫

0

dτ

t−τ∫

0

{
2(x+ η)(1, f(ξ, τ))+

+4

∞∑

n=1

[
(f(ξ, τ), (1 − ξ) sin 2πnξ) sin 2πn(x+ η) + (f(ξ, τ), cos 2πnξ)(x+ η) cos 2πn(x+ η)

]
+

+2(x− η)(1, f(ξ, τ)) + 4

∞∑

n=1

[
(f(ξ, τ), (1 − ξ) sin 2πnξ) sin 2πn(x− η)+

+(f(ξ, τ), cos 2πnξ)(x− η) cos 2πn(x− η)
]}

dη.

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðàâèëîì (5) è âûíåñëè èíòåãðàëû çà çíàêè ñóìì. Îáúåäèíèì ñëàãàåìûå ñ

àðãóìåíòàìè (x+ η) è (x− η), ïîëó÷èì

u(x, t) =
1

2

t∫

0

dτ

x+t−τ∫

x−t+τ

{
2η(1, f(ξ, τ))+

+4

∞∑

n=1

[
(f(ξ, τ), (1 − ξ) sin 2πnξ) sin 2πnη+ (15)

+(f(ξ, τ), cos 2πnξ)η cos 2πnη
]}

dη =
1

2

t∫

0

dτ

x+t−τ∫

x−t+τ

f̃(η, τ)dη,

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ {·} â (15), êàê ýòî ñëåäóåò èç

�îðìóëû (6), èìååò �ñóììó� f̃(η, τ), ãäå f̃(η, τ) � ïðîäîëæåíèå �óíêöèè f(η, τ) ïî η íà âñþ

÷èñëîâóþ îñü ïî òåì æå �îðìóëàì, ÷òî è �óíêöèÿ ϕ(x).
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Ò å î ð å ì à 4. �åøåíèå u(x, t) îáîáùåííîé ñìåøàííîé çàäà÷è (12)�(14) åñòü �óíêöèÿ êëàññà
Q, îïðåäåëÿåìàÿ ïî �îðìóëå

u(x, t) =
1

2

t∫

0

dτ

x+t−τ∫

x−t+τ

f̃(η, τ)dη. (16)

Èç �îðìóëû (16), èñïîëüçóÿ �îðìóëû ïðîäîëæåíèÿ, ïîëó÷àåì îöåíêó

‖u(x, t)‖L(QT ) 6 cT ‖f(x, t)‖L(QT ), ∀T > 0, cT = const > 0.

Ýòî ïîäòâåðæäàåò, ÷òî u(x, t) åñòü �óíêöèÿ êëàññà Q.
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3. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íåíóëåâûì íà-

÷àëüíûì îòêëîíåíèåì. �àññìîòðèì îáîáùåííóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó

utt(x, t) = uxx(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ (0, 1) × (0,+∞), (17)

u(0, t) = 0, ux(0, t) = ux(1, t), t > 0, (18)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], (19)

ãäå f(x, t) åñòü �óíêöèÿ êëàññà Q, ϕ(x) ∈ L(0, 1).
Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (17)�(19) ïî ìåòîäó Ôóðüå åñòü

u(x, t) = u0(x, t)+u1(x, t), ãäå u0(x, t) åñòü ðÿä (4), à u1(x, t) åñòü ðÿä (15). Ïîýòîìó, èñõîäÿ èç ïï.
1, 2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 5. Îáîáùåííàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à (17)�(19) èìååò ðåøåíèå u(x, t) êëàññà Q,

îïðåäåëÿåìîå ïî �îðìóëå

u(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)] +

1

2

t∫

0

dτ

x+t−τ∫

x−t+τ

f̃(η, τ)dη. (20)

4. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ òåëåãðà�íîãî óðàâíåíèÿ. Èñïîëüçóåì ðåçóëüòàòû ïï. 1�3

äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

utt(x, t) = uxx(x, t)− q(x, t)u(x, t), (x, t) ∈ (0, 1) × (0,+∞), (21)

u(0, t) = 0, ux(0, t) = ux(1, t), t > 0, (22)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], (23)

ãäå ϕ(x) ∈ L(0, 1), �óíêöèÿ q(x, t) òàêîâà, ÷òî íàéäåòñÿ �óíêöèÿ q0(x) ∈ L(0, 1), òàêàÿ, ÷òî
|q(x, t)| 6 q0(x), �óíêöèÿ q(x, t)u(x, t) åñòü �óíêöèÿ êëàññà Q.

Èç òåîðåìû 5 ïîëó÷èì, ÷òî íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (21)�(23) â êëàññå Q ñâîäèòñÿ ê

íàõîæäåíèþ â ýòîì êëàññå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)]− 1

2

t∫

0

dτ

x+t−τ∫

x−t+τ

˜q(η, τ)u(η, τ)dη, (24)

ãäå

˜q(η, τ)u(η, τ) åñòü ïðîäîëæåíèå ïî η íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü ñ îòðåçêà [0, 1] ïðè êàæäîì τ �óíê-

öèè q(η, τ)u(η, τ) ïî òåì æå �îðìóëàì, ÷òî è �óíêöèÿ ϕ(x).
Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (24) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â êëàññå Q, ïîëó÷àåìîå ïî ìåòîäó

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäñòàíîâîê. Ýòî ðåøåíèå äàåòñÿ �îðìóëîé

u(x, t) = A(x, t) =

∞∑

n=0

an(x, t), (25)

ãäå

a0(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)],

an(x, t) =
1

2

t∫

0

dτ

x+t−τ∫

x−t+τ

f̃n−1(η, τ)dη, n = 1, 2, . . . ,
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ãäå f̃n(η, τ) = fn(η, τ) = −q(η, τ)an(η, τ) ïðè η ∈ [0, 1], n = 0, 1, . . ., fn(η, τ) ïðîäîëæàåòñÿ ïî

ïåðåìåííîé η ñ [0, 1] íà âñþ ïðÿìóþ òàê æå, êàê �óíêöèÿ ϕ(x), f̃n(η, τ) = − ˜q(η, τ)an(η, τ).

Ôîðìóëó (25) ìîæíî íàçâàòü îáîáùåííîé �îðìóëîé Äàëàìáåðà.

Ò å î ð å ì à 6. Åñëè ϕ(x) ∈ L(0, 1), òî ðÿä A(x, t) (25) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî (ñ
ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ) â ïðÿìîóãîëüíèêå QT äëÿ ëþáîãî T > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé îöåíêè îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà

(25).

Ë å ì ì à. Ïóñòü ϕ(x) ∈ L(0, 1), T � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

‖an(x, t)‖C(QT ) 6 cn+1
T ‖q0‖n1‖ϕ‖1

T n−1

(n− 1)!
, n ∈ N, cT = const > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè è ïðè-

âåäåíî â [3℄.

5. Òåîðåìà î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè. Ïðèâåäåì çäåñü îáîñíîâàíèå òåîðåìû 2 î

ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè áèîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå {uk(x)} èíòåãðèðóåìîé íà

îòðåçêå [0, 1] �óíêöèè. Ïðèäåðæèâàåìñÿ èçâåñòíîé ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëåáåãà ñ ïî-

ïðàâêîé íà òî, ÷òî òåïåðü ðàçëîæåíèå â ðÿä âåäåòñÿ íå ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå, à ïî

áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå. Ïåðåîáîçíà÷èì â òåîðåìå 2 ϕ(x) íà f(x).

Èòàê, ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ f(x) ∈ L(0, 1), èìåþùàÿ ñâîèì áèîðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì

ïî ñèñòåìå {uk(x), vk(x)} ðÿä

2x(1, f) + 4
∞∑
n=1

[(f(τ), (1 − τ) sin 2πnτ) sin 2πnx+ (f(τ), cos 2πnτ)x cos 2πnx].
(26)

Ïóñòü [A,B] ⊆ [0, 1], òîãäà òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

B∫

A

f(x)dx = 2

B∫

A

x(1, f)dx+4
∞∑

n=1

B∫

A

[
(f(τ), (1−τ) sin 2πnτ) sin 2πnx+(f(τ), cos 2πnτ)x cos 2πnx

]
dx,

ò.å. ðÿä (26) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü, ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà

B∫

A

f(x)dx.

Ïðè ýòîì ñàì ðÿä (26) ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ.

�àññìîòðèì �óíêöèþ

ϕ(x) =

{
1, x ∈ [A,B],
0, x ∈ [0, 1] \ [A,B].

Êàæäàÿ èç ñèñòåì {uk(x)}, {vk(x)}, îáðàçóåò áåçóñëîâíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1). �àçëî-
æèì �óíêöèþ ϕ(x) â ðÿä ïî ñèñòåìå {vk(x), uk(x)}, íàçîâåì åãî ñîïðÿæåííûì ðÿäîì:

ϕ(x) ∼ 2α0 + 4

∞∑

k=1

[αk(1− x) sin 2πkx+ βk cos 2πkx] =

= 2(ϕ(τ), τ) + 4

∞∑

k=1

[(ϕ(τ), sin 2πkτ)(1 − x) sin 2πkx+ (ϕ(τ), τ cos 2πkτ) cos 2πkx]. (27)

Âû÷èñëèì êîý��èöèåíòû α0, αk, βk, k > 1, ðÿäà (27). Èìååì

α0 = (ϕ(τ), τ) =

B∫

A

τdτ =
1

2
(B2 −A2),
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αk = (ϕ(τ), sin 2πkτ) =

B∫

A

sin 2πkτdτ =
1

2πk
(cos 2πkA− cos 2πkB),

βk = (ϕ(τ), τ cos 2πkτ) =

B∫

A

τ cos 2πkτdτ =
1

2πk
[B sin 2πkB −A sin 2πkA+

+
1

2πk
(cos 2πkA− cos 2πkB)].

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ â ÷àñòè÷íóþ ñóììó Sn(x) ðÿäà (27):

Sn(x) = B2 −A2 + 4

n∑

k=1

[ 1

2πk
(cos 2πkA− cos 2πkB)(1− x) sin 2πkx +

+
1

2πk
(B sin 2πkB −A sin 2πkA) cos 2πkx+

1

4π2k2
(cos 2πkA− cos 2πkB) cos 2πkx

]
.

Äîêàæåì, ÷òî: 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn(x)} ñõîäèòñÿ ∀x ∈ [0, 1]; 2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Sn(x)} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïî n è x íà [0, 1].
1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðÿäà (27) ïðèìåíèì ïðèçíàê Äèðèõëå�Àáåëÿ è ïðèçíàê

ñðàâíåíèÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ. Ïðåîáðàçóåì ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé â ñóììû è

ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå. Ïîëó÷èì

Sn(x) = B2 −A2 +
1− x−A

π

n∑

k=1

sin 2πk(A+ x)

k
− 1− x+A

π

n∑

k=1

sin 2πk(A− x)

k
+

+
x− 1 +B

π

n∑

k=1

sin 2πk(B + x)

k
+

1− x+B

π

n∑

k=1

sin 2πk(B − x)

k
+ (28)

+
1

π2

n∑

k=1

1

k2
(cos 2πkB − cos 2πkA) cos 2πkx.

Ïî îáû÷íîé ñõåìå ïîëó÷àåì îöåíêè

∣∣
n∑

k=1

sin 2πk(A± x)
∣∣ 6 1

| sinπ(A± x)| ∀n, ∀x ∈ [0, 1],

A± x 6= 0, A+ x 6= 1. Åñëè A± x = 0 èëè A+ x = 1, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû ðàâíû íóëþ;

∣∣
n∑

k=1

sin 2πk(B ± x)
∣∣ 6 1

| sinπ(B ± x)| , ∀n ∀x ∈ [0, 1],

B−x 6= 0, B ±x 6= 1, 2. Åñëè B±x = 1, 2 èëè B−x = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû ðàâíû íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììû ñèíóñîâ â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ÷àñòè÷íûõ ñóììàõ â (28) îãðàíè÷åíû ïî

ìîäóëþ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n è x ∈ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñóììàì ðÿäû

ñõîäÿòñÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, 1]. �ÿä, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñëåäíåé ñóììå â (28), ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå [0, 1].
Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn(x)} ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, 1], ò.å.

ðÿä (27) ñõîäèòñÿ íà [0, 1].
2. Äîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ c > 0, òàêàÿ, ÷òî |Sn(x)| 6 c, ∀n, ∀x ∈ [0, 1]. Äëÿ ýòîãî

äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü êàæäîé èç ñóìì â ïðàâîé ÷àñòè (28).

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé îöåíêîé [7, ñ. 318℄

∣∣
n∑

k=1

sin kt

k

∣∣ 6 2
√
π, ∀n, ∀t ∈ R.
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Ïîëîæèâ â ïåðâîé ñóììå (28) t = 2π(A+ x), ïîëó÷èì

∣∣∣∣
n∑

k=1

sin 2πk(A + x)

k

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

n∑

k=1

sin kt

k

∣∣∣∣ 6 2
√
π ∀n, ∀x ∈ [0, 1].

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåì ñëåäóþùèå òðè ñóììû â (28). Äëÿ ïîñëåäíåé ñóììû â (28) ïîëó÷èì îöåíêó

ñâåðõó ÷åðåç ïîñòîÿííóþ c = 4, ∀n, ∀x ∈ [0, 1], òàê êàê

n∑
k=1

1

k2
< 2, ∀n. Äëÿ ñóììû Sn(x) ïîëó÷èì

ðàâíîìåðíóþ ïî n è x ∈ [0, 1] îöåíêó ÷åðåç ïîñòîÿííóþ c1 = 1 +
24√
π
+

4

π2
:

|Sn(x)| 6 c1 ∀n > 1, ∀x ∈ [0, 1]. (29)

Ïîëó÷åííûå â 1, 2 ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå

[7, ñ. 139℄:

1∫

0

f(x)ϕ(x)dx = lim
n→∞

1∫

0

f(x)Sn(x)dx.

Ïîäñòàâèì â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè ϕ(x) è èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (27),

B∫

A

f(x)dx = 2α0

1∫

0

f(x)dx+ 4

∞∑

k=1

[
αk

1∫

0

f(x)(1− x) sin 2πkxdx++βk

1∫

0

f(x) cos 2πkxdx
]
=

= 2(1, f)

B∫

A

xdx+ 4
∞∑

k=1

[
(f(τ), (1 − τ) sin 2πkτ)

B∫

A

sin 2πkxdx+ (f(τ), cos 2πkτ)

B∫

A

x cos 2πkxdx
]
,

ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ �îðìóëó. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí À.Ï. Õðîìîâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.
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