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Введение
Рассматривается линейная стационарная векторная динамическая система{

ẋ = Ax+Bu

y = Cx.
(1)

Здесь x ∈ Rn — фазовый вектор, y, u ∈ Rl — выход и вход, A,B,C —
постоянные матрицы соответствующих размеров. Далее мы будем
предполагать, что полином

β(s) = det

(
sI −A −B
C 0

)
ненулевой.
Важную роль в теории управления играет определение относительного
порядка (ОП), введенное в [1]. Приведем здесь это определение, учитывая
линейность системы (см. [2]).

Определение 1
Вектор r ∈ Nl называется вектором ОП системы (1), если

1 CiA
j−1B = 0, j = 1, ri − 1, CiA

ri−1B 6= 0.

2 Строки CiAri−1B, i = 1, l, линейно независимы.
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Пример

Для некоторых систем условия ОП могут быть несовместны. Например,
рассмотрим систему со следующими матрицами:

A =


0 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , B =


0 0
1 0
0 0
0 1

 , C =

(
1 0 0 0
0 1 1 0

)
.

Для этой системы
C1B = (0, 0) C1AB = (1, 0)
C2B = (1, 0),

т. е., согласно первому условию ОП, r = (2, 1). Однако, строки C1AB, C2B
линейно зависимы, следовательно, условие 2 определения 1 не выполнено.
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Приведение к виду с ОП

В некоторых случаях возможно добиться выполнения условий ОП с
помощью, например, преобразования выходов. Существуют следующие
методы:

1 “Статическое” преобразование выходов: замена ỹ = Ty, где T ∈ Rl×l —
невырожденная постоянная матрица (см. [3]). К преимуществам метода
можно отнести его простоту. Однако, не любая система (1) может быть
приведена к виду с ОП указанным образом (см. [4]).

2 Преобразование вида ỹ = P (∂)y, где P (∂) — невырожденная
полиномиальная матрица, ∂ = d

dt . Согласно [5], любая система (1) может
быть приведена к виду с ОП с помощью такого преобразования. Однако,
дифференцирование сигналов затруднительно реализовать на практике.

3 “Динамическое” преобразование вида ỹ = B(∂)
α(∂) , где α(∂) — ненулевой

полином, B(∂) — невырожденная полиномиальная матрица. Данный
метод позволяет привести систему вида (1) к виду с ОП, не используя
при этом дифференцирования сигналов.

Далее речь пойдет о методе 3.
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Постановка задачи

Дана система (1), для которой полином β(s) ненулевой. Требуется найти
систему {Ā, B̄, C̄, D̄} вида {

˙̄x = Āx̄+ B̄y

ȳ = C̄x̄+ D̄y,
(2)

где
det D̄ 6= 0;

матрица Ā устойчива.
При этом требуется, чтобы система, являющаяся композицией систем (1)
и (2), имела вектор ОП.
Систему (2), удовлетворяющую этим условиям, назовем корректирующей.
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Композиция систем
Легко показать, что если система {Ã, B̃, C̃} является композицией систем
(1) и (2), то ее матрицы имеют вид:

Ã =

(
A 0
B̄C Ā

)
, B̃ =

(
B
0

)
, C̃ =

(
D̄C C̄

)
.

Также можно показать, что строки C̃iÃjB̃, участвующие в определении ОП,
для указанной системы определяются соотношениями

C̃iB̃ = D̄i(CB), C̃iÃ
qB̃ = D̄i(CA

qB)+

q−1∑
j=0

(C̄iĀ
q−1−jB̄)(CAjB), q = 1, 2, . . . .

Далее мы будем строить корректирующую систему в два этапа: сначала
найдем такие векторы V ji ∈ R1×l, что

q∑
j=0

V iq−j(CA
jB) = 0, q = 1, 2, . . . r̃i − 1;

строки
r̃i∑
j=0

V iq−j(CA
jB), i = 1, l линейно независимы.

(3)

Затем построим систему {Ā, B̄, C̄, D̄}, для которой D̄i = V 0
i , C̄iĀ

jB̄ = V ij+1.
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Алгоритм построения искомой системы
Введем обозначения:

Pk =


(CB)T 0 . . . 0

(CAB)T (CB)T . . . 0
...

...
. . .

...
(CAk−1B)T (CAk−2B)T . . . (CB)T

 ;

пусть e ∈ Rkl

Pie = (e(i−1)l+1, e(i−1)l+2, . . . , eil)
T ∈ Rl.

Если, например, e ∈ kerP2, e 6= 0 то

(CB)TP1e = 0, (CAB)TP1e+ (CB)TP2e = 0,

т. е. существуют строки V i0 , V
i
1 такие, что r̃i > 2.

Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1
Пусть β(s) 6≡ 0. Тогда ∃ k ∈ N : dim kerPk = dim kerPj , j ∈ N, j > k.
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Алгоритм построения искомой системы
Рассмотрим алгоритм построения вспомогательного множества векторов S.

1 Согласно утверждению 2, существует номер
k1 : dim kerPk1 = dim kerPk1+1. Рассмотрим базис пространства Pk1 —
векторы e11, . . . , e

1
q1 . Пусть rg(P1e

1
1, . . . ,P1e

1
q1) = n1, и столбцы

P1e
1
1, . . . ,P1e

1
n1

линейно независимы. Добавим ко множеству S векторы
e11, . . . , e

1
n1
.

2 Выберем номер k2 < k1, удовлетворяющий условиям
I ∃e ∈ kerPk2 : rg(P1e

1
1, . . . ,P1e

1
n1

,P1e) = n1 + 1.
I ∀i : k1 < i < k2, ∀f ∈ kerPi, rg(P1e

1
1, . . . ,P1e

1
n1

,P1f) = n1.

Пусть e21, . . . , e
2
q2 — базис kerPk2 , и

rg(P1e
1
1, . . . ,P1e

1
n1
,P1e

2
1, . . . ,P1e

2
q2) = n1 + n2, причем векторы

P1e
2
1, . . . ,P1e

2
n2

линейно независимы. Добавим векторы e21, . . . , e
2
n2

ко
множеству S.

3 Выберем номер k3 < k2, удовлетворяющий условиям
I ∃e ∈ kerPk3 : rg(P1e

1
1, . . . ,P1e

2
n2

,P1e) = n1 + n2 + 1.
I ∀i : k2 < i < k3 ∀f ∈ kerPi : rg(P1e

1
1, . . . ,P1e

2
n2

,P1f) = n1 + n2.

Пусть e31, . . . , e
3
q3 — базис kerPk3 , и

rg(P1e
1
1, . . . ,P1e

2
n2
,P1e

3
1, . . . ,P1e

3
q3) = n1 + n2 + n3, причем векторы

P1e
3
1, . . . ,P1e

3
n3

линейно независимы. Добавим векторы e31, . . . , e
3
n3

к S.
Последующие шаги делаются аналогично. Алгоритм останавливается, если
n1 + . . .+ nm = dim kerP1.
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Алгоритм построения искомой системы

Добавим ко множеству S, построенному по описанному выше алгоритму,
столбцы f1, . . . , fd так, чтобы rg(P1e

1
1, . . . ,P1e

m
nm
, f1, . . . , fd) = l (здесь

d = l − dim kerP1). При этом если
Введем обозначения:

V 1
0 = (P1e

1
1)T V 1

1 = (P2e
1
1)T . . . V 1

k1−1 = (Pk1e11)T

V 2
0 = (P1e

1
1)T V 2

1 = (P2e
1
1)T . . . V 2

k1−1 = (Pk1e11)T

...
...

...
...

V l−d0 = (P1e
m
nm

)T V l−d1 = (P2e
m
nm

)T . . . V l−dkm−1 = (Pkmemnm
)T

V l−d+1
0 = fT1 V l−d+2

0 = fT2 . . . V l0 = fTd .

(4)

Утверждение 2
Система строк (4) удовлетворяет условиям (3).

Таким образом, первый этап построения корректирующей системы выполнен.
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Алгоритм построения искомой системы
Осталось построить систему {Ā, B̄, C̄, D̄}, для которой выполняются
равенства

D̄i = V i0
C̄iĀ

jB̄ = V ij−1, i = 1, l − d, j = 1, ki − 1.

Рассмотрим систему {Ā, B̄, C̄, D̄} со следующими матрицами

Ā = diag(Ā1, . . . , Āl−d), B̄ =

 B̄1

...
B̄l−d

 ,
C̄ =

(
diag(C̄1, . . . , C̄l−d)

0

)
,

D̄T = ((V 1
0 )T , . . . , (V l0 )T ),

(5)

где

Āi =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 0 . . . 1
∗ ∗ ∗ . . . ∗

 , B̄i =


V i1
V i2
...

V iki−1

 , C̄i = (1, 0, . . . , 0), i = 1, l − d.

Система (5) является корректирующей. Заметим, что, выбирая
коэффициенты матрицы Ā, можно сделать ее устойчивой.
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Пример
Приведем к виду с ОП систему из предыдущего примера, где

A =


0 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , B =


0 0
1 0
0 0
0 1

 , C =

(
1 0 0 0
0 1 1 0

)
.

Рассмотрим матрицы Pk :

P1 =

(
0 1
0 0

)
, dim kerP1 = 1; P2 =


0 1 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1
0 1 0 0

 , dim kerP2 = 2;

P3 =


0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1
0 1 0 1 0 0

 , dim kerP3 = 2.

Поскольку dim kerP2 = dim kerP3, k1 = 2.
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Пример
Рассмотрим базис пространства kerP2 :

e11 = (1, 0 | 0,−1)T , e12 = (0, 0 | 1, 0)T .

Поскольку P1e
1
1 6= 0 и P1e

1
2 = 0, то S = {e11}. Добавим ко множеству S

вектор f1 = (0, 1)T . Тогда

V 1
0 = (P1e

1
1)T = (1, 0), V 1

1 = (P2e
1
1)T = (0,−1), V 2

0 = fT1 = (0, 1).

Рассмотрим систему {Ā, B̄, C̄, D̄}, где

Ā =

(
0 1
−1 −2

)
, B̄ =

(
0 −1
0 0

)
, C̄ =

(
1 0
0 0

)
, D̄ =

(
1 0
0 1

)
.

Ясно, что C1B = V 1
1 , D1 = V 1

0 , D2 = V 2
0 . Рассмотрим композицию систем

{A,B,C} и {Ā, B̄, C̄, D̄} — систему {Ã, B̃, C̃}, матрицы которой имеют вид:

Ã =


0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −1 −1 0 0 1
0 0 0 0 −1 −2

 , B̃ =


0 0
1 0
0 0
0 1
0 0
0 0

 , C̃ =

(
1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0

)
.
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Пример

Для системы {Ã, B̃, C̃} выполнены условия ОП, поскольку

C̃1B̃ = (0, 0) C̃1ÃB̃ = (0, 0) C̃1Ã
2B̃ = (0,−1)

C̃2B̃ = (1, 0).

Таким образом, система приведена к виду с относительным порядком.
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Конец

Спасибо за внимание!
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