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В соответствии с Уставом Московского университета и приказом
Ректора МГУ № 149 от 16 февраля 2023 года «О проведении ежегодной
общеуниверситетской научной конференции «Ломоносовские чтения»
для представления и обсуждения результатов работ по всем направле-
ниям научных исследований на факультете ВМК ежегодная общеуни-
верситетская научная конференция «Ломоносовские чтения» пройдет
на факультете вычислительной математики и кибернетики при поддерж-
ке Московского центра фундаментальной и прикладной математики с
4 апреля по 14 апреля 2023 года.

Секция вычислительной математики и кибернетики научной конфе-
ренции «Ломоносовские чтения» включает следующие подсекции:

Секция 1. Алгоритмические языки
(руководитель — профессор Соловьев С. Ю.);
Секция 2. Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов
(руководитель — чл.-корр. РАН профессор Смелянский Р. Л.);
Секция 3. Суперкомпьютеры и квантовая информатика
(руководитель — чл.-корр. РАН профессор Воеводин В. В.)
Секция 4. Системное программирование
(руководитель — академик РАН профессор Аветисян А. И.);
Секция 5. Кафедры системного анализа и нелинейных динамических
систем и процессов управления (соруководители — академик РАН про-
фессор Куржанский А. Б., профессор Фомичев В. В.);
Секция 6. Математическая физика
(руководитель — профессор Разгулин А. В.);
Секция 7. Теория вероятностей и математическая статистика
(руководитель — профессор Королев В. Ю.);
Секция 8. Интеллектуальные информационные технологии
(руководитель — профессор Машечкин И. В.);
Секция 9. Вычислительные технологии и моделирование
(руководитель — академик РАН профессор Тыртышников Е. Е.);
Секция 10. Дифференциальные уравнения
(руководитель — профессор Ломов И. С.);
Секция 11. Кафедра автоматизации научных исследований
(руководитель — профессор Попов А. М.);
Секция 12. Математическая кибернетика
(руководитель — профессор Ложкин С. А.);
Секция 13. Исследование операций
(руководитель — профессор Васин А. А.);
Секция 14. Вычислительные методы
(руководитель — академик РАН профессор Четверушкин Б. Н.);
Секция 15. Информационная безопасность
(руководитель — академик РАН профессор Соколов И. А.);
Секция 16. Оптимальное управление и дифференциальные игры
(руководитель — академик РАН профессор Осипов Ю. С.).
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РЕКУРСИВНЫЙ АЛГОРИТМ ПРОВЕРКИ СИЛЬНОЙ

ЦИКЛИЧНОСТИ ВЕКТОРА

Абдрахманов Артур Фаритович, Бордаченкова Елена Анатольевна,
Панфёров Антон Александрович

Кафедра алгоритмических языков, e-mail: a.arthur77777@gmail.com, lenabord@mail.ru,
ast.a_s@mail.ru

Пусть K — поле характеристики нуль. Воспользуемся стандартными обозна-
чениями: K[x]— кольцо многочленов, K[[x]]— кольцо формальных степенных
рядов:

K[x] = {a(x) =
t∑

n=0

anx
n, an ∈ K, t ∈ N0}, K[[x]] = {a(x) =

∞∑
n=0

anx
n, an ∈ K}.

Будем рассматривать дифференциальные системы вида

y′ = Ay, (1)

где A ∈ K[[x]]m×m, y — вектор неизвестных размера m.

Важным для систем вида (1) является понятие циклического вектора. Цик-
лический вектор находит (см. [1]) широкое применение не только в теории
дифференциальных уравнений, но и на практике, в частности, в различных
алгоритмах компьютерной алгебры.

Ряды по своей природе — бесконечны, что усложняет работу с ними на ком-
пьютере. Одним из способов решения этой проблемы является работа с усече-
ниями (см. [2]).

Предположим, что вместо (1) мы имеем «приближенную» систему с матри-
цей A⟨⟩, коэффициенты которой являются усечениями (начальными отрезками)
коэффициентов исходной системы.

В данной работе рассматривается задача: является ли вектор v, циклический
для «приближенной» системы, циклическим для системы (1).

Циклический вектор, который является циклическим для любого возможного
продолжения данной системы, называется сильно циклическим. Проверка того,
является ли заданный вектор сильно циклическим, представляет основной
интерес данной работы.

В работе [3] описан метод проверки сильной цикличности вектора. В на-
стоящей работе предложен алгоритм, представляющий собой модификацию
данного метода. Алгоритм работает с «приближенной» системой A⟨⟩ и цик-
лическим вектором v. Он пытается построить такое продолжение системы,
для которого вектор v не будет циклическим. В результате получаем три возмож-
ности: найдено продолжение, для которого вектор v не является циклическим
(таким образом, вектор v не является сильно циклическим); обнаружено, что



18 Абрамов В. Г., Князев А. А.

для всех возможных продолжений вектор v является циклическим (свойство
сильной цикличности выполняется); за отведенное время не удается получить
ответ.

Особенностью алгоритма, предложенного в данной работе, является рекур-
сия. Использование рекурсии позволяет перебрать большее число вариантов
продолжений A⟨⟩, что увеличивает шансы дать содержательный ответ, но может
увеличить время работы алгоритма. Ограничение максимальной глубины рекур-
сии решает проблему завершимости алгоритма, но он по-прежнему не всегда
может дать содержательный ответ.

Алгоритм был реализован в среде компьютерной алгебры Maple.
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Составление и преобразование расписания занятий – трудоёмкий процесс
[1], который занимает много времени и требует постоянных проверок на
возникновение конфликтов.

Основная задача состоит в том, чтобы создать инструмент, позволяющий
создавать и редактировать расписание занятий с автоматической проверкой
корректности введённых данных и автоматическим поиском конфликтов, раз-
работать язык предикатов, позволяющий описывать правила определения оп-
тимальности расписания и внедрить полученный алгоритм в разработанный
инструмент.

Разработанный язык предикатов позволяет диспетчеру указывать уникаль-
ные правила оценки эффективности расписания, которые позволяют учитывать
уникальные особенности учебного заведения, факультета или даже пожелания
отдельных людей.

Метод оптимизации расписания использует алгоритм градиентного спуска
[2, 3], используя для сравнения расписаний разработанный язык предикатов.
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Оптимизация расписания происходит при помощи эквивалентных преобразова-
ний, таких как перенос или редактирование занятия. В работе так же вводится
термин «почти эквивалентное преобразование», которое требует участия дис-
петчера в подтверждении возможности внесения изменения в расписание.

В работе получены следующие результаты: разработан язык предикатов,
создан инструмент, позволяющий создавать, редактировать, осуществлять про-
верку корректности расписания, предоставляет возможности для оперативного
управления ресурсами учебного заведения, а также осуществлять оптимизацию
расписания в полуавтоматическом режиме.
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При проведении массового анкетирования возникает необходимость в под-
тверждении искренности ответа респондента. Для проверки того, искренен
ли респондент, в анкету добавляются контрольные вопросы, которые имеют
разные формулировки, но по сути спрашивают об одном и том же. При анализе
анкеты ответы на такие вопросы сопоставляются друг с другом и если возникло
противоречие, то весь ответ на опросник считается недействительным.

Подготовка таких вопросов называется расширением анкеты. Часто это
трудоемкий и длительный процесс, требующий объемной ручной работы экс-
пертов.

Основная задача заключается в автоматизации процесса расширения анкеты.
В работе предложены алгоритмы подбора контрольных вопросов, реализо-
ванные в виде программной системы, решающей задачу расширения анкеты.
Система использует обширную базу данных с вопросами, которые выполняют
роль контрольных. Реализована возможность дополнить базу данных системы
своими вопросами. Системе на вход подается строка с вопросом, а результатом
работы системы является ранжированный список вопросов, из которых эксперт
может выбрать наиболее подходящие.
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В работе используется несколько методов обработки естественного языка
для построения ранжированного списка вопросов: tf-idf с выделением синони-
мов и гипонимов [1, 2], латентно-семантический анализ (LSA) [3], латентное
размещение Дирихле (LDA) [4].

Разработанная модель системы, позволяет подбирать контрольные вопросы
с помощью исследованных алгоритмов. Система успешно опробована на базе
данных с вопросами из областей психологии и социологии.
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В середине прошлого века Н. Хомский предложил классификацию фор-
мальных грамматик и языков, в которой именно класс контекстно-свободных
(бесконтекстных) грамматик обусловил своеобразное врастание теории фор-
мальных языков в информатику. Магазинные автоматы долгое время использо-
вались для анализа контекстно-свободных языков, но структура вычислений
таких автоматов относительно громоздка и неудобна для исследования свойств
распознаваемого языка. Более подходящим инструментом для анализа свойств
является бесконтекстный L-граф [1, 2]. Этот относительно новый подход
позволяет выявить внутреннюю общность различных характеризаций бескон-
текстных языков и получить ответы на достаточно трудные теоретические
вопросы.

Алгоритмы преобразования бесконтекстных грамматик в эквивалентные
L-графы описаны авторами ранее, а в настоящем докладе рассматривается
построение обратного алгоритма, преобразующего бесконтекстный L-граф в эк-
вивалентную бесконтекстную грамматику. Алгоритм использует понятие ядра
L-графа. Построение ядра является первым этапом алгоритма. На втором этапе
ядро преобразуется в грамматику. Ядро – это конечное подмножество множе-
ства всех маршрутов, рассмотрение которого необходимо и достаточно для
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построения эквивалентной грамматики. Точнее, вводится понятие (w,d)-ядра,
где параметры w и d обеспечивают определенные ограничения на вхождение
циклов в рассматриваемые маршруты. Концепция ядра L-графа аналогична
концепции ядра D-графа, предложенного Л.И. Станевичене [3].

Предлагаемый алгоритм реализован в виде программы на языке С++, ко-
торая преобразует заданный в текстовом виде бесконтекстный L-граф в бес-
контекстную грамматику. При этом характеристики L-графа, обусловленные
его структурой, отражаются в производимой алгоритмом грамматике. Напри-
мер, для регулярных L-графов (без скобочных пометок на дугах) построенная
грамматика будет регулярной, что фактически даёт алгоритм преобразования
конечного автомата в регулярную грамматику. Для L-графов, скобочный след
всех успешных маршрутов которых имеет равную единице ширину, построен-
ная алгоритмом грамматика будет линейной.
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Понятие контекстно-свободной (бесконтекстной) грамматики является клю-
чевым во многих приложениях теоретической информатики и служит основой
для процессов компиляции, ассемблирования и многих других, включая мето-
ды искусственного интеллекта и проектирования аппаратуры вычислительных
систем.

Бесконтекстные грамматики достаточно выразительны, чтобы представлять
синтаксис большинства языков программирования, – почти все современные
языки программирования описываются бесконтекстными грамматиками. С
другой стороны, эти грамматики достаточно просты, чтобы алгоритмы синтак-
сического анализа для них были эффективны, – некоторые из таких алгоритмов
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имеют линейную сложность для распознавания принадлежности цепочки языку,
порождаемому грамматикой.

Альтернативой описанию языков с помощью бесконтекстных грамматик
являются бесконтекстные выражения, введённые Л. И. Станевичеие в [1], и бес-
контекстные L-графы, введённые в [2, 3]. Бесконтекстные выражения являются
аналогами регулярных выражений для класса бесконтекстых языков, а L-графы
являются аналогами конечных автоматов на случай беcконтекстных языков.

В докладе рассматривается задача распознавания строк, принадлежащих
языку, заданному бесконтекстным выражением. В качестве основы вычислений
в процессе распознавания используется детерминированный L-граф. Чтобы по-
лучить такой L-граф, мы предлагаем алгоритм преобразования беcконтекстного
выражения эквивалентный L-граф. L-граф представляет собой ориентирован-
ный граф, на дугах которого расположены пометки – символьные из алфавита
основных символов и дополнительные скобочные, которые влияют на успеш-
ность прохождения пути из начальной вершины в заключительную (требуется
баланс по скобкам).

Предлагается компьютерная программа, которая во входном тексте находит
строки, соответствующие заданному бесконтекстному выражению, и выводит
их позиции в тексте. Программа реализована на языке C++.
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С ростом количества информации как результата интеллектуальной деятель-
ности человека, увеличивается значимость обеспечения не только её целост-
ного хранения, но и информационной безопасности. Систематизация знаний
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в области информационной безопасности способствует разработке новых и
совершенствованию старых методик организации защиты информации. Одним
из мощных способов концептуализации знаний о предметной области является
онтология.

В работах [1], [2] приведены онтологии, описывающие ограниченные под-
множества области информационной безопастности. Они описывают понятия
и отношения некоторых разделов информационной безопасности, однако игно-
рируют значительную часть общих понятий данной предметной области.

Целью данной работы является разработка общей онтологии для систе-
матизации знаний в области информационной безопасности. Так как ручное
построение онтологии занимает значительное количество времени и требует
использования больших ресурсов и экспертных знаний в предметной области,
построение данной онтологии было автоматизировано. Для этого проанали-
зированы способы автоматизированного выявления терминов и отношений
предметной области.

Подобраны категории текстовых источников, содержащих знания о понятиях
(терминах) и связях между ними в данной предметной области. С помощью
лексико-синтаксических шаблонов [3] из текстов выявлены кандидаты в тер-
мины и отношения будущей онтологии. Вручную произведен анализ выде-
ленных кандидатов, отфильтрованы понятия и связи, которые не относятся к
предметной области информационной безопасности. Отобранные термины и
отношения проанализированы и дополнены вручную с участием экспертов, а
затем формализованы на языке OWL.

Разработанная онтология содержит актуальные термины области информа-
ционной безопасности, объединяя знания о различных подобластях и разделах
предметной области. Онтология включает 554 класса, 8 экземпляров, 93 от-
ношения синонимии и 9 других типов отношений. В дальнейшем она может
быть расширена за счет добавления новых экземпляров.
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Одной из ключевых особенностей естественного языка является его раз-
нообразие. Оно позволяет передать информацию со схожим или идентичным
смыслом разными способами. Такую передачу информации в данном случае
можно назвать перефразированием. Как и многие другие задачи обработки
естественного языка, задача перефразирования может быть автоматизирована.
Для этого необходимо более точное ее описание.
Перефразирование текста - это процесс изменения слов и конструкций в тексте,
не меняя их значения. Оно может применяться для решения ряда других задач,
таких как аугментация данных и переписывание текстов. Одной из главных
особенностей перефразирования текста является наличие двух, в некотором
смысле противоположных, целей. С одной стороны, текст, полученный с помо-
щью перефразирования должен быть как можно более похож на оригинальный
текст по смыслу (сходство по смыслу должно быть максимально), а с другой -
сходство по написанию должно быть минимально.
В рамках работы было проведено исследование и сравнение существующих
моделей для перефразирования текста, была создана своя модель, а также она
была улучшена для конкретной прикладной области.
В работе были выбраны модели mT5-small [1] и mT5-base [1] для дальнейшего
дообучения, использовался набор данных ParaNMT-Ru-Leipzig [2]. Улучшение
модели в прикладной области происходило для комментариев к товарам и услу-
гам. Для этого был собран набор данных, состоящий из пар комментариев и их
перефразирований. Для оценки перефразирования собранный набор данных
был поделен на тренировочную и тестовую выборки. Оценка сходства по смыс-
лу производилась по косинусной мере, а оценка по написанию производилась
по метрике BLEU [3] и доле общих символьных n-грамм.
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Появление в 2017 году архитектуры глубоких нейронных сетей трансформер
(transformer) [1] привело к созданию огромного количества языковых моделей,
позволяющих автоматически генерировать достаточно качественные тексты на
естественном языке. В связи с этим сильно вырос интерес к разработке методов,
позволяющих распознавать такие тексты, а именно различать автоматически
порожденные и написанные человеком тексты. На данный момент существует
три основных подхода к распознаванию сгенерированных текстов [2]:

1. Статистический подход опирается на анализ статистических свойств текста
(например, частоту символов, слов и пр.) для обнаружения особенностей,
которые могут указывать на его искусственное происхождение.

2. Классическое машинное обучение использует традиционные алгоритмы,
такие как логистическая регрессия, деревья решений или метод опорных
векторов, для разделения обрабатываемых текстов на написанные человеком
и автоматически порожденные.

3. Нейросетевой подход привлекает для решения указанной задачи методы
глубокого обучения, в частности нейронные сети.

В данной работе были рассмотрены методы всех описанных подходов. По
нашему предположению поскольку сейчас основным способом автоматического
порождения текстов являются нейронные сети, демонстрирующие возможности
приемлемого освоения естественного языка, именно методы нейросетевого
подхода с большим успехом смогут обнаружить особенности, которые бы
сигнализировали о том, что тексты были сгенерированы автоматически.

Нами был собран набор данных, который содержит интернет-отзывы, на-
писанные людьми (10 тыс. отзывов) и сгенерированные моделью ruGPT-3 (10
тыс. отзывов). Отметим, что отзывы, написанные людьми, были получены из
различных онлайн-источников, что обеспечило разнообразие их тем и авторов.

В качестве классических методов машинного обучения были рассмотрены
вышеперечисленные методы. В рамках нейросетевого подхода была дообучена
нейросетевая модель RoBERTa.
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Для реализации всех методов был использован язык программирования
Python, для построения и дообучения нейросетевой модели – библиотеки
Transformers и PyTorch. Метод на основе нейронной сети, как и ожидалось,
показал лучшие результаты.
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На факультете ВМК МГУ с 2017 года разрабатываются две системы автома-
тического тестирования программ (САТП). Эти системы предназначены для
проверки правильности программ, выполняемых студентами первого курса в
рамках практикума на ЭВМ. Первая система тестирует программы на языке
Паскаль, а вторая система тестирует программы на языке Ассемблера. Задачи
для тестирования взяты из книг [1], [2], [3].

Возможности САТП

1. Можно тестировать как всю программу целиком, так и фрагмент программы,
в частности, процедуру или функцию.

2. Производится проверка выполнения в тестируемой программе предъявляе-
мых к ней требований, указанных в [1], [2] и [3].

Последние достижения

1. За последние два года созданы тесты для задач из последних глав книги [1]
– это главы 16, 17 и 18. При этом: а) разработаны алгоритмы проверки кор-
ректной работы с динамической памятью – это отсутствие утечки памяти и
освобождение памяти по окончании выполнения программы; б) реализовано
представление на экране компьютера двоичных деревьев в виде последова-
тельности путей от вершины к листьям; в) разработаны способы проверки
правильности ответов к задачам главы 18 – это, в основном, сложные задачи,
допускающие большое количество правильных ответов.

2. Созданы блоки дополнительной проверки корректности программ на языке
Ассемблера: а) проверяется отсутствие выхода за границу области данных;
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б) проверяется выполнение формальных требований к процедурам: отсут-
ствие внешних объектов, сохранение значений регистров и способ передачи
параметров.

Использование САТП. САТП используются в студенческом практикуме
начиная с осеннего семестра 2017 года. Если ранее студенты приносили на
проверку программы, зачастую содержащие ошибки, и преподавателю при-
ходилось вручную набирать исходные данные для проверки правильности
программ, то в настоящее время студенты приносят на проверку уже програм-
мы, отлаженные с помощью САТП. Преподавателю остается лишь просмотреть
их текст и задать студенту необходимые вопросы.

Обе САТП написаны в среде Delphi, могут быть запущены на локальном
компьютере и не требуют выхода в Интернет. Используются трансляторы Pascal
2.6.4. (в первой системе) и MASM 6.14 (во второй системе).

Последние публикации по теме: [4], [5].
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Задача визуального разрешения лексической многозначности (Visual Word
Sense Disambiguation), представленная на сорервновании SemEval-2023, предпо-
лагает выбор наиболее подходящего изображения из предложенных вариантов
для слова и некоторого ограниченного контекста его употребления. В работе
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рассматривается решение данной задачи с применением смешанной мультимо-
дальной нейронной сети.

Данные соревнования. В сорервновании предложены данные для обучения
на английском языке, а тестирование моделей производится на мультиязычной
выборке (английский, итальянский и персидский языки). Обучающая выборка
содержит 12869 примеров, состоящих из слова, короткого контекста (чаще
всего словосочетания) и вариантов изображений.

Предобученная модель BLIP. Предобученная модель BLIP [1] объединяет
модели BERT [2] (для английского языка) и Vision Transformer [3] с архитек-
турой на этапе предобучения, представленной на рисунке 1: ITC (image-text
contrastive) функция потерь для сближения скрытых представлений тексто-
вой и визуальной частей модели, ITM (image-text matching) лосс-функция
при оптимизации задачи классификации положительных (соотствие смысла) и
отрицательных примеров - пар изображений, LM - генерация подписей.

Рис. 1: Архитектура модели BLIP

Дообучение англоязычной модели. Для решения задачи к выходам
ITM для 10 пар изображений и слова в контексте применялась функция
softmax(v)i = evi∑dim v

k=1 evk
. В качестве функции потерь использована кросс-

энтропия. Оптимизация прозводилась с помощью метода Adam с регуляриза-
цией Weight Decay с уменьшеним шага обучения после разогрева по cos.

Результаты. Для других языков, кроме английского, в тестовой части при-
менён zero-shot подход на основе XLM-RoBERTa [4] и Vision Transformer [3].
Результаты лучшей представлены в таблице 2.

Подвыборка Hit rate Mean reciprocal rank
Английский 66.31 78.54
Итальянский 44.6 60.33
Персидский 38 55.54

Среднее 49.64 64.8

Рис. 2: Результаты модели на тестовой части по подвыборкам
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С развитием информационных технологий наблюдается стремительный рост
разработки программного обеспечения. Тестирование программных продуктов
позволяет уменьшить количество некачественного обеспечения, которое не
отвечает ожиданиям пользователей. При тестировании работы системы время
и затраты стремительно возрастают с количеством всех возможных комбина-
ций. Автоматизация этого процесса дает возможность перенести тестирование
большой части существующих возможностей системы на программу [1].

Одной из основных сложностей автоматизированного модульного тестиро-
вания является высокая частота повторяемости кода. Эта проблема значительно
увеличивает время написания автоматизированных проверок, усложняет раз-
работку на начальных этапах проекта, а также в условиях изменяющихся
требований к системе [2].

Существующие на платформе . NET средства модульного тестирования
xUnit, NUnit и MSTest дают возможность сократить количество тестовых ме-
тодов путем автоматизации настройки входных данных через специальные
конструкции языка C#. Это частично упрощает реализацию модульных тестов,
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однако все еще требует реализации тестовых функций для набора выходных
параметров [3]. В данной работе предлагается перенести процесс модульного
тестирования на автоматизированное программное решение, которое использу-
ет помеченные пользователем методы для тестирования и переданные входные
и ожидаемые значения модулей.

В рамках работы реализовано решение автоматизированного модульного
тестирования для платформы . NET на языке C# в виде трех последовательных
этапов - поиск методов для тестирования, динамическое создание экземпляра
типа и сравнение полученного и ожидаемого результатов. Такое решение по-
могает в значительной степени упростить разработку программного продукта,
проводить оптимизацию существующего кода и наращивание функционально-
сти, сокращая время реализации автоматизированного тестирования.
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Прогнозирование цены акций являетсят достаточно сложной задачей, потому
что на цену акций влияет слишком много факторов, таких как экономические
обстоятельства, политические события и другие факторы окружающей среды.
Из-за этих факторов трудно выяснить зависимость отдельного фактора от
будущих цен и трендов.

Рынок ценных бумаг является динамической системой, которая постоянно
изменяется, в том числе под влиянием происходящих потрясений, которые
трудно объяснить и предсказать даже опытным аналитикам. За короткий период
времени рынок могут значительно трансформировать независимые движущие
силы, в том числе информационный поток. Гипотеза эффективного рынка (ГЭР)
утверждает, что движения финансового рынка зависят от новостей, текущих

https://learn.microsoft.com/en-us/dotnet/core/testing/
https://learn.microsoft.com/en-us/dotnet/core/testing/
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событий и выпусков продуктов, и все эти факторы будут оказывать существен-
ное влияние на стоимость акций компании [1]. И совокупное общественное
настроение вполне может коррелировать с индексом промышленного индекса
Доу-Джонса (DJIA).

Цель данной работы заключается в наблюдении за тем, насколько хорошо
изменения цен на акции компании, взлеты и падения коррелируют с новостным
фоном о компании.

Для работы были собраны новости о компаниях из разных областей за
последний год, такие как: медицина, энергетика, банковская сфера, финтех,
производство микрочипов и компьютерных игр и др. Новости были подобраны
таким образом, чтобы использовать только данные за те даты, когда фондовый
рынок был открыт (приблизительно 252 торговых дня в году). Для анали-
за настроений новостей использовалась модель для сентиментного анализа -
ROBERTA[2]. Yahoo Finance использовалась в качестве источника информации
по акциям для анализа исторических данных и прогнозирования цен/трендов
акций. Ежедневные цены на акции были объединены вместе c параметрами
характеризующих окраску текста новостей за этот день, и был создан оконча-
тельный файл csv, который использовался в качестве базовых данных.

В результате разработанный метод позволил спрогнозировать тренды цен
на акции компаний из 18 индустрий, которые были рассчитаны с использо-
ванием трех моделей: XGBoost Regressor, Random forest, LSTM. Результаты
оценивались с использованием метрики RMSE.
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НА ОСНОВЕ АЛГОРИТМА ИДЕНТИФИКАЦИИ
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В наше время каждый человек ежедневно сталкивается с большим коли-
чеством информации как в повседневной жизни, так и в профессиональной
деятельности, а объёмы новых знаний стремительно увеличиваются с разви-
тием различных областей знаний. Значительная часть информации обычно
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представлена в виде набора статей, что делает важными задачи структурирова-
ния знаний и систематизации терминов предметных областей.

Одним из известных и традиционных вариантов описания предметной
области являются семантические сети, представляющие собой графы, в кото-
рых вершинами являются термины и понятия, а дугами — определенные для
них семантические отношения [1]. На практике чаще всего встречаются так
называемые терминологические сети — семантические сети с ограниченным
множеством возможных семантических связей между терминами, поскольку
создание даже таких сетей требует огромных трудозатрат и ресурсов. Такая
модель данных позволяет говорить, что процесс раскрытия понятия состоит
из выявления связанных с ним терминов и семантических отношений между
ними [2]. Работы в области семантических сетей и системности терминов [3, 4]
позволяют говорить о возможности исследований свойств терминологических
сетей. Например, в работе [5] описываются формальные и побочные свойства
семантических сетей.

Целью данной работы является выявление и исследование свойств термино-
логических сетей на основе ранее реализованного алгоритма идентификации
семантических связей, который определяет бинарную связь между введенными
терминами в терминологической сети предметной области.

В ходе данной работы на основе научных работ и возможностей алгорит-
ма идентификации семантических связей были сформулированы основные
свойства терминологических сетей и их отличительные черты. Исследование
показало, что свойства зависят не только от математической модели пред-
ставления предметной области, но и от особенностей естественного языка.
Систематизация полученных результатов позволила формализовать свойства
для дальнейшего внедрения в алгоритм возможности выявлять данные свойства
у загруженной терминологической сети.

Результатом данной работы является программная реализация дополни-
тельного функционала алгоритма идентификации семантических связей в тер-
минологической сети. Таким образом, пользователю предоставляется выбор
варианта взаимодействия с алгоритмом для исследования выбранной им терми-
нологической сети.
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В последнее время вместо традиционных подходов подавления шумов в
речевых сигналах, используют методы, основанные на нейронных сетях, кото-
рые хоть и эффективны, но приводят к высоким в сравнении с традиционными
методами вычислительным затратам. Данная работа посвящена разработке
метода подавления шума в речевом сигнале с гибридным подходом, вклю-
чающим применение как традиционных подходов обработки сигнала, так и
использование нейронных сетей.

Описание алгоритма. На подготовительном этапе из речевого сигнала вы-
деляются окна длиной 20 мс с 50% перекрытием. К каждому окну применяется
быстрое преобразование Фурье с оконной функцией Ханна для получения
спектра сигнала. Полученные спектры делятся на 34 полосы логарифмически
увеичивающейся ширины. На этом же этапе применяется алгоритм поиска
тонов (RAPT) [1].

Все полученные данные для 34 полос передаются на вход нейронной сети,
состоящей из двух свёрточных слоёв и пяти управляемых рекуррентных блоков
(GRU), что позволяет на выходе получить 34 коэффициента усиления полос и
34 коэффициента усиления гребенчатого фильтра.

Для коэффициентов усиления полос дополнительно применяется сглажи-
вающий алгоритм, позволяющий сделать итоговое звучание менее резким.
После применения коэффициентов в частотной области производится обратное
дискретное преобразование Фурье с перекрытием для получения итогового
сигнала с подавленными шумами.

Используемые данные. Для обучения нейронной сети использовались син-
тезированные записи, состоящие из чистой речи и добавленного шумового
сигнала различной громкости. Чистая речь представлена набором из 23000
записей со средней длиной 2,6 с. Для шума использовался набор DEMAND,
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включающий различные виды шума различной громкости. Для проверки ис-
пользовались записи чистой речи в количестве 4720 экземпляров и средней
продолжительностью 10 с.

Оценка эффективности. В качестве критерия оценивания качества шумо-
подавления использовался стандарт PESQ [2], который включает методологию
тестирования для автоматизированной оценки качества речи пользователем
телефонной системы. Минимальная оценка - 1, максимальная - 4,5.

Результаты. Предложенная модель показала хорошие результаты при раз-
личных уровнях отношения сигнал/шум, результаты экспериментов приведены
в таблице 1.

Табл. 1: Результаты для различных уровней сигнал/шум по шкале PESQ.

Таким образом, был разработан гибридный метод для подавления шумов
в речевых сигналах, основанный на применении как традиционных подходов
обработки сигнала, так и использование нейронных сетей. Метод является
универсальным и показывает высокую эффективность независимо от внешних
условий.
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Становление российской банковской системы идёт в условиях жесткой
конкуренции. Стратегические цели любого банка достигаются не текущими вы-
годами, а разумной долгосрочной политикой в вопросе управления пассивными
и активными операциями.
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Основную прибыль в настоящее время коммерческие банки получают от
проводимых кредитных операций. От того, как кредитная организация их осу-
ществит, напрямую зависит устойчивость и надежность банка. По этой причине
приоритетным направлением при разработке и реализации кредитной политики
в банке является разработка способов оценки кредитоспособности заемщиков,
направленных на уменьшение кредитных рисков и объемов просроченной
задолженности.

На сегодняшний день коммерческие банки применяют в своей работе
несколько выработанных методик для оценки кредитоспособности заемщиков,
самыми распространёнными среди которых являются следующие:

− способ оценки кредитоспособности клиента, основанный на расчете его пла-
тежеспособности на основе величины среднемесячного дохода за последние
6 месяцев за вычетом всех обязательных платежей;

− система скоринга (наиболее распространённая) и аналогичные ей балльные
системы оценки кредитоспособности клиента.

Для более полного определения надёжности потенциального клиента банка
необходимо принять во внимание активы, которые могут перейти к заёмщику
по наследству. Юридические нормы получения такового, зафиксированные в
Российской Федерации на законодательном уровне [1-3], могут быть основой
одного из методов оценки кредитоспособности клиента коммерческого банка.
Принимая во внимание риски, связанные с использованием такого метода,
можно дать возможность некоторым заёмщикам, которым было отказано ранее,
всё же получить кредит, а банку, соответственно, прибыль [4].

Учитывая сложность наследственного права, оценка наследственных ак-
тивов представляет собой нетривиальную задачу, для решения которой пред-
лагается вопросно-ответная система, аккумулирующая основные положения
наследственного права и позволяющая получить искомую оценку, а также
оценку риска [5].

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Гражданский кодекс Российской Федерации (часть первая) от 21 октября
1994г.

[2] Гражданский кодекс Российской Федерации (часть вторая) от 22 декабря
1995 г.

[3] Федеральный закон РФ «О банках и банковской деятельности» от 3 февраля
1996 г No 17-ФЗ

[4] Федеральный закон «О кредитных историях» от 30 декабря 2004 г. N
218-ФЗ

[5] Банковское дело / Г. Н. Белоглазовой, Л. П. Кроливецкой. – М.: Финансы и
статистика. – 2003. – 592 с.: ил.



36 Сульженко Р. В., Добров Б. В.

АППРОКСИМАЦИЯ СМЫСЛА РУБРИКИ ПРОСТЫМИ

ПРЕДСТАВЛЕНИЯМИ

Сульженко Родион Вадимович1, Добров Борис Викторович2

1 Кафедра алгоритмических языков, e-mail: rodion13par@gmail.com
2 НИВЦ МГУ, e-mail: dobrov_bv@mail.ru

В реальных сервисах часто возникает задача классификации (рубрикации)
текстов, а именно, отнесение текста к одной или нескольким заданным катего-
риям. В широких предметных областях для достаточно больших рубрикаторов
решение такой задачи методами машинного обучения затруднено из-за проблем
с подготовкой представительного и непротиворечивого обучающего множества.
Актуальной проблемой является разработка интерпретируемых методов рубри-
кации, что облегчает анализ противоречивых данных при разметке коллекций
для обучения.

На реальных коллекциях данных — авторской (редакторской) разметке руб-
риками (по 7500 документов) научно-популярных статей и новостных текстов
портала habr.com по тематике ИТ, рассматривались разные методы аппрокси-
мации разметки, как с использованием больших предобученных моделей типа
BERT, методов опорных векторов, так и интерпретируемых моделей.

В работе рассматриваются методы интерпретации смысла рубрики с помо-
щью простых представлений. Рассмотрен т. н. алгоритм построения формул
(ПФА) [1]. Алгоритм строит описание рубрики в виде булевской формулы – по
сути, запроса к полнотекстовой информационной системе. Алгоритм основан
на оптимизированном переборе различных логических предикатов на словах и
терминах из онтологии РуТез [3]. Также рассматривались интерпретируемые
методы деревьев решений [2].

Разработан интерфейс поддержки исследователя, который позволяет анали-
зировать ошибки применяемых методов, противоречия в разметке данных.

В работе получены следующие результаты: разработаны методы для ап-
проксимации рубрики простыми представлениями, проведены эксперименты
по оценке качества предложенных методов для широкой предметной области.
Получены оценки применимости статистических и интерпретируемых методов
классификации текстов на реальных коллекциях с зашумленной экспертной
разметкой. Описываемые методы могут использоваться для классификации
текстов, экспертной оценки содержания рубрики, оценки сложности описания
рубрики.
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В современном мире многие виды человеческой деятельности переходят в
электронный формат, исключением не стала и творческая сфера. Каждый чело-
век, занятый творчеством, создает что-либо исходя из своего опыта и знаний.
Всю жизнь он копит свою коллекцию материалов, из которых черпает вдохно-
вение. Однако простой набор материалов породит беспорядок и в коллекции, и
в голове, поэтому необходима система упорядочивания имеющихся материа-
лов [1]. Все материалы нужно отсортировать, промаркировать, разложить по
полочкам. Раньше такая система оформлялась в виде бумажной картотеки [2,3].
В текущих реалиях разумнее такую картотеку вести в электронном виде.

Созданию такой системы и посвящена данная работа. В ней проведен обзор
существующих решений, разработана схема системы, выделены ее основные
качества.

По итогам обзора существующих аналогов и выбора требуемой функцио-
нальности была создана прототипная система. Карточки реализованы в блочном
формате, позволяющем гибко менять структуру карточки и легко добавлять в
нее новые компоненты. Видов блоков несколько - простой текст с форматиро-
ванием, картинка, LATEX-формула. Карточки пользователей хранятся в качестве
записей в БД и предоставляются для редактирования в виде web-страницы.
Каждой карточке автор может присвоить определенное множество тегов, что
позволит осуществить поиск по карточкам, их группировку и линеаризацию.
Также в системе поддержана сортировка карточек. При желании пользователь
может выбрать сортировку по времени создания/последнего редактирования,
упорядочить по количеству тегов, а также по индексу качества карточки. Этот
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индекс показывает качество заполнения и высчитывается на основе объема
текста, количества различных блоков, количество использованных форматиро-
ваний.
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Плагиат встречаетя в любой сфере деятельности человека, в том числе и в
сфере информационных технологий [1]. Для решения проблемы програмнного
плагиата было создано и продолжает создаваться множество автоматизиро-
ванных систем, каждая из которых разрабатывается с учетом конкретных
требований и специфики.

Важно отметить, что грань между плагиатом и реализацией схожих идей
очень тонка, что делает критичным участие человека в принятии оконча-
тельного решения. Поэтому задача распознавания плагиата является задачей
предоставления максимального количества информации о схожих (с учетом
намеренного исправления) участков программ.

В данной работе рассматривается задача построения системы выявления
программного плагиата в условиях учебных курсов (в частности "Язык про-
граммирования Python"), объединенных по некоторым свойствам, а именно:
малый размер программ (как правило не больше 50 строк) и большое количе-
ство очень похожих решений, при этом не являющихся плагиатом.

Задача построения такой системы включает в себя реализацию алгоритма
выделения наиболее подозрительно похожих решений в отдельные группы,
создание интерфейсов взаимодействия с другими модулями системы проверки
домашних заданий, добавление функциональности для вынесения препода-
вателем окончательного решения (белый список заданий и решений, предо-
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ставление информации о подозрительных элементах программ в удобном для
восприятия человеком виде).

В ходе выполнения работы были рассмотрены различные способы пред-
ставления программных текстов и алгоритмы их сравнения [2, 3], выбрано
одно из уже реализованных средств выявления программного плагиата для
решения подзадачи. Было проведено эксперементальное сравнение различных
алгоритмов в условиях специфики задачи. А также предложено архитектурное
устройство системы и интерфейсы взаимодействия с другими модулями.
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Постановка задачи. В данной работе рассматривается проект Clustbench,
предоставляющий набор средств для тестирования коммутационной среды
Вычисчлительного кластера. При тестировании происходит сбор информации
о задержках при передаче данных между MPI-процессами. Величины задержки
сохраняются в трехмерной матрице A ∈ R3, измерениям которой соответсвуют:
первое – номер процесса-отправителя, второе – номер процесса-получателя,
третье – длина передаваемого сообщения. При этом, в ячейке матрицы записан
вектор из четырёх компонент, содержащий статистические данные о задержке:
дисперсию, математическое ожидание, медиану и минимум. Эти параметры
вычисляются по серии измерений задержек. С целью более полного понимания
процессов в коммуникационном оборудовании было решено изучить структуру
собираемых данных.

Структура задержек. Для углубленного анализа получаемых измерений
в серии в программный код проекта была добавлена функциональность, поз-
воляющая собирать данные в виде четырехмерной матрицы B ∈ R4, где три
измерения cовпадают с измерениями матрицы , а четвертое измерение – но-
мер итерации измерения задержки. Данные, собранные в виде матриц A и B,
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были получены при запуске программы в режимах one_to_one и all_to_all на
кластерах ФИЦ ИУ РАН. Для анализа данных написана программа, создающая
трехмерный срез матрицы B при заданной длине сообщения. При анализе
полученных данных, была выдвинута гипотеза о «цикличности» наблюдаемых
измерений. Для проверки этой гипотезы было решено провести дискретное пре-
образование Фурье. В результате чего была написана программа, формирующая
матрицу C ∈ R4, первые два измерения которой совпадают с соответсвующи-
ми измерениями матрицы . Третье – номер окна для преобразовани Фурье, а
четвёртое – номер гармоники. В ячейках этой матрицы содержатся мощности
соответсвующих гармоник. Все результаты преобразования Фурье подтвер-
ждают цикличность, а также выделяется наиболее мощная гармоника, что
говорит о наличии очень часто наблюдаемого значения задержки. Замечено,
при тестировании в режиме all_to_all происходят резкие скачки в величине
задержки. Выдвинуты две гипотезы о причинах подобного поведения. Первая
заключается в том, что из-за большого количества сообщений, коммутатор
определяет происходящее как DDoS атаку и меняет режим работы. Суть вто-
рой гипотезы состоит в том, что коммутатор, испытывая высокую нагрузку,
перегревается. Обе причины могут привести к вынужденному уменьшению
пропускной способности сети.
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Прогнозирование использования CPU является важной и актуальной зада-
чей, так как этот вычислительный ресурс является одним из самых критически
важных ресурсов в облачных вычислениях. Если недостаточно ресурсов CPU,
приложения могут работать медленно, а пользователи могут столкнуться с
задержками и проблемами доступа к сервисам. Если же ресурсов CPU избыток,
то есть одна из виртуальных машин сервера работает непрерывно, превы-
шая допустимую нагрузку, а другая имеет минимальную загрузку CPU - это
может привести к неоправданным расходам на облачные услуги со стороны
провайдера, например, из-за неэффективного использования вычислительного
ресурса.

Если ресурсов CPU избыток, это означает, что компьютерная система имеет
свободные ресурсы CPU, которые не используются в настоящее время. Это
может происходить в различных сценариях, например, если система работа-
ет с небольшим количеством задач или если оборудование CPU в системе
превышает требования для запущенных задач.

Для облачных провайдеров ключевыми требованиями к прогнозу ресурсов
является точность, временное окно прогнозирования, скорость и ресурсо-
емкость. Знание того, как будет использоваться CPU в будущем, позволяет
проводить превентивные меры для балансировки нагрузки, оптимизировать и
вовремя масштабировать ресурсы, чтобы обеспечить бесперебойную работу
системы и улучшить качество обслуживания клиентов.

Пусть сервер обладает следующим набором физических ресурсов, заданным
в виде вектора H = (V host

CPU , V
host
RAM , V

host
SSD, . . . ). Рассмотрим:

— VCPU - объем физических ресурсов CPU сервера;

Пусть на заданном сервере запущено N виртуальных машин (VM). Каж-
дая виртуальная машина характеризуется набором показателей потребления
физических ресурсов сервера в каждый момент времени:

VMi (t) =
(
vCPU
i

(
t), vRAM

i (t), vSSDi (t), . . . ), i = 1..N

Таким образом, для поставленной задачи при нормальном режиме функ-
ционирования облака, в каждый момент времени суммарное количество по-
требляемых физических ресурсов сервера всеми запущенными виртуальными
машинами на нем не должно превышать его доступных объемов CPU.
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Для предотвращения перегрузок и сбоев системы, возникающих при недо-
статке физических ресурсов, необходимо иметь время для принятия решения о
выключении виртуальной машины, ее миграции или для запроса дополнитель-
ных ресурсов и подготовкой их к использованию. Это время можно сократить,
заранее спрогнозировав потребление ресурсов на некоторый краткосрочный
период времени, используя методы глубокого машинного обучения[1].

Задача прогнозирования CPU в облаке в данной работе ведется на основе
данных Alibaba Cloud trace 2018 [2], собранных за месяц. Она заключается в
использовании исторических данных о загрузке CPU сервера в облачной среде
Alibaba Cloud для предсказания будущей нагрузки на CPU в данной среде на
краткосрочный период времени. Датасет содержит информацию о ресурсах
сервера, использованных в течение дня, включая использование CPU, памяти,
сети и диска.

В работе проводится сравнительный анализ существующих подходов и
методов краткосрочного прогнозирования использования основных ресурсов
сервера виртуальными машинами и их сравнительный анализ, исследуя ста-
тистическую модель для анализа временных рядов ARIMA [3], однородные
нейронные сети такие, как LSTM [3], GRU [4], а также гибридные нейронные
сети в виде LSTM и CNN [5].

В экспериментальной части исследования предлагаемое решение основы-
вается на прогнозирование CPU, используя такие вычислительные ресурсы
сервера, как CPU, RAM и загрузка дискового пространства, и сравнение ре-
зультатов однородных и гибридных методах, состоящих из нейронных сетей
(ResNet, 1D-CNN, BI-LSTM) и статистической модели для анализа времен-
ных рядов (ETS - Error-Trend-Seasonality). По итогам прогноза формируются
стандартные метрики показателя качества прогноза (MAE, RMSE, SMAPE) на
несколько шагов дискретного времени вперед.

Анализ, описание и предобработка данных выполнена с помощью Python-
библиотек (Pandas, NumPy, Prophet и Statsmodels). Она заключается в иссле-
довании временного ряда CPU, в нахождении зависимостей CPU от других
вычислительных ресурсов виртуальной машины. Реализация выбранных ме-
тодов для экпериментального исследования проведена на языке Python3 с
помощью технологий PyTorch, TensorFlow и Keras.
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Основной минус традиционных компьютерных сетей - определение их в
терминах физической топологии, потому что после того, как сеть создана, из-
менить ее сложно. Решить эту проблему могут программно-конфигурируемые
сети (ПКС). В рамках подхода ПКС, программное обеспечение может динами-
чески конфигурировать сеть, что позволяет ей адаптироваться к меняющимся
требованиям, поэтому можно перенести некоторые функции, реализованные
аппаратно, на программный уровень.

Первым этапом обработки пакета в сетевых устройствах является разбор
заголовка. При реализации этого этапа физически, добавить новый функционал
не представляется возможным без изменения производственного процесса
изготовления устройства и последующей замены старого оборудования новым,
что очень трудоемко и дорого [1]. Решением этой проблемы может быть
программируемый процесс разбора. Сравнение различных подходов такого
решения и является целью этой работы.

Формальная постановка заключается в следующем: Пусть дан битовый
массив (пакет) и пустая структура полей заголовков, которую необходимо
заполнить в процессе разбора пакета. Каждое поле в структуре может либо
заполненным соответствующим ему полем из заголовка, либо быть пустым.
Представим множество полей заголовков в виде алфавита

D = {AE1
, ..., AEk

, BV L1
, ..., BV Li

, ..., NU1
, ..., NUj

}, в котором каждому слову
соответствует поле определенного заголовка, например, AE1

- первое поле
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заголовка Ethernet. Представим разбираемый пакет битовой строкой. Тогда
наша задача сведется к представлению этой строки в виде набора слов из
алфавита D. Концом разбора будем считать заполнение всей структуры.

В работе был проведен обзор известных вариантов архитектур методов
разбора заголовков [1-4]. На основе этого обзора для реализации были выбраны
модульная и конвейерная схема. Эти схемы были исследованы по критерию
скорости обработки пакетов на различных вариантах входного трафика.
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Задача оптимизации динамически-изменяющихся систем имеет важное зна-
чение во многих сферах современности, например, в управлении дорожной
сетью, производством, Интернет-трафиком. В данной работе рассматривается
применение алгоритма из класса методов случайного поиска.

Рассмотрим задачу поиска оптимального распределения потоков в сети.
Распределение трафика задается значениями весов для каналов, с помощью
подбора которых можно управлять построением маршрутов.

В исследованиях, посвященных балансировке трафика, традиционно рас-
сматривается средняя и максимальная загруженность канала [1]. В ходе ис-
следования будем считать распределение трафика оптимальным, если сумма
дисперсий показателя загруженности каналов (обозначаемая Φ-функцией) яв-
ляется минимальной.
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Существует множество алгоритмов случайного поиска, которые применяют-
ся для различных практических и исследовательских задач [2]. Эффективность
поиска оптимального решения определяется рядом характеристик, которые
делятся на локальные (потери на поиск, вероятность ошибки) и нелокальные
(критерий точности решения, критерий числа шагов, критерий надежности
поиска) [3]. По результатам обзора схожих работ принято решение использо-
вать генетический алгоритм, построенный на основе модели биологической
эволюции и методов случайного поиска [4, 5]. Выбор производился по следую-
щим критериям: средняя локальная скорость оптимизации, точность решения,
надежность поиска (вероятность оптимизации системы с заданной точностью).

В предложенном алгоритме популяция представляет собой набор весов для
каналов, а целевая функция выступает функцией приспособленности. Она
направляет эволюцию в сторону оптимального решения, и на основании нее
отбираются лучшие «представители» популяции.

Проведено исследование по сопоставлению значения целевой функции для
двух подходов к распределению весов. Рассматривались случай составления
распределения потоков без учета точки назначения каждого потока, и случай,
когда потоки распределяются на основании каждой такой точки. При этом
стоит отметить, что расчет весов для каждой точки назначения расширяет
пространство поиска.
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В современном мире идёт активная разработка сетевых устройств. Они
должны поддерживать сетевые протоколы для передачи пакетов по сети. Для
функционирования сетевых протоколов на сетевых устройствах создаётся
реализация сетевого протокола.

В данной работе проводится исследование методов верификации реализации
сетевого протокола для архитектуры сетевого процессорного устройства (СПУ).

Пусть даны спецификация сетевого протокола TTEthernet в виде формаль-
ных требований, реализация сетевого протокола TTEthernet в командах ас-
семблера СПУ. Необходимо разработать метод верификации реализации по
спецификации рассматриваемого сетевого протокола TTEthernet [1].

Предлагаемый в этой работе метод состоит из следующих этапов. На первом
этапе необходимо разработать полную модель реализации. На втором этапе
необходимо построить отношение абстракции [2], которое позволит уйти от
некоторых особенностей архитектуры и упростить модель. На третьем эта-
пе необходимо разработать отношение би-симуляции [2,3], которое позволит
также сократить модель для проведения автоматической верификации. Чет-
вёртый этап заключается в трансляции модели в описание данной модели
на языке средства автоматической верификации. На пятом этапе проводится
автоматическая верификация.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Ammar, M., Mohamed, O. A. Formal verification of Time-Triggered Ethernet
protocol using PRISM model checker // IEEE, 2011. С. 1–5.

[2] Klein, G., Elphinstone, K., Heiser, G., Andronick, J., Cock, D., Derrin, P.,
Winwood, S. seL4: Formal verification of an OS kernel // Proceedings of
the ACM SIGOPS 22nd symposium on Operating systems principles. 2009.
C. 207–220.

[3] Репинский, У. Верификация на основе симуляции с нахождением и исправ-
лением ошибок для С-дизайнов. //Программные продукты и системы. 2012.
№ 4. C. 229-237.



Озерова Д. А., Степанов Е. П., Антоненко В. А. 47

ИССЛЕДОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ МАСШТАБИРОВАНИЯ

АЛГОРИТМА МНОГОАГЕНТНОГО ОБУЧЕНИЯ С

ПОДКРЕПЛЕНИЕМ ДЛЯ БАЛАНСИРОВКИ ТРАФИКА

Озерова Дарья Александровна1, Степанов Евгений Павлович2, Антоненко
Виталий Антоненко3

1 Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов, e-mail: s02190164@gse.cs.msu.ru
2 Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов, e-mail: estepanov@lvk.cs.msu.ru
3 Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов, e-mail: anvial@lvk.cs.msu.ru

Инженерия трафика (Traffic Engineering, TE) — хорошо зарекомендовавший
себя механизм, который играет фундаментальную роль в производительности
современного Интернета. Его основной целью является обеспечение эффектив-
ной и надежной работы сети при условии оптимизации использования сетевых
ресурсов. Одной из реализаций TE является алгоритм балансировки трафика,
критерием оптимизации которого является минимизация максимальной нагруз-
ки на сетевой канал. В данном алгоритме реализована архитектура, сочетающая
в себе многоагентное обучение с подкреплением (Multi-Agent Reinforcement
Learning, MARL) , графовые нейронные сети (Graph neural networks, GNN)
и консистентное хеширование (Consistent Hashing, CH). На начальном этапе
алгоритма запускается графовая нейросеть MPNN (Message Passing Neural
Network), которая принимает на вход сетевую топологию в виде ориентирован-
ного мультиграфа и возвращает его векторное представление, где на выходе
для каждого узла будет сформирован собственный вектор значений, который
в дальнейшем будет использоваться для формирования хеш-весов для ребер
сетевой топологии.

Недостаток алгоритма заключается в сложности масштабирования данной
модели с точки зрения роста размера топологии сети. Работа MPNN на боль-
ших сетевых топологиях требует большого объема оперативной памяти для
хранения векторного представления полного графа на каждой итерации и
характеризуется долгим временем выполнения.

Данная работа посвящена разработке и реализации модуля динамического
масштабирования вышеописанного алгоритма. Для минимизации использова-
ния ресурсов вычислительной системы было принято решение распараллелить
работу MARL-GNN-CH алгоритма на разных частях сетевой топологии. Для
решения поставленной задачи был проведен обзор алгоритмов разбиения графа
на подграфы, основными критериями которого были сбалансированность раз-
биения и минимизация размера среза. Также было проведено функциональное
и нагрузочное тестирование оптимизированного алгоритма и откалиброваны
значения метрик масштабирования.
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Одним из методов обеспечения качества сервиса являются алгоритмы управ-
ления перегрузкой (АУП) [1]. Они позволяют контролировать размер окна
перегрузки, тем самым варьируя число пакетов, отправляемых в сеть.

В работе основное внимание уделено АУП, которые учитывают прогноз
параметров качества сервиса: вероятности потери пакета - L, задержки до-
ставки пакета - RTT, доступной пропускной способности канала - R. Прогноз
составляется на время существования транспортного потока на основе работы
методов [2], позволяющих оценивать параметры качества сервиса. Существую-
щие АУП не имеют доступа к такому прогнозу и сами оценивают параметры
качества сервиса во время работы. Их оценки не всегда корректны, что приво-
дит к установке неоптимального окна перегрузки, и как следствие - заполнению
буфера получателя или неполному использованию доступной пропускной спо-
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собности. В работе рассматривается задача нахождения оптимального размера
окна перегрузки на основе данных описанного прогноза.

В формальной постановке задачи входные параметры представлены тройкой
RTT, L, R. Требуется найти окно перегрузки - CWND. В работе предложен алго-
ритм на основе BBR FORECAST [9]. Особенность алгоритма BBR FORECAST
заключается в состоянии FORECAST, в котором АУП находится в начале
работы и до тех пор, пока прогноз остается верным. Ошибка в прогнозе обна-
руживается при отклонении круговой задержки и процента потери пакетов на
заданный долю. В таком случае АУП переходит в состояние PROBE_RTT [3] и
действует далее по алгоритму BBRv2 [3].

Основной идеей рассматриваемого в работе подхода является поиск окна
перегрузки решением задачи регрессии методом машинного обучения (ML)
с учителем [5] в состоянии FORECAST. Для выбора такого алгоритма прове-
ден обзор, в результате которого выбраны случайный лес [6], градиентный
бустинг [7], полиномиальная регрессия [8] по следующим критериям: дли-
тельность обучения модели, количество гиперпарамтеров, доля ошибки, интер-
претируемость. Для выбранных методов проведен сравнительный анализ, по
итогам которого самый точный регрессор встроен в АУП. Предлагается мето-
дика сравнения соблюдения прогноза предложенного алгоритма и алгоритма
без прогноза на модели клиент-сервера реализации протокола QUIC ngtcp2 [4].
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В настоящее время облачные вычислительные среды (ОВС) с применением
программно-конфигурируемых сетей (ПКС) стали практически безальтерна-
тивным способом построения информационных инфраструктур. Для выбора
модели при их создании существенное значение имеет оценка текущего ОВС,
выявления периодов аномальной загрузки её узлов и компонентов, формули-
ровки статистических гипотез появления аномальной загрузки в наблюдаемой
выборке данных и определения меры подтверждения этих гипотез.

Задача авторов заключается в установлении зависимостей между использо-
ванием виртуальными машинами различных предоставленных им физических
ресурсов и определении направления, в котором возможна оптимизация.

В ходе исследования были проанализированы имеющиеся данные о ис-
пользовании виртуальными машинами выделенных им ресурсов аппаратной
платформы. Всего 25% машин используют более 30% предоставленной им
мощности ЦПУ. Такие результаты указывают на то, что имеется потенциал в
области оптимизации использования ресурсов при распределении нагрузки в
ОВС. Аналогичные выводы делаются в статье [1].

В работе рассматривается исследование взаимозависимости между исполь-
зованием ресурсов узла компьютерной сети, построенной в ОВС. Метод ис-
следования с применением коэффициента корреляции Спирмена позволил
получить более информативные результаты по сравнению с методом на основе
коэффициента корреляции Пирсона, так как использует ранжированные данные
и менее чувствителен к выбросам [2].

В результате исследования подтверждены гипотезы о наличии взаимозависи-
мости между использованием ресурсов вычислительной машины. Ожидается,
что в дальнейшем будут сформулированы критерии аномального состония
узлов компьютерной сети и из взаимозависимости.
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Технология сетей 5G является очень привлекательной для промышленных и
научных областей благодаря своей гибкости и эффективности [1]. Технология
разбиения сети на виртуальные пласты является ключевой возможностью в
сетях 5G и играет важную роль в улучшении эффективности сети и поддержке
различных промышленных приложений, например, путем выделения опреде-
ленных ресурсов для конкретных приложений, что позволяет сократить время
задержки и обеспечить более высокую скорость передачи данных.

Разбиение сети на виртуальные пласты позволяет разделять одну физиче-
скую сеть на несколько виртуальных сетей, каждая из которых может быть
настроена для обеспечения определенных требований QoS (Quality of Service)
[2], таких как скорость передачи данных, задержка и пропускная способность.
Главный вопрос возникающий при разбиении сети на виртуальные пласты —
распределение разделяемых ресурсов сети таким образом, чтобы выполнялись
требования к QoS заявок всех пользователей. В настоящей работе рассматри-
вается распределение следующих ресурсов: буферная память коммутатора и
пропускная способность каналов. Для регулирования доступа к этим ресур-
сам используются различные дисциплины очередизации. Настоящая работа
посвящена исследованию влияния дисциплин очередизации на количество
виртуальных пластов, которым сеть может гарантировать требуемое QoS.

Рассмотрим сеть с произвольной топологией. Пусть поступило множество
заявок на выделение виртуальных пластов (C). Будем считать, что новые
заявки не поступают и множество остаётся неизменным. Каждая заявка пред-
ставляет из себя требования к задержке и пропускной способности, а также
маршрут следования. Маршрут следования – это список узлов сети, на кото-
рых необходимо выделить ресурсы, гарантирующие выполнение требований
QoS. Будем считать, что множество заявок разбито на классы обслуживания.
Множество заявок считается удовлетворённым, если выделенные ресурсы
(−→q 1, . . . ,

−→q n) сети гарантируют обеспечение требуемого QoS для каждой заяв-
ки (α(C,−→q 1, . . . ,

−→q n) = 1).
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Целью работы является выбор дисциплины очередизации (d), которая удо-
влетворит максимальное количество заявок среди исследуемых дисциплин (Q),
для заданного распределения по классам обслуживания.

argmax
d∈Q,S⊆C:α(S,−→q 1,...,

−→q n)=1

|S|

В работе проводится исследование дисциплин очередизации: Weighted fair
queuing (WFQ) [3], Worst-case fair weighted fair queuing (WF 2Q) [4], Deficit
weighted round robin queuing (DWRR) [5], Low Latency Queuing (LLQ) [6]
с использованием эмулятора сети Mininet [7] и существующих алгоритмов
расчёта параметров дисциплин очередизации. Для каждой из перечисленных
дисциплин на заданном наборе топологий сети решается описанная выше
задача. В докладе будут представлены результаты сравнительного анализа
эффективности дисциплин очередизации в решении задачи разбиения сети на
виртуальные пласты.
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В докладе рассматривается задача построения однопроцессорного распи-
сания, минимизирующего пиковое потребление ресурса в вычислительной
системе (ВС). Рабочая нагрузка на ВС задана в виде ориентированного ацикли-
ческого графа, определяющего отношение частичного порядка между работами,
соответствующими вершинам. Каждой работе сопоставлено неотрицательное
целое число - объем ресурса, занимаемого работой. Ресурс высвобождается
после завершения выполнения последнего непосредственного последователя
работы. Примером ресурса может служить память, выделяемая под результат
работы.

В работе [1] предложен оптимальный алгоритм решения схожей задачи, в ко-
торой ресурс сопоставлен ребрам графа, а сам граф является последовательно-
параллельным. Однако реальные графы работ далеко не всегда относятся к
этому классу, поэтому представляет интерес разработка алгоритмов решения
задачи для более общего случая.

Корректное расписание для рассматриваемой задачи представимо в виде пе-
рестановки номеров работ, удовлетворяющей ограничению частичного порядка.
Для таких перестановок известны генетические операции мутации и скрещи-
вания, в связи с чем целесообразно построение и исследование генетических
алгоритмов (ГА) решения задачи.

В докладе рассмотрены различные варианты построения ГА для поставлен-
ной задачи, такие как: островные ГА; ГА с формированием начальной популя-
ции при помощи рандомизированного жадного алгоритма; традиционный ГА с
различными вариантами операций. Приведены результаты экспериментального
исследования рассмотренных вариантов ГА. Для сравнения приведены резуль-
таты работы жадного алгоритма, последовательно достраивающего расписание
и на каждом шагу минимизирующего значение целевой функции на частичном
расписании.
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Программно конфигурируемые сети (ПКС) — это сети с централизованным
программным управлением, которые стали доминирующей технологией в сетях
передачи данных [1]. Процесс внедрения в практику ПКС сетей заставляет пере-
осмысливать решения проблем, которые были разработаны для традиционных
сетей. Одной из таких проблем является проблема маршрутизации.

Традиционные алгоритмы маршрутизации адаптированы для ПКС сетей.
Однако одним из критических параметров таких алгоритмов является слож-
ность, определяющая время сходимости сети. В ПКС сети на этот параметр
существенное влияние оказывают количество сетевых устройств в контуре
данных и их максимальная удаленность от контура управления. Традиционные
сети не используют базы данных для управления топологией, так как размер
топологии в автономной системы выбирают так, чтобы ее можно было бы
представить структурой данных с операциями поиска пути в графе прием-
лемой сложности. Для ПКС сетей такой подход не годится из-за сложности
контура управления. В настоящее время становятся популярными графовые
базы данных (ГБД) [2], которые оптимизированны для хранения, обработки и
анализа данных, представленных в виде структуры графа.

Дана транспортная сеть с графом, на котором задана функция разметки.
Известен поток отказов линий в сети в дискретный момент времени. Требу-
ется выбрать алгоритм маршрутизации из двух возможных - стандартный и
использующий графовую базу данных - для минимизации функции стоимости.
Функция стоимости для каждого алгоритма определяется как время, затра-
ченное на расчет маршрутов. Дополнительно требуется определить границы
применимости обоих алгоритмов в зависимости от размеров топологии сети и
степени заполненности матрицы смежности.

Исследование проводится методом статистических испытаний на стенде,
который включает имитационную модель сети (контура данных), сетевую
операционную систему RunOS [1] и ее приложения: стандартное приложение
«маршрутизация» и приложение маршрутизации, использующее графовую
базу данных Neo4j [2]. Эта ГБД была выбрана выбрана за ее эффективность,
мощный язык запросов и встроенную поддержку сложных графовых операций.
Топология сети задается с помощью сетевого эмулятора Mininet [3]. Задавая
топологию и поток ошибок будем измерять время сходимости сети для обоих
приложений. По результатам экспериментов будет построена зависимость
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времени сходимости сети от входных параметров для каждого алгоритма
маршрутизации.

В докладе сравнивается традиционный метод расчета маршрута в ПКС сети,
управляемой контроллером RunOS, с модифицированным подходом, исполь-
зующим графовую базу данных Neo4j. Ожидается, что модифицированный
подход уменьшит время сходимости сети в больших топологиях, которое не
может быть обеспечено стандартным приложением маршрутизации.
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В наложенной сети решение задачи оценки качества канала затруднено из-за
недостатка информации о физической сети и маршруте. В [1] показывается
необходимость в оценке качества каналов наложенной сети, например, при
выборе оптимального вычислительного узла для удовлетвория SLA. Примерами
наложенной сети могут служить VPN–сети, NPC [1].

Предлагается рассматривать задачу оценки качества канала наложенной
сети, как оценку следующих параметров: доступная пропускная способность
(ДПС), процент потерь пакетов, круговая задержка (RTT), джиттер. В данной
работе предполагается неизменность физического маршрута между хостами.

Методы оценки параметров качества сервиса можно разделить на активные,
посылающие служебные пакеты, и пассивные, анализирующие сторонний
пользовательский трафик. Предлагается разрабатывать активный метод для
возможности оценивать качество канала между хостами независимо от наличия
пользовательского трафика.

Были проведены обзоры существующих методов оценки ДПС и процента
потерь пакетов, по результатам которого были выбраны:

— методы оценки ДПС: yaz [2], assolo [3] — активные методы;
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— метод оценки процента потерь — EULR [4], использующий данные о задерж-
ке для определения процента потерь.

Yaz и assolo используют UDP–пакеты, EULR — пассивный метод, поэтому для
оценки RTT и джиттера предложено использовать утилиту ping [5].

В работе предложен метод ChEst, согласно которому оценка качества канала
проводится при помощи двух агентов на отправителе и получаетеле, между
которыми устанавливаются потоки ping и метода оценки ДПС. В зависимости
от объема собранной статистики по задержке и потерям на агентах, процент
потерь пакетов в наложенном канале может быть оценен либо методом EULR,
либо как отношение количества потерянных пакетов к общему количеству
отправленных методом пакетов.

Для предложенного подхода исследована точность оценки параметров кана-
ла в среде Mininet [6].
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Балансировка трафика является важнейшей задачей в управлении сетью,
поскольку она обеспечивает справедливое распределение трафика между сете-
выми ресурсами. Это помогает предотвратить такие проблемы, как перегрузка
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сети, узкие места и простои, которые могут привести к снижению произво-
дительности, замедлению времени отклика и даже полному отказу системы.
Для балансировки трафика в данной работе рассматривается многоагентный
алгоритм “Актер-критик” - это распределенный алгоритм обучения с под-
креплением, который состоит из двух обучающихся агентов: актера и критика.
Актер в качестве входных данных принимает текущее состояние среды, которое
включает в себя вес и загрузку канала, и выполняет действие, определенное как
изменение веса. Критик оценивает качество действий актера и предоставляет
обратную связь для обновления политики актера. Основная цель многоагент-
ного алгоритма - правильно изменять веса каналов, на основании которых
происходит распределение потоков по каналам.

Многоагентные алгоритмы обучения с эффективным общением помогают
уменьшать вычислительные затраты, возникающие при передаче данных меж-
ду узлами сети, повышать скорость за счет сокращения задержек передачи и
уменьшать накладные расходы, так как ресурсы сети используются в меньшем
объеме, что в свою очередь снижает нагрузку на сеть. На основе анализа мно-
гоагентных методов с эффективным общением была предложена следующая
классификация методов:

1. Работающие с уменьшением количества сообщений: LAPG[1], Message-
Dropout[2], CE HMG[3]

2. Направленные на минимизацию объема самих сообщений: CEAC[4], VAC[5]

По результатам обзора был выбран метод CEAC[4]: агенты могут сжимать
передаваемые данные при помощи нейронных сетей с целью уменьшения
объема сообщения.

Проведенные на топологии «ромб» эксперименты показали, что при умень-
шении объема сообщения с 64 до 12 байт скорость сходимости алгоритма
не стала хуже, то есть без потери качества передаваемый объем сократился
более, чем в 5 раз. В работе представлены зависимости изменения скорости
сходимости алгоритма от объема сообщений для топологий разного размера.
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В области програмно-конфигурируемых сетей стабильно велик интерес
к оркестрации — управлению сетевыми службами, возможно, состоящими из
нескольких служб, и их координации, включая оптимальное выделение ре-
сурсов для удовлетворения их нужд [1]. Оркестратор управляет в том числе
загрузкой и удалением приложений контроллера, необходимых для работы
служб. Плагины — один из вариантов реализации приложений контроллера.

Работа направлена на реализацию оркестрации в отечественном контроллере
програмно-конфигурируемых сетей RunOS [2]. Для обеспечения возможности
оркестрации в ядро контроллера было необходимо встроить плагин-архитектуру.
Требования к архитектуре были сформулированы по результатам обзора, а
именно:

(общие требования)

1. поддерживается установка, запуск, остановка и удаление плагина без оста-
новки основного процесса (в котором выполняется код ядра);

2. поддерживается версионирование плагинов;

3. поддерживается аутентификация плагинов;

4. поддерживается экспорт классов из плагинов;

(RunOS-специфичные требования)

5. поддерживается взаимодействие плагинов и ядра через Qt-сигналы;

6. интерфейс архитектуры реализован на языке C++.

В ходе работы был произведен обзор плагин-архитектур современных кон-
троллеров с открытым исходным кодом, по результатам которого была выбрана
OSGi-подобная архитектура на основе фреймворка CommonTK [3]. Выбранная
архитектура была внедрена в ядро контроллера, проведены интеграционные
тесты, подтвердившие соответствие требованиям.
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RUNOS — распределенный контроллер SDN/OpenFlow с открытым исход-
ным кодом, который позволяет сетевым администраторам писать приложения
для расширения его возможностей. Одним из таких приложений является са-
мообучающийся коммутатор уровня 2 [1], который облегчает обмен кадрами
между устройствами в сети.

Однако метод хранения, используемый приложением L2 Learning Switch
в RUNOS, ненадежен, поскольку данные теряются при перезапуске приложе-
ния. Для решения этой проблемы было предложено распределенное решение
для хранения данных, основанное на технологии блокчейн. В данной работе
сравнивается надёжность и производительность предлагаемого решения для
хранения данных на основе блокчейна для RUNOS с традиционным решением
на основе NoSQL базы данных типа «ключ-значение» Redis. В код существую-
щего приложения L2 Learning Switch были внесены изменения, позволяющие
делать запросы на запись и чтение данных к API блокчейна.

Основываясь на сравнении предлагаемого решения для хранения данных
на основе блокчейна и кластера Redis, предполагается, что решение на основе
блокчейна обеспечит лучшую безопасность и надежность для приложения
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Layer 2 Learning Switch в RUNOS. Однако из-за накладных расходов, свя-
занных с механизмом консенсуса Tendermint [2], используемым решением
на основе блокчейна, ожидается, что его производительность будет немного
уступать производительности кластера Redis с точки зрения скорости хранения
и извлечения данных.

Результаты экспериментов показали, что решение для хранения данных на
основе блокчейна [3] имеет более высокую среднюю задержку по сравнению с
кластером Redis, со средней задержкой 1,45 секунды по сравнению с 0,85 се-
кунды для Redis. Это можно объяснить накладными расходами для достижения
консенсуса между тремя узлами блокчейна и сложностью структуры данных,
которую он поддерживает. Однако важно отметить, что блокчейн-решение
гарантирует более высокий уровень безопасности данных, неизменяемости
и устойчивости к вредоносным атакам [2], которые являются решающими
факторами в определенных случаях использования, таких как вычислительная
инфраструктура для финансовых транзакций.

Дальнейшие исследования могли бы быть сосредоточены на оптимизации
алгоритма консенсуса, используемого блокчейном, изучении альтернативных
фреймворков блокчейна с более быстрыми алгоритмами консенсуса или внедре-
нии гибридного решения, которое использует сильные стороны как блокчейна,
так и Redis. Кроме того, производительность решения на основе блокчейна
может быть дополнительно оценена в различных сценариях рабочей нагрузки и
с использованием больших наборов данных, чтобы обеспечить более всесторон-
ний анализ его возможностей. В целом, результаты дают экспериментов дают
представление о компромиссах между производительностью и безопасностью
при выборе между блокчейном и традиционными базами данных, такими как
Redis.
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В докладе рассматривается задача построения однопроцессорного распи-
сания, минимизирующего пиковое потребление ресурса в вычислительной
системе (ВС). Рабочая нагрузка на ВС задана в виде ориентированного ацикли-
ческого графа, определяющего отношение частичного порядка между работами,
соответствующими вершинам. Каждой работе сопоставлено неотрицательное
целое число - объем ресурса, занимаемого работой. Ресурс высвобождается
после завершения выполнения последнего непосредственного последователя
работы. Примером ресурса может служить память, выделяемая под результат
работы.

Схожая задача, но с сопоставлением ресурса ребрам графа, решается в [1],
где предложен оптимальный алгоритм для случая последовательно - параллель-
ного графа работ.

В докладе предложен алгоритм решения исходной задачи, основанный на
следующей схеме:

1) выделение в графе работ последовательно-параллельного подграфа;
2) переход от исходной задачи к задаче [1];
3) построение оптимального расписания для задачи [1] существующим

алгоритмом;
4) обратный переход к исходной задаче;
5) дополнение расписания для учета вершин и ребер, удаленных на шаге 1.
Авторами разработана схема перехода между задачами на шаге 2 и эвристи-

ческая схема дополнения расписания на шаге 5.
Приводятся результаты экспериментального исследования предложенного

алгоритма в сравнении с жадным алгоритмом, последовательно достраива-
ющим расписание и на каждом шагу минимизирующим значение целевой
функции на частичном расписании.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Kayaaslan E., Lambert T., Marchal L., Ucar B. Scheduling Series-Parallel Task
Graphs to Minimize Peak Memory : Research Report RR-8975. Inria Grenoble
Rhone-Alpes, Universite de Grenoble. 2016. 35 p.



62 Юрий Ожигов, Мяо Хуэйхуэй, Ли Ваншунь и др.

ВЛИЯНИЕ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ НА СЦЕНАРИЙ

АССОЦИАЦИИ ИСКУССТВЕННЫХ АТОМОВ

Юрий Ожигов1, Мяо Хуэйхуэй, Ли Ваншунь, Ю Цзянчуянь, Чэнь Жань2

1 МГУ, ВМК, ФТИАН РАН, e-mail: ozhigov_oo@cs.msu.ru
2 МГУ, ВМК, e-mail:

Квантовая компьютерная модель химии, построенная нами, показала свою
адекватность, что иллюстрируется следущими рисунками. На первом изобра-
жена зависимость вероятности образования молекулы водорода от времени.
На втором - динамика электронных переходов в двухатомной молекуле при
взаимодействии с модой возбуждения электронной оболочки.
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Актуальность задачи прореживания больших глубоких нейронных сетей
вытекает из общей тенденции увеличения размеров моделей, повсеместно
используемых в настоящее время для решения задач компьютерного зрения.
Большое количество параметров позволяет таким сетям лучше решать постав-
ленную проблему, но вызывает трудности при их развёртывании на устройствах
с ограниченным объемом ресурсов.

Прореживание нейронной сети — метод сжатия, который заключается в
удалении нейронов, смещений и весов из модели. Главная цель процесса проре-
живания – сжать модель нейронной сети до необходимого размера, удалив при
этом наименее значимые параметры, и при этом не уменьшить точность модели
ниже допустимого порога. Различают две основные стратегии прореживания -
локальную и глобальную.

Рис. 1: Локальный и глобальный сценарии прореживания соответственно

При локальном прореживании на каждой итерации прореживанию подвер-
гается лишь конкретный слой сети, после чего проводится несколько эпох
дообучения. При этом гиперапараметры прореживания (число параметров для
удаления из модели, число эпох дообучения и т.д.) подбираются индивиду-
ально для каждого слоя. При глобальном сценарии прореживания за одну
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итерацию прореживаются одновременно сразу все слои сети: удаляется некото-
рый процент параметров сразу по всем слоям архитектуры, после производится
дообучение.

Целью данной работы является экспериментальное сравнение эффектив-
ности глобального и локального методов прореживания глубоких свёрточных
нейронных сетей на примере задачи классификации изображений. В качестве
критериев для оценки эффективности рассматриваемых сценариев и реализуе-
мых методик прореживания были взяты такие показатели, как снижение точно-
сти модели (разница между исходной и прореженной моделями на тестовой
выборке), уменьшение размера (разница между количеством параметров исход-
ной и прореженной сетей, выраженная в процентах от изначального объема) и
снижение количества операций умножения-накопления (MACs). В работе были
рассмотрены следующие методы прореживания свёрточных нейронных сетей:
удаление фильтров слоёв свёртки на основе их L1 нормы [1, 3], удаление филь-
тров на основе их процента близких к нулю активаций [2]. Для экспериментов
была выбрана модельная задача распознавания кошек и собак и использованы
глубокие свёрточные нейронные сети ResNet-18, VGG-16 и AlexNet, обученные
на базе изображений “Dogs vs. Cats” (www.kaggle.com/c/dogs-vs-cats).

Предварительный эксперимент на сети ResNet-18 (производилось удаление
20% фильтров свёрточных слоёв на основе их L1 нормы с 3 эпохами дообу-
чения) показал, что локальный сценарий прореживания позволяет добиться
меньших потерь в точности: 3% в случае локального прореживания, 6% в
случае глобального. Эксперименты на сетях VGG-16 и Alexnet показывают, что
при локальном сценарии прореживания можно выделить наименее чувстви-
тельные слои и при прореживании удалить фильтры только из них без особых
потерь в точности.
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Умножение разреженной матрицы на вектор (SpMV) является важным эта-
пом работы многих численных алгоритмов. Однако, такая операции обладает
очень низкой производительностью. Это обусловлено тем, что операция SpMV
требует многократного доступа к памяти для каждой арифметической инструк-
ции и характеризуется очень низкой арифметической интенсивностью, которая
обычно составляет от 0.1 до 0.25 [1].

Одним из способов повышения производительности SpMV является увеличе-
ние арифметической интенсивности за счёт использования более эффективных
методов хранения разреженных матриц. В представленной работе исследуется
Successive Row Incremental Compressed Sparse Row (SRICSR) формат, расши-
рение формата Row Incremental Compressed Sparse Row (RICSR), который
подробно рассмотрен в работе [2]. Эти модификации основаны на базовом фор-
мате Compressed Sparse Row (CSR) [3] и их целью является сокращение объема
памяти для хранения индексов столбцов ненулевых элементов матрицы. Таким
образом, обе модификации позволяют повысить арифметическую интенсив-
ность для ряда матриц. Рассматриваемый формат использует два массива для
хранения номеров столбцов вместо одного массива, как в формате CSR. Первый
массив хранит номера столбцов первых ненулевых элементов каждой строки.
Во втором массиве содержатся смещения индексов последующих элементов
от индексов предыдущих. За счет этого, SRICSR позволяет увеличить число
матриц, для которых повышается арифметическая интенсивность SpMV, по
сравнению с форматом RICSR, при этом сохраняя преимущества последнего.

Представленный формат реализован в библиотеке численных методов
XAMG [4, 5]. Для оценки эффективности модификации использовались мат-
рицы из SuiteSparse Matrix Collection [6]. Показано, что для операции SpMV
достигается ускорение порядка 1.28 и 1.16 раза относительно формата CSR при
вычислениях с плавающей точкой одинарной и двойной точности. В результате
исследований также получено уменьшение времени решения систем линейных
алгебраических уравнений примерно на 15% и 10% для одинарной и двойной
точности соответственно.

Работа выполнена при поддержки РНФ (проект № 18-71-10075).
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В настоящее время наблюдается проникновение технологий трёхмерного
сканирования в различные области человеческой деятельности. Сканеры ста-
новятся дешевле, что расширяет область их применения. Развитие технолоий
получает получать всё более точные цифровые образы трёхмерных объектов
реального мира за счёт увеличения количества генерируемых точек, которые
составляют так называемое облако точек (point cloud). Работа с облаками
больших размеров (сотни тысяч точек) требует новых подходов для преобразо-
вания облака в полигональные поверхности, пригодные для использования в
компьютерной графике и других приложениях.

В работе предложен метод реконструкции поверхности из облака точек с
помощью диаграмм Вороного, являющийся модификацией метода описанного
в [1]. Основным его отличием от оригинального метода состоит в том, что
ограниченная диаграмма Вороного вычисляется с помощью пересечения ячеек
Вороного с восьмиугольниками, а не с кругами, что упрощает генерацию
множества треугольников-кандидатов для вычисляемой триангуляции.

Кроме того была разработана параллельная версия алгоритма для супер-
ЭВМ с распределённой памятью. Соответствующая программа написана с

https://gitlab.com/xamg/xamg
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использованием технологию MPI и протестирована на суперкомпьютере Polus,
входящем в суперкомпьютерный комплекс МГУ. Для ускорения поиска сосед-
них точек для каждой точки облака применялалась индексация с помощью
распределённого kd-дерева. Благодаря использованию параллельных вычис-
лений предложенный алгоритм позволяет эффективно обрабатывать большие
и сложные облака точек, что делает его пригодным для широкого спектра
применений в таких областях, как компьютерная графика, робототехника и
геология.
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Для решения некоторых из задач физики высоких энергий и квантовой
теории поля есть необходимость вычислять фейнмановские интегралы. На
современном уровне исследований приходится находить миллионы таких ин-
тегралов, в [1] был предложен способ их вычисления, он состоит из двух
этапов: редукция к так называемым мастер-интегралам и нахождение значений
этих мастер-интегралов. Задачу редукции интегралов можно рассматривать,
как задачу решения огромной системы разреженных линейных уравнений с
полиномиальными коэффициентами.

Из-за сложной природы коэффициентов, их нужно хранить в специальном
виде, что самое главное, эти коэффициенты нужно периодически упрощать.
Если этого не делать, то арифметические операции над ними, возникающие
в процессе решения СЛАУ, будут занимать всё больше времени, а их хране-
ние требовать значительное количество памяти. Время работы современных
программ, которые выполняют задачу редукции, может доходить до десятков
дней, из которых до 95% может быть затрачено исключительно на упрощение
коэффициентов.

В данной работе в рамках поиска библиотек, которые позволили бы уско-
рить этот этап работы, в одну из программ, FIRE [2], выполняющую задачу
редукции, были внедрены три новые библиотеки [3, 4, 5]. Уже существующие
и только внедрённые библиотеки, подключались к FIRE одинаковым способом,
порождается новый процесс, в котором выполняется упрощение, общение с
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ним осуществляется через неименованные каналы. Такая унификация позво-
лила выделить все библиотеки в отдельный модуль, а позднее репозиторий
[6], независимый от основной программы. Теперь любая программа, которой
нужно упростить полиномиальные коэффициенты может им воспользоваться.

Все десять библиотек были протестированы на производительность. Для
тестирования использовались три набора коэффициентов. Библиотеки срав-
нивались по скорости работы и по количеству необходимой для упрощения
оперативной памяти. Все запуски были проведены на двух вычислительных
системах. Полученные результаты были проанализированы, выделены лучшие
по совокупности параметров библиотеки.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Chetyrkin K. G., Tkachov F. V. Integration by Parts: The Algorithm to Calculate
beta Functions in 4 Loops // Nucl. Phys. B192. 1981. 159–204.
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Современные архитектуры вычислительных систем и технологии параллель-
ного программирования позволяют получить более эффективные решения, но
при этом существенно возрастают сложности их проектирования и реализации.
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Использование инструментов для автоматического распараллеливания и анали-
за программ, позволяет частично решить данную проблему. Одним из таких
инструментов является SAPFOR (System FOR Automated Parallelization) [1]
разрабатываемый в ИПМ им. М.В.Келдыша РАН. Частями проекта являются
анализатор TSAR (Traits Static AnalyzeR), который предоставляет пользовате-
лям аналитическую информацию и графическая интерактивная оболочка для
взаимодействия с TSAR — TSAR Advisor [2, 3].

В процессе распараллеливания программы с помощью SAPFOR пользова-
тель системы имеет возможность уточнять и корректировать решения системы,
задавать свойства программы, которые не могут быть найдены автоматически.
В настоящее время такая информация предоставляется при помощи файла
в формате JSON с заранее известной структурой [4]. Создание такого файла
достаточно трудоемкий и сложный процесс. Цель данной работы - упростить
взаимодействие пользователя с системой. Для этого предлагается реализо-
вать следующие возможности: получать информацию с результатами анализа
свойств программы, интерактивно задавать свойства и автоматически генери-
ровать файл с описанием свойств, визуализировать дополнительно заданные
свойства (если был указан путь к JSON файлу). Далее приводится краткое
описание архитектуры, построенной для реализации этих возможностей.

TSAR Advisor представляет собой расширение для редактора VSCode [5].
Он отвечает за взаимодействие с анализатором, обработку команд от редактора,
подготовку и хранение данных для визуализации и генерацию HTML страниц.
При этом его можно рассматривать как сервер, с которым может общать-
ся HTML страница посредством системы внутренних сообщений редактора.
Пользователь же может управлять расширением, посылая команды через интер-
фейс редактора. Страницы содержат аналитическую информацию о программе
пользователя, полученную от анализатора, и компоненты для взаимодействия,
которые обладают состоянием. Любое новое состояние компоненты на страни-
це сохраняется в глобальное хранилище состояний. При генерации страницы
состояние восстанавливается из хранилища. На основе состояний компонент и
информации предоставляемой анализатором интерактивная оболочка способна
сгененерировать нужный JSON файл.

Полученная архитектура позволяет пользователям использовать интерактив-
ную оболочку для исследования и описания свойств программы. Архитектура
спроектированна с возможностью легкого масштабирования для дальнейшего
развития проекта.
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Рис. 1: Упрощенное представление архитектуры.
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Данная работа посвещена использованию битовой точности для проведения
оптимизаций в динамческом двоичном трансляторе[1]

Двоичный транслятор значительно ограничен в возможностях проведения
оптимизаций. Во-первых это следует из того, что требуется поддерживать
семантику гостевого приложения максимально детально, для недопущения
ошибок связанных с архитектурными и иными различиями приложений. А
во-вторых, тяжеловесные оптимизации не допустимы, поскольку время компи-
ляции кода в нашем случае будет добавляться ко времени исполнения прило-
жений.
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Использование битовой точности является полезным при трансляции архи-
тектуры x86 −→ ArmV 8. Поскольку x86 в отличие от Arm может оперировать
регистрами разной ширины, то при трансляции инструкций с операндами раз-
мера отличного от 32/64 бит возникает необходимость строить дополнительные
операции. В случае нескольких подряд идущих инструкций, оперирующих
регистрами малой ширины, в таком случае возможно избавиться от лишних
выделений узких операндов и значительно упростить код.

В данной работе предлагается эффективный метод вычисления, хранения
и распространения информации об известных значениях битов переменных
внутреннего представления в виде битовых масок. Сам алгоритм подсчёта
масок представляет собой анализ потока данных[2]. Вместе с тем представлены
оптимизации, использующие битовую информацию для удаления избыточных
операций.

Проведены исследования влияния данных оптимизаций на производитель-
ность результирующего кода на примере задач из пакета SPEC CPU2006[3],
которые показали высокую эффективность оптимизаций. В среднем получено
улучшение производительности на 0.8%, а отдельные тесты ускорились до
1.8%.
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Безопасность программного обеспечения имеет основополагающую роль
в современном мире, поэтому разработчики уделяют много внимания поиску
ошибок в программах. Для обнаружения потенциальных уязвимостей было
разработано множество инструментов, позволяющих автоматизировать процесс
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поиска ошибок. Одним из способов поиска является фаззинг [1] — метод дина-
мического анализа программы, состоящий в поиске входных данных, которые
расширяют покрытие программы и приводят к её аварийному завершению.
Для более эффективного расширения покрытия можно воспользоваться дина-
мическим символьным выполнением (DSE), с помощью которого возможно
найти входные данные, открывающие новые пути.

Одним из подходов в анализе ПО является частичная эмуляция [2] — вы-
полнение фрагмента кода, при котором происходит моделирование только
необходимых механизмов процессора и памяти. При символьной частичной
эмуляции мы можем учесть предикаты безопасности — дополнительные сим-
вольные уравнения и неравенства, описывающие состояние программы, при-
водящее к проявлению ошибки. На основе идеи предикатов безопасности,
в ходе данной работы в символьный эмулятор была добавлена возможность
обнаруживать следующие типы ошибок:

1. Выполнение кода по произвольному адресу

1.1. Выполнение произвольного кода

2. Чтение памяти по произвольному адресу

3. Запись в память по произвольному адресу

3.1. Запись в память произвольного значения по произвольному адресу

4. Пересечение областей в memcpy

5. Попадание произвольных значений в указатель или размер для функций
работы со строками и динамической памятью

6. Деление на ноль

В каждой точке с потенциальной ошибкой к предикату пути (условие по-
падания в эту точку) добавляется предикат безопасности (условие активации
ошибки). Решая построенный набор ограничений, можно получить вариант
входных данных, приводящий к проявлению ошибки.

Работа ведётся на базе фаззера Crusher [3], разрабатываемого в ИСП РАН.
Предикатный детектор был проверен на различных модельных и реальных
программах, и позволяет обнаруживать ошибки реализации математических
алгоритмов и ошибки при работе с оперативной памятью.
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Обнаружение бесконечных циклов в коде является одной из важных задач
анализа безопасности кода программ. Бесконечные циклы могут привести как
к зависанию программы, так и, в многопоточном случае, перегрузить один
поток и уменьшить эффективность всей системы в целом.

В самом простом случае бесконечные циклы могут возникнуть в циклах
for, циклах while с предусловием или постусловием в тех случаях, если
условие продолжения цикла всегда истинно, а тело цикла не содержит опе-
раторов выхода. В более сложных случаях можно говорить о зацикливаниях
вследствие непредусмотренного переполнения итератора цикла, бесконечной
рекурсии или из-за некорректного использования оператора goto. Также стоит
отметить, что при анализе важно отличать бесконечный цикл, нарочно создан-
ный разработчиком с конкретной целью, от ошибочного бесконечного цикла,
как правило вызывающего нарушения в работе программы.

Таким образом, для нахождения бесконечных циклов необходимо провести
анализ исходного кода исследуемого ПО. Чаще всего для этой цели использу-
ется анализ абстрактного синтаксического дерева, но помимо этого в работе
предложен метод анализа с использованием символьного выполнения, что поз-
воляет более детально анализировать код и, как следствие, даёт возможность
находить новые паттерны ошибок.

Также в работе реализован анализ графа вызовов для срабатываний пат-
терна while (true), чтобы выделить среди них те, которые выполняются
в отдельном потоке, а значит, что бесконечные циклы могли быть созданы
преднамеренно.

Кроме того, с помощью символьного выполнения проверяются случаи, когда
размер типа переменной-итератора меньше размера типа переменной-границы
цикла, что приводит к переполнению переменной-итератора и последующему
непредвиденному бесконечному циклу.

Рассматриваемый детектор, осуществляющий поиск бесконечных циклов,
был реализован в статическом анализаторе кода SharpChecker [1], протестиро-
ван на наборе ПО с открытым исходным кодом из 6 млн строк кода, показав
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точность в 83%: всего найдено 30 срабатываний, 5 из которых ложные. На набо-
ре тестов Juliet [2] детектор показал полноту 50%, обнаружив 3 срабатывания,
связанные с бесконечными циклами, из 6.

Таким образом, использование графа вызовов и символьного выполнения
позволило как повысить точность на срабатываниях, которые анализатор уже
находил прежде, так и находить новые ошибки.
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Поиск ошибок в бинарном коде имеет свои преимущества: он применим,
даже если исходный код недоступен, он работает на том представлении, ко-
торое будет исполняться на машине, что позволяет, например, отлавливать
ошибки компилятора, и он не зависит от конкретного языка, на котором была
написана программа. Однако статический анализ бинарного кода может быть
менее результативен, чем анализ исходного кода. Например, из-за отсутствия
исходного кода становится трудно восстановить высокоуровневые ограничения
на значения регистров и памяти, возникающие после инструкций условных
переходов. Это приводит к увеличению количества ложных предупреждений
инструмента анализа. Для устранения этого недостатка можно воспользоваться
методом символического исполнения.

Описание метода Разрабатываемый нами инструмент поиска ошибок в
бинарном коде Binside [1] строит граф вызовов функций, затем удаляет из него
обратные ребра и анализирует функции начиная с листовых вершин [2]. На
каждой функции проводится несколько видов внутрипроцедурного анализа,
например, анализ потока данных и анализ значений, в процессе которых соби-
рается краткая информация о функции, которая может пригодиться при анализе
вызывающих ее функции и поиске дефектов. Кроме того, проводится анализ
значений, на которые мог оказать воздействие пользователь. На основе этих
данных получается построить трассу ошибки от точки входа контролируемых
пользователем данных до точки возникновения самой ошибки. Для проверки
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возможности воспроизведения этой трассы при реальном запуске используется
инструмент символического исполнения angr [3]. Трасса ошибки определенным
образом модифицируется и передается в angr, который пробует ее запустить,
и в случае неудачи заключает, что найденный дефект невоспроизводим в ре-
альных условиях и ошибка является ложной. Кроме того, с помощью angr для
ошибок переполнения буфера проверяется, возможна ли ситуация, при кото-
рой размер копируемого буфера превышает размер целевого. Использование
angr позволяет избежать запуска анализируемого ПО, что даёт возможность
анализировать ПО для разных архитектур и систем, в том числе и для таких,
на которых нет возможности его запустить.
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Во время анализа бинарного кода может оказаться полезным поиск шабло-
нов некоторых программных дефектов в коде исследуемой программы. Одним
из вариантов решения такой задачи является использование инструментов,
предназначенных для поиска клонов бинарного кода. В данной работе большее
внимание уделяется поиску семантических клонов кода (фрагментов программ,
являющихся независимой реализацией одного и того же функционала).

Описание метода. В рамках исследования рассматривается способ, в осно-
ве которого лежат траслеты (частичные трассы выполнения). Используется
предположение о том, что вычисление метрик для траслетов позволяет вы-
явить семантику программы. Предлагаемый алгоритм поиска клонов состоит
из нескольких этапов: 1) для двух бинарных файлов генерируются траслеты
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следующими способами: инструментом Crusher [1] и Angr [2] (первый ин-
струмент позволяет получать более длинные траслеты, а второй даёт более
полное покрытие и не требует запуска программ), 2) для траслетов вычисля-
ются метрики, позволяющие выявить семантику: множество строк, констант,
библиотечных функций и т.д., 3) метрики траслетов сравниваются между со-
бой, а затем результаты сравнения преобразуются в число, равное проценту
схожести двух траслетов, 4) в качестве процента схожести бинарных файлов
выбирается максимальный процент схожести двух траслетов.

Оптимизации. С целью сокращения затрат по времени из траслета удаля-
ются повторные вхождения ассемблерных инструкций. Также для улучшения
качества сравнения из траслетов удаляется "холодное покрытие" (инструкции,
семантика которых не представляет интерес при сравнении).

Рис. 1: Результаты тестирования.

Результаты. Тестирование метода производилось на следующих примерах:
lightftp и pureftpd (FTP-серверы), vlandhcpd и dhcp_server (DHCP-серверы),
bash, zsh, readelf и objdump. Для получения процента схожести двух траслетов
была применена логистическая регрессия. В таблице на рисунке 1 показаны
полученные предложенным методом проценты схожести бинарных файлов.
Проводилось попарное сравнение всех примеров. Результат сравнения схожих
по семантике программ оказался выше, чем у не схожих.
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Инструмент Лакмус основан на базе полносистемного эмулятора QEMU [1]
и реализует динамический анализ помеченных данных [2]. Это известная тех-
ника анализа, используемая во многих приложениях и инструментах, позволя-
ющая отслеживать распространение внешних непроверенных или чувствитель-
ных данных по программе во время ее исполнения. Чувствительными данными
является различная конфеденциальная информацая, а внешними непрероверен-
ными данными — любая информацая, доверять которой мы не можем в силу
природы ее происхождения. Основная идея такого анализа заключается в том,
чтобы помечать некоторые входы программы (это может быть сетевой сокет
или файл скачанный из интернета) и отслеживать распространение данных,
считанных с этих входов, в процессе исполнения программы.

Схема работы и оптимизация инструмента Лакмус. В эмуляторе QEMU
код гостевой машины транслируется в промежуточное представление TCG,
после чего TCG-инструкции преобразовываются в код, который будет испол-
няться на хостовой машине. Для работы анализатора на уровне TCG-кода
добавляются инструкции, отвечающие за внесение, распространение и детек-
тирование помеченных данных. Целью анализа являются информационные
сообщения о том, что отслеживаемые данные попали в некоторый поток вывода
или же вовсе скомпрометировали выполнение программы.
Для усовершенствования схемы работы инструмента было предложено инстру-
ментировать лишь в ту часть гостевых инструкций, которая непосредственно
работает с помеченными данными. Данная идея построена на основе статьи,
посвященной инструменту DECAF++ [3]. Оптимизация заключается в том,
чтобы добавить в анализатор два режима работы: режим проверки и режим
отслеживания. Так в режиме проверки инструментируются только инструкции
обращения к памяти, а в режиме отслеживания происходит полная инструмента-
ция гостевого кода. Переключение из режима проверки в режим отслеживания
происходит при чтении данных из помеченной памяти, а обратно — через за-
данное количество инструкций при условии отсутствия помеченных данных
в регистрах общего назначения. Это позволят увеличить скорость работы
анализатора при сохранении той же точности анализа.
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Результаты. В инструменте Лакмус была реализована описанная выше
оптимизация. В результате с сохранением точности анализа удалось достичь
уменьшения времени работы анализатора в среднем на 20%.

Работа выполнена при поддержке Института Системного Программирования
РАН.
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ГЕНЕТИЧЕСКИХ ВАРИАЦИЙ В ЗАДАЧЕ
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Введение. Задача полногеномного секвенирования — это процесс опреде-
ления последовательности образующих её нуклеотидных оснований (после-
довательностей, состоящих из символов алфавита с мощностью 4). В случае
ресеквенирования производится поиск индивидуальных отличий конкретного
образца по известной референсной нуклеотидной последовательности. Можно
выделить следующие этапы полногеномного ресеквенирования: выравнивание
и последующая пост-обработка коротких последовательностей (прочтений) на
известную референсную последовательность; поиск генетических вариаций
(отличий в полученной последовательности относительно известной рефе-
ренсной).

Краткое описание алгоритма. Теоретической основой исследования явля-
ется вычисление «минимайзеров» и их расположения в референсной последо-
вательности — вычислении подстрок конкретной длины (k-меров), имеющих
минимальное хэш-значение в заданном окне. В качестве базового алгорит-
ма был выбран алгоритм поиска «минимайзеров», описанный в статье [1].
Алгоритм был модифицирован таким образом, что после нахождения всех
«минимайзеров» в референсной последовательности, занесения хэш-значений
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Эксперимент Покрытие 30X Покрытие 60X
TYPE TP FN TYPE TP FN

Стандартный индекс SNP 3206999 47387 SNP 3218108 36278
INDEL 461501 6201 INDEL 464474 3228

Добавление SNP SNP 3210000 44386 SNP 3219938 34448
в индекс INDEL 461552 6150 INDEL 464500 3202

Добавление SNP SNP 3210003 44383 SNP 3219941 34445
и инделей в индекс INDEL 461552 6150 INDEL 464499 3203

Таблица 1: Результаты.

найденных «минимайзеров» и их позиций в хэш-таблицу, алгоритм также
учитывает известные часто встречаемые генетические вариации [2]. Создается
модифицированная подпоследовательность референсной последовательности, в
которую была внесена генетическая вариация, после этого происходит вычисле-
ние новых «минимайзеров» с учетом уже существующих. Модифицированная
хэш-таблица затем используется при выравнивании коротких прочтений.

Оценка работы алгоритма. Алгоритм тестировался на данных из GIAB
NIST (The Genome in a Bottle Consortium by National Institute of Standards and
Technology) для образца NA12878 [3]. Для оценки работы были взяты метрики
полученные с помощью инструмента, описанного в статье [4].

Результаты. В таблице 1 представлено количество правильно положитель-
ных и ложно отрицательных генетических вариаций до и после модификации.
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Пусть (X, ∥ · ∥) — банахово пространство, f0, f1, ..., fk : X → R — дифферен-
цируемые функции. Рассмотрим задачу

f0(x) → min, f1(x) = 0, ..., fk(x) = 0. (1)

Определим функцию Лагранжа L : X × Rk+1 → R по формуле

L(x, λ) := λ0f0(x) + λ1f1(x) + ...+ λkfk(x),

x ∈ X, λ = (λ0, λ1, ..., λk) ∈ Rk+1.

Пусть | · | — заданная норма в пространстве Rk+1. Обозначим через M множе-
ство допустимых точек, т.е.

M := {x ∈ X : f1(x) = ... = fk(x) = 0}.
В настоящем сообщение мы представим утверждения об оценках первой
производной функции Лагранжа в точках допустимого множества.

Обозначения и предварительные сведения. Обозначим через BX(x, r)
замкнутый шар с центром в точке x ∈ X радиуса r ⩾ 0, через X∗ обозначим
пространство, топологически сопряженное с X, а через ∥ · ∥∗ — норму в X∗.

Классическое необходимое условие минимума 1 состоит в следующем.
Если точка x̂ ∈ X является локальным решением задачи (1), то существует
ненулевой веткор λ ∈ Rk+1 такой, что

∂L

∂x
(x̂, λ) = 0, λ0 ⩾ 0.

Пусть задана точка x0 ∈ M и число R > 0. Положим

γ(x0, R) := inf{f0(x) : x ∈ M∩BX(x0, R)}.
Здесь γ(x0, R) может принимать значение −∞. Однако, всюду далее мы будем
предполагать, что

γ(x0, R) > −∞.

Известно, что если в задаче (1) ограничения отсутствуют (в этом случае
M = X), то для любого ε > 0 существует точка x̂ ∈ BX(x0, R) такая, что

f0(x̂) ⩽ f0(x0), f ′0(x̂) ⩽ (1 + ε)
f0(x0)− γ(x0, R)

R
.
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Это утверждение в разных модификациях было получено, например, в [1, глава
5], [2], [3] и др. Ниже мы приведем аналогичное утверждение для задачи (1) в
общем случае.

Отметим также, что в случае, когда пространство X является гильбертовым,
подобные утверждения об оценке производных первого и второго порядка
были получены в [4] и [5]. Для задачи без ограничений аналогичные оценки
первой и второй производной минимизируемой функции были получены в [6,
§2.5.2].

Основной результат. Сформулируем оценку первой производной функции
Лагранжа для задачи (1).

Теорема 1. Пусть γ(x0, R) > −∞. Тогда для любого ε > 0 существует вектор
λ = (λ0, λ1, ..., λk) ∈ Rk+1 и точка x̂ ∈ M∩BX(x0, R) такие, что

|λ| = 1, λ0 ⩾ 0, f0(x̂) ⩽ f0(x0),∥∥∥∥∂L∂x (x̂, λ)
∥∥∥∥
∗
⩽ (1 + ε)λ0

f0(x0)− γ(x0, R)

R
. (2)

Отметим, что если множество M∩BX(x0, R) содержит точку x, для которой

векторы
∂fi
∂x

(x), i = 0, k линейно зависимы f0(x) ⩽ f0(x0), то утверждение тео-

ремы 1 очевидно. В этом случае x̂ = x и единичный вектор λ = (λ0, λ1, ..., λk),
удовлетворяющий равенству

k∑
i=0

λi
∂fi
∂x

(x) = 0

и неравенству λ0 ⩾ 0, отвечают утверждению теоремы. В этом случае, левая
часть неравенства (2) равна нулю, а правая — неотрицательна.

Если для каждого x ∈ M∩ BX(x0, R), для которого f0(x) ⩽ f0(x0), систе-

ма векторов векторы
∂fi
∂x

(x), i = 0, k линейно независима, то утверждение

теоремы 1 нетривиально. В этом случае, из неравенства (2) следует, что λ0 > 0.
Отметим также, что из (2) вытекает следующая более слабая оценка∥∥∥∥∂L∂x (x̂, λ)

∥∥∥∥
∗
⩽ (1 + ε)

f0(x0)− γ(x0, R)

R
,

поскольку |λ| = 1. Для задачи без ограничений эта оценка совпадает с извест-
ной ранее из работ [1], [2] и [3].

Положительность ε в приведенных оценках существенна. Если простран-
ство X конечномерно и все функции fi непрерывно дифференцируемы, то
приведенные утверждения выполняются и с ε = 0.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект
№ 22-11-00042).
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О ДВОЙСТВЕННОСТИ В УПРАВЛЯЕМЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ

СИСТЕМАХ
Атамась Евгений Иванович

Кафедра Нелинейных динамических систем и процессов управления, e-mail: eatamas@cs.msu.ru

В классической математической теории управляемых систем хорошо извест-
но понятие двойственности. Так, двойственными являются системы

ẋ = Ax+Bu,

{
ẋ = ATx
y = BTx

Обычно это понятие возникает в следующем контексте: после введения
матриц управляемости и наблюдаемости и доказательства соответствующих
критериев указывается, что первая из систем является управляемой тогда и
только тогда, когда вторая система является наблюдаемой. Данное наблюдение
любопытно, но малополезно, поскольку перенести его на другие связанные с
управляемостью и наблюдаемостью вопросы нельзя. В этой схеме мы отталки-
ваемся от определений управляемости и наблюдаемости, получаем характери-
зующие их алгебраические свойства и лишь потом замечаем двойственность.
Вместе с тем, представляется заманчивым сначала установить двойственность
этих понятий, после чего доказательство некоторого свойства для управля-
емости автоматически повлечет справедливость аналогичного свойства для
наблюдаемости. Естественным языком для подобных рассуждений является
теория категорий. И действительно, имеет место следующий результат [1]

Теорема 1. Линейная конечномерная система с дискретным временем управля-
ема, если и только если двойственная ей система наблюдаема.
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Использованные при доказательстве идеи легко переносятся на более слож-
ные понятия, связанные с управляемостью и наблюдаемостью, например
управляемо-инвариантные и условно-инвариантные подпространства. Не ме-
нее естественным представляется и перенос этих методов на случай систем с
непрерывным временем. К большом удивлению автора, обнаружить такого рода
результаты в литературе ему не удалось. Данный доклад призван восполнить
этот пробел.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ РУКИ
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Модель оптимального управления биологическим движением обеспечивает
отправную точку для описания наблюдаемого повседневного поведения и мо-
жет быть использована для конструирования интеллектуальных систем замены
поврежденных частей тела.

В работе методом Эйлера–Лагранжа [1] построены уравнения движения
планарной модели руки человека «плечо-предплечье» как бисекционного маят-
ника:

τ =M(θ)θ̈ + L(θ, θ̇),

где θ — вектор углов сочленений, M(θ) — положительно определенная матрица
инерции, L(θ, θ̇) — вектор центростремительных и корелисовых сил, τ — вектор
крутящих моментов, которыми можно управлять.

Для данной модели решается задача на достижение цели, в которой рука
должна начать движение с некоторого исходного положения и двигаться к
цели за указанный интервал времени T . При этом движение должно проис-
ходить с минимальными затратами энергии. Есть веские основания полагать,
что минимизация энергетических затрат имеет прямое отношение к нейронно-
му контролю движения [2]. Затраты учитываются интегрально-квадратичным
критерием, минимизирующий скорость изменения крутящего момента [3]:

Venergy =
1
2

∫ T

0 ∥τ̇∥2 dt.
Большинство современных моделей оптимальности имеют серьезное огра-

ничение — они основаны на линейно-квадратичном гауссовом формализме [4],
в то время как в действительности биомеханические системы сильно нелиней-
ны. Данное ограничение решается методом дифференциального динамического
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программирования [5], позволяющего итеративно проводить линеаризацию
системы вокруг референсной траектории с целью вычисления локально опти-
мального закона управления с обратной связью.

Исходное референсное управление предлагается выбирать путем преобра-
зования исходной динамики к линейной [6], применяя подходы линейного
управления. Затем градиентным методом [7] итеративно строится поправка на
референсное управление до достижения заданной точности ε.

Для данной задачи было реализовано программное обеспечение для поиска
целевого управления и моделирования оптимальной траектории для заданных
начальных данных.
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Современная робототехника ставит перед учёными в области управления
всё более сложные задачи. С развитием возможностей одного агента появилась
мысль использовать мульиагентные группы. Каноническая модель их взаимо-
действия была предложена К.Рейнольдсом[1]. Однако, одним из важнейших
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вопросов групповой робототехники до сих пор является обход препятствий
группой.

Модель агента Была рассмотрена следующая простая модель агентов в
виде двухколёсных роботов, из которых будет организована группа:

ẋi = vi cos θi

ẏi = vi sin θi

θ̇i = wi,

где xi, yi – положение центра масс робота, θi – угол поворота робота отно-
сительно заданной системы координат, i ∈ 1, N , vi – прямолинейная скорость
робота, wi – поворотная скорость, 0 ⩽ vi < vmax, |wi| < wmax, а vmax и wmax –
маскимальные значения прямолинейной и поворотной скоростей робота соот-
ветсвенно.

Предлагаемая организация взаимодействия Для обхода препятствий раз-
работаны различные методы, как, например, метод потенциальных полей,
позволяющий как бы «скользить» по поверхности выпуклой поверхности.

Было предложено использовать идею «ведущий - ведомый», но разбивать
группу на несколько независимых подгрупп. Группа получает задачу обойти
препятствие, разбивается на несколько подгрупп, если в поле действия роя
попадает правый и левый край преграды. Далее выбирается лидер в каждой
подгруппе, который и ведёт подопечных к назначенной точке сбора.

Важной частью этого процесса является выбор лидера в группе. Такие
задачи уже были рассмотрены, например, в работах [2-3]. Однако, на наш
взгляд, интересно рассмотреть модели социального взаимодействия в группах
роботов [4].

Было проведено моделирование экспериментальной версии алгоритма в
среде Matlab.
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Предметная область. Нейросетевая стилизация изображений (neural style
transfer) [1] заключается в автоматической перерисовке пользовательского
изображения, называемого контентом, в стиле другого изображения, называе-
мого стилем или стилевым изображением. Результат перерисовки называется
стилизацией. Например, это может быть фотография пользователя, перерисо-
вываемая в стиле картины известного художника.

Актуальность. Стилизация изображений активно используется в индустрии
развлечений. Например, мобильное приложение Prisma [2] было самым ска-
чиваемым приложением на сервисе Google Play в странах СНГ в течение
10 дней после выхода. Также стилизация позволяет существенно упростить
наложение сложных художественных эффектов и реализована в редакторе
Adobe Photoshop. Использование стилизационных эффектов может находить
применение в создании визуальной рекламы и дизайне сайтов и интерьеров.

Задача. Классический метод стилизации, накладывая требуемый стиль на
контентное изображение, искажает его. Это приемлемо для фона, но крайне
нежелательно искажение объектов на изображении, таких как текст и лица
людей. Ключевой характеристикой узнаваемости объектов являются их кон-
туры [3]. Существует метод [4], позволяющий сохранять контуры в процессе
стилизации за счёт введения дополнительной функции потерь, штрафующей
расхождение карты контуров контента и стилизации, извлечённых оператором
Лапласа, но он обладает рядом недостатков. Используемая в архитектуре опе-
рация пулинга перед функцией потерь снижает пространственное разрешение
карт контуров, уменьшая их детализацию. Также в методе расхождение карт
контуров стилизации и контента штрафуется по квадрату L2 нормы, что, с
одной стороны, усиливает контуры контента (желаемый эффект), но, с дру-
гой — препятствует полноценному наложению стиля, особенно если сам стиль
содержит много контуров, что препятствует решению исходной задачи.

Предложенный метод. Предлагается другой способ сохранения контуров
в задаче стилизации. Карта контуров с контента и стилизации извлекается
оператором Собеля без операции пулинга, что позволяет сохранить больше
контурных деталей. Для устранения противоречия между сохранением конту-
ров контента и свободой в наложении стиля (если стиль предполагает наличие
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контуров) предлагается использовать несимметричную функцию потерь:

Ledge(R,C) =
W∑
i=1

H∑
j=1

I{Rij < Cij}(Rij − Cij)
2

где R,C ∈ RH×W — карты контуров стилизации и контента, а индикаторная
функция I{условие} принимает значение 1, если условие выполнено, и 0 —
иначе. По сути, расхождение контуров штрафуется, если контуры присутствуют
на контенте, но отстутствуют на результате стилизации. Перенос же дополни-
тельных контуров со стиля не штрафуется, что улучшает свободу и качество
стилизации.

Результаты. Предложенный метод позволил, с одной стороны, точнее сохра-
нять контуры, а, с другой — не препятствовать свободному наложению стиля,
особенно если стиль содержит много контурных линий. Преимущество метода,
по сравнению с существующими, подтверждается как сопоставлением резуль-
татов стилизаций на качественном уровне, так и путём опроса респондентов,
которые при выборе наиболее предпочтительных стилизаций среди результатов
разных методов предпочитали стилизацию предложенным подходом.
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Работа посвящена задаче попадания на целевое множество на конечном
временном отрезке несмотря на действие помехи из заданного начального
положения для линейной системы дифференциальных уравнений с управля-
ющими параметрами и неопределенностью, на которые наложены жесткие
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ограничения [1, 2]. Существуют различные подходы к решению указанной
задачи, среди которых построение альтернированного интеграла Понтряги-
на [3], а также нахождение функции цены как обобщенного решения уравнения
Гамильтона-Якоба-Беллмана-Айзекса [4]. В докладе рассматривается пример
указанной задачи для случая плоскости, когда на положение системы влияет
только помеха, не зависящая от времени.
Система задается уравнением

ẋ(t) = v(t), x(t) ∈ R2, t ∈ [t0, t1], (1)

где помеха
v(t) ∈ Q = 0× [−1, 1], (2)

а целевое множество M = B1(0, 0) – единичный шар с центром в начале коор-
динат.
Для системы (1) с ограничением (2) в явном виде выписывается вид множества
разрешимости W в момент времени t, а также предлагается способ построения
множества Ŵ [t] = W [t] с заменой множества помехи Q на некоторое множе-
ство Q̂ таким образом, что для вычисления опорной функции возникающей на
каждом шаге операции геометрической разности M−̇σQ (σ – длина времен-
ного отрезка) в многозначном интеграле не требуется овыпукления разности
опорных функций соответствующих множеств. В этом случае функция цены,
равная расстоянию до множества разрешимости, удовлетворяет модифици-
рованному уравнению типа Гамильтона-Якоба-Беллмана-Айзекса, где помеха
берется из множества Q̂.
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Рассматривается непрерывная скалярная переключаемая линейная интер-
вальная система

ẋ = [Aσ]x+ [bσ]u, σ ∈ Sτ , (1)
где σ : R+ → I = {1, . . . ,m} — кусочно-постоянная функция (переключа-
ющий сигнал) с конечным числом разрывов (переключений) на любом ко-
нечном промежутке; Sτ — множество всех переключающих сигналов σ, для
которых время между любыми двумя соседними переключениями не меньше
τ (τ > 0); I — множество индексов, нумерующих режимы функциониро-
вания системы (1); [Aσ] = [A] ◦ σ — композиция отображения [A] : I →
→ {[A1], . . . , [Am]} ([Ai] ∈ IRn×n) и переключающего сигнала σ, [bσ] = [b] ◦ σ —
аналогичная композиция для отображения [b] : I → {[b1], . . . , [bm]} ([bi] ∈ IRn);
пары интервальных матриц ([Ai], [bi]), i = 1, . . . ,m, определяют режимы функ-
ционирования системы (1); x ∈ Rn — вектор состояния, , u ∈ R1 — управляю-
щий вход. Далее считаем, что переключающий сигнал σ(t) не доступен для
измерения в процессе функционирования системы (1).

Требуется стабилизировать систему (1) в некоторой кубической окрестности
нуля D(0, γ), т.е. построить обратную связь u = u(x) такую, что для любых
x(0) ∈ D(0, γ), σ ∈ Sτ и любых наборах {A1, . . . , Am} (Ai ∈ [Ai]), {b1, . . . , bm}
(bi ∈ [bi]) норма соответствующего решения ||x(t)||2 → 0 при t → ∞. Здесь
D(0, γ) = {x ∈ Rn : ||x||∞ < γ}. При этом вектор-функция x(t) определяет-
ся как решение линейной нестационарной системы с кусочно-постоянными
коэффициентами

ẋ = Aσ(t)x+ bσ(t)u, x(0) = x0 ∈ D(0, γ), σ ∈ Sτ , (2)

где Aσ(t) ∈ {A1, . . . , Am}, bσ(t) ∈ {b1, . . . , bm}.
Один из возможных подходов к решению поставленной задачи заключается

в построении переключаемого регулятора [1]

u = −kσx, (3)

каждый режим которого является стабилизирующей обратной связью
u = −kix для, соответственно, i-го режима ẋ = [Ai]x + [bi]u переключае-
мой системы (1), т.е. обеспечивает асимптотическую устойчивость замкнутой
системы ẋ = ([Ai]− [bi]ki)x.



90 Фурсов А. С., Мосолова Ю. М.

Возможное решение, позволяющее использовать данный регулятор, заклю-
чается в построении “наблюдателя”, который определял бы номер активного
режима для текущего момента времени. В качестве такого “наблюдателя” пред-
лагается использовать нейронную сеть [2].

Пару — переключаемый регулятор и нейронную сеть — далее будем назы-
вать нейрорегулятором. Перенумеруем (от 1 до n2) все возможные режимы
ẋ = ([Ai]−[bi]kj)x (i, j = 1...m) системы (1), замкнутой переключаемым регуля-
тором (3). Основная работа нейронной сети состоит в следующем: выбирается
дискретная последовательность моментов времени εl, l = 0, 1, 2..., где ε —
достаточно малая положительная константа (ε < τ ) и далее по каждой паре
измерений вектора состояния (x(εl), x(ε(l + 1))) нейронная сеть должна опре-
делять номер текущего режима замкнутой переключаемой системы в момент
t = ε(l + 1). Используя данную инфрмацию, осуществляется переключение
векторов ki стабилизирующей обратной связи в переключаемом регуляторе.

Можно выделить несколько основных шагов настройки нейрорегулятора:
1) выбор структуры нейросети;
2) выбор регуляторов u = −kix, обеспечивающих устойчивость соответству-

ющих i-х замкнутых режимов переключаемой системы;
3) расчет времени задержки τ ∗, обеспечивающего устойчивость переключае-

мой системы (1) с режимами, замкнутыми построенными в п. 2 регуляторами
и проверка неравенства τ ∗ ⩽ τ ;

3) выбор величины εp c учётом ограничений на ошибку оценивания и
времени задержки τ ∗;

4) построение обучающей выборки для нейросети с учётом окрестности
D(0, γ), в которой осуществляется стабилизация переключаемой системы;

5) обучение нейросети на промежутке [0; εp];
6) проверка работоспособности нейросети по определению текущего актив-

ного режима;
7) моделирование переключаемой системы (1) замкнутой построенным

нейрорегулятором.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда

(проект № 22-21-00162).
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Постановка задачи. При решении обратной задачи магнитотеллурического
зондирования определяется функция проводимости под поверхностью земли
по измеренным на поверхности земли значениям импеданса естественного
электромагнитного поля земли. Поле возбуждается плоской электромагнитной
волной, вертикально падающей на поверхность земли. В настоящей работе
рассмотрена модель, в которой двумерная неоднородность с неизвестной пе-
ременной проводимостью находится в ограниченной области, погруженной
в горизонтально однородную слоистую среду. В случае Е-поляризации мо-
дельный импеданс электрического типа вычисляется как частное от деления
горизонтальной компоненты электрического поля на горизонтальную компо-
ненту магнитного поля.

Итерационный процесс. Решение обратной задачи начинается с расчёта
электрического поля в области неоднородности с некоторым первоначальным
заданным значением распределения проводимости. Расчёт удобно проводить
методом интегральных уравнений. Этот метод позволяет решать интегральное
уравнение для электрического поля только в ограниченной области неоднород-
ности. Затем с помощью интегральных представлений выполняется пересчёт
на поверхность земли электрического и магнитного поля и вычисляется модель-
ный импеданс. По разности модельного и измеренного импеданса строится
функционал невязки. Поскольку обратная задача некорректна, то к функцио-
налу невязки прибавляется ещё стабилизирующий функционал и полученный
регуляризирующий функционал минимизируется [1]. Для этого проводится
линеаризация модельного импеданса по проводимости в окрестности предыду-
щего решения прямой задачи. Затем приращение проводимости вычисляется
из условия минимума регуляризирующего функционала. Уточнённая проводи-
мость находится как сумма старого приближения и приращения проводимо-
сти. После этого заново решается прямая задачи в области неоднородности
с уточнённым значением проводимости. Итерационный процесс завершается,
когда функция проводимости стабилизируется. При решении прямой задачи
необходимо рассчитывать значения функции Грина, которая является ядром
интегрального уравнения. Этот расчёт не надо проводить заново на каждой
итерации метода решения обратной задачи. Достаточно сделать это только
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один раз и хранить вычисленные значения в течение всего времени решения
обратной задачи. Это позволяет минимизировать количество арифметических
операций при решении обратной задачи. СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
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Обсуждается вопрос корректной разрешимости специальных нелокальных
задач для эволюционных дифференциальных уравнений. Общая постановка
выглядит так. В банаховом пространстве E на отрезке [0, T ] ⊂ R рассмотрим
соотношения

du(t)

dt
= Au(t),

T∫
0

u(t)η(t) dt = u1. (1)

Считаем, что A— линейный замкнутый оператор в E с плотной областью
определения D(A) ⊂ E, порождающий полугруппу U(t) класса C0 (см. [1]).
Весовая скалярная функция η(t) имеет ограниченную вариацию на [0, T ] и нор-
мировку η(0) = η(0 + 0) = 1. Требуется подобрать неизвестное начальное
состояние u0 ∈ E так, чтобы векторная функция u(t) = U(t)u0 давала инте-
грал, указанный в задаче (1) с заданным элементом u1 ∈ D(A).

Отметим сейчас следующие ключевые моменты.

1. Задача (1) эквивалентна операторному уравнению u0−Bu0 = g с линейным
ограниченным оператором B и элементом g = −Au1.

2. При некоторых дополнительных ограничениях возможно нахождение спек-
тра оператора B.

3. Имеются новые эффективные оценки спектрального радиуса оператора B,
позволяющие находить элемент u0 методом итераций через ряд Неймана.

4. Указанная общая схема проверена вычислительными экспериментами на
примерах нелокальных задач для уравнения теплопроводности.

Наши результаты дополняют прежнее исследование [2]. Более подробные
формулировки представлены в работе [3].
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН НА ИДЕАЛЬНО

ПРОВОДЯЩЕМ ТЕЛЕ

Головина Светлана Георгиевна1, Долбнин Андрей Алексеевич2
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Рассматривается задача дифракции электромагнитного поля на идеально
проводящем экране Σ в однородной среде Ω с параметрами ε, µ - диэлектри-
ческая и магнитная проницаемости. Первичное поле E0(P )e−iωt, H0(P )e−iωt,
P ∈ R3, возбуждает поверхностные электрические токи, которые порождают
вторичное поле E(P ), H(P ) и удовлетворяют уравнениям Максвелла в Ω:{

rotE = iµωH,

rotH = −iεωE.
(1)

Для напряжённости электрического поля рассмотрена краевая задача для
уравнения Гельмгольца [1]:{

∆E+ k2E = 0, P ∈ Ω,

E× n = −E0 × n, P ∈ Σ,
(2)

где n — вектор внешней нормали к поверхности Σ, k = ω /c — волновое число.
Кроме того, выполнены условия излучения Зоммерфельда на бесконечности и
условия Майкснера на ребре.

Краевая задача (2) сводится к интегральному уравнению от неизвестного
векторного поля j(M) на поверхности Σ:∫∫

Σ

n(P )×K(j(M), P,M)dSM = −n(P )× E0(P ), P ∈ Σ, (3)
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K(j, P,M) = grad div(jF (P,M)) + k2 jF (P,M), (4)

где F (P,M) = eikR/R, R — расстояние между точками P и M . Для решения
уравнения (3) используется регуляризированный метод кусочно—непрерывных
аппроксимаций и коллокаций [2].
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В работе предложен метод цветовой адаптации изображений аншлифов
геологических образцов для использования раннее обученной нейросетевой
модели, осуществляющей сегментацию минералов.

Одной из трудностей в применении моделей автоматической сегментации
минералов является неоднородность данных. Разработанный алгоритм призван
решить эту проблему и позволяет приблизить цветовые и яркостные характери-
стики изображений к значениям на снимках аншлифов, раннее использованных
при обучении нейросетевой модели [1].

Метод цветовой коррекции основан на векторном представлении цвето-
вого пространства. Извлеченные из изображения при помощи полной маски
сегментации цвета определенных минералов составляют матрицу цветового
пространства. Задача цветокоррекции сводится к поиску матрицы перехода
от одного цветового пространства к другому и решается численно методом
наименьших квадратов [2].

Алгоритм цветовой коррекции отличается высокой скоростью работы (пол-
ная обработка одного изображения занимает порядка 10 секунд) и возможно-
стью обучения на небольшом количестве данных.

Результаты экспериментов показали, что цветовая адаптация изображений с
помощью разработанного метода существенно повышает качество нейросете-
вой сегментации минералов.
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При возникновении поверхностного плазмонного резонанса (ПР) в металли-
ческих частицах из благородных металлов происходит концентрация и удержа-
ние значительной электромагнитной энергии в сверхмалых объемах, намного
превосходящих Рэлеевский предел. Большая часть этой энергии удерживается
вблизи поверхности с экспоненциальным убыванием на порядки при удалении
от нее на субнанометровые расстояния [1]. Изучающая явление ПР наноплазмо-
ника в настоящее время находит широкое применение во многих разработках:
метаповерхности, нанобиосенсоры, биметаллические частицы для улавливания
и трансформации солнечной энергии, магнитоплазмонные наночастицы для
выявления, диагностики и лечения онкологических образований.

При создании магнитоплазмонных композитных наноструктур синтезиру-
ются наноматериалы с заданными физико-химическими свойствами, четко
определенными размерами, формой и составом [2]. Значительный интерес
представляют наноструктуры типа ядро-оболочка magnetit@Au, которые про-
являют как плазмонные свойства в оптическом диапазоне, так и магнитные
свойства в стационарном магнитном поле. Такие структуры применяются в
оптических сенсорах, электрохимических ДНК-биосенсорах, для визуализации
и диагностики опухолей и фототермической терапии онкологических образова-
ний. Возможность управления оптическими свойствами подобных гибридных
наночастиц в широком спектральном диапазоне за счет регулируемых разме-
ров ядра и оболочки делает эти структуры важным объектом исследований в
наномедицине [3].
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Следует отметить, что современные технологии позволяют синтезировать
частицы со средним размером 15–25 нм, включая толщину золотой оболочки,
составляющую 2–5 нм. При такой малой толщине золотой оболочки электрон-
ные взаимодействия в благородных металлах приходится учитывать гораздо
строже. Дело в том, что когда характерный размер металлической оболочки
становится сравнимым с длиной волны Ферми электронов ( 5нм), возникает
пространственная дисперсия металла. В этом случае нарушаются обычные
локальные соотношения между электрическим полем и смещением, входящие
в систему уравнений Максвелла. Как следствие, возникает квантовый эффект
пространственной дисперсии (ПД) [4]. Для изучения подобных эффектов мож-
но использовать чисто квантовый подход, основанный на решении уравнения
Шредингера для облака электронов в металле, без учета спина электрона. Од-
нако такой подход становится обременительным в вычислительном отношении
для частиц размером более десятка нанометров и для металлов с высокой
плотностью свободных носителей заряда таких, как благородные металлы (Au,
Ag, Pt).

В настоящее время при анализе влияния ПД на оптические характеристи-
ки плазмонных структур наиболее востребованы модели, которые учитывают
возникающие квантовые эффекты, но при этом позволяют оставаться в рам-
ках электромагнитной теории Максвелла. Одним из наиболее популярных
полуклассических подходов, учитывающих ПД, является гидродинамическая
модель Друде [5]. Отметим, что она имеет существенный недостаток, свя-
занный с необходимостью корректировать квантовые параметры модели в
зависимости от размера частиц. В качестве альтернативы была разработана
модель обобщенного нелокального оптического отклика (ОНО). В этой моде-
ли корректировка параметров осуществляется естественным образом за счет
включения коэффициента диффузии электронов в гидродинамическую модель
[6].

В настоящей работе на основе метода Дискретных источников (МДИ) [7]
строится математическая модель слоистой наночастицы magnetit@Au, учиты-
вающая ПД в золотой оболочке на основе теории ОНО. Исследовано влияние
ПД на коэффициент усиления поля на внешней границе слоистой частицы, а
также изучено влияние динамического коэффициента диффузии [8], завися-
щего от длины волны, на сечение поглощения и коэффициент усиления поля
сфероидальных гибридных магнитоплазмонных частиц.

Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-
00110, https://rscf.ru/project/22-21-00110/.
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В самых разных областях, включая медицину, биологию, сельское хозяйство
и промышленное производство, используется объединенное (групповое) тести-
рование, которое включает в себя любую процедуру диагностики бинарного
состояния исследуемой единицы не индивидуально, а в группе. Более 80 лет
групповое тестирование является активной областью исследований в стати-
стической науке. Она разветвилась на две активные подобласти исследований:
идентификацию единиц и оценивания распространенности бинарного исхода в
совокупности. В работе решается вторая задача в области эпидемиологии. Ти-
пичный эксперимент по объединенному тестированию проводится следующим
образом. В совокупности находится некоторое число зараженных и здоровых
объектов. Вся совокупность случайно разбивается на некоторое количество
групп с фиксированным числом образцов в каждой. После диагностического
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исследования с помощью теста, каждой группе присваивается статус “зара-
жен”, при наличии хотя бы одного зараженного объекта в группе, или “неза-
ражен”, при отсутствии зараженных объектов в группе. В итоге, из общего
числа групп получаем число зараженных (здоровых) групп. По этим данным
необходимо оценить число зараженных объектов в совокупности. При этом
следует учитывать несовершенность теста. Последнее обычно описывается
двумя характеристиками: “чувствительность” (“sensitivity”) — вероятность дать
положительный диагноз “заражен” для действительно зараженного объекта;
“специфичность” (“specificity”) — вероятность правильно дать отрицательный
результат теста.

В работе проведен объединенный анализ данных нескольких реальных
ограниченных совокупностей объектов (иксодовых клещей) с разной степенью
зараженности на основе двух моделей, в которых учтена несовершенность
теста. Оценивание степени зараженности вирусом клещевого энцефалита и
бактериями Borrelia burgdorferi sensu lato выполняется методами максимального
правдоподобия и моментов, проведен их сравнительный анализ. Показана
необходимость учета характеристик “чувствительность” и “специфичность”
несовершенности теста при групповой обработке.

АСИМПТОТИКА РИСКА FDR-МЕТОДА ПРИ НАЛИЧИИ

СЛАБОЙ ЗАВИСИМОСТИ В ДАННЫХ

Воронцов Михаил Олегович1, Шестаков Олег Владимирович2

1 Кафедра математической статистики, e-mail: m.vtsov@mail.ru
2 Кафедра математической статистики, e-mail: oshestakov@cs.msu.su

Во многих прикладных областях возникают задачи обработки больших мас-
сивов данных. При этом в некоторых приложениях — таких, как обработка
изображений и аудиосигналов, исследования в области генетики и в ряде дру-
гих областей знаний — массив данных зачастую полагается зашумленным и
допускающим некоторое разреженное представление, при котором абсолют-
ное значение большинства элементов массива равно нулю или достаточно
мало. Возникающая при этом задача выявления значимых элементов массива
(значимых признаков) и удаления шума математически эквивалентна задаче
множественной проверки гипотез.

В работе [1] для решения задачи множественной проверки гипотез был пред-
ложен метод, основанный на контроле ожидаемой доли ложных отклонений
(false discovery rate, FDR) гипотез при помощи алгоритма Бенжамини–Хочберга.
В работе [2] проведено исследование асимптотики среднеквадратичного риска
указанного метода в случае, когда вектор данных является разреженным и
состоит из независимых элементов.

В то же время в определенных приложениях — например, при анализе полу-
ченных в результате использования ДНК-микрочипов данных, исследовании
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геофизических процессов и анализе помех в телекоммуникационных каналах
— условие независимости компонент вектора данных может не выполняться.
В докладе исследуется асимптотика среднеквадратичного риска FDR-метода
в случае, когда компоненты разреженного вектора данных являются слабо
зависимыми — имеют соответствующим образом убывающий коэффициент
сильного перемешивания.
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О ЧИСЛЕННОМ ОЦЕНИВАНИИ ПАРАМЕТРОВ ГАММА-

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО И ДИГАММА-РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
Гусейнов Саид Сайпудинович, Кудрявцев Алексей Андреевич, Лохно
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Большую роль в прикладной теории вероятностей и математической стати-
стике играют гамма- и бета-классы распределений, зарекомендовавшие себя
удобными и эффективными инструментами при моделировании многих реаль-
ных процессов. В докладе рассматривается распределение, тесно связанное с
перечисленными популярными классами.

Определение. Будем говорить, что случайная величина ζ имеет дигамма-
распределение DiG(r, ν, p, q, δ) с характеристическим показателем r ∈ R и
параметрами формы ν ̸= 0, концентрации p, q > 0 и масштаба δ > 0, если ее
преобразование Меллина задается соотношением

Mζ(z) =
δzΓ (p+ z/ν) Γ (q − rz/ν)

Γ(p)Γ(q)
, p+

Re(z)

ν
> 0, q − rRe(z)

ν
> 0. (1)

К частным видам дигамма-распределения относятся обобщенное гамма-
распределение (распределение Аморозо с нулевым сдвигом), обобщенное бета-
распределение второго рода (распределение Макдональда) и гамма-экспонен-
циальное распределение.

В случае моделирования реального процесса при помощи дигамма-распре-
деления неизбежно возникает вопрос оценивания неизвестных параметров по
реальным данным. Ввиду представления плотности дигамма-распределения
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в терминах специальной H-функции Фокса, метод максимального правдопо-
добия представляется затруднительным. То же можно сказать и о прямом
методе моментов. Кроме того, поскольку параметры концентрации входят в
преобразование Меллина (1) как аргументы гамма-функции, известные методы
оценивания, основанные на логарифмических кумулянтах, не могут дать по-
зитивного результата, ввиду аналитической сложности обращения полигамма-
функций.

В докладе обсуждаются подходы к оцениванию пяти параметров дигамма-
распределения и гамма-экспоненциального распределения как его частного
случая, основанные на численных методах.

Исследования проводились в рамках программы Московского центра фунда-
ментальной и прикладной математики.

О ГЛУБОКИХ СМЕШАННЫХ ГАУССОВСКИХ МОДЕЛЯХ В

ЗАДАЧАХ АНАЛИЗА ТРАФИКА

Козловская Анастасия Леонидовна1, Горшенин Андрей Константинович2

1 ВМК МГУ имени М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики, e-mail: analeokoz@gmail.com
2 Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, e-mail:

agorshenin@frccsc.ru

В данной работе предложено применение такой нейросетевой архитектуры,
как глубокие гауссовские смеси [1], к данным соты мобильного оператора.
В них содержатся объемы загруженных и отправленных данных по каждому
пользователю и приложению за час с 10.02.2018 по 22.02.2018 и с 01.03.2018
по 04.03.2018, часовые метки внутри суток, идентификаторы пользователей
(всего – более 94 тысяч уникальных пользователей за период наблюдений)
и одного из 16 различных типов приложений. В качестве тестовой выборки
используется 20% значений начиная с 01.03.2018.

Пусть yi — p-мерный случайный вектор, содержащий p вещественных пе-
ременных. Тогда yi имеет плотность распределения гауссовской смешанной
модели с k компонентами: f (yi;θ) =

∑k
j=1 πjϕ

(p) (yi;µj,Σj) . Известно [1],
что для yi возможно следующее представление с помощью линейной модели
с априорной вероятностью πj: yi = µj + Λjzi + ui, где zi – p-мерная нор-
мально распределенная латентная переменная, а ui – независимый вектор
случайных ошибок, ui ∼ N (0,Ψj), а Ψ – такие диагональные матрицы, что
Σj = ΛjΛ

⊤
j +Ψj.

Таким образом, модель глубокой гауссовской смеси состоит из набора вло-
женных смесей линейных моделей, которые в сумме реализуют нелинейную
модель, способную очень гибко описывать данные. При этом неизвестные пара-
метры в слоях модели оцениваются с использованием некоторой модификации
EM-алгоритма [2].



Козловская А. Л., Горшенин А. К. 101

Данная модель была изначально предложена для решения задач кластериза-
ции [1], однако в работе [3] предложено расширение архитектуры для решения
задач классификации и регрессии.

Для анализа трафика предлагается подход, использующий реализацию клас-
сических регрессионных моделей. Для обучения модели выбирается базовый
алгоритм, обучается модель глубокой гауссовой смеси, объекты из обучающей
выборки кластеризуются, а затем для каждого кластера строится своя модель
базового класса. Прогноз для объекта вычисляется с использованием одной из
обученных базовых моделей в зависимости от предсказанного кластера.

Для прогнозирования объемов данных (см. пример на рисунке 1) и чис-
ла пользователей в час используется модель глубокой гауссовской смеси и
линейная регрессия в качестве базового алгоритма.

Рис. 1: Прогнозирование объемов потребляемого трафика в час

Для оценки качества прогнозов используется среднее абсолютное процент-
ное отклонение (MAPE). Предложенная регрессионная версия алгоритма поз-
волила уменьшить ошибку до 10.3% для объемов данных и до 1.9% для коли-
чества пользователей на тестовой выборке.
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ОБ ОДНОЙ ОЦЕНКЕ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ В

ОБОБЩЕННОЙ ТЕОРЕМЕ РЕНЬИ ДЛЯ СТРУКТУРНОГО

СМЕШАННОГО ДИГАММА-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
Кудрявцев Алексей Андреевич, Шестаков Олег Владимирович
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Доклад посвящен оцениванию скорости сходимости в обобщенной теореме
Реньи со структурным дигамма-распределением.

Определение. Будем говорить, что случайная величина ρ имеет дигамма-
распределение DiG(r, ν, p, q, δ) с характеристическим показателем r ∈ R и
параметрами формы ν ̸= 0, концентрации p, q > 0 и масштаба δ > 0, если ее
преобразование Меллина задается соотношением

Mρ(z) =
δzΓ (p+ z/ν) Γ (q − rz/ν)

Γ(p)Γ(q)
, p+

Re(z)

ν
> 0, q − rRe(z)

ν
> 0.

К частным видам дигамма-распределения относятся обобщенное гамма-
распределение (распределение Аморозо с нулевым сдвигом), обобщенное бета-
распределение второго рода (распределение Макдональда) и гамма-экспонен-
циальное распределение.

Пусть Λ ∼ D(. . . , δ)— неотрицательная случайная величина с парамет-
ром масштаба δ. Рассмотрим стандартный пуассоновский процесс N1(t) и
последовательность одинаково распределенных случайных величин ξ1, ξ2, . . .
с конечным математическим ожиданием Eξ1 = a ̸= 0. Предположим, что
N1(t),Λ, ξ1, ξ2, . . . независимы для любого t > 0. Обозначим Sn = ξ1 + . . .+ ξn.

Справедливо следующее обобщение теоремы Реньи.

Теорема. Пусть Λ̂
d
=Λ/δ. Тогда

SN1(Λt)

aδt
=⇒ Λ̂, δt→ ∞.

В докладе приводятся оценки скорости сходимости в обобщенной теореме
Реньи со структурным дигамма-распределением, основанные на дзета-метрике

ζs(X, Y ) = sup
f∈Fs

|E(f(X)− f(Y ))| ,

где Fs = {f :
∣∣f (m)(x)− f (m)(y)

∣∣ ⩽ |x− y|ε, s = m+ ε, 0 < ε ⩽ 1}.
Исследования проводились в рамках программы Московского центра фун-

даментальной и прикладной математики. Работа выполнена при финансовой
поддержке РНФ (проект № 22-11-00212).
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ДАННЫМ ЦИФРОВЫХ ОБЗОРОВ НЕБА
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Данные о распределении вещества во Вселенной (карта крупномасштаб-
ной структуры Вселенной) позволяют делать выводы о процессах эволюции
астрономических структур. Крупномасштабная структура Вселенной на боль-
ших расстояниях в основном состоит из квазаров (активные ядра галактик).
Таким образом, для построения карты распределения вещества на больших
расстояниях необходимо уметь точно оценивать расстояния (красные смеще-
ния, Z) до этих астрономических объектов. Большой интерес представляет
применение моделей оценки расстояний до квазаров к современным каталогам
рентгеновских источников, таких как SRG/eRosita. В астрономии существует
два основных способа определения космологических расстояний до квазаров
(спектроскопический и фотометрический). Спектрографический способ да-
ет точную оценку расстояния, однако снятые спектры есть только у ∼ 1%
объектов. Фотометрические оценки красного смещения можно получить для
всех наблюдаемых объектов, но для этого необходимо использовать модели
машинного обучения.

В задаче оценки расстояния до рентгеновских источников используются
данные, обладающие мультимодальным распредлением. Текущие нейросете-
вые решения не учитывают эту особенность. Целью данной работы является
построение модели оценки расстояний до активных ядер галактик на основе
нейронных сетей, учитывающих мультимодальное распределение данных за
счет оценки смеси нормальных распределений [1], и сравнение полученной
модели с моделью на основе алгоритма случайного леса [2], обладающей на
данный момент наибольшей точностью.

В качестве архитектуры базовой модели был выбран многослойный полно-
связный перцептрон. Важным требованием к поставленной задаче является
способность модели оценивать распределение получаемых оценок расстояний.
Исходя из приведенного замечаний, было решено обучить глубокий ансамбль
[3] базовых моделей для задачи оценки смеси нормальных распределений.
Выборка составлена из объектов каталогов квазаров DR14Q и VHzQ (далекие
квазары Z > 5). Признаки объектов - из объединенных данных 4-х фотомет-
рических обзоров: DESI Legacy Imaging Surveys, Pan-STARRS1, SDSS, WISE.
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Данная выборка была взята из работы [2] для корректного сравнения с моделью
на основе случайного леса. Оценка моделей производилась на той же выборке
за счет использования двойной перекрестной валидации. Для оценки качества
моделей использовались стандартные метрики - нормализованное медианное
отклонение и доля катастрофических выбросов:

σnmad = 1, 48 ∗median(|δzi|); n>0.15 =
#{i = 1, N |δzi > 0.15}

N
, (1)

где δzi =
ziph−zispec
1+zispec

. Метрики, рассчитанные по всей выборке (576176 объектов) и
по объектам на Z > 5 (270 объектов), представлены в (2) и (3) соответственно.

σnnnmad = 0.028, σrfnmad = 0.281; nnn>0.15 = 0.040, nrf>0.15 = 0.048 (2)

σnn z>5
nmad = 0.020, σrf z>5

nmad = 0.017; nnn z>5
>0.15 = 0.065, nrf z>5

>0.15 = 0.130 (3)

Мы получили нейросетевую модель прогнозов космологических расстояний
(photo-z), имеющую на 17,5% меньше выбросов (на всей выборке квазаров), и
на 50% меньше для далеких объектов (Z > 5), чем модель на основе случайного
леса из работы [2]. Таким образом показано, что в задаче измерения фотомет-
рических красных смещений квазаров, модели на основе нейронных сетей,
обученные оценивать смеси нормальных распределений, способны достигать
лучшей точности, чем модели, использующие алгоритм случайного леса.
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В современных условиях важно своевременно выявлять аномалии в пове-
дении компьютерных систем. Информация о поведении систем хранится в
системных журналах, и для определения поведения систем эффективными
являются методы процессной аналитики (process mining). Важно также отме-
тить, что данные системных журналов представляют собой набор текстовой
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информации, и поэтому задача определения причин аномального поведения
систем тесно связана с задачей обнаружения аномалий в текстовых данных.

Эффективные методы процессной аналитики включают в себя алгоритмы
обнаружения процессов (такие как α-алгоритм, эвристический майнер и индук-
тивный майнер), алгоритмы улучшение процесса (интеллектуальный анализ
решений и анализ процессов с учетом времени), классификация, кластеризация
и регрессия. Среди методов обнаружения аномалий используются статистиче-
ские методы и методы, основанные на синтаксической разности слов.

В современных условиях важно своевременно выявлять аномалии в поведе-
нии систем. Информация о поведении систем хранится в системных журналах.
Для определения поведения систем эффективными являются методы процесс-
ной аналитики.

Применение процессной аналитики действительно улучшает классические
подходы к обнаружению аномалий. Это подтверждает эффективность приме-
нения процессной аналитики в задаче обнаружения аномалий в системных
журналах.
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Целью данной работы является исследование существующих и разработка
собственных алгоритмов определения степени бактериальной резистентности
к антибиотикам на основе анализа микробиологических фотоизображений,
показывающих высокое качество работы. Данные методы позволяют решать
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одну из важнейших задач клинической микробиологии – задачу подбору инди-
видуальной антибиотикотерапии каждому конкретному пациенту. В работе рас-
сматриваются существующие способы обнаружения дисков с антибиотиками,
распознавания названия и дозы на антибиотиках, автоматического измерения
диаметра ореола резистентности, основанные на использовании классических
методов машинного обучения, компьютерного зрения и нейронных сетей [1, 2],
анализируются их достоинства и недостатки. Предлагаются собственные эври-
стические подходы и нейросетевые методы решения поставленной задачи. По
результатам экспериментального исследования, предложенные нейросетевые
методы превосходят по качеству и эффективности все рассмотренные суще-
ствующие решения. Предложенные эвристические подходы также обладают
высоким качеством работы и могут применяться на практике. Дополнительно,
разработаны эвристический подход и нейросетевой метод определения одного
из вида дефектов процедуры микробиологического анализа – контаминирован-
ных проб, обладающие высоким качеством работы. Разработанные алгоритмы
были встроены в программный прототип интеллектуальной системы анализа
микробиологической информации лаборатории Технологий программирования
кафедры ИИТ ВМК МГУ и могут применяться в современных медицинских
лабораториях с целью автоматизации процесса анализа микробиологической
информации.
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Целью данной работы является исследование и разработка методов рас-
познавания колоний бактерий на микробиологических фотоизображениях. В
работе проведено исследование современных методов обнаружения [1, 2, 3] и
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классификации [4, 5] колоний бактерий на фотоизображениях. Было получено,
что качество работы таких методов на предоставленном наборе данных не
является достаточно высоким, и они не могут использоваться на практике.
В связи с этим, в данной работе были предложены собственные методы сег-
ментации и классификации колоний бактерий. Предложенный эвристический
метод сегментации основан на бинаризации изображения с помощью анализа
гистограммы распределения пикселей. Предложенный метод классификации
найденных колоний бактерий основан на глубоком обучении с использова-
нием сверточных нейронных сетей. Предложенные методы демонстрируют
значительно более высокое качество работы по сравнению с существующими
и могут использоваться в современных медицинских лабораториях с целью
автоматизации процесса микробиологического анализа.
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На данный момент наблюдается устойчивый рост объемов данных, позволя-
ющих описывать и прогнозировать наступление событий. В области здравоохра-
нения, событиями могут служить летальный исход, рецидив или выздоровление
пациента. Однако, классические методы машинного обучения не позволяют
прогнозировать персональную историю изменения риска события.
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Для анализа событий используются методы анализа выживаемости, про-
гнозирующих вероятность и время до наступления события. Особенностью
области является работа с цензурированными данными, для которых не извест-
но истинное время наступления события из-за окончания исследования или
потери наблюдения. Для оценки изменения вероятности наступления события
во времени, определяются функции выживания и риска [1].

Наибольшее распространение в анализе выживаемости получил метод ре-
грессии Кокса [2]. Однако, предположение о пропорциональности рисков не
подтверждается на практике и ограничивает прогноз моделей [3].

Для преодоления ограничений строгости теоретических предположений
используются древовидные подходы, основанные на рекурсивном разбиении
признакового пространства на области с близкими функциями выживаемости.
Существующие модели деревьев выживаемости [1] основаны на критерии
log-rank с малой чувствительностью к особенностям в данных. Для увеличения
качества прогнозирования используются подходы ансамблирования базовых
алгоритмов. В частости, бустинг ансамблирование основано на последова-
тельном построении моделей, целью которых является исправления ошибок
предыдущих моделей.

В терминах анализа выживаемости, наиболее распространен градиентный
бустинг, использующий время или вероятность наступления события в качестве
целевой переменной [4]. Для решения проблемы малой функциональности,
существующие ансамбли выживаемости применяют метод Кокса для построе-
ния функций выживания и риска на основе точечной оценки. В таком случае
наследуется ограничения пропорциональности рисков.

Для преодоления недостатков существующих моделей, был разработан
собственный комплекс методов. Метод дерева выживаемости позволяет стро-
ить интерпретированные модели, применим к категориальным признакам и
пропускам в данных, а также имеет большую чувствительность, используя
взвешенные критерии log-rank.

Для увеличения точности прогнозов, предлагаются бустинг ансабли дере-
вьев выживаемости. Метод адаптивного ансамблирования основан на идее
обновления весов наблюдений исходя из качества прогноза на предыдущих
итерациях ансамбля. Веса наблюдений используются для построения выборки
следующей модели ансамбля. Наконец, взвешенный бустинг ансамбль деревьев
выживаемости основан не на эмпирическом правиле обновления весов, а на
оптимизации правдоподобия с помощью градиентного спуска.

По результатам экспериментов на открытых медицинских наборах данных
PBC, GBSG, WUHAN, метод вероятностного бустинга показал лучшее качество
по метрикам concordance index, integrated brier score и integrated AUC.
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В последнее время большую роль в нашей жизни начинают играть так
называемые крупномасштабные программные комплексы. Они представляют
собой большие программные системы, позволяющие хранить и обрабатывать
большие объемы данных. Как правило, такие системы взаимодействуют с
большим количеством пользователей, поэтому возникновение ошибок может
приводить к критическим последствиям. Поэтому, актуальной является задача
обнаружения предотказного состояния крупномасштабных программных ком-
плексов. Данное состояние можно обнаруживать путём обнаружения аномалий
в содержимом системных журналов, в которых содержится информация о всех
происходящих в системе событиях. Именно этой задаче и посвящена данная
работа.

Анализ существующих работ показывает, что содержимое системных жур-
налов представляет собой текст, поэтому в задаче применимы методы анализа
текстовых данных (лемматизация, токенизация, тематическое моделирование и
др.). При этом, в задаче обнаружения аномалий в последнее время наиболее
эффективными являются методы, основанные на глубоком обучении [1, 2].

В текущей работе предлагается рассмотреть алгоритм обнаружения анома-
лий в данных , представляющий собой совокупность методов анализа тексто-
вых данных и автокодировщика, основанного на свёрточных нейронных сетях
и кластеризации посредством применения радиально-базисных функций [3].
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Для экспериментальной оценки предлагаемого подхода было произведено
сравнение с классическими методами обнаружения аномалий (одноклассовый
SVM, Fuzzy и др.), а также классическими методами построения признакового
пространства для текстовых данных (LDA, NMF и др.). На основании прове-
дённых экспериментов было показано, что предлагаемый подход позволяет
добиться лучшего результата.

В дальнейшем предлагается развитие предлагаемого подхода с использова-
нием архитектуры автокодировщика.
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Проблема маршрутизации транспортных средств (Vehicle Routing
Problem) – это класс задач транспортной логистики, направленных на мини-
мизацию затрат на транспортные ресурсы, стоимости маршрута и времени
доставки груза группе клиентов. В условиях реального времени оптимизация
маршрутов с учетом различных ограничений является актуальной проблемой
для большинства компаний. По мере увеличения числа городов и клиентов
становится необходимым разработать решение, которое позволит оптимально
использовать выделенные ресурсы при сохранении качества услуг.
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Цель данной работы провести сравнение различных эвристических алго-
ритмов [1, 2], таких как Имитация отжига [4], 2 Opt, 3 Opt, Эвристика
Лина-Кёрнигана [5], с программным обеспечением SCIP [3, 6], выступающего
в качестве точного метода. Эксперименты проводились с использованием слу-
чайно сгенерированных наборов данных из 50 и 100 точек, а также реальных
наборов данных от 200 до 900 точек от компании ORTEC. Рассмотренные мето-
ды включают ограничения на вместимость транспортных средств и временные
ограничения доставки товаров.

По результатам проведенных экспериментов на наборах данных из 50, 100
и от 200 до 900 точек лучшее качество среди эвристик продемонстрировала
Эвристика Лина-Кёрнигана, качество которого хоть и хуже на ∼ 20% чем у
SCIP на примерах 50 и 100 точек, однако поиск решений осуществляется в
∼ 35 раз быстрее, что мотивирует использовать эвристические подходы для
решения задач VRP больших размерностей.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Talbi, El-Gh. Metaheuristics for Bi-level Optimization // Springer Publishing
Company, Incorporated, 2013. 306 p.

[2] https://tvim.info/files/56_72_Shcherbina.pdf

[3] https://www.researchgate.net/publication/281003471_V
ehicle_Routing_Problem_solution_using_Mixed_Integer_L
inear_Programming

[4] Czech, Z.J. and Czarnas, P., 2002, January. Parallel simulated annealing for
the vehicle routing problem with time windows // Proceedings 10th Euromicro
workshop on parallel, distributed and network-based processing (pp. 376-383).
IEEE.

[5] Helsgaun, K., 2000. An effective implementation of the Lin–Kernighan traveling
salesman heuristic // European journal of operational research, 126(1), pp.106-
130.

[6] https://scipopt.org/

https://tvim.info/files/56_72_Shcherbina.pdf
https://www.researchgate.net/publication/281003471_Vehicle_Routing_Problem_solution_using_Mixed_Integer_Linear_Programming
https://www.researchgate.net/publication/281003471_Vehicle_Routing_Problem_solution_using_Mixed_Integer_Linear_Programming
https://www.researchgate.net/publication/281003471_Vehicle_Routing_Problem_solution_using_Mixed_Integer_Linear_Programming
https://scipopt.org/


112 Мещеряков А. В., Немешаева А. А., Герасимов С. В.

НЕЙРОСЕТЕВЫЕ МЕТОДЫ СЕГМЕНТАЦИИ СКОПЛЕНИЙ

ГАЛАКТИК И РАДИОИСТОЧНИКОВ В ДАННЫХ

МИКРОВОЛНОВОГО КОСМИЧЕСКОГО ОБЗОРА PLANCK
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Скопления галактик играют важную роль в задачах определения параметров
Вселенной и изучении эволюции галактик. Основными целями рентгеновского
телескопа eROSITA являются обзор неба и поиск скоплений галактик. Данные
этого телескопа позволят получить наиболее полные каталоги кандидатов скоп-
лений галактик, однако в них может содержаться большое количество ложных
объектов, поэтому требуется сопоставление с каталогами, полученными из
других данных. Скопления видимы не только в рентгеновском диапазоне, но и в
оптическом и микроволновом. В микроволновом диапазоне скопления галактик
проявляются благодаря эффекту Сюняева—Зельдовича. Основная цель этой ра-
боты — создание алгоритма, позволяющего извлечь из данных микроволнового
диапазона наиболее полный и точный каталог кандидатов в скопления галактик
в области неба обзора eROSITA.

В данном исследовании изучается использование моделей глубокого обу-
чения для сегментации скоплений галактик и радиоисточников в данных
Planck [1]. В исследовании созданы модели детектирования скоплений га-
лактик и радио источников в данных Planck на базе архитектуры сегментации
U-Net. На основе этих моделей построены карты сегментации и каталоги скоп-
лений для всего неба. Для поиска скоплений также используются каталоги
объектов eROSITA [3], отфильтрованные с помощью метода активного обуче-
ния. Проводится сравнение с предыдущей работой [5] по данным Planck (в той
работе не используется каталог eROSITA).

Результаты показывают эффективность предложенных моделей в сегменти-
ровании скоплений. Полученная модель по сегментации получилась с гораздо
меньшим количеством параметров, чем базовая модель из предыдущей работы.
(Лучшая модель — 15 тыс параметров, базовая модель — 2 млн параметров).
Таким образом новая модель в 133 раза легче базовой, что позволит ускорить
создание каталогов. Базовая модель имеет полноту 9% при точности 33% на
каталоге eROSITA на валидационной области, лучшая модель имеет полноту
11% при такой же точности. (Такие казалось бы низкие значения метрик имеют
смысл, потому что каталог eROSITA создавался на гораздо более глубоких
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данных, чем Planck, поэтому большую часть объектов в Planck детектировать
невозможно. Основной целью создания этого каталога является поиск потенци-
альных источников, и финальная цель – в комбинировании этого каталога с
другими). Точность каталога радио источников 13% при полноте 81%. Полнота
= TP

TP+FN , точность = TP
TP+FP , где TP – true positive, FP — false positive, FN —

false negative.
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ПОДХОДЫ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ

МАРШРУТОВ C БОЛЬШОЙ РАЗМЕРНОСТЬЮ (>1000).
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Задача маршрутизации транспорта с ограничениями (VRP — Vehicle Routing
Problem) является классической задачей оптимизации маршрутов доставки
грузов или обслуживания клиентов с использованием транспортных средств.
Она состоит в поиске оптимального маршрута доставки грузов или обслужи-
вания клиентов с учетом временных окон, вместимости грузовиков и порядка
доставки.

VRP находит широкое применение в логистической отрасли, например,
при распределении товаров в магазины, доставке еды или в обслуживании
клиентов в сервисных центрах. Основные методы решения VRP включают
метаэвристические алгоритмы, такие как генетические алгоритмы, муравьиные
алгоритмы, имитационное отжигание и симуляция отжига, а также точные
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методы, такие как линейное программирование и динамическое программиро-
вание [1]. В последнее время популярность приобретают нейронные подходы,
основанные алгоритмах внимания для решения задачи оптимизации маршрутов
с ограничениями [2][3].

Несмотря на то, что сегодня существуют подходы успешно решающие
задачи малых размерностей, не существует устойчивого алгоритма решения
задач больших размерностей с ограничениями. Основной проблемой является
то, что вычислительная сложность задачи зависит от размера входных дан-
ных экспоненциально, что делает невозможным нахождение оптимального
решения за разумное время. Поэтому особо интересными являются попытки
оптимизировать задачи больших размерностей при помощи нейронных сетей
[4].

В данной работе исследованы сильные и слабые стороны классических
подходов в сравнении с нейронными моделями внимания при обучении с
подкреплением в рамках решения задач большой размерности (>1000 точек) с
основными «практическими» ограничениями: объем груза, временные окна,
последовательность доставок. По результатам исследования делается вывод о
применимости предложенных подходов: нейронные модели позволяют полу-
чить до 15 % лучший результ в первые секунды оптимизации задач большой
размерности по сравнению с эвристиками, асимптотически сходясь к уровню
эвристик позднее.
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ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
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Актуальность. Сегодня, производственные комплексы развиваются в на-
правлении автоматизации управления, контроля и наблюдения за технологиче-
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ским процессом. Один из таких производственных комплексов, отвечающий за
процесс нефтепеработки, рассматривается в данной работе. Исследуемая систе-
ма предоставляет дискретные показания десятков датчиков во времени, в сово-
купности описывающих технологический процесс. Однако, развернутые там
средства управления основанны на простых линейных моделях, оценивающих
динамику процесса исключительно как физические отношения переменных
вне времени, к тому же являюстя проприетарным ПО.

Предметная область. Существующие в области исследования технологи-
ческих процессов работы хоть и вводят специализированные нейросетевые
архитектуры, фокусируются на отказоустойчивости процесса [1, 2]. Другие
работы, исследующие, в свою очередь, прогнозирование процесса [3], не распо-
лагают достаточным объемом данных. Стоит отметить отсутствие непрерывных
подходов к моделированию теънологических данных — т.н. непрерывные реку-
рентные сети [4] все так же моделируют дискретный шаг.

Исследуемые данные Основным объектом исследования является набор
данных, включающий в себя ежеминутные показания полусотни датчиков
технологического процесса за промежуток времени в четыре года (2,000,000
записей), плюс соответствующую метаинформацию. Каждый датчик обладает
критическими границами, в рамках которых нужно поддерживать его отклик.
Метаинформация делит датчики на три группы по предназначению:

• Управляющие – датчики, что задаются оператором;

• Контролируемые – характеризуют внутреннее состояние системы, факторы
на которые мы оказываем прямое и косвенное воздействие (в том числе,
реальные отклики управляющих переменных);

• Наблюдаемые – явления, на которые мы не можем повлиять.

Задача. Таким образом, возникает проблема разработки нейросетевых моде-
лей многомерного процесса, учитывающих управляющие воздействия, поддер-
живающих контролируемые отклики в допустимых пределах; средств дискрет-
ного оптимального управления заданных контролируемых выходов в рамках
разработанных моделей.

Исследование. В качестве основной модели прогнозирование были экспе-
риментально выбраны рекуррентные нейронные сети (в частности, LSTM).
Сильный выигрыш в качестве погноза показывают непрерывно обученные
модели, сохраняющие рекуррентное внутреннее состояние сети в процессе
моделирования. Формально, задача дискретного оптимального управления
строится на основе нейросетевой многомерной модели, принимающей на вход
управляющее воздействие и выдающей новые показания датчиков, попутно
сменяющей внутренние состояния (будь то вектор истории показаниий, или
рекурентное состояние сети). В работе исследуются как классические подходы
к оптимальному управлению в том числе обучение с подкреплением, так и



116 Рыжов А. П., Шергин И. А.

собственно предложенные методы. Предлаются результаты как на исследуемом
закрытом наборе данных, так и популярных датасетах области исследования
технологических процессов [1]. В качестве основной оценки качества прогноза
предлагается использовать метрику MASE.

Исследование выполненяется при поддержке фонда «Интеллект».
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РЕКОМЕНДАТЕЛЬНАЯ СИСТЕМА НА ОСНОВЕ 3D-ОЦЕНКИ
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В докладе рассматриваются системы 2D и 3D-оценки позы человека и
возможные их приложения. Современные системы оценки позы человека
возникли в 2014 г. [1]. К настоящему времени разработано более 10 различных
вариантов систем оценки позы человека, рынок таких систем оценивается в
сотни миллионов долларов [2].

Системы оценки позы человека позволяют не только фиксировать выпол-
нение человеком каких-либо физических упражнений или операций, но и
сравнивать их выполнение с «эталонным» (на основе записи выполнения
упражнения или операции опытным спортсменом или мастером). Такая воз-
можность позволяет поставить задачу разработки рекомендательной системы,
позволяющей управлять процессом тренировки. Для разработки такой системы
необходимо:

— изучить возможности сбора системами 2D и 3D-оценки позы человека ста-
тистической информации (логов) о ходе выполнения операции и сравнения
логов двух операций
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— исследовать возможность представления результатов сравнения в виде, кото-
рым оперирует «тренер» (например, «неправильное положение рук»)

— разработать систему персонализированных рекомендаций на основе сравне-
ния логов и их обработки с помощью системы нечетких правил.

В докладе приводится результат обзора систем оценки позы человека с
точки зрения решаемой задачи. Было проанализировано 28 статей, сделан
вывод о возможности разработки рекомендательной системы.

Такие рекомендательные системы будут полезны в спорте (от фитнеса до
подготовки спортсменов высшей квалификации) [3], здравоохранении (процес-
сы реабилитации) [4], обучении выполнению физических операций (рынок мас-
совых профессий). Реализация таких систем в удобном исполнении (например,
в качестве приложения смартфона [5]) позволит проводит совершенствование
физических навыков самостоятельно, сократит время обучения, снизит травма-
тичность и другие негативные последствия отсутствия или слабого развития
соответствующего навыка.
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Обнаружение неисправностей в оборудовании способно привести к сниже-
нию рисков несчастных случаев (таких как пожар), к раннему обнаружению
поломок электроприборов и к выявлению потерь электроэнергии [1]. В работе
исследуется подход, идея которого заключается в определении временных
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участков аномального поведения оборудования, т.е. периодов, где признаки
функционирования оборудования не соответствуют его обычным. При этом
поведение оборудования описывается в виде временного ряда потребления его
электроэнергии.

Из-за разнообразия существующих сейчас электроприборов следует необ-
ходимость разработать универсальные методы и подходы, способные обнару-
живать поломки электроприборов вне зависимости от типа оборудования. К
таким методам можно отнести машинное обучение без учителя. На данный
момент существует не так много работ, уделяющих достаточное внимание
представлению поведения потребления электроэнергии оборудованием, в то
время как данные об электропотреблении имеют достаточно сложную струк-
туру, обусловленную различными режимами работы оборудования, а также
могут содержать шум [2]. Из этого следует, что актуальной задачей является
исследование и разработка методов машинного обучения без учителя и методов
представления данных для обнаружения аномального поведения потребления
электроэнергии оборудования.

В ходе работы были проведены исследования методов обучения без учи-
теля, таких как OCSVM (One-Class Support Vector Machine), Isolation Forest,
LOF (Local Outlier Factor), CB-LOF (Cluster-Based Local Outlier Factor) и MCD
(Minimum Covariance Determinant). Также рассматривались методы авторегрес-
сии, с целью анализа отклонения реальных данных от прогнозируемых, для это-
го использовались методы градиентного бустинга, нейронные сети LSTM (Long
short-term memory), RNN (Recurrent neural network) и GRU (Gated Recurrent
Units). Был проведен анализ широкого набора подходов к представлению дан-
ных, включающий в себя комбинации таких методов, как EMD (Empirical Mode
Decomposition), SSA (Singular spectrum analysis), фильтр Калмана и различных
представлений временных характеристик. В экспериментальных исследовани-
ях использовался набор данных IQDS, состоящий из поминутных данных об
энергопотреблении оборудования вентиляции и кондиционирования коммер-
ческих помещений. IQDS также содержит частичную экспертную разметку 8
подтверждённых поломок оборудования. В ходе исследований было получено,
что авторегрессия, основанная на градиентном бустинге, в сочетании с при-
менением фильтра Калмана показали лучший результат и способны выявить
большинство аномалий набора данных.
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ОПТИМИЗАЦИЯ ОБМЕНОВ В СЕТЯХ БЛОКЧЕЙН

Чернов Александр Владимирович1, Зверев Глеб Петрович2

1 Кафедра интеллектуальных информационных технологий ВМК МГУ, e-mail: blackav@gmail.com
2 Кафедра интеллектуальных информационных технологий ВМК МГУ, e-mail: glebzverev2001@gmail.com

Децентрализованные финансы становятся все более популярными, блокчейн
решения призваны стать более эффективными, чем существующие рыночные
инструменты традиционных финансов, и предоставить новые способы постро-
ения движения денежных ресурсов. Ликвидность - одна из главных проблем
финансовой системы. Текущие реализации распределённых бирж используют
дизайн Automated Market Making (AMM), также называемый пулом ликвид-
ности, для решения этой проблемы [1]. Технология кардинально отличается
от привычной orderbook модели и требует иных подходов для совершения
обменов.

Высокая волатильность порождает дисбаланс ликвидности в пулах, в след-
ствие чего становится актуальной задача маршрутизации обменов[2]. Высокие
комиссии за транзакции, вызываемые высокой активностью в блокчейн сетях,
также актуализируют задачу оптимизации стоимости газа[3].

В докладе рассматривается модель системы, основанная на динамических
(то есть изменяющихся в процессе решения задачи) графах, предлагаются
способы нахождения приближённого решения с допускаемой погрешностью и
обосновываются алгоритмы решения задачи при наложенных ограничениях.
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ИТЕРАЦИИ РИЧАРДСОНА—КРЫЛОВА ДЛЯ
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Постановка задачи В докладе рассматриваются итерационные методы ре-
шения задач Коши

y′(t) = F (y(t)) + g(t), y(0) = v, t ∈ [0, T ], (1)

где F : RN → RN , g : R → RN , v ∈ RN и T > 0 заданы, а N ≫ 1. Пусть
k = 0, 1, 2, . . . — номер итерации, yk(t)— итерационное приближение, опреде-
лённое для t ∈ [0, T ], и пусть F допускает зависящее от номера итерации
расщепление

F (t, y) = −Aky + fk(y) + g(t), ∀ y ∈ RN , t ⩾ 0,

где Ak ∈ RN×N , fk : RN → RN . Рассматриваются итерации вида

y′k+1(t) = −Akyk+1(t) + fk(yk(t)) + g(t), yk+1(0) = v, t ∈ [0, T ]. (2)

Такие итерации для решения эволюционных задач, где итерационные прибли-
жения являютя функциями времени, получили название итераций Ричардсо-
на, динамических итераций (dynamic iteration) или релаксации формы волны
(waveform relaxation) [1].

Содержание доклада Если линейная задачи Коши (2), возникающая на
каждой итерации Ричардсона, решается экспонециальной схемой на основе
блочных подпространств Крылова [2], то, как показано в работах [3,4], получа-
ем класс эффективных методов решения нелинейных задач (1), которые удобно
распараллеливаются по времени. В докладе представлен анализ сходимости
итераций Ричардсона-Крылова (2).

Работа выполнена при поддержке РНФ (грант № 19-11-00338).
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ТЕНЗОРОВ ПРИ СТРУКТУРНЫХ

ОГРАНИЧЕНИЯХ НА ОПЕРАТОР ИЗМЕРЕНИЙ
Дорохин Семён Владимирович, Ляшев Владимир Александрович
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Задача восполнения тензора в общем виде может быть сформулиро-
вана следующим образом. Пусть X ∈ CN1×···×ND — некоторый тензор,
PΩ : CN1×···×ND → CN1×···×ND — оператор измерений, приравнивающий к нулю
все элементы тензора, кроме некоторых элементов si ∈ Ω ⊆ X . Требуется
восстановить тензор X по измерениям Y = PΩ(X )

Теоретический анализ задачи восполнения тензора традиционно ведётся
в предположении, что элементы Ω выбираются случайным образом из X .
Можно выделить два основных подхода к решению таких задач: минимизация
ядерной нормы [1] и её аналогов [2] или решение невыпуклой задачи методами
оптимизации на римановых многообразиях для тензоров в формате Таккера [3,
4] или тензорного поезда [5].

Описанные выше методы восполнения тензоров имеют ограниченную при-
менимость в контексте систем реального времени. Во-первых, эти методы
итеративны и требуют анализа сходимости для последующего расчёта вноси-
мой задержки.

Во-вторых, предположение о случайности выбора элементов Ω редко на-
ходит отражение в реальных задачах из-за ограничений измерительных си-
стем. Ярким примером такой системы служит установка для функциональной
магнитно-резонансной томографии [6].

В данной работе методы восполнения трёхмерных тензо-
ров в каноническом формате в случае измерений по «слоям»
PΩ=Ω2×Ω3

(X ) = {
∑

i2∈Ω2
X (:, i2, :)ei2 ∪

∑
i3∈Ω3

X (:, :, i3)ei3} и по «столбцам»
PΩ(X ) =

∑
(i1,i2)∈ΩX (i1, i2, :)ei1ei2, предложенные в статье [7], обобщаются на

случай тензоров в формате Таккера и тензорного поезда. Вычислительная
сложность таких алгоритмов ниже, чем у алгоритмов для канонического
формата при сопоставимых требованиях на |Ω|.

https://doi.org/10.1016/j.cam.2016.09.036
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РАЗРЕЖЕННЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ В ЗАДАЧЕ

ВОССТАНОВЛЕНИЯ МАТРИЦЫ КАСКАДНОГО КАНАЛА
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Управляемая отражающая поверхность (УОП) — двумерная решётка, каж-
дый элемент которой может регулировать фазу отраженной ЭМ-волны. M —
число элементов. При передаче данных через УОП актульна задача оценки
каскадного канала БС-УОП-П, где БС — базовая станция (Nt антенн), П — од-
ноантенный пользователь. Данную задачу можно представить в виде задачи
метода разреженных измерений (англ. Compressed Sensing)[1]:

y = Fvec(L) = ΦΨvec(L) = (W T • V H)Ψvec(L), (1)

где y — вектор измерений (П измеряет), F — сканирующая матрица (известна
П), L— пространственный спектр канала (П оценивает), Φ— матрица измере-
ний, Ψ— словарь, WϵCNt×T ,V ϵCM×T — кодовые книги БС и УОП соотв., •—
транспонированное произведение Хатри-Рао
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Цель данной работы — поиск кодовых книг W и V , использование которых
обеспечит стабильность качества оценки канала вне зависимости от положения
УОП и П при числе измерений T < Nt +M . В других работах [2], решающих
задачу улучшения восстановительных свойств F = ΦΨ, на матрицу измере-
ний не накладываются такие структурные ограничения как в нашем случае:
Φ = W T • V H . Свойства F удобно анализировать с помощью суммы квадратов
внедиагональных элементов соответствующей матрицы Грама GF = FHF .
Можно свести задачу поиска кодовых книг к задаче минимизации данной
величины:

[Wopt, Vopt] = argmin
W,V

(
∑
i

∑
j ̸=i

|(GF )i,j|2) (2)

Физическая модель накладывает ограничения на W и V :

||wi||22 = 1, |(V )ij| = 1 (3)

Для решения (2) используется метод сопряженного проецируемого градиентно-
го спуска с выравниванием сингулярных чисел кодовых книг. Оценка канала
осуществляется при помощи алгоритма OMP [3]. Оптимизация (Рис. 1) поз-
воляет снизить необходимое число измерений до T = M . Использование
меньшего числа измерений требует дальнейших исследований.

Рис. 1: Абсолютные значения матрицы Грама до оптимизации (слева) и после
(справа). T =M = 16, Nt = 4,W0 и V0 берутся случайными
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В работе предложена модель динамики распределения атмосферных аэро-
зольных частиц по размерам, учитывающая влияние озона на скорость агре-
гации частиц. Мы полагаем, что аэрозоль попадает в акваторию в результате
падения из атмосферы под силой гравитации. Тогда для моделирования про-
цессов коагуляции аэрозолей в акватории озера Байкал можно использовать
одномерное уравнение переноса-диффузии-коагуляции [1] с источником моно-
меров на одной из границ [2] по оси OX

∂ck
∂t

+ Vk
∂ck
∂x︸ ︷︷ ︸

перенос

=
1

2

∑
i+j=k

Ki,jcicj − ck
∑
j⩾1

Kk,jcj︸ ︷︷ ︸
коагуляция

+Dk
∂2ck
∂x2︸ ︷︷ ︸

диффузия

+ Jδk,1δ(x)︸ ︷︷ ︸
источник

,

где ck(t) — концентрации аэрозольных частиц, состоящих из k элементар-
ных звеньев - мономеров, эволюцию которых мы моделируем. Здесь Ki,j —
коэффициенты скоростей (ядро коагуляции), характеризующие скорости реак-
ции слияния кластеров, [i] + [j] → [i+ j]. Дополнительно необходимо учесть,
что появление озона в атмосфере оказывает влияние на скорость коагуляции,
поэтому предложены следующие вспомогательные уравнения:

dCoz

dt
= I(t)− αCoz − β

∞∑
k=1

ckk
2/3Coz,

dq

dt
= γCoz · (qmax − q)Θ(qmax − q)− ξq

Kij(q) = Kij · (1 + q),

где Coz - концентрация озона, I(t) ⩾ 0 – его источник (концентрация озона
возрастает с восходом солнца и падает с его заходом), Θ - функция Хеви-
сайда. Результаты численного моделирования с использованием метода из [3]
сопоставлены с экспериментальными наблюдениями в акватории оз. Байкал.
Сформулированная модель позволяет на качественном уровне пояснить наблю-
даемые эффекты изменения среднего диаметра аэрозольных частиц в течение
суток. Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 19-11-00338).
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БЫСТРЫЙ ПОИСК НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ

АППРОКСИМАЦИЙ МАТРИЦ С ПОМОЩЬЮ КРЕСТОВОГО

РАЗЛОЖЕНИЯ
Осинский Александр Игоревич

Сколтех, ИВМ РАН, e-mail: alexander.osinsky@skoltech.ru

Рассмотрим задачу построения неотрицательной аппроксимации ранга r,
Ã ∈ RM×N , rank Ã = r, Ã ⩾ 0 произвольной матрицы A ∈ RM×N . Требование
неотрицательности может возникать при обработке изображений и аудио, а
также при решении физических задач, требующих неотрицательности решения.
В частности, при решении уравнений Смолуховского наличие отрицательных
компонент решения или матрицы коагуляции приводит к неустойчивости [1].
При этом использование алгоритмов построения неотрицательных аппрокси-
маций вида Ã = UV , U ∈ RM×r, V ∈ Rr×N , где требуется неотрицательность
факторов U, V ⩾ 0 [2] требует слишком высоких вычислительных затрат. С
другой стороны, неотрицательной аппроксимации с Ã ⩾ 0 можно получить за
разумное время с помощью метода переменных проекций [3].

Будем обозначать через Ar приближение ранга r произвольной матрицы A
на основе сокращенного сингулярного разложения. Пусть A(0) = Ar, а A(s) —
аппроксимация на s-м шаге метода. Пусть P⩾0 — ортогональный проектор на
множество неотрицательных матриц. Тогда метод переменных проекций можно
записать в следующем виде:

A(s+1) =
(
P⩾0A(s)

)
r
. (1)

В случае, если начальная матрица A близка к некасательной точке пересече-
ния многообразий неотрицательных матриц и матриц ранга r, такой алгоритм
сходится [4]. Однако, на практике он требует большого числа итераций, а
построение точной проекции ранга r с помощью сингулярного разложения
требует существенных вычислительных затрат. В связи с этим в [5] было
предложено использовать различные приближенные методы проекции на мно-
жество матриц ранга r и было численно показано, что они также приводят к
сходимости метода вида (1).
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В данной работе предлагается использовать крестовое разложение в качестве
приближенного проектора на множество матриц ранга r. Предлагаемый метод
построения крестовых аппроксимаций описан в [6]. А именно, в качестве
начального приближения предлагается использовать матрицу вида

A(0) =
(
CÂ+

kR
)
r
,

где C ∈ RM×n — столбцы матрицы A, R ∈ Rn×N — ее строки, Âk ∈ Rn×n —
приближение ранга k с помощью сокращенного сингулярного разложения
подматрицы Â на пересечении столбцов C и строк R. Для достижения высокого
качества аппроксимации выбирается подматрица Â большого k-проективного
объема [7]. При этом достаточно использовать n ≳ k ≳ r строк и столбцов, что
приводит к общей сложности алгоритма O

(
(M +N) r2

)
[8]. Таким образом,

крестовый метод позволяет строить аппроксимацию, не рассматривая при этом
все элементы матрицы A.

Чтобы компенсировать возникающую при таком приближении погрешность
аппроксимации предлагается заменить проектор P⩾0 на P⩾ε — ортогональный
проектор на множество матриц с элементами не меньше ε. Значение ε при
этом может быть оценено исходя из средней величины изменения элементов
на первом шаге (на котором предлагается использовать P⩾0):

ε =

∥∥A(1) − A(0)

∥∥
F√

MN
.

Использование проектора P⩾ε позволяет сократить число итераций метода
в десятки раз, не внося при этом существенной погрешности в точность
полученной в итоге неотрицательной аппроксимации, что было проверено на
примерах из [5].

Один шаг метода переменных проекций с использованием крестовой ап-
проксимации можно записать следующим образом:

1. С помощью алгоритма maxvol [9] ищется r × r доминантная подматрица в
матрице A(s).

2. К ней добавляются n− r случайных строк, в них ищется подматрица n× k
большого объема с помощью column pivoting ([10], страница 278).

3. К k найденным столбцам добавляются n− k случайных столбцов, их строки
также переставляются с помощью column pivoting. На пересечении получен-
ных n строк и столбцов будет подматрица Â(s) ∈ Rn×n.

4. Строится крестовое приближение ранга r:

A(s+1) =

(
P⩾εC(s)

(
P⩾εÂ(s)

)+
k
P⩾εR(s)

)
r

,

где C(s) ∈ RM×n и R(s) ∈ Rn×N — столбцы и строки, соответствующие
подматрице Â(s) ∈ Rn×n.
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Сходимость метода можно проверять по наличию отрицательных элементов
в C и R. В случае их отсутствия можно проверить всю матрицу A(s+1) или
сделать еще несколько дополнительных шагов, чтобы с большей вероятностью
гарантировать отсутствие отрицательных элементов построенного приближе-
ния.

В https://github.com/RodniO/Projective-volume-low-rank
доступен
код для построения неотрицательных аппроксимаций с помощью крестового
метода.
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МЕТОДЫ РИМАНОВОЙ ОПТИМИЗАЦИИ НА

МНОГООБРАЗИИ ТЕНЗОРОВ ФИКСИРОВАННОГО РАНГА

ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ

Рахуба Максим Владимирович
Факультет компьютерных наук НИУ ВШЭ, e-mail: mrakhuba@hse.ru

В работе предлагается новый эффективный численный метод для решения
уравнения Гросса-Питаевского, являющегося нелинейной задачей на собствен-
ные значения. Решение задачи сразу ищется в виде малопараметрического
тензорного представления — разложения тензорного поезда [1, 2] (TT разложе-
ние), что позволяет избежать быстрого роста числа параметров от размерности
и при увеличении числа узлов сетки. Ключевой особенностью метода является
использование итерационных методов римановой оптимизации на пересечении
единичной сферы и многообразия ТТ тензоров фиксированного ранга, которое
будем обозначать за N . Для получения быстрой сходимости итерационного про-
цесса, вместо стандартной ортогональной проекции градиента на касательные
плоскости многообразия N , мы используем проекцию относительно некото-
рого скалярного произведения, связанного с линеаризованной задачей. Метод
реализован с использованием библиотеки ttax∗, поддерживающей запуски
на графических ускорителях, а также автоматическое дифференцирование для
эффективных вычислений проекций градиентов [2].

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 21-71-00119).
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ РАССЕЯНИЯ

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ НА МЕТАЛЛЕ С ТОНКИМ

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ПОКРЫТИЕМ

Третьякова Руфина Максимовна1, Сетуха Алексей Викторович2
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В работе рассматривается задача рассеяния электромагнитной волны на иде-
ально проводящем теле, покрытом тонким слоем диэлектрика. Тело представ-
ляет из себя экран или систему экранов. На поверхность нанесено покрытие из
материала, характеризующегося относительной диэлектрической и магнитной
проводимостями ε′ и µ′, которые в общем случае являются комплексными.
Покрытие является тонким, то есть его высота мала по сравнению с размерами
тела.

Задачу для уравнений Максвелла в частотной области можно рассматривать
как задачу о нахождении электрического и магнитного полей, гармонически
зависящих от времени. Тогда задача для пространственных компонент напря-
женностей электрического E и магнитного H полей записываются следующие
уравнения во всем пространстве кроме тела.

∆E + k2E = 0, divE = 0, (1)

∆H + k2H = 0, divH = 0, (2)
Также на бесконечности ставится условие Зоммерфельда.

В работе рассматриваются два подхода нахождения электрического и маг-
нитного поля. В первом случае ставятся следующие граничные условия: непре-
рывность касательных составляющих электрического и магнитного поля на
границе раздела сред, причем магнитное поле имеет непрерывные касательные
только на диэлектрической границе. На металлической поверхности касатель-
ная компонента электрического поля равна нулю.

n× E+
tot = n× E−

tot, (3)
n×H+

tot = n×H−
tot, (4)

n× E+
tot = 0, (5)

Второй метод основан на применении импедансного условия со стороны,
где нанесено покрытие.

n×
[
n× E+

tot

]
= Z

[
n×H+

tot

]
, (6)

где коэффициент импеданса Z выражается формулой

Z =

√
ε−

µ−
eik

−h − e−ik−h

eik−h + e−ik−h
. (7)
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На металлической поверхности ставится условие n× E−
tot = 0.

Краевые задачи для обоих методов сводятся к системам граничных инте-
гральных уравнений, которые решаются численно, методом Галеркина. Далее
проводится сравнение результатах на пластинке и на уголковом отражателе с
диэлектрическим покрытием. Оба метода дают качественно схожие результаты.
Первый метод является более универсальным, в то время как импедансный
метод применим только к небольшому кругу задач, но является более эффек-
тивным, если сравнивать время решения и затраты памяти.

АНТИАПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ ДЛЯ

ВОЗМУЩЕНИЯ ОПЕРАТОРА БЕССЕЛЯ
Бородинова Дарья Юрьевна

Кафедра общей математики, e-mail: dashaborodinova@gmail.com

Для операторов, отвечающих дифференциальным операциям:

L0 = − d2

dx2
+
ν2 − 1

4

x2
, L1 = − d2

dx2
+
ν2 − 1

4

x2
+ q(x)

на интервале (0,1), где q(x) — комплекснозначный потенциал из L∞(0, 1), изуча-
ются системы их корневых функций. Собственные и присоединенные функции
понимаются в обобщенном смысле, т. е., как почти всюду решения урав-
нений Lαyn = µ2yn + sgnn · yn−1; здесь n = 0, 1, . . . , s(µ), µ ∈ M , где
M ⊂ C — некоторое счетное множество.

Интерес к подобным системам возникает при исследовании спектральных
разложений для общих краевых задач, связанных с дифференциальной опера-
цией L0 и её возмущением L1 (см., например, [1-2]).

Для операции L0 была построена цепочка корневых функций вида:

un(x, µ) =
n∑

k=0

ck
µ2(n−k)

u∗k(x, µ);

u∗0(x, µ) = u0(x, µ) = ajν(µx) + bγν(µx); jν(z) =
√
zJν(z); γν(z) =

√
zYν(z);

u∗k(x, µ) =
1

µk
xk(ajν+n(µx) + bγν+n(µx)).

В случае возмущенной операции L1 построена интегральная формула "сдви-
га" для корневых функций, вида:

yn(x± t, µ) = un(t, µ) +
n∑

k=0

Wk+1
± (q(x± t)yn−k(x± t)) ,

где W±f(t) =
π

2µ

∫ t

0

W (x± t, x± τ)f(τ)dτ,

x— любое фиксированное число из интервала (0, 1).
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Основным полученным результатом является так называемая антиаприорная
оценка для L2-норм корневых функций операций L0 и L1.

Теорема. Пусть в системах {un(x, µ)} и {yn(x, µ)} корневых функций опера-
ций L0 и L1 множество M удовлетворяет условию: | Imµ |⩽ A и порядок
s(µ) ⩽ B. Тогда выполнена равномерная оценка в норме L2(0, 1):

∥un(x, µ)∥2 ⩽ c(1 + |µ|)∥un+1(x, µ)∥2, ∥yn(x, µ)∥2 ⩽ c(1 + |µ|)∥yn+1(x, µ)∥2.
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О ПРЕДЕЛАХ 3-УНИТОННЫХ РЕШЕНИЙ

НЕКОММУТАТИВНОЙ СИГМА-МОДЕЛИ
Домрина Александра Владимировна

Кафедра общей математики, e-mail: avdomrina@yandex.ru

Некоммутативная унитарная сигма-модель теории поля получается кван-
тованием Вейля [1] из теории гармонических отображений сферы Римана в
унитарную группу. На эту модель переносится теория унитонов [2–7]. Решения-
ми этой модели являются унитарные операторы в сепарабельном гильбертовом
пространстве. В докладе приводятся достаточные условия для того, чтобы
предел сходящейся по операторной норме последовательности решений тоже
был решением. Показано, что петлевые поднятия такой последовательности
решений сходятся к петлевому поднятию предела. Показано также, что предел
последовательности решений с унитонным числом 3 может иметь унитонное
число только 2 или 3. Приводится пример последовательности решений с
унитонным числом 3, которая сходится к решению с унитонным числом 2.
Результаты опубликованы в работе [8].
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О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЙ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ

УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА С ОПЕРАТОРОМ

БЕССЕЛЯ
Зайцева Наталья Владимировна

Кафедра общей математики, e-mail: zaitseva@cs.msu.ru

Пусть D = {(x, y) : 0 < x < l,−α < y < β}— прямоугольная область; l,
α, β — заданные положительные действительные числа; D+ = D ∩ {y > 0}
и D− = D ∩ {y < 0}. Исследован вопрос единственности решений двух
нелокальных задач (см. статьи [1, 2]).

Задача 1. Пусть p ⩾ 1. Требуется найти функцию u(x, y), удовлетворяющую
условиям

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C2(D+ ∪D−), xpux(x, y) ∈ C(D), (1)

uxx + (sgn y)uyy +
p

x
ux = 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−, (2)

u(x, β) = φ(x), u(x,−α) = ψ(x), 0 ⩽ x ⩽ l, (3)
l∫

0

xpu(x, y) dx = A, −α ⩽ y ⩽ β, (4)
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где A— заданное действительное число, φ(x), ψ(x)— заданные достаточно
гладкие функции, удовлетворяющие равенствам

l∫
0

xpφ(x) dx =

l∫
0

xpψ(x) dx = A. (5)

Задача 2. Пусть |p| < 1, p ̸= 0. Требуется найти функцию u(x, y), которая
удовлетворяет (1)–(5) и условию

lim
x→0+

xpux(x, y) = 0, −α ⩽ y ⩽ β.

Методами спектрального анализа изучены вопросы существования и устой-
чивости решений обеих задач, построенных в виде ряда Фурье—Бесселя.
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ПОСТРОЕНИЕ РАВНОМЕРНЫХ АСИМПТОТИК РЕШЕНИЙ

ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 2-ГО ПОРЯДКА С МЕРОМОРФНЫМИ
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Рассмотрим уравнение 2-го порядка с мероморфными коэффициентами(
d

dr

)2

u(r) + r−mB (r)

(
d

dr

)
u(r) + r−kC (r)u(r) = 0 (1)

Здесь B (r) =
∑∞

j=0 bjr
j, C (r) =

∑∞
j=0 cjr

j — голоморфные функции. Без
ограничения общности будем считать, что b0 ̸= 0, c0 ̸= 0.

Теорема. Все асимптотики решения уравнения (1) в пространствах функций
k-экспоненциального роста представимы в виде:
1. При k > 2m,

если k > 2 тогда при k = 2n+ 1, n = 1, 2...

u (r) ≈ exp
(

p1

rn−
1
2
+
∑2n−2

i=1
α1
i

rn−
i
2−

1
2

)
rσ1
∑∞

i=0 b
1
i r

i
2+

+exp
(

p2

rn−
1
2
+
∑2n−2

i=1
α2
i

rn−
i
2−1

)
rσ2
∑∞

i=0 b
2
i r

i
2 . u (r) ∈ En− 1

2
(SR)
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если k = 2n, n = 2, 3, ..

u (r) ≈ exp
(

p1
rn−1 +

∑n−2
i=1

α1
i

rn−1−i

)
rσ1
∑∞

i=0 b
1
i r

i+

+exp
(

p2
rn−1 +

∑n−2
i=1

α2
i

rn−i−1

)
rσ2
∑∞

i=0 b
2
i r

i

Здесь u (r) ∈ En−1 (SR), числа p1, p2 являются корнями многочлена

H0 (p) = p2 +
(

1
k
2−1

)2
c0.

При k = 2 или k = 1, m = 0,−1... асимптотики являются конормальными.
При k ⩽ 0 решение голоморфно.

2. k < 2m
Если m > 1

u(r) ≈ exp

(
m−1∑
i=2

α1
i

rm−i

) ∞∑
i=0

b1i r
i + rσ exp

(
− p2
rm−1

+
m−1∑
i=‘2

α2
i

rm−i

) ∞∑
i=0

A2
i r

i

Здесь u (r) ∈ En−1 (SR), p2 =
b0

m−1 .
Если m = 1 то асимптотика является конормальной
Если m < 1 то решение голоморфно.

3. k = 2m
Если m = 1 то асимптотики решения конормальны
Если m > 1 то если корни p1, p2 многочлена H0 (p) = p2 − b0

m−1p+ c0
(

1
m−1

)2
не совпадают

u (r) ≈ rσ1 exp
(
− p1

rm−1 +
∑m−1

i=2
α1
i

rm−i

)∑∞
i=0 b

1
i r

i+

+rσ2 exp
(
− p2

rm−1 +
∑m−1

i=2
α2
i

rm−i

)∑∞
i=0 b

2
i r

i

При p1 = p2 = α то задача сводится к предыдущим случаям.
Через

∑∞
i=0 b

j
ir

i, j = 1, 2 обозначены соответствующие асимптотические
ряды, через αj

i , σj — некоторые комплексные числа.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С ВЫРОЖДЕНИЕМ

НЕЦЕЛОГО ПОРЯДКА

Ломов Игорь Сергеевич, Емельянов Дмитрий Павлович
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Постановка задачи. В области Ω = (0, 1)× (0, b) рассматривается следую-
щая краевая задача Дирихле{

u′′xx + ymu′′yy + c(y)u′y − a(y)u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω,
(1)
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где m— некоторое фиксированное число из интервала (1, 2), а a(y), c(y) и
f(x, y)— аналитические функции аргумента y в области y ∈ G ⊃ [0, b]. Также
мы предполагаем, что выполнены условия c(0) = 0 и a(y) ⩾ 0, y ∈ [0, b] на
коэффициенты уравнения. При выполнении данных условий, классическое
решение задачи (1) из класса C2(Ω) ∩ C(Ω̄) единственно, что было доказано
М. В. Келдышем в работе [1].

Продолжая исследования, начатые в работах [2,3,4,5], мы построим решение
данной задачи (1) в виде разложения в ряд по функциям sin πkx, k ∈ N, для
коэффициентов которого неаналитическая зависимость от переменного y в
окрестности прямой y = 0 будет указана явно. При этом коэффициенты ряда
будут аналитичны всюду в области G, за исключением точки y = 0, которая
для коэффициентов ряда будет трансцендентной особой точкой.

Таким образом, получен аналог теоремы Коши-Ковалевской для данного
класса эллиптических уравнений с вырождением.

Структура решения. Решение задачи (1) ищется в виде ряда

u(x, y) =
+∞∑
k=1

Yk(y) · sinπkx, (x, y) ∈ Ω̄, (2)

где функции Yk(y) являются решениями следующего параметрического семей-
ства ОДУ:{

ymY ′′
k + c(y)Y ′

k − (π2k2 + a(y))Yk = fk(y), y ∈ (0, b),

Yk(0) = Yk(b) = 0,
k ∈ N, (3)

функции fk(y)— коэффициенты разложения правой части уравнения (1) по
системе функций sin πkx:

f(x, y) =
+∞∑
k=1

fk(y) · sin πkx, (x, y) ∈ Ω.

Теорема 1. Пусть выполнены все условия на коэффициенты и правую
часть задачи (1). Тогда решение Yk(y) задачи (3) существует, единствен-
но и может быть представлено рядом

Yk(y) =
+∞∑
n=0

yn(2−m) · ψk,n(y),

где функции ψk,n ∈ A(G), ряд сходится в пространствах A(G \ {0}) и C[0, b].

Сходимость ряда. Сформулируем достаточные условия сходимости ряда
(2) к классическому решению задачи (1).

Теорема 2. Пусть выполнены все условия на коэффициенты и правую
часть задачи (1). Пусть, кроме того, правая часть f(x, y) имеет вторую
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непрерывную производную по y в Ω̄, при каждом фиксированном y ∈ (0, b)
принадлежит классу Гёльдера как функция переменного x. Тогда существует
классическое решение задачи (1), представимое в виде следующего ряда

+∞∑
k=1

[
+∞∑
n=0

yn(2−m) · ψk,n(y)

]
· sinπkx, (x, y) ∈ Ω̄,

который сходится абсолютно и равномерно в Ω̄, допускает двукратное
почленное дифференцирование по x и по y внутри Ω, функции ψk,n(y) анали-
тичны в G, ψk,0(0) = 0, внутренний ряд сходится в A(G \ {0}).
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Пусть
Ly = By′ + P (x)y, где (1)

B =

(
−i 0
0 i

)
, P (x) =

(
p1(x) p2(x)
p3(x) p4(x)

)
, y =

(
y1(x)
y2(x)

)
, x ∈ [0, π],
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— дифференциальное выражение, порождающее вместе с краевыми услови-
ями U в пространстве H = (L2[0, π])

2 одномерный оператор Дирака. P(x) —
комплекснозначная матрица, pj ∈ L1[0, π]. Краевые условия имеют вид

Uy =

(
u11 u12
u21 u22

)(
y1(0)
y2(0)

)
+

(
u13 u14
u23 u24

)(
y1(π)
y2(π)

)
= 0, (2)

и регулярны по Биркгофу: J14 · J23 ̸= 0. Оператор Дирака LP,U определен
на области D(L) = {y ∈ W 1

1 [0, π] : Ly ∈ H, Uy = 0}. Результаты можно
эквивалентным образом сформулировать на языке параболических уравнений:

u′
t = Bu′

x + P (x)u, u =

(
u1(x, t)
u2(x, t)

)
, x ∈ [0, π], t ∈ R,

u(x, 0) = u0(x), U(u) = 0, u(·, t) ∈ C(R, X).

Теорема 1. Пусть X — одно из пространств Hθ
U , θ ∈ [0, 1]. Для любой функции

u0 ∈ X решение u(x, t) уравнения

i · ut = Bu+ P (x)u, t ∈ R, u(x, 0) = u0,

существует и единственно в пространстве C(R, X). При этом, ∥u(·, t)∥X ⩽
⩽ C(1 + |t|p)eβ|t|∥u0∥X , где β = sup

λ∈σ(LP,U )

|Imλ|, а оценки неулучшаемы.

Теорема 2. Пусть LP,U — регулярный оператор Дирака с суммируемым вне-
диагональным потенциалом. Тогда оператор iLP,U является генератором
сильно непрерывной операторной группы T (t), t ∈ R в (Lµ[0, π])

2 для любого
µ ∈ [1,∞). При этом справедливы оценки вида ∥T (t)∥ ⩽ C exp(bt)∥T0(t)∥,
T0 — группа, порожденная оператором с нулевым потенциалом, числа b и C
зависят только от ∥P∥L1

.

Первые результаты без оценки, для периодических краевых условий, были
получены в [1].
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Ниже ⇒ обозначает многозначное отображение.
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Определение 1. (X, d) – метрическое пространство, Y ⊆ X , 0 ⩽ β < α.
Функционал Φ : Y ⇒ R+ называется (α, β)-поисковым на Y , если для любой
пары (x, c) ∈ Graph(Φ), где x ∈ Y , c ∈ Φ(x), c ⩽ (α − β)r, и Br(x) ⊂ Y ,
существует пара (x′, c′) ∈ Graph(Φ), для которой d(x, x′) ⩽ 1

αc, c
′ ⩽ β

αc.

В Graph(Φ) метрика: D((x′, c′), (x′′, c′′)) = d(x′, x′′) + |c′ − c′′|. Для подмно-
жеств Z, Y , Z ⊆ Y ⊆ X и семейства Φ = {Φt : Y ⇒ R+}t∈[0;1]
MZ(Φ) := {(x, t) ∈ Z × [0; 1]|0 ∈ Φt(x)}. Семейство Φ называется θ-не-
прерывным на MZ(Φ), если ∀(x, t) ∈ MZ(Φ) и ∀t′ ∈ [0; 1] ∃c′ ∈ Φt′(x),
|c′| ⩽ |θ(t′)− θ(t)|, для некоторой непрерывной возрастающей функции θ.

Определение 2. Пусть (Z, µ) метрическое пространство, 0 ⩽ β < α,
φ : Z → R+. Функционал φ называется слабо (α, β)-поисковым на Z, ес-
ли ∀z ∈ Z, ∀r > 0, что o < φ(z) ⩽ r, ∃z′ ∈ Z, φ(z′) ⩽ β

αr, µ(z, z
′) ⩽ r + φ(z′).

Его график называется поисково-замкнутым, если любая поисковая после-
довательность {xn} ⊆ Z, то есть φ(xn+1) ⩽ β

αr и µ(xn, xn+1) ⩽ r + φ(z′),
сходится к некоторому ξ ∈ Nil(φ).

Пусть (X, d) – полно, Φ = {Φt : U ⇒ R+}t∈[0;1]— семейство (α, β)-поисковых
на U функционалов с {0}-замкнутыми графиками, U ⊆ X – открыто и огра-
ничено. Пусть MZ(Φ) замкнуто, и семейство Φ θ-непрерывно на MZ(Φ). Обо-
значим N : [0; 1] ⇒ X , N(t) := Nil(Φt) ∩ U , Nil(Φt := {x ∈ X|0 ∈ Φt(x)}.
Пусть µ— метрика в C(I,X), µ(f, g) := supt∈I ρ(f(t), g(t)), f, g ∈ C(I,X).
Пусть φ : C(I,X) → R+, φ(f) = µ(f,N) := supt∈I ρ(f(t), N(t)), f ∈ C(I,X),
d(f(t), N(t)) := inf

x∈N(t)
d(f(t), x).

Теорема 1. В описанной ситуации пусть ∃ᾱ, β̄, 0 ⩽ β̄ < ᾱ, что функционал φ
является слабо (ᾱ, β̄)-поисковым на C(I,X), и его график Graph(φ) поисково-
замкнут.

Тогда для любого f ∈ C(I,X), 0 < φ(f) ⩽ r, существует такое однознач-

ное непрерывное сечение ζ ∈ C(I,X) отображения N , что µ(f, ζ) ⩽ (ᾱ+β̄)r

ᾱ−β̄
.

Доказательство основано на результатах работ [2-5]. Терминологию теории
многозначных отображений см., например, в [1].
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ГЕНЕРАТИВНЫЕ МОДЕЛИ ДЛЯ УСТРАНЕНИЯ ШУМА ИЗ

РЕЧЕВЫХ СИГНАЛОВ
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Задача очищения речевых сигналов заключается в получении чистых ре-
чевых сигналов из аудиозаписей, подверженных акустическому шуму. Боль-
шая часть существующих методов основана на дискриминативных моделях,
которые мини- мизируют расстояние между чистым и зашумленным сигнала-
ми [1]. В силу специфики задачи обучения с учителем и конечности обучающей
выборки, такие методы могут плохо обобщаться на примеры, не встреченные
во время обучения, а именно, на примеры с другими типом внешнего шума,
отношением сигнал/шум и т.д. [2].

В настоящей работе рассматривается альтернативный подход [3] к устра-
нению шума из речевых сигналов, основанный на применении генеративных
моделей, которые обучаются моделировать распределение входных данных.

Постановка задачи заключается в следующем. Пусть x0 - чистый сигнал,
y - зашумленный сигнал. В основе модели лежат стохастические дифференци-
альные уравнения (СДУ) [4]:

dxt = γ(y − xt)dt+ g(t)dw

g(t) = σmin(σmax/σmin)
t
√
2log(σmax/σmin)

Данное уравнение описывает процесс преобразования чистого сигнала x0 в
гаусовский шум xT , параметры σmin и σmax называется жесткостью и определяет
степень зависимости от зашумленного образца. Для получения чистого сигнала
строится обратное СДУ [5], которое описывает процесс преобразования xT в
x0 при условии y.

Обратное СДУ решается при помощи глубокой нейронной сети (U-Net),
которая итеративно очищает сигнал. Для обучения модели был собран и подго-
товлен собственный набор данных, который содержит более 150ч. аудиозаписей
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чистой речи на русском языке в формате wav с частотой дискретизации 16kHz.
Для зашумления данных использовались аудиозаписи из набора DEMAND
(фоновый шум). В процессе обучения использовались различные фоновые
шумы и различные уровни SNR (0, 5, 10, 15, 20 dB). Перед обучением аудиоза-
писи были разделены на короткие фрагменты и преобразованы в комплексную
спектрограмму при помощи оконного преобразования Фурье.

Для оценки работы модели использовались метрики scale-invariant signal-
to-distortion ratio (SI-SDR) - 17.4, signal-to-interference ratio (SI-SIR) - 31.0 и
signal-to-artifacts ratio (SI-SAR) - 17.9, которые показали результаты, близкие
или превосходящие лучшие дискриминативные модели (MetricGAN, Conv-
TasNet)[6,7].
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В НИЯУ МИФИ введена в эксплуатацию новая учебно-демонстрационная
установка МИФИСТ-0, которая относится к классу компактных сферических
токамаков. Одной из основных задач, которая ставится перед этой установкой,
является создание системы управления положением плазмы с целью получения
максимальной продолжительности удержания плазмы. Для решения этой задачи
необходимо получение в режиме реального времени информации о параметрах
плазмы и удерживающих ее магнитных полях с помощью системы электро-
магнитной диагностики (СЭМД). Данная система включает в себя различные
проводящие петли (полоидальные, диамагнитные, седловые), магнитные зонды,
пояса Роговского для измерения полоидального и тороидального магнитных
потоков, различных компонент магнитного поля, электрических токов в плазме,
на поверхности камеры и в управляющих катушках полоидального поля.

Целью данной работы являлось изучение работы СЭМД с учетом конструк-
тивных особенностей установки. С помощью кода TOKSCEN для расчета
эволюции плазмы [1] моделировалось несколько опорных точек сценария раз-
ряда и вычислялись данные измерений на электромагнитных датчиках. Затем с
помощью полученных данных на основе решения обратной задачи с помощью
кода RPB [2] определялась граница плазмы. Проводилось сравнение восста-
новленной и точной границы, полученной из прямой задачи. Исследовалась
зависимость качества решения обратной задачи от числа датчиков, их располо-
жения на камере, относительной погрешности исходных данных. Получены
требования к параметрам СЭМД, необходимые для успешного контроля грани-
цы, а также сепаратрисы с приемлемой точностью из решения обратной задачи
в процессе разряда. Результаты данного исследования позволят при планирова-
нии следующих экспериментальных компаний разработать и применить новую
систему электромагнитных зондов, гарантирующую контроль границы плазмы
с точностью, соответствующей характеристикам применяемых датчиков.

Работа поддержана грантом РФФИ № 20-07-00391.
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Задача обнаружения речи в зашумленных сигналах является актуальной и
востребованной во многих областях. Одним из примеров применения такой
задачи является распознавание голосовых команд механического манипулято-
ра, работающего на международной космической станции. В основе решения
этой задачи лежит архитектура нейронной сети, состоящая из трех слоев дву-
мерных сверток с последующим преобразованием данных в массив длины
отсчетов сигнала с помощью трех транспонированных слоев [1]. Для обу-
чения и тестирования моделей был создан и автоматически размечен набор
данных, содержащий речь в условиях сильного шума, имитирующего реальные
ситуации с соотношением сигнал/шум, равным 1 или 3.

На основе рассматриваемой архитектуры были построены три модели,
отличающиеся типом входных данных. Первая модель использовала в качестве
входных данных мел-частотные кепстральные коэффициенты (MFCC), вторая —
признаки eGeMAPSv02 [2], выделенные библиотекой openSMILE [3], а третья —
набор признаков для распознавания эмоций emobase, также выделенный с
помощью библиотеки openSMILE. При сравнении распределений входных
признаков для трех моделей на метках (шум, речь) было выявлено, что признаки
из eGeMAPSv02 имеют близкое к равномерному распределение в отличие от
остальных моделей. Это может плохо сказываться на обучении модели, так как
не позволяет отразить различия между классами. Признаки MFCC и emobase
показали большую вариативность значений на метках.

По результатам исследования на тестовом наборе данных лучшие результа-
ты показала модель с признаками emobase, которые включают MFCC, качество
голоса, основную частоту (F0), огибающую F0, линейные спектральные пары
(LSP) и интенсивность с их производными. Метрики качества для данной
модели: точность (precision) — 0.981, полнота — 0.93, F1-мера — 0.953. Моде-
ли с признаками MFCC и eGeMapsv02 имели следующие значения метрик:
точность — 0.982 и 0.972, полнота — 0.92 и 0.927, F1-мера — 0.948 и 0.947 со-
ответственно. Таким образом, проведенные эксперименты позволяют сделать
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вывод, что модель на основе признаков emobase является наиболее эффектив-
ной для сегментации речи в зашумленных сигналах.
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В работе изучаются свойства установившихся гармонических решений дву-
мерной системы уравнений Максвелла. Рассматриваются решения задачи о
рассеянии плоской волны на бесконечном диэлектрическом цилиндре — как
точное в виде рядов Рэлея, так и численное, найденное с помощью метода
FDTD. Для них изучается зависимость функции сечения рассеяния от радиуса
цилиндра и его диэлектрической проницаемости. Для ряда диэлектриков най-
дены точки локальных максимумов, в некоторых случаях имеющие вид точек
резонанса, и соответствующие им распределения магнитного поля в TH-моде,
имеющие вид монополя, диполя или квадруполя.

Полученные данные могут быть использованы для решения обратной зада-
чи определения диэлектрической проницаемости включений по результатам
измерений рассеянного электромагнитного поля.
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Интрацитоплазматическая инъекция сперматозоида (ИКСИ) - это один
из методов вспомогательной репродуктивной технологии, в котором искус-
ственно проводится процесс введения одного живого сперматозоида внутрь
женской яйцеклетки. Хотя метод ИКСИ широко распространен в качестве
операции экстракорпорального оплодотворения (ЭКО), некоторые техниче-
ские аспекты этой процедуры являются недостаточно изученными. Более того,
несмотря на унификацию последовательности действий во время операции и
наличие общих рекомендаций, успешность процедуры может варьироваться в
зависимости от оператора, выполняющего ее.
Целью данной работы является разработка нейросетевой модели для автома-
тического анализа изображений интрацитоплазматической инъекции сперма-
тозоида для выработки рекомендаций оператору для успешного проведения
процедуры, а также для предсказаня с высокой вероятностью результата опера-
ции.
В качестве входного набора рассматривались видеокадры операции ИКСИ,
предоставленные Центром репродуктивной медицины «Линия жизни».
Исходные видеоизображения (350 шт.) обладают высоким разрешением

1024x768, однако на большинстве кадров присутствуют артефакты и шумы, не
относящиеся к исследованию. Из различных видеопоследовательностей были
отобраны и размечены вручную около 1600 кадров.
Для обработки данных была использована глубокая сверточная сегментаци-
онная нейронная сеть. Для создания оптимальной модели было проведено
большое число экспериментов, в ходе которых тестировались различные ар-
хитектуры сети и изменялись гиперпараметры моделей с добавлением регуля-
ризации различного типа.В результате былавыбрана архитектура FPN (Feature
Pyramid Network).
В ситуации ограниченного датасета, был использован метод Supervised
Contrastive Learning, подразумевающий изменение исходных изображений пу-
тём аугментации различного рода: наклона, приближения, обрезания кадра и
т.д. Таким образом, была значительно увеличена обучающая выборка. Для оце-
нивания точности модели была выбрана метрика IoU (Intersection over Union)
метрика.
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Точность сегментации полученной модели составила 0.976.
Для разработки классификационной модели, позволяющей на основе имею-
щейся сегментационной маски для каждого кадра предсказать исход операции
ИКСИ, были выделены характерные признаки, которые можно получить из
видеозаписи, такие как: степень деформации яйцеклетки (сравнение размеров
до вхождения иглы и после), скорость вхождения иглы, угол вхождения иглы,
скорость выхода иглы из яйцеклетки, количество попыток проникновения в
яйцеклетку. Большая часть признаков была извлечена путём трекинга иглы на
видеоизображении.
Кроме того, была применена нейросеть D2-Net [2] - глубокая сверточная
сеть для совместного описания и обнаружения локальных признаков, которая
является одновременно плотным дескриптором и детектором признаков. Сеть
выдаёт 3 массива: массив состоящий из позиций ключевых точек; массив
состоящий из ключевых точек наибольшего интереса; массив дескрипторов с
L2 нормализацией.
Для окончательной классификации использовалась глубокая сверточная ней-
ронная сеть, которая обучалась на 3 вариантах входных данных: вручную
отобранных признаках; признаках D2-Net; их комбинации. В итоге была полу-
чена модель с достаточно высокой точностью классификации.
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ВЫРАЖЕНИЙ ЛОГИКИ
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Предложенный Н.П. Брусенцовым метод анализа логических отношений [1]
основан на их выражении конъюнкцией суждений существования. Выражения
булевой алгебры f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xn) над набором из n переменных
понимаются в логике Брусенцова как характеристики исследуемых объектов,
оцениваемых посредством критериев x1, . . . , xn. Имеются два оператора

∨
и∨′, посредством которых строятся суждения существования. Возможны два

контрарных суждения:
∨
f обозначает необходимое существование объекта с

характеристикой f ,
∨′ f – невозможность такого объекта. Отношение следова-

ния f ⇒ g в логике Брусенцова определяется как необходимое существование
fg и fg и невозможность fg [2]: f ⇒ g =

∨
fg
∨
fg
∨′ fg.
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Отметим, что это отношение контрапозитивно и не может выполняться,
если f = 0, либо g = 0 и несовместимо с

∨′ f и с
∨′ g.

Наряду с отношеием следования используется отношение эквивалентности:
(f = g) = (f ⇒ g)&(g ⇒ f).

Метод Брусенцова позволяет получать логические выводы из набора сужде-
ний, а в случае отсутствия вывода находить условия, необходимые для его на-
личия. Программная реализация данного метода требует исследования свойств
выражений суждений существования. Данный доклад посвящен некоторым из
них, в частности: устанавливаются ограничения на функции, которые могут
быть совмещаться в рамках одного выражения; приводится оценка количества
булевых выражений над n переменными, которые удовлетворяют указанных
ограничениям; показывается достаточность выявления двух отношений из трех
для отношений, заданных конъюнкциями переменных.
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Впервые в работе [1] в 1967 году С. С. Кравцовым была предложена модель
клеточных схем (КС), где под сложностью КС понималась её площадь. В
этой работе был получен порядок соответствующей функции Шеннона, а в
работе А. Альбрехта [2] доказано, что при n→ ∞ она асимптотически равна
σ2n, σ = const. При этом точное значение константы σ остается неизвестным
до настоящего времени.

В работе [3] были установлены асимптотически точные верхние и ниж-
ние оценки для площади схем, реализующих дешифратор порядка n, которые

имеют вид n2n−1
(
1±O

(
1
n

))
и аналогично работе [4] могут считаться асимп-

тотическими оценками высокой степени точности (АОВСТ).
В работе [5] были установлены верхние и нижние АОВСТ для сложности

A(
−→
P2n) системы всех булевых функций от n булевых переменных - так называ-

емого универсального многополюсника
−→
P 2(n) порядка n - в модели клеточных
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схем, имеющие вид

n22
n−1 −O(22

n

) ⩽ A(
−→
P 2(n)) ⩽ (n+ 6)22

n−1 +
3n

2n
22

n−1 (1).

В настоящей работе нижние оценки (1) уточняются следующим образом.
Теорема Для любого натурального n справедливо неравенство

A(
−→
P 2(n)) ⩾ n · 22n−1 −O(n2).
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О ГЛУБИНЕ МУЛЬТИПЛЕКСОРНОЙ ФУНКЦИИ ОТ

«НЕБОЛЬШОГО» ЧИСЛА АДРЕСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

Ложкин Сергей Андреевич
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В данной работе продолжается исследование глубины т. н. мультиплексорной
функции порядка n, n = 1, 2, . . ., то есть функции алгебры логики (ФАЛ) Mn от
n+2n булевых переменных (БП), где первые n БП являются её «адресными» БП,
оставшиеся 2n БП — «информационными» БП, а значение функции Mn равно
значению той её информационной БП, номер которой (в двоичной системе
счисления) поступил на адресные БП. При этом под глубиной D(f) ФАЛ f
понимается минимальная глубина реализующих её формул в «стандартном



148 Арбузов П. А., Голембиовский Д. Ю.

базисе» B̂0 = {x1 · x2, x1 ∨ x2, x̄1}, где глубина элементов x1 ·x2 и x1∨x2 равна
1, а глубина элемента x̄1 равна 0.

В работах [1, 2] было разными способами доказано, что D(Mn) ⩽ n+ 3. В
работе [3] было установлено, что D(M1) = 2, D(Mn) = n + 2 при n ⩾ 20 и
2 ⩽ n ⩽ 5, а также доказано, что n+ 2 ⩽ D(Mn) ⩽ n+ 3 при 6 ⩽ n ⩽ 19.

В настоящей работе доказано, что D(Mn) = n + 2 при 11 ⩽ n ⩽ 19. Тем
самым, отрезок «неопределенности» для глубины D(Mn) сократился до отрезка
[6, 10].

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Tardos G., Zwick U. The communication complexity of the universal relation //
Proceedings of the 12th Annual IEEE Conference on Computation Complexity
(CCC). 1997. P. 247–259.

[2] Ложкин С.А. О синтезе формул, сложность и глубина которых не превосхо-
дят асимптотически наилучших оценок высокой степени точности // Вестн.
Моск. ун-та. Сер. 1. Матем. мех. 2007. № 3. С. 19–25.

[3] Ложкин С.А. Власов Н.В. О глубине мультиплексорной функции // Вестн.
Моск. ун-та. Сер. 15. Вычисл. матем. и киберн. 2011. № 2. С. 40–46.
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Рыночные цены опционов зачастую отличаются от цен, предполагаемых
теоретическими моделями. Это означает, что у участников рынка есть свое
представление о будущем распределении стоимости базового актива. Рыночные
цены опционов определяют так называемую подразумеваемую волатильность
базового актива, которая может отличаться от исторической волатильности.
В работе показано, как от кривой подразумеваемой волатильности перейти к
подразумеваемому распределению будущей цены базового актива. Использу-
ется метод интерполяции кубическими сплайнами для сглаживания кривой
волатильности. Полученное распределение базового актива может быть ап-
проксимировано некоторыми известными распределениями, такими как ло-
гнормальное, распределение SU -Джонсона и другими. В работе представлено
статистическое исследование точности полученных распределений будущей
цены базового актива на исторических данных.



Белолипецкий А. А., Семенов К. О. 149

О ВЛИЯНИИ РАДИОАКТИВНОГО ТРИТИЯ НА ВРЕМЯ

ЗАПОЛНЕНИЯ ЛАЗЕРНЫХ МИШЕНЕЙ ИЗОТОПАМИ
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В работе [1] исследовалась математическая модель заполнения лазерных
мишеней (ЛМ) газообразным дейтерий – тритиевом топливом. Такие мишени
представляют собой многослойные полистироловые оболочки, наполненные
изотопами водорода, и используются в инерциальном термоядерном синте-
зе [2]. В работе [3] приведен обзор задач, возникающих в области технологии
производства ЛМ. Одной из таких проблем является доставка топлива внутрь
ЛМ. С применением безподвесной технологии, разработанной в ФИАН имени
П.Н.Лебедева, сферическую оболочку помещают в камеру с D − T газооб-
разной смесью, находящейся под давлением. Созданный перепад давлений
заставляет газ проникать через стенки мишени и постепенно заполнять ее. При
увеличении давления газа внутри мишени увеличивается и внешнее давление,
но так, чтобы не разрушить оболочку. Присутствие в газе радиоактивного
трития приводит к повышению газопроницаемости оболочки, и как следствие,
к уменьшению времени заполнения. Однако снижение прочностных характери-
стик стенок ЛМ требует уменьшения перепада давлений внутри и вне её, что
замедляет процесс заполнения. Математическая модель процесса заполнения
двухслойной ЛМ представляет начально - краевую задачу для двух полулиней-
ных параболических уравнений с нелинейными краевыми условиями [1].

Используя методы малого параметра, можно показать, что оценка времени
заполнения мишени tf от начального давления pi до конечного давления pf
задается формулой

tf =
ln[1 + t∗(γ1 − γ2)(pf − pi)/(p0θ)]

γ1 − γ2
Для оболочек типа HiPER характерное время t∗ = 105c, характерный пере-

пад давлений p0 = 5, безразмерный параметр θ = 105, характерные времена
релаксации проницаемости и прочности стенок мишени γ−1

1 , γ−1
2 . На Рис.1

изображены графики зависимости времени заполнения оболочек типа HiPER
от конечного давления. На Рис.1а эта зависимость практически линейная, так
как характерные времена релаксации γ−1

1 = 2.5 · 106, γ−1
2 = 2 · 106 почти сов-

падают. А на Рис.1б эта зависимость уже нелинейная, так как характерные
времена релаксации сильно разнятся. То есть наличие в газе трития может
значительно повлиять на процесс заполнения.
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Рис. 1: Зависимость времении заполнения от конечного давления.
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ЭЛЕКТРОЭНЕРГИИ С НАКОПИТЕЛЯМИ
Васин Александр Алексеевич, Агаджанян Елизавета Георгиевна

Кафедра исследования операций ВМК МГУ, e-mail: vasin@cs.msu.su, a_lizzi@mail.ru

В настоящее время во многих странах мира происходит обновление элек-
троэнергетики путем внедрения накопителей энергии (см. [1, 2]). Для рынков
электроэнергии характерны большие перепады цен между пиковыми пери-
одами с большими объемами потребления и ночными периодами с низким
потреблением. В этой ситуации полезную роль может сыграть накопитель энер-
гии: потребитель накапливает в нем энергию при низких ценах и использует
ее при высоких ценах, когда у него большая потребность в энергии.

Цель настоящего исследования - разработать математическую модель для
расчета оптимальных объемов внедрения накопителей разных типов, а также
оптимального расширения электроэнергетической сети, исходя из заданной
структуры мощностей и спроса на электроэнергию. Мы исследуем двухуровне-
вую модель рынка. Первый уровень предназначен для анализа краткосрочных
задач принятия решений экономическими агентами. При этом инфраструкту-
ра рынка, включая накопители энергии в его узлах и линии передачи между
ними, считается заданной. Задачи выбора оптимальных стратегий и расчета
конкурентного равновесия рассматриваются для суточного интервала планиро-
вания. Выводится система соотношений, позволяющая рассчитать оптимальные
стратегии агентов и состояние конкурентного равновесия.
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Далее для расчета оптимальных параметров инфраструктуры рынка пред-
лагается модель экономического равновесия второго уровня. Она описывает
долгосрочное функционирование данного рынка. Внешние факторы харак-
теризуются вероятностным распределением, отражающим их зависимость
от времени года. Параметры накопителей и пропускные способности линий
передачи энергии выбираются, исходя из максимизации средних значений при-
былей экономических агентов. Эти прибыли с учетом затрат на строительство
и ожидаемых сроков эксплуатации.

Исходя из известной теоремы благосостояния, оптимальная структура рын-
ка соответствует состоянию конкурентного равновесия. Расчет конкурентного
равновесия основан на решении задач оптимального управления накопителя-
ми и определения спроса на них, а также задачи оптимального расширения
транспортной сети энергетического рынка. Последняя задача рассмотрена в
работе [3]. Задача оптимального управления накопителем и расчета краткосроч-
ного конкурентного равновесия подробно исследуется в работах [4, 5].
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РЕМОНТНЫХ ПЛОЩАДОК ДЛЯ

ЭНЕРГОБЛОКОВ ЭЛЕКТРОСТАНЦИЙ

Давидсон Михаил Рувимович, Демихов Валентин Михайлович
Кафедра исследования операций, e-mail: mikhail.davidson@gmail.com, vmdemikhov@mail.ru

Перспективное планирование электрических режимов энергосистем являет-
ся одной из важных задач Системного оператора Единой энергосистемы. При
решении данной задачи необходимо оценивать достаточность имеющейся в
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распоряжении мощности генерирующего оборудования для покрытия прогно-
зируемого спроса. При этом не всегда вся установленная мощность доступна
для работы по причинам как плановых, так и аварийных ремонтов. В то время
как аварийные остановы оборудования связаны с нерегулярными событиями,
их моделирование выполняется на основе статистической информации о таких
событиях в прошлом. Что касается плановых ремонтов, нормативная доку-
ментация предполагает определенную периодичность и продолжительность
средних и капитальных ремонтов. Это позволяет корректнее моделировать сни-
жение рабочей мощности генерирующего оборудования в связи с плановыми
ремонтами, что является предметом данной работы.

Модель плановых ремонтов формулируется в виде задачи смешанного цело-
численного программирования. Бинарные переменные моделируют состояния
блоков в каждый интервал времени, а также обеспечивают непрерывность
периода времени, в течение которого блок находится в ремонте. Ряд условий
используется для ограничения количества блоков, находящихся в ремонте од-
новременно. Это с одной стороны станционные условия, требующие наличия
минимального доступного объема рабочей мощности в рамках одной станции,
а с другой стороны системные ограничения, которые аналогично определяют
минимальный объем доступной мощности, но уже в рамках энергообъеди-
нения по условиям системной надежности и покрытия спроса. Последние
ограничения формулируются для каждого расчетного интервала и связывают
блоки разных станций, что делает задачу сложной. Так как заранее неизвестно,
возможно ли осуществить все запланированные ремонты с учетом указанных
ограничений, вводятся переменные нежесткости, позволяющие нарушать эти
ограничения, однако по цене штрафа. Целевой функцией для данной задачи
является минимизация суммы таких штрафов.

Периодом планирования для такой задачи является один год. Крупное энер-
гообъединение может насчитывать порядка сотен блоков, так что характерная
размерность составит более 300 тысяч переменных, из которых около 200 тысяч
бинарных. Решение задачи такой размерности является достаточно сложным
процессом. В ходе численного эксперимента была выявлена сильная зависи-
мость времени решения от количества и длительности ремонтов.

ПОСТРОЕНИЕ k-РАВНОВЕСИЙ В ПРОСТЕЙШЕЙ СЕТЕВОЙ

ИГРЕ С НЕРАЗДЕЛЯЕМЫМ ТРАФИКОМ

Морозов Владимир Викторович1, Исинь Жэнь2

1 Кафедра исследования операций, e-mail: vmorosov@mail.ru
2 Кафедра исследования операций, e-mail: renyixin8@gmail.com

Рассмотрим сеть, состоящую из m параллельно соединенных каналов про-
пускных способностей c1 ⩾ · · · ⩾ cm. Пусть n игроков должны передать
по сети неделимую информацию объемов wi, i ∈ I = {1, ..., n}, n ⩾ m.
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Каждый игрок i выбирает чистую стратегию — канал li. При этом образу-
ется профиль стратегий l = (l1, ..., ln) и множества Sj = {i|li = j} игроков,
выбравших канал j. Игрок i стремится минимизировать функцию выигры-
ша Fi(l) = λj =

∑
s∈Sj

ws/cj, i ∈ Sj, — задержку передачи информации.
Профиль l называется k-равновесием, если для любого множества игроков
K с |K| ⩽ k не существуют таких стратегий l′s, s ∈ K, что для профиля
l′ = (ls, s /∈ K, l′s, s ∈ K) выполнены неравенства Fs(l

′) < Fs(l), s ∈ K.
В частности, 1-равновесие является равновесием по Нэшу. В [1] приведен
эффективный алгоритм построения одного 1-равновесия.

В докладе будет предложен алгоритм построения семейства k-равновесий.
Сначала строится семейство 1-равновесий. Для этого фиксируется начальное
разбиение множества I на подмножества Sj, в которых определяются игро-
ки i(j) c минимальными wi. Для канала с максимальным λj производится
проверка неравенств λj > λr + wi(j)/cr, r ̸= j. В случае его выполнения мно-
жества Sj и Sr переопределяются: Sj := Sj − {i(j)}, Sr = Sr + {i(j)} и так
далее. В результате будет построено 1-равновесие. Изменяя нумерацию мно-
жеств Sj начального разбиения в соответствии с перестановками множества
J = {1, ...,m} и повторяя указанную процедуру, получим некоторое семейство
1-равновесий. Из полученных 1-равновесий отбираются 2-равновесия, затем
из 2-равновесий отбираются 3-равновесия и так далее. При этом используют-
ся некоторые приемы сокращения проверок на k-равновесия. Например, для
проверки 1-равновесий на 2-равновесия достаточно для каждых двух упорядо-
ченных множеств Sl и Sj ограничиться проверкой неравенств

wr−ws >
(∑
i∈Sl

wi−
∑
i∈Sj

wi)
+,

∑
i∈Sj

wi − ws + wr∑
i∈Sl

wi
<
cj
cl
<

∑
i∈Sj

wi∑
i∈Sl

wi − wr + ws
,

где r = argmaxi∈Sl
wi, s = argmini∈Sj

wi и a+ = max(a, 0) для a ∈ R.
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РАСЧЕТ ОПТИМАЛЬНОГО ПОТРЕБЛЕНИЯ ПРИ

УПРАВЛЕНИИ ФИНАНСОВЫМ ПОРТФЕЛЕМ ДЛЯ
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Морозов Владимир Викторович1, Ковяшев Роман Алексеевич2

1 Кафедра исследования операций, e-mail: vmorosov@mail.ru
2 Кафедра исследования операций, e-mail: koviashev@gmail.com

Пусть финансовый портфель содержит один рисковый и один безрисковый
активы. Стоимость рискового актива S(t) удовлетворяет уравнению геометри-
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ческого броуновского движения dS(t) = S(t)(αdt + σdz(t)), где α — средняя
доходность актива, σ — волатильность, а z(t) — винеровский процесс. Пусть
w(t) — стоимость портфеля в момент времени t ⩾ 0, π(t) — доля рискового
актива в стоимости портфеля, а c(t) — интенсивность потребления. Рассмотрим
задачу максимизации средней полезности потребления

J(w) = max
c(·),π(·)

E
[ ∫ T0

0

e−βtU(c(t))dt+ Pe−βT0

]
,

где T0 — момент разорения (w(T0) = 0), β — ставка дисконтирования, P
— полезность терминального потребления, а U(c) — функция полезности от
интенсивности потребления c. При известной функции J(w) оптимальная
позиционная стратегия (π(w), C(w)) определяется соотношениями

π(w) = −(α− r)J ′(w)

σ2wJ ′′(w)
, J ′(w) = U ′(C(w)), w > 0.

В [1] предложен метод построения функции J(w) для широкого класса функций
полезности U(c). При c ⩾ a cтроится функция W (c), обратная к C(w) :

W (c) = BU ′(c)λ1 +
c

r
− 1

γ(λ1 − λ2)

{U ′(c)λ1

λ1

∫ c

0

dθ

U ′(θ)λ1
+
U ′(c)λ2

λ2

∫ ∞

c

dθ

U ′(θ)λ2

}
,

где λ1 и λ2 — корни уравнения γλ2− (r−β− γ)λ− r = 0, γ = 0.5((α− r)/σ)2,
а параметры a ⩾ 0 и B ⩽ 0 подходящим образом подбираются.

Далее, J(w) = H(C(w)), где вид функции H(c) аналогичен W (c). Рассмот-
рим функции полезности U1(c) = (c+η)δ, 0 < δ < 1, U2(c) = −(c+η)δ, δ < 0,
U3(c) = ln(c + η), η ⩾ 0, где c ⩾ 0. В [1] для этих функций оптималь-
ные стратегии C(w) и π(w) в виде явных формул получены при η = 0 и
P = Ui(0)/β, i = 1, 2, 3. В докладе оптимальные стратегии C(w) и π(w) будет
указаны в ряде других случаев.
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На финансовом рынке стоимость актива S(t) удовлетворяет уравнению гео-
метрического броуновского движения dS(t) = S(t)(rdt+σdz(t)), S = S(0), где
r — банковская процентная ставка, σ — волатильность, а z(t) — винеровский
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процесс. Обозначим через S̄(T ) =
∫ T

0 S(t)dt/T среднее значение стоимости
актива на отрезке [0, T ]. Рассмотрим азиатский опцион европейского типа с
платежом (S̄(T )−K)+, где T — момент исполнения опциона, а K — резерв-
ная цена. Опцион дает возможность инвестору продать в момент T актив по
средней цене исполнения S̄(T ) вместо продажи его по резервной цене K. Стои-
мость опциона в момент t = 0 дается формулой c̄(S, 0) = e−rTE0[(S̄(T )−K)+],
где E0 — символ математического ожидания при условии S = S(0).

В докладе предложена следующая модификация метода получения верхней
оценки для c̄(S, 0) (см. [1,2]). Пусть H — множество абсолютно интегриру-
емых на отрезке [0, T ] функций h, удовлетворяющих условию нормировки∫ T

0 h(t)dt = T, а Z(T ) =
∫ T

0 z(t)dt. Тогда для любой функции h ∈ H и для
любого значения параметра a имеем E0[(S̄(T )−K)+] ⩽ B(h, a), где

B(h, a) =
1

T

∫ T

0

E0[S(t)−Kh(t)− aK(Tz(t)− Z(T ))]+dt.

Положим ct = Se(r−σ2/2)tb− aKT, где b — параметр. Определим функцию

h(t, a, b) =
1

K

(
Se(r−σ2/2)t + γ

√
c2t +

1

3
a2K2T 3 + 2ctaKt

(
T − t

2

))
,

где константа γ находится из условия нормировки. Искомая верхняя оценка
U2 = e−rT mina,bB(h(a, b), a). В [1] получена оценка U = e−rTB(h(σ, σ), σ), а
в [2] — оценка U1 = e−rT minaB(h(a, σ), a).

Пример. Пусть r = 0.09, α = 0.5, S = 100, K = 90. Тогда верхняя оценка
U2 = 18.2114 достигается при a = 0.4709, b = 0.421, а оценка U1 = 18.2140 —
при a = 0.4684. Оценка U = 18.2208 найдена при нижней оценке стоимости
опциона L = 18.1829.
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МЕХАНИЗМ КЛАРКА-ГРОВСА С ВЕСАМИ
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Механизм Кларка-Гровса, также известный как механизм ключевых агентов,
был введен в начале 70-х годов Кларком [1] и Гровсом [2] и сразу вызвал
значительный интерес в литературе, связанной с областью исследования в
теории игр и экономической теории, относящейся к созданию механизмов
общественного выбора, когда действия участников некоторого коллектива
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приводят к оптимальному решению для этого коллектива. Пусть участники
должны совместно выбрать альтернативу a из конечного множества A.

В механизме Кларка-Гровса каждый участник i сообщает свою функцию
полезности xi на множестве альтернатив, которая является необязательно истин-
ной, а истинную функцию полезности будем обозначать vi. Затем принимается
эффективное решение на основе набора x заявленных участниками полезно-
стей. Эффективное решение выбирается исходя из максимизации суммарной
полезности для участников. Далее каждый участник облагается налогом, отра-
жающим потери, которые несут остальные участники из-за его присутствия.
Указанный налог называется налогом Кларка. Исходно налог для данного участ-
ника — это разница в суммарной полезности для остальных игроков между
выбранным коллективным решением и решением, которое было бы принято,
если бы данного участника не было в коллективе.

В реальном коллективе зачастую объединяются игроки, которые оказывают
разное влияние на принимаемое оптимальное решение. Поэтому в настоящей
работе совершенствуется механизм Кларка-Гровса так, чтобы он учитывал вес
каждого игрока. Игроку i присваивается вес αi, который будет применяться
механизмом при вычислении оптимального решения. Если же в механизме
веса всех игроков будут равны, то оптимальное решение будет принято то же
самое, что и в механизме Кларка-Гровса.

Механизм Кларка-Гровса с весами опишем игрой в нормальной форме:

G = (Xi, ui; i ∈ N), ui(x) = vi(a
⋆(x)) + ti(x),

где отображение x→ a⋆ любое, удовлетворяющее условию:∑
i∈N

αixi(a
⋆) = max

b∈A

{∑
i∈N

αixi(b)
}
.

Налог Кларка ti(x) определяется следующим образом:

αiti(x) =
∑

j∈N\{i}

αjxj(a
⋆)−max

b∈A

{ ∑
j∈N\{i}

αjxj(b)
}
.

В работе сформулированы свойства механизма и проинтерпретированы по-
лученные результаты, в частности, что искренняя стратегия xi = vi является
доминирующей. Показана применимость механизма Кларка-Гровса на приме-
ре программы субсидирования производства медицинских масок в Гонконге
[3]. Данный пример использования механизма Кларка-Гровса был предложен
Э. Маскиным в [4].
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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ МИКРОГРИДОМ

НА РЫНКЕ ЭЛЕКТРОЭНЕРГИИ
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Рассматривается модель микрогрида, состоящего из потребителей, источни-
ков и накопителей электроэнергии и соединенного с внешней электросетью.
Данная модель является обобщением модели из [1, 2]. Функционирование мо-
дели рассматривается на фиксированном промежутке времени, разбитом на T
периодов одинаковой длины. В частном случае промежуток может представлять
собой один год, а период t ∈ {1, ..., T} - t-й час в году.

Потребители электроэнергии могут быть различных типов: промышленные,
бытовые, общественно-коммунальные и другие. Для каждого потребителя раз-
личаются два вида потребностей: несдвигаемые и сдвигаемые. К несдвигаемым
относятся потребности, связанные с конкретным периодом времени (напр.,
освещение и отопление помещения). Сдвигаемые потребности могут быть
реализованы в различные периоды (как минимум в двух). В случае бытовых
потребителей к сдвигаемым потребностям можно отнести стирку и приготов-
ление пищи. Для каждой потребности соответствующая функция полезности
не убывает и вогнута.

Источники электроэнергии делятся на традиционные и возобновляемые. К
традиционным в основном относятся электрогенераторы на углеводородном
топливе (уголь, природный газ и др.), возобновляемые используют неисчерпае-
мую по человеческим масштабам энергию, т.е. энергию солнца, ветра, воды
и других ресурсов. Отличие возобновляемых источников от традиционных
заключается в небольших переменных затратах и сильной зависимости объема
выработки электроэнергии от временных и погодных условий. Для каждого
источника соответствующая функция издержек линейная.

Накопители электроэнергии позволяют запасать электроэнергию в одни
периоды времени и расходовать ее в другие периоды, тем самым, сглажи-
вая возможные неравномерности в спросе и предложении электроэнергии
для различных периодов и позволяя микрогриду функционировать более эф-
фективно. Возможности одного накопителя характеризуются минимальным и
максимальным уровнями заряда, максимальными скоростями зарядки и раз-
рядки, коэффициентами эффективности зарядки и разрядки и коэффициентом
эффективности хранения.
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Внешняя электросеть предоставляет микрогриду возможность покупки и
продажи электроэнергии по известным тарифам. Для каждого периода цена
продажи не превышает цену покупки.

Суммарный выигрыш микрогрида зависит от количества и типов приоб-
ретенных источников и накопителей, объемов потребления, производства и
накопления и определяется как сумма совокупной полезности потребления
и выручки от продажи электроэнергии во внешнюю электросеть за вычетом
суммарных затрат на покупку электроэнергии из внешней электросети, произ-
водство и накопление электроэнергии и инвестиций в источники и накопители.
Ставится задача оптимального развития микрогрида, при котором максимизи-
руется его суммарный выигрыш.

Утверждение. Задача оптимального развития микрогрида является задачей
выпуклого программирования.
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О КВАЗИОДНОМЕРНОМ ПОДХОДЕ К ПРИМЕНЕНИЮ СХЕМ
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Абакумов Михаил Владимирович1, Козубская Татьяна Константиновна2,
Чернышева Дарьяна Дмитриевна3

1 Кафедра вычислительных методов, e-mail: vmabk@cs.msu.ru
2 ИПМ им. М.В.Келдыша РАН, e-mail: tatiana.kozubskaya@gmail.com
3 Кафедра вычислительных методов, e-mail: dariana1997@yandex.ru

Важным требованием к численным методам газовой динамики являются
высокая точность на гладких участках решений и корректное разрешение раз-
рывов. Однако при использовании высокоточных разностных схем зачастую
возникают нефизические осцилляции, сглаживание которых приводит к увели-
чению схемной вязкости и влечет за собой понижение порядка точности в том
числе на гладких экстремумах.

Схемы MP (Monotonicity-Preserving, [1]) позволяют эффективно распозна-
вать гладкие и разрывные участки решения за счет использования пятиточеч-
ного шаблона, в то время как многие распространенные схемы (в т. ч. TVD)
реализуются на шаблоне из трех точек. MP-схемы характеризуются экономич-
ным алгоритмом реконструкции, основанном на интерполяции пятого порядка
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точности и последующей коррекции искомых значений в окрестностях разры-
вов.

В качестве метода обобщения схем MP на случай неструктурированных
сеток рассматривается реберно-ориентированный подход с квазиодномерной
реконструкцией переменных (Edge-Based Reconstruction, EBR, [2]). Основная
идея этого подхода заключается в том, что разностная схема записывается
относительно значений в сеточных узлах, а численные потоки в центрах ребер
определяются на основе MP-реконструкции по значениям в узлах данного
ребра и точках его продолжения, полученных с помощью линейной интер-
поляции. В случае уравнений газовой динамики возможно применение опе-
ратора MP-реконструкции к различным типам переменных. В данной работе
реконструкция применяется как к характеристическим переменным, так и к
расщепленным характеристическим потокам.

Схема EBR-MP5 тестируется на модельных одномерных и двумерных за-
дачах с использованием декартовых, треугольных трансляционно-симметри-
ческих [3] и неструктурированных сеток. Проводится сравнение результатов,
полученных по схемам EBR-MP5 и EBR-WENO5 [4]. Показано, что схема
EBR-MP5 обладает меньшим уровнем схемной вязкости и позволяет достичь
разрешения разрывных участков с более высокой точностью по сравнению со
схемой EBR-WENO5 при тех же вычислительных затратах на шаг по времени.

Работа выполнена с использованием программного комплекса «NOISEtte»
Сектора вычислительной аэродинамики и аэроакустики ИПМ им. М.В.Келдыша
РАН.
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Математическое моделирование многих физических процессов сводится к
решению дифференциальных уравнений и систем уравнений в частных про-
изводных гиперболического типа. Такими уравнениями описываются задачи
газовой динамики, океанологии, аэроакустики и ряд других задач индустриаль-
ной математики.

Одним из активно развивающихся подходов к численному решению таких
уравнений являются балансно-характеритистические методы [1], сочетающие
в себе преимущества консервативных и характеристических методов. Широко
используемая схема КАБАРЕ обладает рядом недостатком, среди которых стоит
отметить ограниченность сферы ее применения сетками с четырехугольными и
гексагональными расчетными ячейками. Таким образом, актуальным представ-
ляется разработка новых балансно-характеристических методов, обобщаемых
на сетки с более общей структурой ячеек.

В данной работе рассматривается явная трехслойная разностная схема тре-
тьего порядка, имеющая вычислительный шаблон, представленный на рисун-
ке 1. Приводятся дисперсионные и диссипативные поверхности. Для получения

Рис. 1: Сеточный шаблон, на котором определена схема «Chair»

монотонного решения исследованы различные варианты нелинейной коррекции
данной схемы.

Для дальнейшего обобщения рассматриваемой схемы на более сложные
уравнения и системы уравнений построено двухслойное трехфазное балансно-
характеристическое представление, укладывающееся в одну пространственно-
временную ячейку. Для монотонизации полученной двухслойной схемы ис-
пользовался алгоритм, предложенный в работе [2] для схемы КАБАРЕ. На
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тестовых расчетах демонстрируется успешное применение указанного подхода
к построенной двухслойной схеме.
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Разрывный метод частиц уже применялся для решения одномерных [1]
и двумерных [2] задач газовой динамики. Модификация разрывного метода
частиц без опоры на их форму позволила достичь высокой точности решения
в задаче об образовании косого скачка уплотнения, а именно, размазывания
разрыва на одну ячейку. Для этого был введён инвариант, который можно
интерпретировать как след сохранения массы в пространстве между двумя
наиболее интенсивно взаимодействующими частицами, сводя этап корректора
к локально одномерному распространению возмущения.

В качестве тестовой задачи для развития возможностей метода частиц
рассматривается задача об обтекании пластины сжимаемым потоком газа. Гра-
ничное условия на пластине — стандартное условие прилипания (u = v = 0).
Существенное отличие задачи Блазиуса в том, что на носике пластины образу-
ется сингулярность.

Для ламинарного пограничного слоя толщина слоя для несжимаемого случая
определяется соотношением [3]:

δн = 5.0
x√
Re
.

Из чего можно вычислить толщину пограничного слоя для сжимаемого газа:

δсж = δн

(
1 + 0.72r

γ − 1

2
M 2

w

)0.85

.

Полученная численным моделированием толщина слоя сравнивается с данной
теоретической оценкой.
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В последние годы в литературе набирает популярность нейросетевой подход
к численному решению широкого круга задач. Актуальность этого направ-
ления связана с попыткой одновременно решить три проблемы: проклятие
размерности, учет особенностей решения (разрывы, "уголки"и т.д.) и учет
нелинейностей [1]. Решение многих актуальных сегодня моделей требует как
раз преодоления этих проблем [2].

В настоящей работе сравниваются два подхода к решению задач: сеточный
и нейросетевой. Для этого выбрано две задачи, которые сводятся к работе с
уравнениями типа конвекции-диффузии. Сначала внимание уделяется реше-
нию уравнения Колмогорова-Фоккера-Планка (1), которое отражает эволюцию
плотности g(x, t) распределения вероятностей величин x:

∂

∂t
g(x, t) =

∑
xi

∂

∂xi
[µ(x)g(x, t)] +

∑
xi

∑
xj

∂2

∂xi∂xj
[ψ(x)g(x, t)]. (1)

Затем рассматривается задача стохастического оптимального управления
(SOC) вида (2): {

V (t) = maxx,qϵD E0

∫∞
0 e−ρtu[x(t), q(t)]dt

dxt = f [x(t), q(t)]dt+ σx
1/2[x(t)]dWx,t

(2)

Здесь V(t) – функция стоимости (ценности), D(s) – множество допустимых
управлений, e−ρt – дисконтирующий множитель, u[ ∗ ] – функция мгновенной
полезности, x(t) – переменные состояния, q(t) – переменные управления, σ1/2

– ковариационная матрица, Wt – Винеровский процесс.
Работа с задачей стохастического оптимального управления во многом сво-

дится к решению уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана, которое повторяет



Буничева А. Я., Кочетов Е. В., Мухин С. И. 163

структуру уравнения конвективной-диффузии и в данной постановке задачи
SOC позволяет использовать свойства сжимающих отображений. Сеточные
методы при этом позволяют получить нужную точность [3], однако с увели-
чением размерности достижимая точность снижается. Нейросети позволяют
искать решение на стохастической сетке, что дает возможность работать с мно-
гомерными задачами [4]. Расчеты в рамках данной работы проводидись в среде
«Python + CUDA + TenzorFlow» c использованием ускорителя NVIDIA GeForce
RTX 3070TI. Обученные нейронные сети доставляют глобальное решение хо-
рошей точности, в частности позволяют хорошо приблизить стохастическое
стационарное состояние в задаче стохастического оптимального управления.
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В настоящее время популярность использования методов машинного обуче-
ния для решения прикладных задач в различных областях сложно переоценить.
Соответственно, возрастают требования к входным данным, чем содержатель-
нее данные, тем качественней может получиться итоговая модель, так как её
качество напрямую зависит от подбора данных. И хотя эта проблема акту-
альна для любой области, однако для медицинской диагностики она имеет
принципиальный характер. В практической медицине получение единообраз-
ных данных определенного качества сопряжено с трудностями. Поэтому, для
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разработки средств интеллектуального анализа, в качестве альтернативы кли-
ническим данным предлагается использовать данные, полученные с помощью
математического моделирования.

Осуществляется математическое моделирование сердечно-сосудистой си-
стемы человека в квазиодномерном приближении на основе программного
комплекса CVSS, подробно описанного в [1, 2]. Сердечно-сосудистая система
рассматривается как ориентированный граф. Ребра соответствуют эластичным
сосудам, по которым течет вязкая несжимаемая жидкость(аналог крови). Сосу-
ды различаются своими гемодинамическими параметрами. Также учитывается
работа сердца, которое имеет свои параметры кровотока. Совокупность кон-
кретной топологии системы и заданных параметров является, вообще говоря,
индивидуальной характеристикой системы и отождествляется с некоторым
«виртуальным пациентом».

Рассматриваются различные вариации параметров сосудов для построения
базы данных «пациентов». Также рассматриваются принципиально отличающи-
еся системы, в которых происходит линейное изменение всей топологии графа.
Именно таким образом формируется выборка из «пациентов», которые отли-
чаются сердечно-сосудистыми системами, но относятся к одному классу – в
данном случае к классу без нарушений потока системы(«здоровые пациенты»).
Выделяются нарушения кровотока, которые на практике могут соответствовать
некоторым патологиям, и для каждого нарушения проводится аналогичный
процесс накопления данных. Рассматриваются различные группы сосудов для
диагностики как отдельных патологий(задача бинарной классификации) так и
патологий в совокупности(задача многоклассовой классификации).

Построены различные модели машинного обучения для решения соответ-
ствующих задач, исследованы их особенности и получены теоретические
оценки точности диагностики для каждого случая.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Математическое моделирование кровообращения на основе програмного
комплекса cvss / И. В. Ашметков, А. Я. Буничева, В. А. Лукшин и др. //
Компьютерные модели и прогресс медицины. Наука Москва. 2001. С. 194–
218.

[2] Математическое моделирование квазиодномерноей гемодинамики / А. Я. Бу-
ничева, С. И. Мухин, Н. В. Соснин, А. Б. Хруленко // Журнал вычислитель-
ной математики и математической физики. 2001. Т. 55, № 8. С. 1417–1428.



Егоров В. М., Терновский В. В. 165

О ПРИМЕНЕНИИ РАЗНОСТНЫХ МЕТОДОВ В

КОЭФФИЦИЕНТНЫХ ОБРАТНЫХ ЗАДЧАХ

Егоров Виталий Михайлович1, Терновский Владимир Владимирович2

1 Кафедра вычислительных методов, e-mail: vital04frost@gmail.com
2 Кафедра вычислительных методов, e-mail: vladimir@chatroulette.com

Рассматривается задача быстродействия для оптимального управления ко-
лебаниями линейного маятника с трением [1]. Данный процесс описывается
задачей оптимального управления для линейного уравнения:

ẍ+ µẋ+ ω(t)x = 0

x(0) = A

ẋ(0) = 0

(1)

Ищется такое решение x = x(t), что
x(T ) = B

ẋ(T ) = 0

T → inf

0 ⩽ ω(t) ⩽ 1

(2)

Наряду с задачей (1), (2) рассматриваются различные разностные аппрок-
симации поставленной задачи [2]. Для дискретной задачи были разработаны
алгоритмы, позволяющие найти приближенное решение. В работе проверяется
корректность работы построенных разностных методов путем сравнения се-
точных решений с аналитическими решениями дифференциальной задачи (1),
(2).

Рассмотрены различные разностные схемы задачи быстродействия, получе-
но условие разрешимости.

Одним из главных результатов работы является выбор наилучшего способа
аппроксимации и исследование сходимости сеточного решения к решению
дифференциальной задачи.
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При математическом моделировании в небесной механике и классической
молекулярной динамике возникает необходимость в численном решении задачи
Коши для систем гамильтоновых уравнений. Довольно часто решения таких
задач содержат интервалы резкого изменения компонент решения, разделенные
участками плавного изменения искомых величин. В таких случаях численные
алгоритмы решения задачи с постоянным шагом интегрирования являются
крайне неэффективными.

Требуются алгоритмы автоматического выбора шага интегрирования не
разрушающие тонкие свойства решений задачи Коши для гамильтоновых си-
стем. К таким свойствам относятся симплектичность отображения начального
состояния системы в текущее состояние, обратимость во времени, наличие пер-
вых интегралов. Эти свойства имеют глубокий геометрический и физический
смысл и должны быть сохранены в приближенных решениях в рамках точной
арифметики. Требование сохранения перечисленных свойств точного решения
задачи Коши для гамильтоновых уравнений особенно важно при решении задач
на больших промежутках времени.

Как известно [1], попытки построения приемлемых алгоритмов автоматиче-
ского выбора шага интегрирования на основе правила Ричардсона и вложенных
методов Рунге-Кутты в случае гамильтоновых систем потерпели неудачу.

Доклад посвящен подходу, основанному на замене независимой переменной
с целю «выпрямления» решения и расширении исходного фазового простран-
ства для сохранения гамильтоновости на основе преобразования Зюндмана.
Для получения численного решения в расширенном фазовом пространстве
используются симметрично-симплектические методы Рунге-Кутты и метод
Верле. В качестве примера рассматривается задача о движении материальной
точки в центральном поле.
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Среди задач преобразования оптической частоты особое место занимает
солитонное распространение двуцветного лазерного излучения в периодиче-
ских средах с квадратичной нелинейностью и симметрией четность-время
(PT-симметричных структурах). Чередование поглощающих и генерирующих
слоев в таких структурах в сочетании с брэгговским отражением приводит к
проявлению необычных свойств параметрических солитонов. В работе [1] была
показана возможность солитонного распространения волн на обеих частотах
в условиях самозахвата в пассивной среде (без активных генерирующих и
поглощающих элементов). Наличие активных элементов существенно изме-
няет отражательные свойства периодической структуры, оказывая влияние на
возможность распространения волн в условиях самозахвата [2,3]. В настоящем
докладе приводятся результаты численного исследования влияния ширины
падающего пучка на отражающие свойства активной периодической структуры
и солитонное распространение двуцветного излучения.

В основе математической модели лежат четыре связанных уравнения Шре-
дингера для прямой и обратной волны на основной частоте и частоте второй
гармоники. В уравнениях учитывается поперечная дифракция и брэгговский
резонанс на обоих частотах. Численное моделирование проводилось на основе
консервативной конечно-разностной схемы, записанной на характеристиках [4].
Результаты моделирования показали, что режим самозахвата волн наблюдается
преимущественно для широких пучков, причем наличие активных элементов
может приводить к заметной филаментации захваченных пучков.

Работа выполнена при поддержке National Key Research and Development
Program of China (No. 2022YFC3310300), Beijing Natural Science Foundation
(No. Z210001), National Natural Science Foundation of China (No. 12171036)
и научно-образовательной школы МГУ "Фотонные и квантовые технологии.
Цифровая медицина."
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Работа входит в серию работ по математическому моделированию кровообра-
щения на графе сосудов и посвящена исследованию спектра пульсовой волны
(см. [1]).

В работе используется математическая модель кровообращения, реализо-
ванная в программном комплексе CVSS (см., например, [2]). В этой модели
сердечно-сосудистая система представляется в виде графа, в котором ребра
графа соответствуют сосудам, а узлы графа - участкам ветвления сосудов,
органам или мышечным тканям. На основе этой математической модели прово-
дится изучение зависимости спектральной картины волн давления и скорости
кровотока от различных параметров течения крови. В частности, рассматри-
вается влияние на спектральную картину таких параметров как пропускная
способность некоторых участков кровеносной системы, время сердечного цик-
ла, время сердечного сокращения (систолы). Проведена серия вычислительных
экспериментов с варьированием указанных параметров и последующий срав-
нительный анализ спектральных картин, получаемых при разных значениях
параметров.

Показано, что изменение пропускной способности некоторых участков
кровеносной системы влияет на амплитуду спектра, а варьирование времени
сердечного цикла и сердечного сокращения сказывается на распределении
гармоник по амплитудам и по частотам.
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Проведенные исследования являются первым шагом в предполагаемых даль-
нейших исследованиях возможности диагностики патологий кровообращения
по изменению спектральной картины модели пульсовой волны.
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Предполагается, что одним из возможных способов исследования особен-
ностей течения при мат.моделировании кровообращения на графе [1] может
являться исследование спектра периодических пульсовых волн давления и ско-
рости крови в некоторых точках этого графа. При этом необходимо выяснить,
как спектр зависит от отрезка разложения. В работе рассматривается влияние
на спектр кратности отрезка разложения периоду пульсовой волны. Изучаются
факторы, влияющие на сходимость спектра в случае разложения на отрезке, не
кратном периоду пульсовой волны.

Показана связь между спектрами периодической функции при разложении
на периодах разной длины. Для спектра периодической функции, полученного
при разложении на периоде, и спектра этой функции при разложении на
отрезке не кратном периоду получены оценки связи между ними. Рассмотрены
способы сравнения спектров, соответствующих разным частотным решеткам.
Исследована сходимость спектра периодической функции при разложении на
отрезке не кратном периоду в зависимости от длины отрезка разложения и от
сдвига.
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В настоящее время множество работ посвящено математическому моделиро-
ванию функционирования печени и почек. Обычно они нацелены на описание
имитации кровотока в сгенерированных структурах сосудистой сети органов.
Особенностью данной работы является включение разработанных моделей
и учет базовых топологических и функциональных характеристик печени и
почек в рамках программного солвера CVSS.

До данной работы в программном комплексе CVSS [1], [2], [3] исполь-
зовался граф большого круга кровообращения, в котором топология почек и
печени моделировалась малым количеством узлов. Данный доклад посвящен
детализации существующей модели почек и печени и изучению методами
математического моделирования кровообращения в почках и печени в рамках
большого круга кровообращения при различных заболеваниях.

Предложены принципиальные детализированные модели сосудистой сети в
печени и в почках, где эффективно воспроизводятся топологическая система и
основные параметры общего кровотока (давления, потока, скорости), а также
учтены обменные процессы. Для определения эффективных значений парамет-
ров построенных графов сосудов нефрона и дольки печени были использованы
фрактальные размерности, найденные по алгоритму Box-counting. Результаты
расчетов показали работоспособность предложенных моделей.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛОВОГО РЕЖИМА В

ТОННЕЛЕ МЕТРО
Песков Николай Владимирович, Лысак Татьяна Михайловна

Кафедра вычислительных методов, e-mail: peskov@cs.msu.ru, lysak@cs.msu.ru

Математическое моделирование теплового режима метрополитена представ-
ляет интерес как для обеспечения оптимального режима его эксплуатации,
так и для возможного использования тепловой энергии, накопленной в окру-
жающем грунте вследствие работы метрополитена [1, 2]. В работе [3] была
предложена математическая модель для расчёта распределения температуры
в системе два тоннеля метро - окружающий грунт. Модель представляет со-
бой систему, составленную из уравнения теплопроводности для температуры
грунта и уравнения баланса тепла для температуры воздуха в тоннеле. Модель
учитывает конвективный теплообмен на поверхности земли и стенке тоннеля,
генерацию тепла в тоннеле и воздухообмен между тоннелем и атмосферой.
Модель предназначена для расчёта долгосрочных изменений температуры
грунта и средней температуры в тоннеле. Однако использование детальных
данных о генерации тепла и метеорологических данных позволяет оценивать
краткосрочные изменения температуры в тоннеле. На основе этих оценок
можно определять скорость воздухообмена с атмосферой, необходимую для
поддержания комфортной температуры в тоннеле.

В настоящем докладе обсуждаются алгоритмы выбора значения скорости
воздухообмена, позволяющие уменьшить влияние годовых колебаний темпе-
ратуры атмосферного воздуха на среднюю температуру воздуха в тоннеле.
Численное моделирование проводилось для характерных параметров тоннелей
московского метрополитена и типового климатического года города Москва
[4]. Результаты моделирования показывают, что предложенные алгоритмы поз-
воляет существенно уменьшить амплитуду сезонных колебаний температуры
воздуха в тоннеле метрополитена, приблизив ее значение к оптимальному.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образова-
ния РФ, уникальный идентификатор проекта RFMEFI57918X0159.
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ЗНАЧЕНИЕ ВЫРОЖДЕННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ДЛЯ

УРАВНЕНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ
Петрова Людмила Ивановна

Кафедра вычислительных методов, e-mail: ptr@cs.msu.ru

Роль вырожденных преобразований (преобразований не сохраняющих диф-
ференциал) для дифференциальных уравнений связана с тем, что такое пре-
образование приводит дифференциальное уравнение к интегрируемому виду.
Примером вырожденного преобразования является преобразование Лежандра,
которое применялось при исследовании интегрируемости дифференциальных
уравнений в работах Куранта и Гильберта, при исследовании уравнения Га-
мильтона Якоби и уравнения Эйлера (переход от Лагранжевого многообразия к
интегрируемому Гамильтоновому многообразию).

Вырожденные преобразования связаны с кососимметричными дифферен-
циальными формами, которые в отличие от внешних форм, определены на
неинтегрируемых многообразиях. Значение вырожденных преобразований за-
ключается в том, что при вырожденном преобразовании происходит переход
от неинтегрированного пространства к структурам интегрируемого многообра-
зия. Такое свойство вырожденного преобразования, которого нет ни в одном
математическом формализме, имеет решающее значение для дифференциаль-
ных уравнений математической физики. При вырожденном преобразование
уравнение математической физики становится интегрируемым.

В докладе акцентируется внимание на том, что вырожденные преобразова-
ния, которые реализуются при решении уравнений математической физики,
приводят не только к реализации интегрируемости уравнений, но и раскрывают
уникальные возможности уравнений математической физики, позволяющие
описывать дискретные переходы, квантовые эффекты и процессы возникнове-
ния различных структур.
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ПРОЯВЛЕНИЕ ЭФФЕКТОВ НЕЛИНЕЙНОЙ ГРАДИЕНТНОЙ

ОПТИКИ ПРИ ФОРМИРОВАНИИ КОНТРАСТНЫХ

СТРУКТУР В ПОЛУПРОВОДНИКЕ

Трофимов Вячеслав Анатольевич1, Егоренков Владимир Александрович,
Логинова Мария Михайловна2
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2 Кафедра вычислительных методов, e-mail: egorenkov-v-a@cs.msu.ru, mloginova@cs.msu.ru

В работе рассматривается двумерная задача прохождения оптического им-
пульса через полупроводник. Для описания процесса предложена новая мате-
матическая модель, в которой, в отличие от традиционного подхода, эволюция
оптического импульса описывается с помощью нелинейного уравнения Шрё-
дингера, записанного относительно комплексной амплитуды падающей опти-
ческой волны A и учитывающего продольную дифракцию (вдоль координаты
распространения импульса) оптического пучка:

∂A

∂t
+ iDx

∂2A

∂x2
+ iDy

∂2A

∂y2
+
βAδ0
2

δ(N, n)A = 0.

Таким образом, комплексная амплитуда является медленно изменяющейся
функцией только во времени и быстро осциллирующей вдоль координаты
распространения. Математически это означает отказ от традиционно использу-
емого в нелинейной оптике приближения медленно изменяющейся амплитуды
по координате распространения оптического излучения.

Как известно, при определенных условиях рассматриваемый процесс может
сопровождаться формированием контрастных структур с высокими гради-
ентами на границах (доменов высокого поглощения или доменов высокой
концентрации заряженных частиц) (рис. 1). Из оптики известно [1], что гради-
ент показателя преломления или коэффициента поглощения вещества приводит
к появлению отраженной волны от границы, на которой имеет место данный
градиент [2]. Для её учета надо принимать во внимание дифракцию оптическо-
го пучка вдоль координаты его распространения, что ранее другими авторами
не проводилось. В частности, в работах [3, 4] (и в других работах авторов)
учитывалась только поперечная дифракция. Важно подчеркнуть, что в исследу-
емом случае, градиент характеристик среды индуцируется самим падающим
излучением из-за возрастающего поглощения и на нем же происходит отра-
жение излучения (рис. 1). Такие задачи относятся к новому направлению –
нелинейной градиентной оптике.

На основе компьютерного моделирования продемонстрировано проявле-
ние эффектов нелинейной градиентной оптики, а также исследовано влияние
параметров системы на форму и амплитуду отраженной волны для случая
модельной задачи с фиксированным доменном высокого поглощения.
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Рис. 1: Схема взаимодействия оптического импульса с индуцированной им
контрастной структурой: без учета дифракционных эффектов (серые линии) и
с их учетом (синие линии)
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Широков Иван Анатольевич
Кафедра вычислительных методов, e-mail: ivanshirokov@inbox.ru

Изучение струйных течений газа является важной задачей аэродинамики в
силу многочисленных научных и практических приложений таких процессов. В
литературе описаны экспериментальные и расчетные результаты, полученные
при исследовании газовых струй в различных постановках [1, 2]. Такие течения
сопровождаются появлением ударно-волновых областей сложной структуры,
а таже турбулентных зон, что часто вызывает трудности при компьютерном
моделировании.

В данной работе для моделирования струйного течения применен квазигазо-
динамический (КГД) алгоритм [3], позволивший достаточно хорошо разрешить
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структуру ударно-волновых областей в сверхзвуковой (Ma = 2) недорасши-
ренной (pin/patm = 1.46) затопленной струе. За основу взята постановка из
работы [1], в которой приведены экспериментальные результаты, полученные
в лабораторных условиях при изучении истечения воздушных струй в область
неподвижного воздуха.

Моделирование на основе КГД алгоритма в трехмерной постановке позво-
лило исследовать процесс развития струйного течения во времени. При этом
происходит формирование нескольких ударно-волновых областей в ближней
зоне течения, и появление турбулентной области в дальней зоне. (рис. 1)

Рис. 1: Мгновенные (слева) и осредненные (справа) уровни давления, нанесен-
ные на изоповерхности модуля градиента давления

При анализе результатов численного моделирования получены оценки опти-
мальных времен осреднения для исследования различных зон течения, что дает
возможность эффективно использовать вычислительные ресурсы при модели-
ровании струйных течений в подобных постановках. При сравнении осевого
распределения давления с экспериментальными данными получено достаточно
хорошее количественное соответствие, что подтверждает перспективность ис-
пользования КГД алгоритма при численных исследованиях струйных течений.

Вычисления проведены с помощью суперкомпьютера K-100, установленного
в Центре коллективного пользования ИПМ им. М.В. Келдыша РАН. Автор
выражает благодарность Т. Г. Елизаровой, М. В. Крапошину и А. С. Епихину за
обсуждение представленной тематики.
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Ввиду активного развития производственных процессов с характерными
размерами порядка миллимикрона, внимание исследователей в последнее де-
сятилетие привлекает математическое моделирование течений электролитов в
тонких каналах. Приложения в этой области связаны с управлением потоками
ионов: это насосы и миксеры для электролитов, источники тока, опреснители
воды и сепараторы белков. Математическое моделирование является важным
инструментом разработки таких устройств [1-5].

Основой для моделирования динамики концентраций частиц в приближе-
нии сплошной среды является система уравнений Пуассона-Нернста-Планка,
которая может быть дополнена системой уравнений Навье-Стокса для вязкой
несжимаемой жидкости [6]. Однако в такую модель также необходимо вклю-
чить адекватное описание диссоциации молекул и ассоциации ионов, как это
делается, например, в [7].

При внесении электролита в растворитель диссоциация происходит не мгно-
венно и не одновременно во всём растворе, а с конечной скоростью и сопро-
вождается диффузией электролита. При этом характерное время диссоциации
и ассоциации намного меньше, чем характерное время диффузии, миграции
или конвекции. Поэтому концентрации молекул и ионов в растворе быстро до-
стигают состояния химического равновесия. Однако наличие диффузии может
привести к неустойчивости этого состояния.

В настоящей работе предложена математическая модель электролитической
диссоциации, имеющая вид смешанной задачи для системы уравнений типа
"реакция-диффузия". Отличительной особенностью модели является вырожден-
ность равновесного однородного стационарного распределения концентраций,
которое зависит от начальной концентрации реагентов. Будучи устойчиво
при отсутствии диффузии, оно может потерять устойчивость в результате
бифуркации Тьюринга. При этом наблюдается формирование пространствен-
ных структур. Проведённые расчёты показывают устойчивость возникающего
распределения концентраций. Тем самым показано, что при моделировании
течений электролита весьма важно учитывать как их нестационарность, так и
их возможную пространственную неоднородность, что может оказать огромное
влияние на скорость протекания химических реакций.
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ОТКРЫТОЙ ПЛАТФОРМЕ АНАЛИЗА ТРАНСПОРТНЫХ

ДАННЫХ

Булыгин Марк Валерьевич1, Намиот Дмитрий Евгеньевич2

1 Кафедра информационной безопасности, e-mail: messimm@yandex.ru
2 Кафедра информационной безопасности, e-mail: dnamiot@gmail.com

Комфортный и безопасный транспорт является неотъемлемой частью со-
временных городов. Для своевременного реагирования на изменения, проис-
ходящие в городе, работникам транспортной сферы необходимо постоянно
получать отчеты об объеме этих изменений. Важно отметить, что главной
задачей является именно детальное описание изменений, а не их предсказание,
так как в части случаев изменения не могут быть предсказаны заранее или же
дата их наступления является известной заранее.

В работах [1,2] нами предложена концепция решения задач цифровой урба-
нистики, а также разработана архитектура открытой платформы для анализа
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транспортных данных, реализующая эту концепцию. В рамках данной плат-
формы может быть разработано решение для автоматизированной генерации
отчетов об изменениях, происходящих в транспортных системах. При этом нет
необходимости разрабатывать систему создания отчетов полностью, так как в
платформе определены базовые методы для считывания данных, их проверки
и визуализации.

Изменения в транспортных потоках могут быть поделены на краткосрочные
(например, изменение транспортного потока метро из-за человека на путях),
сезонные (например, изменения, вызванные каникулами у студентов), а также
структурные (например, вызванные строительством новых жилых районов).
Для каждого типа изменений необходимо использовать собственные методы
описания, виды текстовых отчетов и приемы визуализации.
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В модели анализа приложения на уязвимости методом “черного ящика”
любое улучшение методов извлечения информации о серверных точках входа в
клиентской части повышает вероятность обнаружения уязвимостей в серверной
части. В данной работе исследована гипотеза о том, что закомментированный
JavaScript-код клиентской части веб-приложения может содержать полезную
информацию о серверных точках входа, недоступную в “живом” коде клиент-
ской части. Зачастую, неиспользуемую или устаревшую со временем часть кода
программисты прячут внутри блока комментариев вместо удаления (см. Рис.
1). Поскольку клиентский и серверный код исполняются изолированно друг
от друга, то возможна такая ситуация, что часть клиентского кода окажется
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закомментированной, при этом с сервера соответствующая функциональная
возможность удалена не будет.

Рис. 1: Пример закомментированного кода с сайта
https://www.donanimhaber.com/.

В данной работе предложен подход на основе статического анализа кода
на языке JavaScript, при котором блоки комментариев подвергаются простым
преобразованиям (удаление экранирующих символов, пустых строк и т.д.) так,
чтобы получить синтаксически допустимый программный код, пригодный для
статического анализа в контексте остальной части программы. Предложенный
в данной работе подход к извлечению информации о серверных точках входа
с помощью анализа закомментированного клиентского кода является новым.
В рамках работы были изучены статические анализаторы кода с поддержкой
языка JavaScript, такие как TAJS [2], SAFE [3] или WALA [4] — ни один из них
не позволяет анализировать закомментированный код.

В рамках работы было проведено экспериментальное исследование на вы-
борке из 100 тыс. приложений из рейтинга Alexa Top 1 Million, которое по-
казало, что закомментированные запросы с оставленной функциональностью
на сервере действительно встречаются в реальных приложениях в интерне-
те. В проведенном эксперименте они нашлись в 2.78% от исследованных
веб-приложений, более того, примерно 40% из них имеют соответствующую
“живую” точку входа на сервере. Выборочный ручной анализ показал, что по-
добные запросы нередко оказываются уязвимыми: в “забытых” серверных API
были найдены Reflected XSS, SQL Injection, PHP code injection и другие. Таким
образом, закомментированный код представляет особую опасность для разра-
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ботчиков приложений, так как "невидим"для существующих инструментальных
средств автоматического тестирования и поиска уязвимостей.
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Технологии машинного обучения широко применяются для обработки есте-
ственного языка, так как в классических прикладных лингвистических задачах
нейросетевые языковые модели превзошли по качеству счетные методы [1].
Часть результатов с точки зрения человека ошибочна, но значительное количе-
ство ошибок вызвано не проблемами и недостатками применяемых методов
машинного обучения, а отражают содержание использованных при обучении
текстов.

Векторное представление слов обеспечивает интерпретируемость и просле-
живаемость (в семантическом векторном пространстве применимы и осмыс-
ленны классические векторные операции), позволяющие выявление лингвисти-
ческих закономерностей [2]. Последующие большие нейросетевые языковые
модели интерпретируются существенно тяжелее.

Векторное представление слов позволяет проводить содержательный анализ
через проекции векторов терминов на ось, соответствующую распределению
некоторой конкретной характеристики. В статье [3] таким способом проана-
лизировано распределение ассоциаций профессий по гендерному признаку.
В статьях [4, 5] векторное пространство анализируется через семантические
проекции по многим характеристикам, таким как маленький — большой, хо-
роший — плохой, формальный — неформальный. Получается срез человеческих
представлений и оценок, содержащихся в текстах: например, дельфины и ал-
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лигаторы похожи по размеру, но отличаются по опасности [5], а виды спорта
ассоциируются с разным уровнем финансового достатка [4].

Вышеописанные результаты получены для английского языка, а в данной
работе проводится сравнительный анализ для разных языков. Межкультурные
различия находят свое отражение в семантическом векторном пространстве
и могут быть частично измерены численно. Простым примером являются
различия в популярности видов спорта.
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Представленный в 1994 г. [2] проект глобальной сети, который впослед-
ствии вырос в сеть «Интернет», был необходим для продвижения и сохранения
доминирования США в сфере информационно-коммуникационных техноло-
гий, и одновременно – как инструмент реализации национальных интересов.
Разработка стэка протоколов TCP/IP была отчасти профинансирована Управ-
лением перспективных исследовательских проектов Министерства обороны
США.[1] Корпорация по управлению доменными именами и IP-адресами
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(ICANN), которая с 1998 г. занимается регулированием вопросов, связанных с
доменными именами, IP-адресами и прочими аспектами функционирования
интернета, по-прежнему находится под опосредованным контролем США. В
то же время, сегодня в развитии сети интернет можно наблюдать нараста-
ние центробежных тенденций. С одной стороны, это находит отражение в
целенаправленной политике отдельных государств по развитию параллельного
технико-технологического потенциала, направленного на сохранение устойчи-
вости, доступности и целостности национальных сегментов глобальной сети.
С другой стороны, появляются и политические предпосылки переформати-
рования концепции глобальной сети. Так, в США всё более громко звучит
идея о консолидации с союзниками и единомышленниками и обособления
от всех «злонамеренных» акторов в ИКТ-среде. В частности, она находит
отражение и в опубликованной в марте 2022 г. Национальной стратегии ки-
бербезопасности, где говорится, что она «позволит Соединенным Штатам, их
союзникам и партнерам вместе построить цифровую экосистему, сделав её бо-
лее простой и изначально защищенной, устойчивой и соответствующей нашим
ценностям».[4, p.1] В то же время Китай предложил своё видение будущего гло-
бальной сети: «для создания сообщества единой судьбы в киберпространстве
следует придерживаться концепции глобального управления, основанной на
совместных консультациях, совместном строительстве и совместном пользова-
нии, и продвигать многостороннюю, демократическую и прозрачную междуна-
родную систему управления интернетом».[3, p.3] В условиях обозначившегося
движения к раздроблению и регионализации глобальной сети Россия и Китай
могут предпринять упреждающие шаги – во-первых, продолжить укрепление
собственного цифрового суверенитета в рамках взаимовыгодного и равно-
правного сотрудничества. Во-вторых, необходимо активизировать работу по
практической реализации альтернативного видения развития международной
компьютерной сети.
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Рассматривается задача поиска аномалий с использованием моделей процес-
са, заданных в виде ациклических ориентированных графов. Под процессом
понимается описание технологии, некоторое множество конечных последова-
тельностей атомарных инструкций, предназначенное для создания некоторого
продукта или предоставления некоторых услуг для пользователя. Задача поиска
аномалий с использованием моделей процесса является актуальной, например,
при анализе логов событий многопользовательских систем, анализе трафика в
межсетевых экранах для веб-приложений, обеспечении консистентного доступа
к базам данных. Основные результаты по решению данной задачи предложены
в работе [1].

Пусть задан некоторый журнал событий (лог) L, содержащий данные s
процессов. По логу строятся формальные модели в виде конформных графов,
которые задают все легальные (правильные) исполнения данных процессов.
Алгоритмы построения таких графов, которые являются подмножеством ацик-
лических ориентированных графов с дополнительным наложением условий
минимальности и соответствия логу L, были предложены в работе [1]. Данная
работа затрагивает ранее нерасмотренный случай наличия следов нескольких
процессов в трассе, проверяемой на аномальность.

Рассматриваются s процессов, с непустыми множествами дей-
ствий V1, . . . , Vs и соответствующими конформными графами
G1 = (V1, E1), . . . , Gs = (Vs, Es). Пусть n = maxi |Vi|, e = maxi |Ei|,
i = 1, . . . , s.

Теорема 1 (Поиск аномалий для трассы, содержащей следы множества процес-
сов, имеющих различные множества действий). Пусть множества действий
для s процессов не пересекаются, то есть Vi∩Vj = ∅, при i ̸= j, i, j = 1, . . . , s.
Пусть для s процессов построено s конформных графов зависимостей. Пусть
в некоторой трассе t могут содержаться следы множества процессов. Тогда
поиск аномалий в трассе t может быть выполнен за O

(
s2 + s|t|+ sn2 + se

)
.
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Доказательство теоремы заключается в разбиении проверяемой трассы t на
подтрассы, каждая из которых содержит в себе след только одного процесса, и
в решении задачи поиска аномалий для каждой из полученных подтрасс (их
может быть не более s штук) и соответствующего процессу конформного графа.
Показано, что разбиение трассы t возможно осуществить за один проход. Таким
образом, для данной задачи остается актуальной оценка решения задачи поиска
аномалий, предложенная в работе [1], для случая, когда в трассе содержится
след только одного процесса. Более того, если для задачи поиска аномалий
уже были построены модели процессов в виде ациклических ориентированных
графов, тогда параметры s, n, e будут константами и справедливо:

Следствие (Поиск аномалий для трассы, содержащей следы множества про-
цессов, имеющих различные множества действий). Пусть выполнены условия
Теоремы 1. Тогда поиск аномалий в трассе t может быть выполнен за O (|t|).
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Большинство численных методов, используемых для решения краевых задач
принципа максимума Понтрягина, основаны на конечно-разностных аппрокси-
мациях по времени. Альтернативный подход к решению краевых задач состоит
в использовании проекционных (спектральных) методов. Проекционный метод,
описанный в работе [1], использует аппроксимацию решения на конечном
отрезке. Метод, предложенный в работе [2], является обобщением [1] для
задач на бесконечном интервале. Оба метода сформулированы для задач с
дискретным временем (см. [3]).

Для задач экономического роста на бесконечном интервале с непрерывным
временем [4] проекционный метод предложен в работе [5]. Краевым условием
на бесконечности является предельное соотношение (условие трансверсально-
сти). Решение параметризуется следующим образом:

x(t, a) =
n∑

i=0

aiφi(t)e
−λt + xss(1− e−λt).
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Здесь φi(t) = Li(λt) — базисные функции, где Li(t) — ортогональные полино-
мы Лагерра, а проекции невязки вычисляются с помощью соответствующего
скалярного произведения. Наилучшая сходимость метода достигается, если
параметр λ в показателе экспоненты выбран равным отрицательному собствен-
ному значению матрицы линеаризации гамильтоновой системы в неподвижной
точке xss.

В предложенном нами методе есть ряд отличий по сравнению с дискретным
аналогом [2], касающихся выбора базисных функций и скалярного произведе-
ния. Для иллюстрации метода и анализа сходимости мы используем интегриру-
емые случаи в модели Рамсея (см. [4]). Проекционный метод на бесконечном
интервале мы сравниваем с методом разностной аппроксимации по времени,
методом стрельбы и методом динамического программирования.
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В работе построено множество управляемости в начало координат для одной
задачи оптимального быстродействия.

Фазовые координаты объекта подчиняются системе дифференциальных
уравнений второго порядка, линейной относительно фазовых переменных и
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относительно переменных управления. Матрица коэффициентов при фазовых
переменных имеет различные положительные собственные значения. Класс
допустимых управлений состоит из кусочно-непрерывных векторных функций,
принимающих значения из выпуклого четырехугольника, стороны которого не
параллельны осям координат и который включает в качестве внутренней точки
начало координат.

С целью решения поставленной задачи сначала строится опорная фунция
множества управляемости. Затем, на основании того, что в предположениях
задачи множество управляемости является выпуклым, искомое множество
восстанавливается по его опорной функции. Граница построенного множества
управляемости описывается параметрически заданными функциями.

Для каждой фиксированной длины интервала движения определена точка
множества управляемости, имеющая максимальную ординату.

Показано что даже при увеличении интервала движения до бесконечности,
множество управляемости является ограниченным.

СИНТЕЗ УПРАВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЕМ НЕЛИНЕЙНОЙ

СИСТЕМЫ ПО ЗАДАННОЙ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ

ТРАЕКТОРИИ

Горьков Валерий Павлович1, Григоренко Николай Леонтьевич2

1 Лаборатория обратных задач, кафедра математической физики, e-mail: v-p-gorkov@yandex.ru
2 Кафедра оптимального управления, e-mail: grigor@cs.msu.ru

Рассматривается задача аналитического синтеза управления для матема-
тической модели летательного аппарата, обеспечивающего движение части
координат фазового вектора по заданной траектории в R3. Используется ма-
тематическая модель движения центра масс твердого тела в трехмерном про-
странстве [1]:

V̇ = −g sin θ + gv1,

θ̇ = −cos θ
V g + g

V v2,

ψ̇ = − g
V cos θv3,

Ḣ = V sin θ,

L̇ = V cos θ cosψ,

Ż = −V cos θ sinψ,

(1)

где V - земная скорость твердого тела, м/с; θ - угол наклона траектории,
рад; ψ - угол пути, рад; H - высота, м; L - дальность, м; Z - боковая
дальность, м; (v1, v2, v3) - вектор управления, м/c2. Рассматривается задача
определения вектора управления (v1, v2, v3) как функции координат состояния
vi = vi(H,L,Z, V, θ, ψ), i = 1, 2, 3, обеспечивающих асимптотическое движение
компонент фазового вектора (H,L, Z) к заданной траектории в R3 и движение
вдоль нее с заданной скоростью. Заданная траектория представляет собой
кривую в R3 в виде пересечения двух поверхностей

f1(H,L,Z) = 0, f2(H,L,Z) = 0, (2)
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где f1, f2 - дифференцируемые функции. Решение классов задач управления
движением по определенной траектории для нелинейных систем содержится в
работах [2,3,4], в которых предложены подходы к аналитическому конструиро-
ванию соответствующих управлений. В настоящей работе предложен алгоритм
управления, гарантирующий асимптотическое сближение и удержание части
компонент фазового вектора нелинейной системы (1) на заданной траектории
(2) и движение вдоль нее с заданной скоростью. Предлагаемый алгоритм управ-
ления может быть востребован для реализации различных задач робототехники,
например, задач мониторинга окружающей среды.
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О ПОИСКЕ СЕДЛА ФУНКЦИИ ЛАГРАНЖА ПРИ НАЛИЧИИ

АПРИОРНЫХ ОГРАНИЧЕНИЙ НА НОРМУ МНОЖИТЕЛЯ
Дряженков Андрей Александрович
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Рассматривается линейное операторное уравнение при наличии квадратич-
ного ограничения:

Au = f, ∥Bu− g∥2G ⩽ R2.

Здесь предполагается, что элементы f ∈ F , g ∈ G заданы вместе с линейными
ограниченными операторами A ∈ L(H → F ), B ∈ L(H → G), число R > 0, а
пространства H , F , G являются гильбертовыми. Требуется найти нормальное
решение операторного уравнения, т. е. решение u∗ ∈ H следующей задачи
условной минимизации:

∥u∥2H → min
u∈U

, U =
{
u ∈ H

∣∣Au = f, ∥Bu− g∥2G ⩽ R2
}
.

В предположении о выполнении условий регулярности

R(A∗) = R(A∗), B∗(Bu∗ − g) ̸∈ R(A∗)

эта задача может быть сведена к задаче поиска седловой точки функции Лагран-
жа

L(u;λ, µ) = ∥u∥2H + ⟨λ,Au− f⟩F + µ
(
∥Bu− g∥2G −R2

)
.
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Предполагается, что известны константы ru, rλ и rµ, ограничивающие нормы
решения u∗ и множителей Лагранжа λ∗ и µ∗:

∥u∗∥H ⩽ ru , ∥λ∗∥F ⩽ rλ , |µ∗| ⩽ rµ .

Предлагается метод поиска седловой точки функции Лагранжа L(u;λ, µ),
устойчивый к неравномерным возмущениям в операторах A, B. Предположения
о неточных данных An ∈ L(H → F ), Bn ∈ L(H → G), fn ∈ F , gn ∈ G так
же, как и в [1], включают предположения о сильной поточечной сходимости
приближённых операторов An, A∗

n, Bn, B∗
n к точным A, A∗, B, B∗. В методе

составляется приближённая функция Лагранжа

Ln(u;λ, µ) = ∥u∥2H + ⟨λ,Anu− fn⟩F + µ
(
∥Bnu− gn∥2G −R2

n

)
.

и ищется её седловая точка (un ;λn , µn) на множестве

{(u;λ, µ) ∈ H × F × R | ∥u∥H ⩽ ru , ∥λ∥F ⩽ rλ , 0 ⩽ µ ⩽ rµ}.
В работе доказана теорема о сильной сходимости в H первых компонент

седловой точки un к точному нормальному решению исходной задачи u∗.
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В докладе рассматривается двумерная модель экономического роста с про-
изводственной функцией Кобба –Дугласа с одинаковыми коэффициентами
амортизации. Критерий качества, задаваемый в интегральном виде типа лога-
рифм, характеризует интегральный объём потребления либо его полезность с
учётом дисконтирования на бесконечном горизонте планирования. Изучается
случай функции Кобба-Дугласа с убывающей отдачей, то есть когда сумма
коэффициентов эластичности меньше единицы. В модели получен аналитиче-
ский вид особого решения, вдоль которого экстремальное решение развивается
во времени в зависимости от начальной позиции. Это биссектриса первого
квадранта. Интересно отметить что вид особого луча не изменился в сравне-
нии со случаем постоянной отдачи отдачи от масштаба. Основным аппаратом
исследования является принцип максимума Понтрягина. С его помощью на-
ходятся экстремальные решения. Обоснование оптимальности полученных
решений проводится с помощью теоремы о достаточных условиях в терминах
конструкций принципа максимума, разработанной Ю. Н. Киселёвым.
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КОРРЕКТНОСТЬ ЗАДАЧИ НАХОЖДЕНИЯ МИНИМАКСА

ФУНКЦИИ ДВУХ ВЕКТОРНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

Никольский Михаил Сергеевич
МИАН РАН им. В.А.Стеклова, факультет ВМК МГУ, e-mail: mni@mi-ras.ru

В теории игр (см.,например, монографии Н.Н.Красовского, А.И.Субботина,
Л.А.Петросяна, В.И.Жуковского и др.), в теории управления с неполной ин-
формацией (см. ,например, монографии А.Б.Куржанского и др.), а также в
теории исследования операций (см. ,например, монографии Ю.Б.Гермейера,
Н.Н.Моисеева и др.) часто возникают операции минимакс или максимин от
функции двух векторных переменных. Изучению этих операций посвяще-
ны, например, монографии В.Ф.Демьянова, В.Н.Малоземова, Дж.Данскина,
В.В.Федорова и др.. Отметим, что как и в оптимизационных задачах (см, на-
пример, работы А.Н.Тихонова, Ф.П.Васильева и др.), в теории минимаксных
задач возможны различные постановки задач о корректности. Одной из таких
задач посвящен настоящий доклад.

Рассматривается следующий минимакс :

γ(P,Q) = min
x∈P

max
y∈Q

f(x, y), (1)

где P-непустой компакт из Rk, причем k ⩾ 1, Q-непустой компакт из Rl,
причем l ⩾ 1, а функция f(x, y) определена и непрерывна на Rk×Rl. Отметим,
что величина γ(P,Q) обычно трактуется, как наименьший гарантированный
результат, на который может претендовать игрок, выбирающий вектор x ∈ P и
стремящийся к минимизации функции f(x, y), при отсутствии знания выбора
вектора y ∈ Q.
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В докладе обосновывается непрерывность функционала γ(P,Q) в метрике

h1 = h(P1, P2) + h(Q1, Q2), (2)

где первое слагаемое означает расстояние Хаусдорфа между компактами P1, P2,
а второе слагаемое означает расстояние Хаусдорфа между компактами Q1, Q2.
Такого рода непрерывность функционала γ(P,Q) естественно трактовать, как
корректность задачи вычисления исследуемого минимакса. Отметим, что малые
отклонения компактов P, Q приходится учитывать при наличии неточной
информации относительно компактов P и Q.

Рассмотрен пример применения полученного результата.

МОДЕЛЬ ЭКОНОМИЧЕСКОГО РОСТА С РАЗДЕЛЕНИЕМ

ДОМОХОЗЯЙСТВ

Ровенская Елена Александровна1, Орлов Сергей Михайлович2

1 IIASA, Laxenburg Austria, и Кафедра оптимального управления ВМК МГУ, Москва, e-mail:
rovenska@iiasa.ac.at

2 Кафедра оптимального управления ВМК МГУ, Москва, и IIASA, Laxenburg Austria, e-mail:
sergey.orlov@cs.msu.ru

Рассматривается модификация моделей Солоу и Рамсея [1], в которой до-
мохозяйства разбиваются на два класса: «рабочие» и «инвесторы». Рабочие
обладают всеми трудовыми ресурсами, которые они отдают фирмам, получая
за это зарплату. Часть зарплаты идёт в уплату налога, оставшаяся часть потреб-
ляется. Инвесторы обладают капиталом, который они сдают в аренду фирмам,
получая с этого доход, одну часть которого они реинвестируют в капитал, а
другую потребляют.

Исследуются свойства новых моделей, их связь с классическими моде-
лями Солоу и Рамсея, также анализируется случай, когда государственные
затраты оплачиваются не только при помощи налогов, но и с привлечением
государственных облигаций.

Анализируется возможность модификации модели DICE [2] с учётом двух
классов домохозяйств. Рассматриваются различные функции полезности, кото-
рые учитывают интересы двух классов домохозяйств.
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В настоящем докладе на заданном отрезке времени, являющемся общим
периодом лечения меланомы, рассматривается билинейная управляемая модель,
задаваемая системой дифференциальных уравнений, которая описывает взаимо-
действие между лекарственно-чувствительными и лекарственно-устойчивыми
раковыми клетками как при проведении лекарственной терапии, так и при ее
отсутствии. Эта модель также содержит управляющую функцию времени, от-
вечающую за переход от этапа проведения такой терапии к этапу ее отсутствия
и наоборот. Для нахождения оптимальных моментов переключения между
этими этапами ставится задача минимизации раковой нагрузки как на всем
общем периоде лечения меланомы, так и в его конечный момент. Такая задача
минимизации имеет невыпуклую область управления, что может привести
к отсутствию оптимального решения в поставленной задаче минимизации в
традиционных для приложений классах допустимых режимов. Чтобы избежать
этой проблемы, берется выпуклая оболочка области управления. В результате
возникает ослабленная задача минимизации, в которой оптимальное решение
уже существует. Аналитическое исследование этой задачи минимизации осу-
ществляется благодаря применению принципа максимума Понтрягина. Как
следствие этого, находится соответствующее оптимальное решение в форме
синтеза. К сожалению, он показывает, что существуют значения параметров
билинейной управляемой модели, ее начальных условий и отрезка времени,
для которых исходная задача минимизации не имеет оптимального решения,
поскольку в ней присутствует скользящий режим. Тогда для таких значений
возможно отыскание приближенного оптимального решения исходной задачи
минимизации в классе кусочно-постоянных управлений с заданным числом
переключений. В докладе приводятся результаты анализа связи такого прибли-
женного решения исходной задачи минимизации с оптимальным решением
ослабленной задачи минимизации на основе численных расчетов, выполненных
в среде MAPLE, для значений параметров билинейной управляемой модели,
ее начальных условий и отрезка времени, взятых из реальной клинической
практики.
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