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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîäãîòîâëåíà íà êàôåäðå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõàíèêî-ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà

è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, èñ-

ïîëüçóþùèõ ïåðåñòðàõîâàíèå è âûïëà÷èâàþùèõ äèâèäåíäû.

Àêòóàëüíîñòü è èñòîðèÿ âîïðîñà

Ñòðàõîâàíèå èìååò äîëãóþ èñòîðèþ. Åùå íåñêîëüêî òûñÿ÷ ëåò íàçàä â Âàâèëîíèè, Äðåâ-

íåé Ãðåöèè è Ðèìñêîé èìïåðèè âîçíèêëî âçàèìíîå ñòðàõîâàíèå, îñíîâàííîå íà ïîääåðæêå è

âçàèìîïîìîùè ïðè íåïðåäâèäåííûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ. Äëèòåëüíîå âðåìÿ ñòðàõîâàíèå îñòà-

âàëîñü íàòóðàëüíûì, íî ïîçæå, ïî ìåðå ðàçâèòèÿ òîâàðíî-äåíåæíûõ îòíîøåíèé, ñòàëî ïî-

ÿâëÿòüñÿ ñòðàõîâàíèå è â äåíåæíîé ôîðìå. Íåêîòîðûå èñòîðèêè ïðåäïîëàãàþò, ÷òî âîçíèê-

íîâåíèå êîììåð÷åñêîãî ñòðàõîâàíèÿ, ñõîæåãî ñ òåì ñòðàõîâàíèåì, êîòîðîå ðàñïðîñòðàíåíî â

ñîâðåìåííîì ìèðå, ìîæíî îòíåñòè ê XIV âåêó. Â XVII � XVIII âåêàõ â Åâðîïå áûëè îðãàíè-

çîâàíû ïåðâûå ñòðàõîâûå îáùåñòâà, çàíèìàâøèåñÿ ñíà÷àëà òîëüêî ìîðñêèì ñòðàõîâàíèåì, à

ïîçæå è äðóãèìè ðèñêàìè � óæå ê êîíöó XVIII âåêà ñóùåñòâîâàëî áîëåå ñòà ðàçëè÷íûõ âè-

äîâ ñòðàõîâàíèÿ. Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ ñòîëåòèé çíà÷èìîñòü ñòðàõîâàíèÿ â æèçíè îáùåñòâà

íåóêëîííî ðîñëà, è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòðàõîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ìèðîâîé

ýêîíîìèêè.

Ïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïàõ äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâûõ êîì-

ïàíèé, ïîÿâèëèñü â íà÷àëå XX âåêà. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè ðèñêà âíåñëè

øâåäñêèå ìàòåìàòèêè Ô. Ëóíäáåðã è Ã. Êðàìåð. Ñòàòüè Êðàìåðà [31], [32], [33] è äîêòîðñêàÿ

äèññåðòàöèÿ Ëóíäáåðãà [52] ïîëîæèëè íà÷àëî èçó÷åíèþ ìåõàíèçìà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðà-

õîâûõ êîìïàíèé íà îñíîâå ìîäåëè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ïðîöåññ ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ

òðåáîâàíèé îïèñûâàëñÿ ñ ïîìîùüþ ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà. Äàííàÿ ìîäåëü âïîñëåäñòâèè ñòà-

ëà íàçûâàòüñÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ ðèñêà Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà. Èìåííî â ðàìêàõ ìîäåëè

Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà ìíîãèìè ó÷åíûìè â XX è XXI âåêàõ èññëåäîâàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèå çà-

äà÷è, ïîñâÿùåííûå ðàçëè÷íûì àñïåêòàì ñòðàõîâîãî áèçíåñà. Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå äàí-

íîé ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò

âèä

Xt = x+ ct−
Nt∑
i=1

Xi, t ≥ 0,

ãäå x � ýòî íà÷àëüíûé êàïèòàë, c � èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèè, Nt � ïóàññîíîâñêèé

ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ. Ïðè ýòîì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Xi}, îáîçíà÷àþùèå ðàçìåðû èñêîâ,
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íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y), òàêóþ, ÷òî

F (0) = 0. Ïðîöåññ Nt òàêæå íå çàâèñèò îò {Xi}.
Ìîäåëü ðèñêà Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà îïèñûâàåò ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ñòðàõîâîé ïðåìèè îò

ñòðàõîâàòåëåé è îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó âûïëàò âîçìåùåíèé ïîñëå íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ

ñëó÷àåâ. Â òîì ÷èñëå äàííàÿ ìîäåëü îòîáðàæàåò è âîçìîæíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïà-

íèè, êîòîðîå íàñòóïàåò, êîãäà ñðåäñòâ, íàêîïëåííûõ çà ñ÷åò ïîñòóïàþùåé ïðåìèè, íå õâàòàåò

íà ïîêðûòèå âñåõ óáûòêîâ. Åñëè ïîñëå âû÷åòà íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ Xi êàïèòàë ñòðàõî-

âîé êîìïàíèè Xt îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, äàííàÿ êîìïàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ ðàçîðèâøåéñÿ.

Çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðîé ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè, çàâèñèò îò õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àé-

íîãî ïðîöåññà Xt. Îöåíêå äàííîãî çíà÷åíèÿ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íà-

ïðèìåð, [28], [34], [46]). Îäíèì èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Ëóíäáåðãà. Ââåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè äàííîãî íåðàâåíñòâà îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

τ = inf[t ≥ 0 : Xt < 0] � ìîìåíò ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè. Òîãäà ψ(x) = P (τ < ∞ | X0 = x)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê δ(x) = 1 − ψ(x) � âåðîÿòíîñòü

íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü R óðàâíåíèÿ

λ+Rc = λ

∫ ∞
0

eRydF (y),

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì èëè ýêñïîíåíòîé Ëóíäáåðãà. Â ýòîì

ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ (íåðàâåíñòâî Ëóíä-

áåðãà):

ψ(x) ≤ e−Rx. (1)

Ïîçæå áûëè èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè ψ(x), ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå

îöåíêè äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â ñëó÷àå òðåáîâàíèé ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè (ïðè êîòî-

ðûõ íå ñóùåñòâóåò ýêñïîíåíòà Ëóíäáåðãà), ðàññìîòðåíû áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè, ÿâëÿþùèå-

ñÿ îáîáùåíèÿìè êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà. Ñðåäè òàêèõ ìîäåëåé ìîæíî íà-

çâàòü, íàïðèìåð, ìîäåëü ðèñêà Ñïàððå Àíäåðñåíà (ñì. [61]), â ðàìêàõ êîòîðîé ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ, ÷òî ïðîöåññ Nt ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîëüíûé ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, íå îáÿçàòåëüíî

ïóàññîíîâñêèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ âåðîÿòíîñòüþ ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâûõ êîì-

ïàíèé â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ðèñêà, ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [6], [10] è [27].

Â ïðîöåññå ñâîåé äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâûå êîìïàíèè èìåþò âîçìîæíîñòü ïðèáåãàòü ê èñ-

ïîëüçîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü

ðàçîðåíèÿ. Òàêèì èíñòðóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòðàõîâàíèå. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè èñïîëüçîâà-

íèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñòðàõîâùèê íà ñîãëàñîâàííûõ óñëîâèÿõ ïåðåäàåò ÷àñòü ïðèíÿòîãî ïîä

ñâîþ îòâåòñòâåííîñòü ðèñêà äðóãîìó ñòðàõîâùèêó (êîòîðîãî íàçûâàþò ïåðåñòðàõîâùèêîì).

Â èòîãå ïîñòóïàþùèå ê ñòðàõîâùèêó òðåáîâàíèÿ äåëÿòñÿ ìåæäó ñòðàõîâùèêîì è ïåðåñòðà-

õîâùèêîì â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì äîãîâîðà è âûáðàííûìè ïàðàìåòðàìè ïåðåñòðàõîâàíèÿ. À

èìåííî, åñëè ïîñòóïàåò òðåáîâàíèå ðàçìåðà X è íà ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ äàííîãî òðåáîâàíèÿ

âûáðàí ïàðàìåòð ïåðåñòðàõîâàíèÿ d (áûòü ìîæåò, ìíîãîìåðíûé), òî ñòðàõîâùèê ïîêðûâàåò
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÷àñòü èñêà ρ(X, d) ≤ X ï.í., òîãäà êàê ïåðåñòðàõîâùèê âûïëà÷èâàåò ÷àñòü X−ρ(X, d). Çà òî,

÷òî ïåðåñòðàõîâùèê áåðåò íà ñåáÿ ÷àñòü îòâåòñòâåííîñòè, ñòðàõîâùèê ïåðåäàåò ïåðåñòðàõîâ-

ùèêó íåêîòîðóþ äîëþ îò ïîëó÷åííîé ïðåìèè. Ñàìûìè ðàñïðîñòðàíåííûìè òèïàìè äîãîâî-

ðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ äîãîâîðû êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñ-

öåäåíòà óáûòêà. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ρ(X, d) = dX, 0 ≤ d ≤ 1,

â òî âðåìÿ êàê ñîãëàñíî ïåðåñòðàõîâàíèþ ýêñöåäåíòà óáûòêà ìû èìååì ρ(X, d) = min(d,X)

äëÿ íåêîòîðîãî óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ d ≥ 0. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå îñíîâíûõ âèäîâ

è ìåõàíèçìîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïðèâåäåíî â êíèãå [2].

Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìîäåëè ðèñêà, â ðàìêàõ êîòîðûõ ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ

èìååò âîçìîæíîñòü âûáèðàòü ïàðàìåòðû ïåðåñòðàõîâàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0,

ðóêîâîäñòâóÿñü ïðè ýòîì èíôîðìàöèåé î ïîñòóïèâøèõ ðàíåå óáûòêàõ. Îñíîâíîé öåëüþ êîì-

ïàíèè ÿâëÿåòñÿ òîãäà ïîèñê îïòèìàëüíîé (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Çàäà÷è òàêîãî ðîäà, ñâÿçàííûå ñ ïîèñêîì íàèëó÷øåé è ïðè ýòîì äèíàìè÷åñêè èçìåíÿþ-

ùåéñÿ ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû êàê çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

ñòîõàñòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè ñòðàòåãèè ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà ìèíèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ (ñì. äðóãèå ïîäõîäû

ê îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â ðàáîòàõ [29], [36] è [49]). Ïðè ýòîì âûáîð ñòðàòåãèè

ïåðåñòðàõîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ èç íåêîòîðîãî êëàññà ñòðàòåãèé, çàäàâàåìîãî òèïîì ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ. Òàê Øìèäëè ïîñâÿòèë ñòàòüþ [59] ïîèñêó îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè êâîòíîãî

ïåðåñòðàõîâàíèÿ â óñëîâèÿõ ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà, â òî âðåìÿ êàê Õèïïà è Âîãòà [43]

èíòåðåñîâàë âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îïòèìàëüíîé ïåðåñòðàõîâî÷íîé ñòðàòåãèè ýêñöåäåíòà

óáûòêà. Â ðàáîòå Ãðîìîâà [4] áûë ðàññìîòðåí äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà

ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà. Ëè è Ëèó [48] îáîáùèëè ðàáîòó [59] è

ðàññìîòðåëè ìîäåëü c äîãîâîðîì ñòðàõîâàíèÿ, ïîêðûâàâøèì ñðàçó äâà ðèñêà, ê êàæäîìó èç

êîòîðûõ ïðèìåíÿëîñü êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå. Àëãîðèòìû ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé

â ïðèâåäåííûõ ðàáîòàõ ïîõîæè è ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ. Ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàåòñÿ âèä

óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ

âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ (âû÷èñëÿþùàÿñÿ ïóòåì íàõîæäåíèÿ ñóïðåìóìà ïî âñåì äîïóñòè-

ìûì ñòðàòåãèÿì ïåðåñòðàõîâàíèÿ). Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà, îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà äàííîãî

ðåøåíèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Â êîíöå ïðèâîäÿò-

ñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Ñóùåñòâóåò òàêæå ðÿä ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïîèñêó îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìîäåëè ñ äèôôóçèîííîé àïïðîêñèìàöèåé ïðîöåññà ðèñêà, ñðåäè

íèõ, íàïðèìåð, [1], [44] è [62].

Åùå îäíèì âàæíûì àñïåêòîì äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè ÿâëÿåòñÿ âûïëàòà äèâè-

äåíäîâ àêöèîíåðàì. Â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ðèñêà íå ó÷èòûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñòðàõîâàÿ

êîìïàíèÿ ìîæåò ÿâëÿòüñÿ àêöèîíåðíûì îáùåñòâîì, îäíàêî âûïëàòà äèâèäåíäîâ íà ðÿäó

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåñòðàõîâàíèÿ èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå ïðè îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè

íåðàçîðåíèÿ. Âïåðâûå èçó÷àòü ìåõàíèçì âûïëàòû äèâèäåíäîâ ïðåäëîæèë èòàëüÿíñêèé ó÷å-

íûé Áðóíî äå Ôèíåòòè [38] â 1957 ãîäó. Äå Ôèíåòòè ðàññìîòðåë ïðîöåññ âûïëàòû äèâèäåíäîâ
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â ñàìîé ïðîñòîé äèñêðåòíîé ìîäåëè, ñîãëàñíî êîòîðîé êàæäûé ãîä êàïèòàë êîìïàíèè ìîã èç-

ìåíÿòüñÿ íà ïëþñ èëè ìèíóñ åäèíèöó. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíîé èíòåðåñ ó÷åíûõ ïðèêîâàí

ê ìîäåëÿì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Òàê â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà

èçìåíåíèå êàïèòàëà àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îïèñûâàåò ïðî-

öåññ Ut = Xt −Dt, ãäå Dt � ýòî ñîâîêóïíûå äèâèäåíäû, âûïëà÷åííûå ê ìîìåíòó âðåìåíè t.

Âåëè÷èíà T = inf[t ≥ 0 : Ut < 0] ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì ðàçîðåíèÿ àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîì-

ïàíèè, à äèñêîíòèðîâàííûå äèâèäåíäû, âûïëà÷åííûå äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ T , âû÷èñëÿþòñÿ

êàê

D =

∫ T

0

e−δtdDt,

ãäå δ � ýòî ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòè-

ðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

âàæíûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè ðèñêà. Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèÿ

èãðàåò âûáîð ñòðàòåãèè âûïëàòû äèâèäåíäîâ. Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé

áûëî èçó÷åíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé. Ìíîãèå ðåçóëüòàòû

ïðèâåäåíû â îáçîðàõ [18] è [20]. Îäíèìè èç ïåðâûõ áûëè èññëåäîâàíû òàê íàçûâàåìûå áà-

ðüåðíûå ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà (÷àñòî èõ ñîêðàùåííî íàçûâàþò ïðîñòî

áàðüåðíûìè ñòðàòåãèÿìè). Ñîãëàñíî áàðüåðíîé ñòðàòåãèè ñ óðîâíåì áàðüåðà b äèâèäåíäû

íå âûïëà÷èâàþòñÿ, êîãäà Ut < b, è âûïëà÷èâàþòñÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ c, êîãäà Ut = b. Åñëè

æå Ut > b, òî ñðàçó â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ âûïëà÷èâàåòñÿ ñóììà, ðàâíàÿ Ut − b (çàìåòèì,

÷òî òîãäà íåðàâåíñòâî Ut > b ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè t = 0). Áàðüåðíûå ñòðàòåãèè

ñ ïîñòîÿííûì áàðüåðîì ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè Áþëüìàíà [26] è â ñòà-

òüÿõ Ãåðáåðà, Øèó è Ñìèòà [40], [41]. Îòäåëüíîå âíèìàíèå â óêàçàííûõ ðàáîòàõ óäåëÿëîñü

èìåííî èçó÷åíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ

äî ðàçîðåíèÿ. Äàííàÿ âåëè÷èíà ðàññìàòðèâàëàñü êàê ôóíêöèÿ îò íà÷àëüíîãî êàïèòàëà x è

÷àùå âñåãî îáîçíà÷àëàñü êàê V (x, b). Áûëî äîêàçàíî, ÷òî V (x, b) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

cV ′(x, b)− (λ+ δ)V (x, b) + λ

x∫
0

V (x− y, b)dF (y) = 0, 0 < x < b, (2)

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

V ′(b, b) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ïåðâîãî ïîðÿäêà òèïà Âîëüòåððà (ïîäðîáíî îá èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ òèïà

Âîëüòåððà ðàññêàçàíî, íàïðèìåð, â [3] è [9]). Äëÿ íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé òðåáîâàíèé ïó-

òåì ñâåäåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

âòîðîãî ïîðÿäêà áûë ïîëó÷åí ÿâíûé âèä ôóíêöèè V (x, b) (ñì. [7] è [40]). Äèêñîí è Óîòåðñ [35]

íàøëè â ðàìêàõ èñïîëüçîâàíèÿ áàðüåðíûõ ñòðàòåãèé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

äëÿ äðóãèõ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû D. Ëèí, Óèëëìîò è Äðåêèê [50] èçó÷àëè ôóíê-

öèþ Ãåðáåðà-Øèó è ñâÿçàííûå ñ íåé ðàçëè÷íûå ïîêàçàòåëè ìîäåëè, òàêèå êàê ñðåäíåå âðåìÿ
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äî ðàçîðåíèÿ, êàïèòàë êîìïàíèè ïåðåä ðàçîðåíèåì è äåôèöèò êàïèòàëà ïîñëå ðàçîðåíèÿ.

Ñòîèò îòäåëüíî îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà ïðîñòóþ ñòðóêòóðó áàðüåðíûõ ñòðàòåãèé, ïðè-

ñòàëüíîå âíèìàíèå, êîòîðîå óäåëÿåòñÿ èì â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå, âïîëíå îïðàâäàíî. Êàê áûëî

ïîêàçàíî â ñòàòüå [51], îïòèìàëüíàÿ (â ñìûñëå ìàêñèìèçàöèè âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ äè-

âèäåíäîâ) ñòðàòåãèÿ â ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà áóäåò èìåííî áàðüåðíîé, åñëè, íàïðèìåð,

èñêè èìåþò ñòðîãî ìîíîòîííóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâó îïòèìàëüíîñòè

ñòðàòåãèé áàðüåðíîãî òèïà â ðàìêàõ ìîäåëè ñ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ

Æàíáëàí-Ïèêå è Øèðÿåâà [5]. Îïòèìàëüíîñòü áàðüåðíûõ ñòðàòåãèé â óñëîâèÿõ äóàëüíîé

ìîäåëè ðèñêà (ñîãëàñíî êîòîðîé êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 èìååò

âèä Xt = x − ct +
∑Nt

i=1Xi) è â ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèÿõ äàííîé ìîäåëè äîêàçàíà â ðàáîòàõ

[21], [22] è [24]. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè áàðüåðíûõ ñòðàòåãèé äëÿ ìîäåëåé, â

êîòîðûõ èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèè çàâèñèò îò ïðîöåññà êàïèòàëà, ïîëó÷èëè Ìàð-

÷èíÿê è Ïàëìîâñêè â ñòàòüÿõ [53] è [54]. Â òî æå âðåìÿ Àçêüþ è Ìþëåð [23] ïðèâåëè ïðèìåð

(ñ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì èñêîâ), ïîäòâåðæäàþùèé, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà îïòè-

ìàëüíàÿ äèâèäåíäíàÿ ñòðàòåãèÿ íå âñåãäà ñâîäèòñÿ ê áàðüåðíîé. Áàðüåðíûå ñòðàòåãèè òàêæå

èçó÷àëèñü è â ðàìêàõ ìîäåëåé ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ ßðöåâîé [13]).

Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ áàðüåðíûì ñòðàòåãèÿì ñ ïîñòîÿííûì óðîâ-

íåì áàðüåðà, áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ äàííûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé. Îä-

íèì èç òàêèõ îáîáùåíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå áàðüåðíûå ñòðàòåãèè. Ñîãëàñíî ëèíåéíîé áà-

ðüåðíîé ñòðàòåãèè ñ ïàðàìåòðàìè a è b, ãäå a è b � ýòî íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñ-

ëà, 0 ≤ a < c, äèâèäåíäû âûïëà÷èâàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ c − a, êîãäà Ut = b + at, è íå

âûïëà÷èâàþòñÿ ñîâñåì, åñëè Ut < b + at. Ëèíåéíûå ñòðàòåãèè ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëèñü

â ñòàòüÿõ [15] è [39]. Â ðàáîòå [39] â ðàìêàõ ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà áûëè ïîëó÷åíû

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âûïëà÷åííûõ äèâè-

äåíäîâ è äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ êàê ôóíêöèé îò íà÷àëüíîãî êàïèòàëà x è ïàðàìåòðà

b. Äàííûå óðàâíåíèÿ áûëè ðåøåíû â ÿâíîì âèäå â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

òðåáîâàíèé.

Â ëèòåðàòóðå èññëåäîâàëèñü è áîëåå ñëîæíûå ôóíêöèè áàðüåðîâ, íåæåëè bt = b+ at. Òàê

â ñòàòüå [16] áûëè èçó÷åíû äèâèäåíäíûå ñòðàòåãèè ñ ôóíêöèÿìè áàðüåðà âèäà

bt =

(
bm +

t

α

) 1
m

, α, b > 0,m > 1.

Äëÿ ïîäîáíûõ ñòðàòåãèé òàêæå áûëè ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ è

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, îäíàêî äàæå ïðè óñëîâèè ýêñïî-

íåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé ðåøèòü äàííûå óðàâíåíèÿ â ÿâíîì âèäå íå ïðåä-

ñòàâëÿëîñü âîçìîæíûì, ïîýòîìó àâòîðû [16] ïðèâåëè òîëüêî ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

Ñóùåñòâóåò òàêæå ðÿä ñòàòåé, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà

ìîäåëè ðèñêà Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà, íî âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ êàê èñïîëüçîâàíèå ñòðàòåãèé ïå-

ðåñòðàõîâàíèÿ, òàê è ïðîöåññ âûïëàòû äèâèäåíäîâ. Êàê ïðàâèëî â òàêèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðè-

âàåòñÿ èëè òîëüêî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå, èëè òîëüêî ïåðåñòðàõîâàíèå ýêñöåäåíòà óáûòêà
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(ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [25], [47] è [55]). Â òî æå âðåìÿ Àçêüþ è Ìþëåð â ñòàòüå [23] ðàññìîòðå-

ëè ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî òèïà ïåðåñòðàõîâàíèÿ è äîêàçàëè, ÷òî â ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà

ïðè óñëîâèè íåîãðàíè÷åííîé ñêîðîñòè âûïëàòû äèâèäåíäîâ îïòèìàëüíûìè äèâèäåíäíûìè

ñòðàòåãèÿìè (â ñìûñëå ìàêñèìèçàöèè âûïëà÷åííûõ äèâèäåíäîâ äî ðàçîðåíèÿ) âñåãäà ÿâëÿ-

þòñÿ òàê íàçûâàåìûå ïîëîñîâûå ñòðàòåãèè (”band strategies”). Â ðàìêàõ äàííûõ ñòðàòåãèé â

çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà êàïèòàëà êîìïàíèè â òîò èëè èíîé ìîìåíò âðåìåíè äèâèäåíäû ëèáî

âûïëà÷èâàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ c, ëèáî íå âûïëà÷èâàþòñÿ ñîâñåì, ëèáî â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ

ñðàçó æå âûïëà÷èâàåòñÿ òà ÷àñòü êàïèòàëà, êîòîðàÿ ïðåâûøàåò íåêèé çàäàííûé óðîâåíü.

×àñòíûì ñëó÷àåì ïîëîñîâûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé î÷åâèäíî ÿâëÿþòñÿ áàðüåðíûå ñòðàòå-

ãèè, îäíàêî îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà ÿâíîãî âèäà äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âûïëà÷åííûõ

äèâèäåíäîâ â ðàáîòå [23] íå çàòðàãèâàëàñü. Ïîìèìî óêàçàííûõ ðàáîò, â êîòîðûõ çà îñíî-

âó áûëà âçÿòà ìîäåëü Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà, äåÿòåëüíîñòü àêöèîíåðíûõ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé,

èñïîëüçóþùèõ ïåðåñòðàõîâàíèå, ðàññìàòðèâàëàñü òàêæå, íàïðèìåð, â ðàìêàõ ìîäåëè ñ äèô-

ôóçèîííîé àïïðîêñèìàöèåé ïðîöåññà ðèñêà (ñì. ñòàòüè [19], [30], [45]).

Öåëè ðàáîòû

Öåëÿìè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

• Èññëåäîâàíèå îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà

ñ íåñêîëüêèìè ðèñêàìè â ðàìêàõ îäíîãî äîãîâîðà ñòðàõîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, äîêàçà-

òåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè è âûâîä óðàâíåíèÿ äëÿ íàèáîëüøåé

âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ;

• Íàõîæäåíèå â óñëîâèÿõ ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñ-

êîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèåé, èñïîëü-

çóþùåé êîìáèíàöèþ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà

ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà;

• Èçó÷åíèå â óñëîâèÿõ ìîäåëåé ðèñêà Ñïàððå Àíäåðñåíà è Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà ïîêà-

çàòåëåé äåÿòåëüíîñòè àêöèîíåðíûõ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, âûïëà÷èâàþùèõ äèâèäåíäû

ñîãëàñíî áàðüåðíûì ñòðàòåãèÿì ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû.

1. Â ðàìêàõ ìîäåëè äåÿòåëüíîñòè êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé ïåðåñòðàõîâàíèå è çàêëþ÷à-

þùåé äîãîâîðû ñòðàõîâàíèÿ, ïîêðûâàþùèå ñðàçó íåñêîëüêî ðèñêîâ:

• Íàéäåí âèä óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäà÷å ïîèñêà

íàèáîëüøåé âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ;
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• Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëë-

ìàíà è îïðåäåëåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà äàííîãî ðåøåíèÿ;

• Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà è ìàêñè-

ìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ íåðàçîðåíèÿ è äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

ïåðåñòðàõîâàíèÿ;

• Ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ðèñêîâ è äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ çàâèñèìûõ ðèñêîâ, ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ

ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ êîïóëû.

2. Â ðàìêàõ ìîäåëè äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè, âûïëà÷èâàþùåé äèâèäåíäû ñî-

ãëàñíî áàðüåðíîé ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà è èñïîëüçóþùåé êîìáèíàöèþ

êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåí-

íîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà:

• Óñòàíîâëåí âèä èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì â çàâèñèìîñòè îò ñî-

îòíîøåíèÿ ìåæäó íà÷àëüíûì êàïèòàëîì è ïàðàìåòðàìè ïåðåñòðàõîâàíèÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçî-

ðåíèÿ êîìïàíèè;

• Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

òðåáîâàíèé ïîëó÷åííûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñâåäåíû ê äèôôåðåí-

öèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷àñòü èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì;

• Äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ ðàñïðåäåëåíèé òðåáîâàíèé ïðèâåäåí è ïðîèëëþñòðèðîâàí

íà ïðèìåðàõ àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèé íàéäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

3. Â ðàìêàõ ìîäåëè äåÿòåëüíîñòè àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè, âûïëà÷èâàþùåé äè-

âèäåíäû ñîãëàñíî áàðüåðíîé äèâèäåíäíîé ñòðàòåãèè ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà:

• Ïîëó÷åíû îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îáîáùåíèÿ

íåðàâåíñòâà Ëóíäáåðãà;

• Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñòðàòåãèé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà, ïðè êîòîðûõ âåðî-

ÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû;

• Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äè-

âèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ;

• Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áàðüåðíàÿ ñòðàòåãèÿ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áà-

ðüåðà îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ñóììàðíî âûïëà÷åííûõ äè-

âèäåíäîâ, ÷åì áàðüåðíàÿ ñòðàòåãèÿ ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà.

9



Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òåîðèè

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðîìå òîãî,

ïðèâëåêàþòñÿ ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü

èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêè êàê ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäî-

âàíèÿõ, òàê è íà ïðàêòèêå.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ ìåõàíèêî-ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà:

• Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ,

ïðîôåññîðà À. Í. Øèðÿåâà (2016 ã.);

• Ñåìèíàðå ¾Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè â òåîðèè çàïàñîâ è ñòðàõîâàíèè¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì

ïðîôåññîðà Å. Â. Áóëèíñêîé (2013 � 2016 ãã., íåîäíîêðàòíî).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• The Tenth Bachelier Colloquium on Mathematical Finance and Stochastic Calculus

(France, Metabief, 2016);

• Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿

(Ðîññèÿ, ÌÃÓ, 2014 � 2016 ãã.);

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì (Ðîññèÿ, ïîñ. Àáðàó-Äþðñî,

2016 ã.);

• VIII Ìîñêîâñêîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé (Ðîññèÿ, Ìîñ-

êâà, 2016 ã.).

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [63] � [74]. Ñðåäè íèõ 3 ñòàòüè è

îäíè òåçèñû êîíôåðåíöèè â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðà-

òóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 92 ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 74

íàèìåíîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè äàí êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ

ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, èñïîëüçóþùèõ ïåðåñòðàõîâà-

íèå è âûïëà÷èâàþùèõ äèâèäåíäû, à òàêæå ïðèâåäåíî îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû, åå àïðîáàöèÿ, öåëè è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè.

Äàëåå íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé ñîâïàäàåò ñ èõ íóìåðàöèåé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâàõ.

Â ïåðâîé ãëàâå íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà èçó÷àåòñÿ äå-

ÿòåëüíîñòü êîìïàíèè, çàíèìàþùåéñÿ êîìáèíèðîâàííûì ñòðàõîâàíèåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

êîìïàíèÿ çàêëþ÷àåò äîãîâîðû ñòðàõîâàíèÿ, êîòîðûå ïîêðûâàþò ñðàçó íåñêîëüêî (k ≥ 2)

ðèñêîâ. Ïðè ýòîì êîìïàíèÿ èìååò âîçìîæíîñòü ïåðåäàâàòü êàæäûé èç äàííûõ ðèñêîâ â

ïåðåñòðàõîâàíèå, ïàðàìåòðû êîòîðîãî èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Öåëüþ êîìïàíèè ÿâëÿåòñÿ

ïîèñê îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìàêñèìèçèðóþùåé âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ.

Ïîèñêó îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé â ìîäåëÿõ ñ ôèêñèðîâàííûì òèïîì äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâà-

íèÿ è ñ äîãîâîðàìè ñòðàõîâàíèÿ, ïîêðûâàþùèìè òîëüêî îäèí ðèñê, ïîñâÿùåíû ñòàòüè [4],

[43] è [59]. Ëè è Ëèó [48] îáîáùèëè ðàáîòó [59] è ðàññìîòðåëè ìîäåëü ñ äâóìÿ ðèñêàìè è

âîçìîæíîñòüþ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ êàæäîãî èç íèõ. Ìû â ñâîþ î÷åðåäü ïðåäïîëàãà-

åì â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè, ÷òî êàæäûé èç k ≥ 2 ðèñêîâ ìîæåò áûòü ïåðåñòðàõîâàí â

ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì ïðîèçâîëüíûì òèïîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Â íà÷àëå ãëàâû â ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ èìååò âîçìîæíîñòü

âûáðàòü ïàðàìåòðû dit ïåðåñòðàõîâàíèÿ i-îãî ðèñêà, ðóêîâîäñòâóÿñü ïðè ýòîì çíà÷åíèåì êà-

ïèòàëà Xd
t . Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ dt = (d1t , . . . , d

k
t ), ãäå d

i
t = di(Xd

t ) ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè

ôóíêöèÿìè îò êàïèòàëà êîìïàíèè, îïðåäåëÿåò ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ìíîæåñòâà âîç-

ìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ dit ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Di, îãðàíè÷èâàÿñü

ïðè ýòîì ðàññìîòðåíèåì òîëüêî êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ Di. Ñîîòâåòñòâåííî, â êàæäûé ôèê-

ñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè dt ∈ D, ãäå D = D1 × . . . × Dk. Ñ ïîìîùüþ D îáîçíà÷àåì

ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ dt.

Ïîñòóïèâøèå òðåáîâàíèÿ ïî êàæäîìó èç k ðèñêîâ â ðàìêàõ îäíîãî ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ

äåëÿòñÿ ìåæäó ñòðàõîâùèêîì è ïåðåñòðàõîâùèêîì â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì äîãîâîðà ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ (ôóíêöèåé ρj) è â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûìè ïàðàìåòðàìè ïåðåñòðàõîâàíèÿ

djTn−, j = 1, k. Ñ ïîìîùüþ Tn ìû îáîçíà÷àåì ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ ñîâîêóïíûõ èñêîâ. Ôóíê-

öèè ρj îïðåäåëÿþò òèï äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ, òî åñòü ñàìî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ïðî-

èçâîäèòñÿ äåëåíèå òðåáîâàíèÿ ïî j-îìó ðèñêó ìåæäó ñòðàõîâùèêîì è ïåðåñòðàõîâùèêîì.

Åñëè ïî j-îìó ðèñêó ïîñòóïèëî òðåáîâàíèå Yj è íà ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ äàííîãî òðåáîâà-

11



íèÿ âûáðàí ïàðàìåòð dj ∈ Dj, òî ρj(Yj, d
j) îáîçíà÷àåò ÷àñòü èñêà, êîòîðóþ äîëæåí ïîêðûòü

ñòðàõîâùèê. Ïåðåñòðàõîâùèê òîãäà äîëæåí ïîêðûòü Yj − ρj(Yj, dj). Â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì

ïåðåñòðàõîâàíèÿ äåëÿòñÿ íå òîëüêî òðåáîâàíèÿ, íî è ïðåìèè. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïåðåñòðàõî-

âàíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé ñòðàõîâùèêó ïî êàæäîìó èç k ðèñêîâ ñòàíîâÿòñÿ

ðàâíûìè ci(d
i
t), i = 1, k.

Èòîãî êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñîãëàñíî íàøåé ìîäåëè â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä

Xd
t = x+

∫ t

0

k∑
i=1

ci(d
i
s)ds−

Nt∑
n=1

k∑
j=1

ρj(Ynj, d
j
Tn−), t ≥ 0,

ãäå x � ýòî íà÷àëüíûé êàïèòàë, Nt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ, à Ynj � ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû, îáîçíà÷àþùèå ðàçìåðû òðåáîâàíèé ïî j-îìó ðèñêó â ðàìêàõ n-îãî ñòðàõîâîãî

ñëó÷àÿ. Ïðè ýòîì {Yn}n≥1 = {(Yn1, . . . , Ynk)}n≥1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-
âèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ. Êîìïîíåíòû äàííûõ âåêòîðîâ

Ynj, j = 1, k, èìåþò íåïðåðûâíóþ ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y1, . . . , yk).

Îñíîâíàÿ çàäà÷à êîìïàíèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü íàèëó÷øóþ ñòðàòåãèþ ïå-

ðåñòðàõîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùóþ ìàêñèìàëüíî óâåëè÷èòü âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ. Ïðè ýòîì

τ d = inf[t ≥ 0 : Xd
t < 0] ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì ðàçîðåíèÿ, ψd(x) = P (τ d < ∞|Xd

0 = x) � âåðî-

ÿòíîñòüþ ðàçîðåíèÿ, à δd(x) = 1 − ψd(x) � âåðîÿòíîñòüþ íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè,

èñïîëüçóþùåé ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ dt. Òàêèì îáðàçîì, öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàé-

òè δ(x) = supdt∈D δ
d(x) è îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, åñëè òàêàÿ

ñóùåñòâóåò.

Â ðàçäåëå 1.2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ d ∈ D ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

k∑
i=1

ci(d
i)δ′(x)− λδ(x) + λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

δ(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk) ≤ 0,

è çàäà÷à ïîèñêà íàèáîëüøåé âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâ-

íåíèÿ òèïà Ãàìèëüòîíà - ßêîáè - Áåëëìàíà:

sup
d∈D

[
k∑
i=1

ci(d
i)g′(x)− λg(x) + λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)

]
= 0. (3)

Ïðè ýòîì ìû ââîäèì íîâîå îáîçíà÷åíèå g(x), òàê êàê íå çíàåì òî÷íî, óäîâëåòâîðÿåò ëè ôóíê-

öèÿ δ(x) óðàâíåíèþ (3) èëè íåò. Ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) è èñêîìîé ôóíêöèåé

δ(x) ìû îïðåäåëÿåì â ðàçäåëå 1.4, îäíàêî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè ôóíêöèè δ(x) ñðàçó

â ðàçäåëå 1.2 îòìå÷àåì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò ñóùåñòâîâàíèå âîçðàñòàþùèõ ðåøåíèé g(x) óðàâ-

íåíèÿ (3), òàêèõ, ÷òî g(0) > 0 è g(x) = 0 ïðè x < 0. Çäåñü è äàëåå, ãîâîðÿ î õàðàêòåðèñòèêàõ

ôóíêöèè g(x), òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ìîíîòîííîñòü, ìû èìååì â âèäó õàðàêòåðèñòèêè äàííîé

ôóíêöèè íà ëó÷å [0,∞) (îïðåäåëåíèå g(x) íà (−∞, 0) íåîáõîäèìî íàì òîëüêî äëÿ óäîáñòâà

çàïèñè èíòåãðàëîâ). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íàëîæåííûå íà ôóíêöèþ g(x) îãðàíè÷åíèÿ, â
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ðàçäåëå 1.2 äèññåðòàöèè ìû òàêæå äîêàçûâàåì,÷òî óðàâíåíèå (3) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

g′(x) = inf
d∈D̃

[
λ∑k

i=1 ci(d
i)

(
g(x)−

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)

)]
, (4)

ãäå D̃ = {d ∈ D :
∑k

i=1 ci(d
i) > 0}. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ âûáèðàåì

ðàâåíñòâî g(0) = 1.

Â ðàçäåëå 1.3 ïåðâîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà.

Òåîðåìà 1.1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4), òàêîå, ÷òî g(0) = 1. Äàí-

íîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùèì, îãðàíè÷åííûì è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì.

Äàëåå â ðàçäåëå 1.4 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4) è íàèáîëüøåé

âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòüþ íåðàçîðåíèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ âèä èñêîìîé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

ïåðåñòðàõîâàíèÿ:

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü g(x) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4), òàêîå, ÷òî g(0) = 1.

Òîãäà g(x) = δ(x)/δ(0) = δ(x)g(∞), ïðè ýòîì îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ

èìååò âèä d
∗
t = d

∗
(Xd

∗

t ), ãäå d
∗
(x) � ýòî òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì â óðàâíå-

íèè (4), à Xd
∗

t � ýòî ïðîöåññ êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé îïòèìàëüíóþ

ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ d
∗
t .

Ïðè ýòîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.2 èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû, ñâÿçàííûå ñ

õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà êàïèòàëà êîìïàíèè, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðûõ òàêæå

ïîêàçàíà â ãëàâå 1:

Ëåììà 1.1. Ïðîöåññ

g(Xd
t )−

∫ t

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s )− λg(Xd
s ) + λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(Xd
s −

k∑
j=1

ρj(yj, d
j
s))dF (y1, . . . , yk)

]
ds

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü dt � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ,

ðàâíîé 1, ëèáî ïðîèñõîäèò ðàçîðåíèå êîìïàíèè, ëèáî Xd
t →∞ ïðè t→∞.

Â êîíöå ïåðâîé ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ

ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ðèñêîâ è äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ çàâèñèìûõ ðèñêîâ, ñîâìåñòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå êîòîðûõ ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîïóëû.

Âî âòîðîé ãëàâå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ìîäåëü ðàáîòû ñòðàõîâîé êîì-

ïàíèè, îäíîâðåìåííî ïðèìåíÿþùåé ïåðåñòðàõîâàíèå è âûïëà÷èâàþùåé äèâèäåíäû ñâîèì

àêöèîíåðàì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïàíèÿ èñïîëüçóåò ïðîãðàììó ïåðåñòðàõîâàíèÿ, âêëþ-

÷àþùóþ â ñåáÿ êîìáèíàöèþ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà
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ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà. Ïàðàìåòðû ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïðè ýòîì

ôèêñèðóþòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Âûïëàòà äèâèäåíäîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîãëàñíî

áàðüåðíîé ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà. Êàê è â ïåðâîé ãëàâå, çà îñíîâó áåðåò-

ñÿ êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ðèñêà Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà, îäíàêî èçó÷àåòñÿ òåïåðü íå âåðîÿòíîñòü

ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè, à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åí-

íûõ äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ.

Ñóùåñòâóåò ðÿä ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ ïðîöåññà âûïëàòû äèâèäåíäîâ ñòðàõîâû-

ìè êîìïàíèÿìè, èñïîëüçóþùèìè ïåðåñòðàõîâàíèå (ñì. [25], [47], [55]), îäíàêî âî âñåõ äàííûõ

ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïàíèè ïðèìåíÿþò èëè òîëüêî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå, èëè

òîëüêî êëàññè÷åñêîå ïåðåñòðàõîâàíèå ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ íåîãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ

ïåðåñòðàõîâùèêà. Ðàññìàòðèâàåìàÿ æå â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðîãðàììà ïåðåñòðàõîâà-

íèÿ íå òîëüêî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óêàçàííûõ òèïîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, íî è ÷àùå ïðèìå-

íÿåòñÿ íà ïðàêòèêå. Â ðàçäåëå 2.1 äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå äàííîé ïðîãðàììû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðàõîâùèê çàêëþ÷èë äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ

îäíèì ïåðåñòðàõîâùèêîì, à îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ðèñêà ïåðåñòðàõîâàë â ñîîòâåòñòâèè ñ äîãî-

âîðîì êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ó äðóãîãî ïåðåñòðàõîâùèêà. Êîýôôèöèåíò d ÿâëÿåòñÿ ïðè

ýòîì óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà, l � îãðàíè÷åíè-

åì íà îòâåòñòâåííîñòü ïåðâîãî ïåðåñòðàõîâùèêà, a � ïàðàìåòðîì êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Òðåáîâàíèå ðàçìåðà X, ïîñòóïèâøåå ê ñòðàõîâùèêó, äåëèòñÿ ìåæäó ñòðàõîâùèêîì è ïåðå-

ñòðàõîâùèêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñòðàõîâùèê áåðåò íà ñåáÿ îáÿçàííîñòü âûïëàòèòü ÷àñòü

Xins = a
(
min(d,X) + max(X − l − d, 0)

)
,

â òî âðåìÿ êàê ïåðâûé ïåðåñòðàõîâùèê âûïëà÷èâàåò

Xreins1 = min
(
max(X − d, 0), l

)
,

à âòîðîé ïåðåñòðàõîâùèê ïîêðûâàåò ÷àñòü

Xreins2 = (1− a)
(
min(d,X) + max(X − l − d, 0)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé ïåðåñòðàõîâàíèå è

âûïëà÷èâàþùåé äèâèäåíäû, îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà

Ut = x+ cinst−
Nt∑
i=1

(Xi)ins −Dt, t ≥ 0,

ãäå Dt � ýòî ñîâîêóïíûå äèâèäåíäû, âûïëà÷åííûå ê ìîìåíòó âðåìåíè t, â òî âðåìÿ êàê

cins = cins(d, l, a) � ýòî èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèè êîìïàíèè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îïè-

ñàííîé âûøå ïðîãðàììû ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Åñëè ñòðàõîâùèê è ïåðåñòðàõîâùèêè èñïîëüçóþò
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ïðåìèàëüíûé ïðèíöèï ñðåäíåãî ñ íàãðóçêàìè ñîîòâåòñòâåííî θ, θ1 è θ2, òî cins ïðèíèìàåò âèä

cins = λ(1 + θ)p1 − λ(1 + θ1)

d+l∫
d

(1− F (x)) dx−

− λ(1 + θ2)(1− a)

 d∫
0

(1− F (x)) dx+

∞∫
d+l

(1− F (x)) dx

 ,

ãäå p1 =
∞∫
0

xp(x)dx =
∞∫
0

(1 − F (x)) dx � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, à p(x) � ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ òðåáîâàíèé.

Â ðàçäåëå 2.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ âèä èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäî-

âëåòâîðÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Vins(x, b) äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ

äî ðàçîðåíèÿ êîìïàíèåé, èñïîëüçóþùåé êîìáèíàöèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà è

êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

cinsV
′
ins(x, b)− (λ+ δ)Vins(x, b) + λa−1

x∫
0

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy = 0

ïðè 0 < x < ad è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

cinsV
′
ins(x, b)− (λ+ δ)Vins(x, b) + λa−1

x∫
x−ad

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy+

+ λVins(x− ad, b)(F (d+ l)− F (d)) + λa−1
x−ad∫
0

Vins(y, b)p

(
l +

x− y
a

)
dy = 0

ïðè ad ≤ x < b. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ Vins(x, b) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V ′ins(b, b) = 1.

Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðå-

áîâàíèé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ðàçäåëàõ 2.3.1 è

2.4.1 ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà:

Òåîðåìà 2.2. Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé ñ ïàðàìåòðîì β ïðè

0 < x < ad ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿä-

êà

cinsV
′′
ins(x, b) + (βa−1cins − (λ+ δ))V ′ins(x, b)− δβa−1Vins(x, b) = 0,
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â òî âðåìÿ êàê ïðè ad ≤ x < b ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

cinsV
′′
ins(x, b) + (βa−1cins − (λ+ δ))V ′ins(x, b)− δβa−1Vins(x, b) =

= −λe−βd(1− e−βl)V ′ins(x− ad, b).

Òåîðåìà 2.3. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé íà îòðåçêå [0, h] ïðè

0 < x < ad ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà

cinsV
′′
ins(x, b)− (λ+ δ)V ′ins(x, b) +

λ

ha
Vins(x, b) = 0,

ïðè ad ≤ x < (h− l)a óðàâíåíèþ

cinsV
′′
ins(x, b)− (λ+ δ)V ′ins(x, b) +

λ

ha
Vins(x, b) = −λl

h
V ′ins(x− ad, b),

ïðè (h− l)a ≤ x < b

cinsV
′′
ins(x, b)− (λ+ δ)V ′ins(x, b) +

λ

ha
Vins(x, b) = −λl

h
V ′ins(x− ad, b) +

λ

ha
Vins(x− (h− l)a, b).

Â ðàçäåëàõ 2.3.2 è 2.4.2 äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ ðàñïðåäåëåíèé òðåáîâàíèé ïðèâîäèòñÿ

àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèé ïîëó÷åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðîèçâîäèòñÿ èëëþ-

ñòðàöèÿ äàííîãî àëãîðèòìà íà ïðèìåðàõ. Òàêæå èçó÷àåòñÿ õàðàêòåð çàâèñèìîñòè íåêîòîðûõ

èñïîëüçóåìûõ âåëè÷èí îò ïàðàìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

Â êà÷åñòâå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ âî âòîðîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ âûïëà÷åííûõ äèâèäåíäîâ êàê ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà

óáûòêà l.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ áàðüåðíûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé ñî

ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà, ñîãëàñíî êîòîðûì ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ èìååò âîçìîæíîñòü

èçìåíÿòü óðîâåíü áàðüåðà ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ. Äàííûå ñòðàòåãèè íå ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü ðàíåå â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå. Èññëåäîâàíèå äåÿòåëüíîñòè àêöèîíåðíûõ ñòðà-

õîâûõ êîìïàíèé, èñïîëüçóþùèõ ñòðàòåãèè ñî ñòóïåí÷àòûì áàðüåðîì, îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñ-

íîâå ìîäåëè Ñïàððå Àíäåðñåíà è íà îñíîâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äàííîé ìîäåëè ðèñêà � ìîäåëè

Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà. Â ðàìêàõ ìîäåëè Ñïàððå Àíäåðñåíà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàïèòàë ñòðà-

õîâîé êîìïàíèè, âûïëà÷èâàþùåé äèâèäåíäû, â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä

Ut = Xt −Dt = x+ ct−
Nt∑
i=1

Xi −Dt, t ≥ 0,

ãäå Nt � ýòî ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, x � íà÷àëüíûé êàïèòàë êîìïàíèè, c � èíòåíñèâíîñòü

ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé,Dt � ñóììà, âûïëà÷åííàÿ àêöèîíåðàì â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ ê ìîìåíòó

âðåìåíè t. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Xi}, îáîçíà÷àþùèå ðàçìåðû èñêîâ, íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû è èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y), òàêóþ, ÷òî F (0) = 0. Êðîìå òîãî, {Xi}
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è ïðîöåññ Nt òàêæå ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ôóíêöèÿ G(y) â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ ìåæäó ìîìåíòàìè {Tj} ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé. Ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà T = inf[t ≥ 0 : Ut < 0] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîìåíò ðàçîðåíèÿ àêöèîíåðíîé

êîìïàíèè.

Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå áàðüåðíûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé ñî ñòó-

ïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óðîâåíü áàðüåðà bt ðàâåí bi íà ïîëóèí-

òåðâàëàõ âèäà t ∈ [Ti−1, Ti), i ≥ 1 (ãäå T0 = 0). Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ

áàðüåðà ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé: bi+1 ≥ bi, i ≥ 1. Ñòðàòåãèÿ âûïëàòû äèâèäåíäîâ ñîñòîèò

òîãäà â ñëåäóþùåì: äèâèäåíäû íå âûïëà÷èâàþòñÿ, êîãäà Ut < bt, è âûïëà÷èâàþòñÿ ñ èíòåí-

ñèâíîñòüþ c, êîãäà Ut = bt. Åñëè æå Ut > bt, òî ñðàçó â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ âûïëà÷èâàåòñÿ

ñóììà, ðàâíàÿ Ut− bt, ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî 0 ≤ x ≤ b1.

Îòäåëüíî â ðàçäåëå 3.1 óòî÷íÿåòñÿ, ÷òî óðîâåíü áàðüåðà íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü èçìåíåí

ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ. Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ñòðàòåãèé ñî ñòóïåí÷àòûì

áàðüåðîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íèõ çàëîæåíà âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ óñëîâèé âûïëàòû äèâè-

äåíäîâ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Â òî æå âðåìÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äàííûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé

ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, áàðüåðíûå ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì áàðüåðîì, òàêèå, ÷òî bi+1 = bi ïðè

âñåõ çíà÷åíèÿõ i ≥ 1.

Â ðàçäåëå 3.2.1 ïðåäñòàâëåíà ïîëó÷åííàÿ â óñëîâèÿõ ìîäåëè Ñïàððå Àíäåðñåíà îöåí-

êà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψb(x) = P (T < ∞|U0 = x) ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé

ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷àòûì áàðüåðîì. Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çíàìåíèòîãî

íåðàâåíñòâà Ëóíäáåðãà (1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé

êîðåíü R óðàâíåíèÿ ∫ ∞
0

eRydF (y)

∫ ∞
0

e−cRtdG(t) = 1,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì èëè ýêñïîíåíòîé Ëóíäáåðãà. Ïðè òà-

êîì óñëîâèè äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ àêöèîíåð-

íîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷à-

òîé ôóíêöèåé áàðüåðà:

ψb(x) ≤ e−Rx + (L− 1)
∞∑
i=1

e−Rbi , ãäå L =

∫ ∞
0

eRydF (y).

Îòäåëüíî â ðàçäåëå 3.2.1 óïîìèíàþòñÿ ïðèìåðû ñòðàòåãèé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà,

ïðè êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñòðîãî ìåíüøå 1 (ñì. ïðèìåðû 3.1

è 3.2). Îòìåòèì, ÷òî ðàçîðåíèå ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ ñòðàòåãèþ ñ

ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà, âñåãäà íåèçáåæíî.

Ðàçäåë 3.2.2 ïîñâÿùåí îöåíêàì âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ, ïîëó÷åííûì â óñëîâèÿõ ìîäåëè

ðèñêà Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà. Ñîãëàñíî ìîäåëè Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà, Nt � ýòî ïóàññîíîâñêèé

ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Óðàâíåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ R ïðè ýòîì
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óñëîâèè ïðèíèìàåò âèä

λ+Rc = λ

∫ ∞
0

eRydF (y),

à âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ψb(x) ìîæåò áûòü îöåíåíà ñâåðõó ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðå-

ìû 3.1:

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü Nt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Òîãäà èìååò ìå-

ñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè,

èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà:

ψb(x) ≤ e−Rx +
Rc

λ

∞∑
i=1

e−Rbi .

Îäíàêî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî â ðàìêàõ ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ

èíòåãðàëîâ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 âîçìîæíî â ÿâíîì âèäå, óäàåòñÿ äîêàçàòü è áîëåå

ñèëüíîå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψb(x):

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü Nt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Òîãäà èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψb(x) àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè,

èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà:

ψb(x) ≤ e−Rx +
Rc

λ

∞∑
i=1

e−Rbi−λc
−1(bi−bi−1), ãäå b0 = x.

Â ðàçäåëå 3.3 â óñëîâèÿõ ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà èçó÷àåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðüåðíîé

äèâèäåíäíîé ñòðàòåãèåé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå

ñòóïåí÷àòûå áàðüåðíûå ñòðàòåãèè, ñîãëàñíî êîòîðûì óðîâåíü áàðüåðà ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïîñëå

êàæäîãî èç ïåðâûõ n−1 òðåáîâàíèé (à äàëåå äî ðàçîðåíèÿ äîëæåí îñòàâàòüñÿ íåèçìåííûì).

Ñíà÷àëà îòäåëüíî èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé n = 2, ñîãëàñíî êîòîðîìó áàðüåð èçìåíÿåòñÿ òîëüêî îäèí

ðàç ïîñëå ìîìåíòà T1. Äàëåå âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ n = 2 ïåðåíîñÿòñÿ íà îáùèé

ñëó÷àé n ≥ 2. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ

äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ìîäåëè ñ áàðüåðàìè b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn è íà-

÷àëüíûì êàïèòàëîì x, ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå V (x, b1, . . . , bn) è äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü

ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 0 ≤ x ≤ b1 è b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn, n ≥ 2, èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âû-

ïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðüåðíîé ñòðàòåãèåé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé

áàðüåðà:

V (x, b1, . . . , bn−1, bn) = V (x, b1, . . . , bn−2, bn) + [1− V ′(bn−1, bn)]V[Tn−2,Tn−1)(x, b1, . . . , bn−1),

ãäå V[Tn−2,Tn−1)(x, b1, . . . , bn−1) � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåí-
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äîâ, âûïëà÷åííûõ íà ïîëóèíòåðâàëå [Tn−2, Tn−1).

Êàê è ðàíåå, ôóíêöèÿ V (x, b) îáîçíà÷àåò çäåñü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ

äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ ñîãëàñíî áàðüåðíîé ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì

áàðüåðà b.

Â ðàçäåëå 3.3 ïðèâîäèòñÿ òàêæå âàæíîå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 3.4:

Ñëåäñòâèå 3.2. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 0 ≤ x ≤ b1 è b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn, n ≥ 2, èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âû-

ïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðüåðíîé ñòðàòåãèåé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé

áàðüåðà:

V (x, b1, . . . , bn) = V (x, bn) +
n−1∑
i=1

[1− V ′(bi, bn)]V[Ti−1,Ti)(x, b1, . . . , bi).

Êðîìå òîãî, â óòâåðæäåíèè 3.2 îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áàðüåðíàÿ ñòðàòåãèÿ ñî

ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ñóììàð-

íî âûïëà÷åííûõ äèâèäåíäîâ, ÷åì áàðüåðíàÿ ñòðàòåãèÿ ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà.

Â çàêëþ÷åíèè ê äèññåðòàöèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû è âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôè-

çèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Åêàòåðèíå Âàäèìîâíå Áóëèíñêîé çà ïîñòîÿííîå âíè-

ìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå ðåêîìåíäàöèè íà âñåõ ýòàïàõ ïîäãîòîâêè äèññåðòàöèè. Àâòîð áëàãî-

äàðåí êîëëåêòèâó êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé çà ïîääåðæêó è äðóæåñòâåííóþ, òâîð÷åñêóþ

àòìîñôåðó.
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Ãëàâà 1. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ

ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûì

ñòðàõîâàíèåì

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äåÿòåëüíîñòü êîìïàíèè, çàíèìàþùåéñÿ êîìáèíèðîâàííûì

ñòðàõîâàíèåì. Êàæäûé èç íåñêîëüêèõ ðèñêîâ â ðàìêàõ äîãîâîðà êîìáèíèðîâàííîãî ñòðà-

õîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïåðåñòðàõîâàí îòäåëüíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîèçâîëüíûì òèïîì ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ, ïàðàìåòðû êîòîðîãî âûáèðàþòñÿ äèíàìè÷åñêè. Îñíîâíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ

â ïîèñêå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìàêñèìèçèðóþùåé âåðîÿòíîñòü íåðàçîðå-

íèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ãëàâû ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ìîäåëè è îïðå-

äåëÿåòñÿ öåëü èññëåäîâàíèé. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-

Áåëëìàíà. Äàëåå ñîîòâåòñòâåííî â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôàõ äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâî-

âàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà è óñòàíàâëèâàåòñÿ

âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Äëÿ èëëþñòðàöèè óêàçàííûõ òåîðåòè÷åñêèõ

ðåçóëüòàòîâ â ïÿòîì ïàðàãðàôå ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ïðèìåðû, ïîëó÷åííûå â ïðåä-

ïîëîæåíèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé.

�1.1 Îïèñàíèå ìîäåëè è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îñíîâà äåÿòåëüíîñòè ëþáîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè ñòðàõîâîé

ïðåìèè îò ñòðàõîâàòåëåé è âûïëàòå ñòðàõîâûõ âîçìåùåíèé â ñëó÷àå íàñòóïëåíèÿ ñòðàõî-

âûõ ñëó÷àåâ. Â òî æå âðåìÿ äîâîëüíî ÷àñòî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íàñòóïëåíèå îäíîãî ñòðàõîâîãî

ñëó÷àÿ âåäåò çà ñîáîé âûïëàòû ñðàçó ïî íåñêîëüêèì ðèñêàì. Íàïðèìåð, òàêàÿ ñèòóàöèÿ

âñòðå÷àåòñÿ â ñòðàõîâàíèè èìóùåñòâà � â ðàìêàõ îäíîãî äîãîâîðà ìîãóò áûòü îòäåëüíî

çàñòðàõîâàíû êîíñòðóêòèâ è îòäåëêà êâàðòèðû, äâèæèìîå èìóùåñòâî è ãðàæäàíñêàÿ îòâåò-

ñòâåííîñòü ïåðåä òðåòüèìè ëèöàìè. Ñòðàõîâàíèå òàêîãî âèäà, ïîêðûâàþùåå ñðàçó íåñêîëüêî

ðèñêîâ, íàçûâàåòñÿ êîìáèíèðîâàííûì ñòðàõîâàíèåì. Ðàññìîòðèì â äàííîé ãëàâå ìîäåëü ðà-

áîòû êîìïàíèè, çàêëþ÷àþùåé äîãîâîðû êîìáèíèðîâàííîãî ñòðàõîâàíèÿ, êîòîðûå ïîäðàçó-

ìåâàþò âîçìîæíîñòü â ñëó÷àå íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ âûïëàò ñðàçó ïî íåñêîëüêèì

(à èìåííî, k ≥ 2) ðèñêàì. Ïóñòü êàïèòàë êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä

Xt = x+
k∑
i=1

cit−
Nt∑
n=1

k∑
j=1

Ynj, t ≥ 0.

Çäåñü x � ýòî íà÷àëüíûé êàïèòàë, ci � èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ ïðåìèé ïî
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i-îìó ðèñêó, Nt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ, à Ynj � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

îáîçíà÷àþùèå ðàçìåðû òðåáîâàíèé ïî j-îìó ðèñêó â ðàìêàõ n-îãî ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ. Ïðè

ýòîì

{Yn}n≥1 = {(Yn1, . . . , Ynk)}n≥1

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ âåêòîðîâ. Êîìïîíåíòû äàííûõ âåêòîðîâ Ynj, j = 1, k, èìåþò íåïðåðûâíóþ ñîâìåñòíóþ

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y1, . . . , yk). Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå ÷èñòîé ïðèáûëè (net

pro�t condition):
∑k

i=1 ci > λ
∑k

j=1EYnj.

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ èìååò âîçìîæíîñòü îòäàâàòü ðèñêè â ïå-

ðåñòðàõîâàíèå è âûáèðàòü ïàðàìåòðû ïåðåñòðàõîâàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0.

Öåëüþ êîìïàíèè áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîèñê îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìàêñèìè-

çèðóþùåé âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ. Ïîèñêó îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé

ìîäåëè ñ äîãîâîðàìè ñòðàõîâàíèÿ, ïîêðûâàþùèìè òîëüêî îäèí ðèñê, ïîñâÿùåíû ñòàòüè [4],

[43] è [59]. Ëè è Ëèó [48] îáîáùèëè ðàáîòó [59] è ðàññìîòðåëè ìîäåëü ñ äâóìÿ ðèñêàìè è

âîçìîæíîñòüþ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ êàæäîãî èç íèõ. Ìû â ñâîþ î÷åðåäü áóäåì ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî êàæäûé èç k ≥ 2 ðèñêîâ ìîæåò áûòü ïåðåñòðàõîâàí â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì

ïðîèçâîëüíûì òèïîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ. À èìåííî, ïóñòü ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ

êàïèòàë êîìïàíèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xd
t = x+

∫ t

0

k∑
i=1

ci(d
i
s)ds−

Nt∑
n=1

k∑
j=1

ρj(Ynj, d
j
Tn−), t ≥ 0.

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 êîìïàíèÿ èìååò âîçìîæíîñòü âûáðàòü ïàðàìåòðû dit ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ i-îãî ðèñêà, ðóêîâîäñòâóÿñü ïðè ýòîì çíà÷åíèåì êàïèòàëà Xd
t . Òàêèì îáðàçîì,

ïðîöåññ dt = (d1t , . . . , d
k
t ), ãäå d

i
t = di(Xd

t ) ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ôóíêöèÿìè îò êàïèòàëà

êîìïàíèè, îïðåäåëÿåò ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ dit îáîçíà÷èì ÷åðåç Di, ïðè ýòîì áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàññìîòðå-

íèåì òîëüêî êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ Di. Ñîîòâåòñòâåííî, â êàæäûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò

âðåìåíè dt ∈ D, ãäå D = D1 × . . . × Dk. Ïóñòü òàêæå D � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ

ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ dt.

Ïîñòóïèâøèå òðåáîâàíèÿ Ynj ïî êàæäîìó èç ðèñêîâ â ðàìêàõ îäíîãî ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ

äåëÿòñÿ ìåæäó ñòðàõîâùèêîì è ïåðåñòðàõîâùèêîì â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì äîãîâîðà ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ (ôóíêöèåé ρj) è â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûìè ïàðàìåòðàìè ïåðåñòðàõîâàíèÿ

djTn−. Ñ ïîìîùüþ Tn ìû îáîçíà÷àåì ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ ñîâîêóïíûõ èñêîâ. Îòäåëüíî îò-

ìåòèì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ÷àñòè èñêîâ, êîòîðûå îñòàþòñÿ ñòðàõîâùèêó ïîñëå ïðèìåíåíèÿ

ïåðåñòðàõîâàíèÿ, èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ dit èìåííî â ìîìåíòû t = Tn−, ò.å. íåïî-
ñðåäñòâåííî ïåðåä ïîñòóïëåíèåì èñêîâ, à íå â t = Tn. Äàííîå óñëîâèå íåîáõîäèìî äëÿ òîãî,

÷òîáû ñòðàõîâùèê íå èìåë âîçìîæíîñòü â ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ èñêîâ ïðèíèìàòü ðåøåíèå

ïîëíîñòüþ ïåðåäàâàòü èõ â ïåðåñòðàõîâàíèå, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ïðåìèþ â îñòàëüíûå ìîìåíòû

âðåìåíè.
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Ôóíêöèè ρj îïðåäåëÿþò òèï äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ, òî åñòü ñàìî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó

ïðîèçâîäèòñÿ äåëåíèå òðåáîâàíèÿ ïî j-îìó ðèñêó ìåæäó ñòðàõîâùèêîì è ïåðåñòðàõîâùèêîì.

Åñëè ïî j-îìó ðèñêó ïîñòóïèëî òðåáîâàíèå Yj è íà ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ äàííîãî òðåáîâàíèÿ

âûáðàí ïàðàìåòð dj ∈ Dj, òî ρj(Yj, d
j) îáîçíà÷àåò ÷àñòü èñêà, êîòîðóþ äîëæåí ïîêðûòü ñòðà-

õîâùèê. Ïåðåñòðàõîâùèê òîãäà äîëæåí ïîêðûòü Yj − ρj(Yj, dj). Ïðè ýòîì ôóíêöèè ρj(yj, d
j)

ïðåäïîëàãàþòñÿ íåóáûâàþùèìè ïî yj è íåïðåðûâíûìè ïî yj è d
j. Êðîìå òîãî, âåðíû íåðà-

âåíñòâà 0 ≤ ρj(yj, d
j) ≤ yj äëÿ ëþáîãî yj ≥ 0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ äåëÿòñÿ íå òîëüêî òðåáîâàíèÿ, íî è ïðåìèè. Ïî-

ñëå ïðèìåíåíèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé ñòðàõîâùèêó ïî êàæ-

äîìó èç k ðèñêîâ ìåíÿþòñÿ ñ ci íà ci(d
i
t). Âñå ôóíêöèè ci(d

i) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî

ïåðåìåííûì di è ci(d
i) ≤ ci. Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî åñëè ñòðàõîâùèê âûáèðàåò ïîëíîå

ïåðåñòðàõîâàíèå ðèñêà, òî èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèè ïî ýòîìó ðèñêó ñòàíîâèòñÿ

îòðèöàòåëüíîé (÷òîáû íå áûëî âîçìîæíîñòè çàðàáîòàòü áåçðèñêîâóþ ïðèáûëü).

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì ïðèìåðû äâóõ îñíîâíûõ òèïîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Åñëè ê

j-îìó ðèñêó ïðèìåíåíî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå ñ ïàðàìåòðîì dj, òî Dj = [0, 1], ρj(yj, d
j) =

djyj. Åñëè æå èñïîëüçóåòñÿ ïåðåñòðàõîâàíèå ýêñöåäåíòà óáûòêà, òî Dj = [0,∞] è ρj(yj, d
j) =

min(yj, d
j). Âèä ôóíêöèé cj(d

j) çàâèñèò îò âûáðàííîãî ïðèíöèïà ïîäñ÷åòà ïðåìèè.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü íàèëó÷øóþ ñòðàòå-

ãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùóþ ìàêñèìàëüíî óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ (èëè,

÷òî òî æå ñàìîå, óâåëè÷èòü âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ). Ïóñòü τ d = inf[t ≥ 0 : Xd
t < 0] � ìî-

ìåíò ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè. Òîãäà ψd(x) = P (τ d < ∞|Xd
0 = x) � âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ, â òî

âðåìÿ êàê δd(x) = 1−ψd(x) � âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé

ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ dt. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî δ
d(x) = 0 ïðè x < 0. Òàêèì îáðàçîì, íàøà

öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè δ(x) = supdt∈D δ
d(x) è îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ

ïåðåñòðàõîâàíèÿ, åñëè òàêàÿ ñóùåñòâóåò.

�1.2 Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà � ßêîáè � Áåëëìàíà

Ïóñòü h > 0 � ìàëûé îòðåçîê âðåìåíè, d ∈ D � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ïàðàìåòðîâ ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ, ε > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ìû èìååì êàïèòàë x. Åñëè

x = 0, òî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
∑k

i=1 ci(d
i) ≥ 0, ÷òîáû ïðåäîòâðàòèòü ñèòóàöèþ, êîãäà

ðàçîðåíèå íàñòóïàåò íåìåäëåííî èç-çà âûïëàòû ïðåìèé. Àíàëîãè÷íî åñëè x > 0, áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî h íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî x+
∑k

i=1 ci(d
i)h > 0. Ðàññìîòðèì òîãäà ñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ

ïåðåñòðàõîâàíèÿ (äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì åå rt):

rt =

d ïðè t ≤ min(T1, h),

d
ε

t−min(T1,h)
ïðè t > min(T1, h).

Íà ïåðâîì ïðîìåæóòêå äëèíîé íå áîëåå ÷åì h ìû âûáèðàåì ôèêñèðîâàííûå ïðîèçâîëüíûå
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ïàðàìåòðû d, à äàëåå âûáèðàåì ñòðàòåãèþ

d
ε

t−min(T1,h)
= (d1εt−min(T1,h)

, . . . , dkεt−min(T1,h)
),

òàêóþ, ÷òî δd
ε

(x) > δ(x) − ε. Äàííàÿ ñòðàòåãèÿ áóäåò ñóùåñòâîâàòü ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðå-

ìóìà. Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ìîæåì ñðàçó âûáðàòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ íà ïðîìåæóòêå

(min(T1, h), ∞), òàê êàê íå çíàåì òî÷íî, ñóùåñòâóåò îíà èëè íåò.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè (áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî δ(x) = 0 ïðè

x < 0):

δ(x) ≥ δr(x) = e−λh δd
ε

(x+
k∑
i=1

ci(d
i)h)+

+

∫ h

0

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

δd
ε

(x+
k∑
i=1

ci(d
i)t−

k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)λe

−λtdt >

> e−λh δ(x+
k∑
i=1

ci(d
i)h)+

+

∫ h

0

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

δ(x+
k∑
i=1

ci(d
i)t−

k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)λe

−λtdt−

− e−λhε−
∫ h

0

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

ε dF (y1, . . . , yk)λe
−λtdt = e−λh δ(x+

k∑
i=1

ci(d
i)h)+

+

∫ h

0

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

δ(x+
k∑
i=1

ci(d
i)t−

k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)λe

−λtdt− ε.

Ïîñêîëüêó ε > 0 ïðîèçâîëüíî, ìû ìîæåì äàëåå ïîëîæèòü ε = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå

ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ìû èìååì:

δ(x+
k∑
i=1

ci(d
i)h)− δ(x)− (1− e−λh) δ(x+

k∑
i=1

ci(d
i)h)+

+

∫ h

0

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

δ(x+
k∑
i=1

ci(d
i)t−

k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)λe

−λtdt ≤ 0.

Ïîäåëèì íà h > 0:[
δ(x+

k∑
i=1

ci(d
i)h)− δ(x)

]
h−1 − (1− e−λh)h−1 δ(x+

k∑
i=1

ci(d
i)h)+

+ h−1
∫ h

0

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

δ(x+
k∑
i=1

ci(d
i)t−

k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)λe

−λtdt ≤ 0.
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Óñòðåìèì òåïåðü h ê 0 (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ δ(x) äèôôåðåíöèðóåìà):

k∑
i=1

ci(d
i)δ′(x)− λδ(x) + λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

δ(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk) ≤ 0.

Ïîëó÷èâøååñÿ íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ d ∈ D. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì ñëåäó-

þùåå óðàâíåíèå (óðàâíåíèå òèïà Ãàìèëüòîíà - ßêîáè - Áåëëìàíà):

sup
d∈D

[
k∑
i=1

ci(d
i)g′(x)− λg(x) + λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)

]
= 0. (1.1)

Çäåñü ìû ââåëè íîâîå îáîçíà÷åíèå g(x), òàê êàê ìû íå çíàåì òî÷íî, óäîâëåòâîðÿåò ëè ôóíê-

öèÿ δ(x) äàííîìó óðàâíåíèþ (1.1) èëè íåò. Íàì òîëüêî ïðåäñòîèò èçó÷èòü âîïðîñ î ñóùå-

ñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) è åãî ñâÿçè ñ δ(x). Îäíàêî, çàáåãàÿ

âïåðåä, ìû ìîæåì îòìåòèòü, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè ôóíêöèè δ(x), íàñ áóäåò èí-

òåðåñîâàòü ñóùåñòâîâàíèå âîçðàñòàþùèõ ðåøåíèé g(x) óðàâíåíèÿ (1.1), òàêèõ, ÷òî g(0) > 0

è g(x) = 0 ïðè x < 0. Çäåñü è äàëåå, ãîâîðÿ î õàðàêòåðèñòèêàõ ôóíêöèè g(x), òàêèõ êàê,

íàïðèìåð, ìîíîòîííîñòü, ìû áóäåì èìåòü â âèäó õàðàêòåðèñòèêè äàííîé ôóíêöèè íà ëó÷å

[0,∞) (îïðåäåëåíèå g(x) íà (−∞, 0) íåîáõîäèìî íàì òîëüêî äëÿ óäîáñòâà çàïèñè èíòåãðà-

ëîâ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òàê êàê äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ x ≥ 0 ìû èùåì

ñóïðåìóì íåïðåðûâíîé ïî ïåðåìåííûì dj ∈ Dj ôóíêöèè, à ìíîæåñòâà Dj ÿâëÿþòñÿ êîì-

ïàêòàìè, òî äàííûé ñóïðåìóì ïðè êàæäîì x ≥ 0 áóäåò äîñòèãàòüñÿ (â íåêîòîðîé òî÷êå

d
∗
(x) = (d∗1(x), . . . , d∗k(x)) ). Áîëåå òîãî, ïðè íàõîæäåíèè ñóïðåìóìà ìû ìîæåì ñóçèòü îá-

ëàñòü D äî D̃ = {d ∈ D :
∑k

i=1 ci(d
i) > 0}. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì g(x) � âîçðàñòàþùåå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) è ñóïðåìóì â äàííîì óðàâíåíèè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå d
∗
(x). Îòñþäà

ìû ïîëó÷àåì (â ñèëó òîãî, ÷òî ïîä èíòåãðàëîì îêàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ), ÷òî

k∑
i=1

ci(d
∗i(x))g′(x) = λ

∞∫
0

. . .

∞∫
0

[
g(x)− g(x−

k∑
j=1

ρj(yj, d
∗j(x)))

]
dF (y1, . . . , yk) ≥ 0. (1.2)

Ñëåäîâàòåëüíî,
∑k

i=1 ci(d
∗i(x)) ≥ 0, òàê êàê ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî g′(x) > 0. Íî âûïîëíåíèå

íåðàâåíñòâà
∑k

i=1 ci(d
∗i(x)) ≥ 0 îçíà÷àåò, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûìè ïàðàìåòðàìè

d
∗
(x) ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ íå îòäàåò ïîëíîñòüþ òðåáîâàíèå (âñå ðèñêè) â ïåðåñòðàõîâàíèå,

òàê êàê â ñëó÷àå ïîëíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ìû óñëîâèëèñü, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ

ïðåìèé äîëæíà ñòàòü îòðèöàòåëüíîé. À çíà÷èò, P
(∑k

j=1 ρj(Yj, d
∗j(x)) > 0

)
> 0 è â ñèëó (1.2)

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
∑k

i=1 ci(d
∗i(x))g′(x) > 0 è òîãäà

∑k
i=1 ci(d

∗i(x)) > 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû

ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (1.1) â âèäå

sup
d∈D̃

[
k∑
i=1

ci(d
i)g′(x)− λg(x) + λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)

]
= 0. (1.3)
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Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî g(x) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî òàêæå ïðè-

âåñòè ê äðóãîìó ýêâèâàëåíòíîìó âèäó. À èìåííî, òàê êàê äëÿ âñåõ d ∈ D̃ âåðíî íåðàâåíñòâî∑k
i=1 ci(d

i) > 0, òî ìû ìîæåì ïîäåëèòü îáå ÷àñòè (1.3) íà
∑k

i=1 ci(d
i):

sup
d∈D̃

[
g′(x)−

λg(x)− λ
∫∞
0
. . .
∫∞
0
g(x−

∑k
j=1 ρj(yj, d

j)) dF (y1, . . . , yk)∑k
i=1 ci(d

i)

]
= 0.

Èíà÷å ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü äàííîå óðàâíåíèå â âèäå

g′(x) = − sup
d∈D̃

[
− λ∑k

i=1 ci(d
i)

(
g(x)−

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)

)]
.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî − sup[−f(x)] = inf f(x), ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì íîâîå óðàâíåíèå,

ýêâèâàëåíòíîå (1.1):

g′(x) = inf
d∈D̃

[
λ∑k

i=1 ci(d
i)

(
g(x)−

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)

)]
. (1.4)

Â ñèëó òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ (1.1) è (1.4) îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ g(x) ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ

íà êîíñòàíòó, íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå. Ïóñòü, íàïðèìåð, g(0) = 1.

Çàìå÷àíèå 1.1. ×òîáû îòäåëüíî íå îãîâàðèâàòü óñëîâèå g(x) = 0 ïðè x < 0, ìîæíî

ïðåîáðàçîâàòü èíòåãðàëû â óðàâíåíèÿõ (1.1) è (1.4). À èìåííî, ïóñòü

p1(x, d
1) = inf[z : ρ1(z, d

1) > x],

p2(x, y1, d
1, d2) = inf[z : ρ2(z, d

2) > x− ρ1(y1, d1)],
· · ·
pk(x, y1, . . . , yk−1, d

1, . . . , dk) = inf[z : ρk(z, d
k) > x− ρ1(y1, d1)− . . .− ρ1(yk−1, dk−1)].

Òîãäà

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk) =

=

∫ p1(x,d1)

0

. . .

∫ pk(x,y1,...,yk−1,d
1,...,dk)

0

g(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk).

�1.3 Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà � ßêîáè � Áåëëìàíà

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âîïðîñó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.4).
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Òåîðåìà 1.1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4), òàêîå, ÷òî g(0) = 1.

Äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùèì, îãðàíè÷åííûì è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ñðàçó ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå g(x) óðàâíå-

íèÿ (1.4), òî îíî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçó-

åìñÿ ðàâåíñòâîì

g(x)−
∫ p1(x,d1)

0

. . .

∫ pk(x,y1,...,yk−1,d
1,...,dk)

0

g(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk) =

= g(x)−
∫ x

0

g(x− y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(y).

Çäåñü è äàëåå ôóíêöèÿ F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(x) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû η =
∑k

j=1 ρj(Yj, d
j). Óðàâíåíèå (1.4) ïðèíèìàåò ñîîòâåòñòâåííî âèä

g′(x) = inf
d∈D̃

[
λ∑k

i=1 ci(d
i)

(
g(x)−

∫ x

0

g(x− y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(y)

)]
. (1.5)

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî èíôèìóì â óðàâíåíèè (1.5), òàê æå êàê è â óðàâíåíèè (1.1), áóäåò

äîñòèãàòüñÿ ïðè êàæäîì x ≥ 0 â íåêîòîðîé òî÷êå d
∗
(x) = (d∗1(x), . . . , d∗k(x)), íåñìîòðÿ íà òî,

÷òî ìíîæåñòâî D̃ íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Ïðàâàÿ ÷àñòü (1.5) íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííûì di è

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè íà ãðàíèöå D̃, òî åñòü ïðè ïðèáëèæåíèè d ê òàêîìó çíà÷åíèþ, ÷òî∑k
i=1 ci(d

i) = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, èíôèìóì íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà ãðàíèöå D̃, ïîýòîìó

ôàêòè÷åñêè ìû èìååì çàäà÷ó ïîèñêà èíôèìóìà íà êîìïàêòå {d :
∑k

i=1 ci(d
i) ≥ 0}.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ g′(x) èìååò ðàçðûâ â íåêîòîðîé òî÷êå x0 > 0 è, íàïðè-

ìåð, g′(x0) > g′(x0 − 0). Òîãäà ñóùåñòâóåò ∆ > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìàëîãî δ ∈ (0, x0)

âåðíî íåðàâåíñòâî g′(x0)−∆ > g′(x0 − δ), ò.å.

λ∑k
i=1 ci(d

∗i(x0))

(
g(x0)−

∫ x0

0

g(x0 − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0))
(y)

)
−∆ >

>
λ∑k

i=1 ci(d
∗i(x0 − δ))

(
g(x0 − δ)−

∫ x0−δ

0

g(x0 − δ − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)

)
. (1.6)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.6). Â ÷àñòíîñòè, ïîñìîòðèì,

ñèëüíî ëè èçìåíèòñÿ äàííîå âûðàæåíèå, åñëè çàìåíèòü x0−δ íà x0 â àðãóìåíòå ôóíêöèè g(·)
è â âåðõíåì ïðåäåëå èíòåãðàëà. Ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà [0,+∞), à çíà÷èò,

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0, x0]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε̃ > 0 ñóùåñòâóåò

δ̃ > 0, òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ x1, x2 ∈ [0, x0] è |x1 − x2| < δ̃ âåðíî íåðàâåíñòâî |g(x1)− g(x2)| < ε̃.

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè δ < δ̃, òî |g(x0)− g(x0− δ)| < ε̃. Ïåðåéäåì òåïåðü ê èíòåãðàëó â ïðàâîé
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÷àñòè (1.6). Èìååì:

∫ x0

0

g(x0 − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y) =

∫ x0−δ

0

g(x0 − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)+

+

∫ x0

x0−δ
g(x0 − y)dF∑k

j=1 ρj(Yj ,d
∗j(x0−δ))(y)

è ∣∣∣∣∫ x0

0

g(x0 − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)−
∫ x0−δ

0

g(x0 − δ − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫ x0−δ

0

g(x0 − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)−
∫ x0−δ

0

g(x0 − δ − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ x0

x0−δ
g(x0 − y)dF∑k

j=1 ρj(Yj ,d
∗j(x0−δ))(y)

∣∣∣∣ .
Ïðè ýòîì∣∣∣∣∫ x0−δ

0

g(x0 − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)−
∫ x0−δ

0

g(x0 − δ − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ x0−δ

0

|g(x0 − y)− g(x0 − δ − y)|dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y) < ε̃F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(x0 − δ) ≤ ε̃,

â òî âðåìÿ êàê∣∣∣∣∫ x0

x0−δ
g(x0 − y)dF∑k

j=1 ρj(Yj ,d
∗j(x0−δ))(y)

∣∣∣∣ ≤
≤ (F∑k

j=1 ρj(Yj ,d
∗j(x0−δ))(x0)− F∑k

j=1 ρj(Yj ,d
∗j(x0−δ))(x0 − δ)) max

x∈[0,δ]
g(x).

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y) íå ìîæåò èìåòü òî÷åê ðàçðûâà

íà îòðåçêå [x0− δ, x0]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü îáðàòíîå è äîïóñòèòü, ÷òî äàííàÿ
ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ â íåêîòîðîé òî÷êå xF èç [x0 − δ, x0], ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ âûáðàííûìè ïàðàìåòðàìè d

∗
(x0 − δ) ïðè ïîñòóïëåíèè òðåáîâàíèÿ, ïðåâûøàþùåãî

xF , â ïåðåñòðàõîâàíèå ïîëíîñòüþ ïåðåäàëàñü áû íåêîòîðàÿ ÷àñòü äàííîãî òðåáîâàíèÿ ñâûøå

xF . Ïðè ýòîì óáûòîê ñòðàõîâùèêà âñå ðàâíî îñòàëñÿ áû áîëüøå êàïèòàëà x0−δ, ÷òî ïðèâåëî
áû åãî ê íåìèíóåìîìó ðàçîðåíèþ. Îäíàêî ïîäîáíûé íàáîð ïàðàìåòðîâ, î÷åâèäíî, íå ìîæåò

äîñòàâëÿòü èíôèìóì, ïîñêîëüêó ïåðåñòðàõîâàíèå ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè íå óâåëè÷èâàåò âå-

ðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâùèêà, íî óìåíüøàåò åãî ïðåìèþ. Èç-çà ïîëó÷åííîãî ïðîòèâî-

ðå÷èÿ ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y) íåïðåðûâíà íà [x0 − δ, x0],
à çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ε̂ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ̂ > 0, ÷òî ïðè óñëîâèè δ < δ̂ âåðíî íåðàâåíñòâî

(F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(x0)− F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(x0 − δ)) < ε̂.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè δ < min(x0, δ̃, δ̂), òî∣∣∣∣ λ∑k
i=1 ci(d

∗i(x0 − δ))

(
g(x0)−

∫ x0

0

g(x0 − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)

)
−

− λ∑k
i=1 ci(d

∗i(x0 − δ))

(
g(x0 − δ)−

∫ x0−δ

0

g(x0 − δ − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)

)∣∣∣∣ <
<

λ∑k
i=1 ci(d

∗i(x0 − δ))

(
2ε̃+ ε̂ max

x∈[0,δ]
g(x)

)
.

Âåëè÷èíû ε̃ è ε̂ ìû ìîæåì âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî, â ÷àñòíîñòè, ìîæåì âûáðàòü èõ òàê, ÷òîáû

λ∑k
i=1 ci(d

∗i(x0 − δ))

(
g(x0)−

∫ x0

0

g(x0 − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)

)
<

<
λ∑k

i=1 ci(d
∗i(x0 − δ))

(
g(x0 − δ)−

∫ x0−δ

0

g(x0 − δ − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)

)
+ ∆/2.

Îäíàêî òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

g′(x0) =
λ∑k

i=1 ci(d
∗i(x0))

(
g(x0)−

∫ x0

0

g(x0 − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0))
(y)

)
≤

≤ λ∑k
i=1 ci(d

∗i(x0 − δ))

(
g(x0)−

∫ x0

0

g(x0 − y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

∗j(x0−δ))(y)

)
< g′(x0 − δ) + ∆/2,

è ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäïîëîæåíèåì g′(x0)−∆ > g′(x0−δ). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíê-
öèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé è ìû ìîæåì äàëåå ïðîèçâåñòè èíòåãðè-

ðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

g(x)−
∫ x

0

g(x− y)dF∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(y) =

= g(x)− g(x− y)F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(y)
∣∣∣x
0
−
∫ x

0

F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(y)g′(x− y)dy =

= g(x)− g(0)F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(x) + g(x)F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(0)−
∫ x

0

F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(y)g′(x− y)dy =

= 1 +

∫ x

0

g′(z)dz − F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(x)−
∫ x

0

F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(y)g′(x− y)dy =

= 1− F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(x) +

∫ x

0

g′(z)dz −
∫ x

0

F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(x− z)g′(z)dz =

= 1− F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(x) +

∫ x

0

g′(z)
(

1− F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(x− z)
)
dz.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1.4) ïðèìåò âèä

g′(x) = inf
d∈D̃

[
λ∑k

i=1 ci(d
i)

(
1− F k∑

j=1
ρj(Yj ,dj)

(x) +

x∫
0

g′(z)

(
1− F k∑

j=1
ρj(Yj ,dj)

(x− z)

)
dz

)]
. (1.7)
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Äîêàæåì ñíà÷àëà ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.7). Ïóñòü A � ýòî îïåðàòîð, òà-

êîé, ÷òî

Af(x) = inf
d∈D̃

[
λ∑k

i=1 ci(d
i)

(
1− F k∑

j=1
ρj(Yj ,dj)

(x) +

x∫
0

f(z)

(
1− F k∑

j=1
ρj(Yj ,dj)

(x− z)

)
dz

)]
. (1.8)

Çàäàäèì òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x), n ≥ 0, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

f0(x) =

∑k
i=1 ci δ

′
0(x)∑k

i=1 ci − λ
∑k

j=1EYj
=
δ′0(x)

δ0(0)
,

ãäå δ0(x) � ýòî âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ êàêîãî-ëèáî ïåðåñòðàõîâàíèÿ

(ïîäðîáíî î ôóíêöèè δ0(x) ðàññêàçàíî, íàïðèìåð, â ëåêöèÿõ Øìèäëè [58]). Äàëåå îïðåäåëèì

fn(x) = Afn−1(x). Îòìåòèì, ÷òî fn(x) ≥ 0. Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè äîêàæåì, ÷òî fn(x) ≤ fn−1(x),∀n ≥ 1,∀x ≥ 0.

Áàçà èíäóêöèè. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî f1(x) ≤ f0(x). Ñîãëàñíî ðàáîòå [58], ôóíêöèÿ δ0(x)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

δ′0(x) =
λ∑k
i=1 ci

(
δ0(x)−

∫ x

0

δ0(x− y)dF∑k
j=1 Yj

(y)

)
.

À çíà÷èò, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è çàìåíû ïåðåìåííîé ìû ìîæåì ïîëó÷èòü äëÿ

δ0(x) ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå âèäà

δ′0(x) =
λ∑k
i=1 ci

([
1− F∑k

j=1 Yj
(x)
]
δ0(0) +

∫ x

0

δ′0(z)
(

1− F∑k
j=1 Yj

(x− z)
)
dz

)
.

Òîãäà

f1(x) = Af0(x) =

= inf
d∈D̃

[
λ∑k

i=1 ci(d
i)

(
1− F∑k

j=1 ρj(Yj ,d
j)(x) +

∫ x

0

f0(z)
(

1− F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(x− z)
)
dz

)]
≤

≤ λ∑k
i=1 ci

(
1− F∑k

j=1 Yj
(x) +

∫ x

0

f0(z)
(

1− F∑k
j=1 Yj

(x− z)
)
dz

)
=

=
λ∑k
i=1 ci

(
1− F∑k

j=1 Yj
(x) +

∫ x

0

δ′0(z)

δ0(0)

(
1− F∑k

j=1 Yj
(x− z)

)
dz

)
=

=
λ∑k

i=1 ci δ0(0)

([
1− F∑k

j=1 Yj
(x)
]
δ0(0) +

∫ x

0

δ′0(z)
(

1− F∑k
j=1 Yj

(x− z)
)
dz

)
=

=
δ′0(x)

δ0(0)
= f0(x).

Øàã èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî fn−1(x) ≥ fn(x) äëÿ íåêîòîðîãî n.

Ïîêàæåì òîãäà, ÷òî fn(x) ≥ fn+1(x). Ïóñòü èíôèìóìû ôóíêöèé fn+1(x) = Afn(x) äîñòèãà-
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þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ d
∗
n(x). Îòñþäà èìååì

fn(x)− fn+1(x) = Afn−1(x)− Afn(x) =

=
λ

k∑
i=1

ci(d∗in−1(x))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x) +

x∫
0

fn−1(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x− z)

 dz

−

− λ
k∑
i=1

ci(d∗in (x))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n (x))

(x) +

x∫
0

fn(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n (x))

(x− z)

 dz

 ≥

≥ λ
k∑
i=1

ci(d∗in−1(x))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x) +

x∫
0

fn−1(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x− z)

 dz

−

− λ
k∑
i=1

ci(d∗in−1(x))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x) +

x∫
0

fn(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x− z)

 dz

 =

=
λ

k∑
i=1

ci(d∗in−1(x))

x∫
0

(fn−1(z)− fn(z))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x− z)

 dz ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, fn(x) � ýòî íåâîçðàñòàþùàÿ ïî n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, îãðàíè÷åí-

íàÿ ñíèçó 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x ≥ 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

f(x) = limn→∞ fn(x). Ïóñòü d
∗
∞(x) � ýòî òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì ôóíêöèè

Af(x). Äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Af(x) = f(x). Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû èìååì:

fn(x) = Afn−1(x) =

=
λ

k∑
i=1

ci(d∗in−1(x))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x) +

x∫
0

fn−1(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x− z)

 dz

 ≤

≤ λ
k∑
i=1

ci(d∗i∞(x))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
∞(x))

(x) +

x∫
0

fn−1(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
∞(x))

(x− z)

 dz

 .

Îòñþäà, ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ìû ïîëó÷èì f(x) ≤ Af(x). Äåéñòâèòåëüíî, â

ñèëó òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà âåðíî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

x∫
0

fn−1(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
∞(x))

(x− z)

 dz =

x∫
0

f(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
∞(x))

(x− z)

 dz.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó f(x) ≤ fn−1(x),

fn(x) = Afn−1(x) =

=
λ

k∑
i=1

ci(d∗in−1(x))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x) +

x∫
0

fn−1(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x− z)

 dz

 ≥

≥ λ
k∑
i=1

ci(d∗in−1(x))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x) +

x∫
0

f(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
n−1(x))

(x− z)

 dz

 ≥

≥ λ
k∑
i=1

ci(d∗i∞(x))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
∞(x))

(x) +

x∫
0

f(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
∞(x))

(x− z)

 dz

 = Af(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) ≥ Af(x). Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùèå âûêëàäêè, ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

Af(x) = f(x). Òàêèì îáðàçîì, f(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

f(x) = inf
d∈D̃

[
λ∑k

i=1 ci(d
i)

(
1− F k∑

j=1
ρj(Yj ,dj)

(x) +

x∫
0

f(z)

(
1− F k∑

j=1
ρj(Yj ,dj)

(x− z)

)
dz

)]
.

Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî áûëè ïðèâåäåíû â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà

òåêóùåé òåîðåìû, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà. Ðàññìîòðèì òåïåðü

g(x) = 1 +
∫ x
0
f(z)dz. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ (1.7).

Èçó÷èì ñâîéñòâà ôóíêöèè g(x). Èç òîãî, êàê ìû îïðåäåëèëè g(x) ÷åðåç f(x), ñðàçó ñëå-

äóåò, ÷òî g(0) = 1 è ÷òî g(x) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé (òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

f(x) ≥ 0). Ìû óæå ïîêàçàëè ðàíåå, ÷òî g(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé. Áîëåå

òîãî, g(x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó:

g(x) = 1 +

∫ x

0

f(z)dz ≤ 1 +

∫ x

0

δ′0(z)

δ0(0)
dz = 1 +

δ0(x)− δ0(0)

δ0(0)
≤ 1 +

1− δ0(0)

δ0(0)
=

1

δ0(0)
.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî g(x) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ìû

óæå çíàåì, ÷òî g′(x) ≥ 0. Èç (1.7) ñëåäóåò, ÷òî g′(0) > 0. Ïóñòü òîãäà x0 = inf[z : g′(z) = 0]. Â

ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4), ïîëó÷àåì

g′(x0) =
λ

k∑
i=1

ci(d∗i(x0))

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

(
g(x0)− g(x0 −

k∑
j=1

ρj(yj, d
∗j(x0)))

)
dF (y1, . . . , yk) = 0.

×òîáû èíòåãðàë òàêîãî âèäà áûë ðàâåí 0, íåîáõîäèìî, ÷òîáû
∑k

j=1 ρj(yj, d
∗j(x0)) = 0 âî âñåõ

òî÷êàõ yj âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè F (y1, . . . , yk), íî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñòðàõîâàÿ êîìïà-
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íèÿ ïåðåäàëà â ïåðåñòðàõîâàíèå ïîëíîñòüþ âñå ðèñêè è òîãäà d
∗
(x0) /∈ D̃. Ìû ïðèøëè ê

ïðîòèâîðå÷èþ, çíà÷èò, g(x) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.4) è îïèñàëè âñå îñ-

íîâíûå ñâîéñòâà äàííîãî ðåøåíèÿ. Äîêàæåì äàëåå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.4)

(òàêæå ÷åðåç åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.7)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g1(x) è g2(x) �

äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.7), òàêèå, ÷òî g1(0) = g2(0) = 1. Ïóñòü fj(x) = g′j(x) è ïóñòü òå-

ïåðü d
∗
j(x) � ýòî òî÷êè, â êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ èíôèìóìû â óðàâíåíèÿõ äëÿ ôóíêöèé fj(x)

ñîîòâåòñòâåííî, j = 1, 2. Çàôèêñèðóåì òî÷êó x̃ > 0. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.7)

íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííûì d1, . . . , dk è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè
∑k

i=1 ci(d
i) → 0, òî

ôóíêöèè
∑k

i=1 ci(d
∗i
1 (x)) è

∑k
i=1 ci(d

∗i
2 (x)) îòäåëåíû îò 0 íà îòðåçêå [0, x̃]. Ïóñòü òîãäà

x1 = inf
0≤x≤x̃

[
min

(
k∑
i=1

ci(d
∗i
1 (x)),

k∑
i=1

ci(d
∗i
2 (x))

)]
/(2λ)

è xn = min(nx1, x̃). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1 ≤ x̃. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ∀n ≥ 0 ôóíêöèè g1(x) è g2(x) ñîâïàäàþò íà

îòðåçêå [0, xn]. Áàçîé èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé n = 0, êîòîðûé î÷åâèäåí. Äàëåå äîïóñòèì,

÷òî ìû äîêàçàëè, ÷òî g1(x) = g2(x) íà îòðåçêå [0, xn] äëÿ íåêîòîðîãî n. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî

g1(x) = g2(x) íà [xn, xn+1]. Ïóñòüm = supxn≤x≤xn+1
|f1(x)−f2(x)| . Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ [xn, xn+1]

f1(x)− f2(x) = Af1(x)− Af2(x) =

=
λ

k∑
i=1

ci(d∗i1 (x))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
1 (x))

(x) +

x∫
0

f1(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
1 (x))

(x− z)

 dz

−

− λ
k∑
i=1

ci(d∗i2 (x))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
2 (x))

(x) +

x∫
0

f2(z)

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
2 (x))

(x− z)

 dz

 ≤

≤ λ
k∑
i=1

ci(d∗i2 (x))

x∫
xn

(f1(z)− f2(z))

1− F k∑
j=1

ρj(Yj ,d
∗j
2 (x))

(x− z)

 dz ≤

≤ λm(x− xn)
k∑
i=1

ci(d∗i2 (x))

≤ λmx1
k∑
i=1

ci(d∗i2 (x))

≤ m

2
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî f2(x)− f1(x) ≤ m
2
, à çíà÷èò, |f1(x)− f2(x)| ≤ m

2
. Òàêîå âîçìîæíî

òîëüêî ïðè m = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ [xn, xn+1] ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

f1(x) = f2(x) è g1(x) = g2(x). Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî g1(x) = g2(x) íà âñåõ îòðåçêàõ

âèäà [0, xn]. Ñëåäîâàòåëüíî, g1(x) = g2(x) íà [0, x̃], à ïîñêîëüêó ìû âûáèðàëè x̃ ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè g1(x) è g2(x) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ïðè âñåõ x ≥ 0 è

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.7) åäèíñòâåííî. �
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�1.4 Ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà �

ßêîáè � Áåëëìàíà è ìàêñèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ

íåðàçîðåíèÿ

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê òåîðåìå, óñòàíàâëèâàþùåé ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãà-

ìèëüòîíà � ßêîáè � Áåëëìàíà è âåðîÿòíîñòüþ íåðàçîðåíèÿ δ(x), îñòàíîâèìñÿ íà íåñêîëüêèõ

âàæíûõ ñâîéñòâàõ ïðîöåññà êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè Xd
t . Â ïåðâóþ î÷åðåäü çàìåòèì,

÷òî ïðîöåññ Xd
t ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-äåòåðìèíèðîâàííûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì. Ïîâåäåíèå

ïðîöåññà êàïèòàëàXd
t õàðàêòåðèçóåòñÿ ðåçêèìè ñêà÷êàìè â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ

ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé è äåòåðìèíèðîâàííûì èçìåíåíèåì ìåæäó ñêà÷êàìè, îïðåäåëÿåìûì

èíòåíñèâíîñòüþ ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâîé ïðåìèè. Ñîîòâåòñòâåííî äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ

ïîíÿòèÿìè è ðåçóëüòàòàìè èç îáùåé òåîðèè ìàðêîâñêèõ è êóñî÷íî-äåòåðìèíèðîâàííûõ ìàð-

êîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Òàê îäíîé èç èíòåðåñóþùèõ íàñ õàðàêòåðèñòèê ìàðêîâñêèõ

ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ èõ ãåíåðàòîðû. Ãåíåðàòîðû ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ÷àñòî èñïîëüçóþò-

ñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ÿâëÿþùèõñÿ â ñâîþ î÷åðåäü ìàðòèíãàëàìè.

Èìåííî íåîáõîäèìîñòü îáîñíîâàíèÿ ìàðòèíãàëüíîñòè íåêîòîðîãî ïðîöåññà, çàäåéñòâîâàííî-

ãî â äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû òåêóùåãî ðàçäåëà, è ïðèâåëà íàñ ê èçó÷åíèþ ãåíå-

ðàòîðîâ. Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âèäîâ è, ñîîòâåòñòâåííî,

îïðåäåëåíèé ãåíåðàòîðîâ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Òàê â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ÷àñòî âñòðå÷à-

åòñÿ ïîíÿòèå èíôèíèòåçèìàëüíîãî ãåíåðàòîðà (òî÷íîå îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà èíôèíèòåçè-

ìàëüíûõ ãåíåðàòîðîâ ïîäðîáíî îïèñàíû â êíèãå Ðîëüñêè è ñîàâòîðîâ [57]). Ìû æå, ÷òîáû

ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, áûëè áîëåå óíèâåðñàëüíûìè è èìåëè

áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå îáùèì

ïîíÿòèåì � ïîíÿòèåì ïîëíîãî ãåíåðàòîðà ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ïîë-

íîãî ãåíåðàòîðà. Ïóñòü E � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Rn è ìíîæåñòâî M(E) ñîñòîèò èç âñåõ

âåùåñòâåííîçíà÷íûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà E. Ìíîãîçíà÷íûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì áóäåì

íàçûâàòü íàáîð ôóíêöèé G ⊂ {(p, p̃) : p, p̃ ∈ M(E)}, òàêîé, ÷òî èç (pi, p̃i) ∈ G, i ∈ {1, 2},
ñëåäóåò, ÷òî (ap1 + bp2, ap̃1 + bp̃2) ∈ G ïðè âñåõ a, b ∈ R. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà G

íàçîâåì

D(G) = {p ∈M(E) : (p, p̃) ∈ G äëÿ íåêîòîðîé p̃ ∈M(E)}

è ñ ïîìîùüþ Gp áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ p̃ (âîçìîæíî, îäíó èç ìíîãèõ), òàêóþ, ÷òî

(p, p̃) ∈ G. Ïóñòü äàëåå åñòü íåêîòîðûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ Yt, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ èç

E. Òîãäà ìíîãîçíà÷íûé ëèíåéíûé îïåðàòîð G, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ïàð (p, p̃) ∈M(E)×M(E),

òàêèõ, ÷òî ïðîöåññ

{p(Yt)− p(Y0)−
∫ t

0

p̃(Ys)ds, t ≥ 0}

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè (FYt )t≥0, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ãåíåðàòîðîì

ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà Yt. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû çíàåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ p, êîòîðàÿ

ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ãåíåðàòîðà ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, ìû ìîæåì
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ïîñòðîèòü ìàðòèíãàë, ñâÿçàííûé ñ äàííûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì. Ñ ïîñòðîåíèåì òàêîãî

ìàðòèíãàëà â ñëó÷àå, êîãäà ïðîöåññ Yt ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-äåòåðìèíèðîâàííûì ìàðêîâñêèì

ïðîöåññîì, íàì ìîæåò ïîìî÷ü òåîðåìà 2.2 êíèãè [57]. Ââåäåì íåñêîëüêî èñïîëüçóåìûõ â

äàííîé òåîðåìå îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü Yt � êóñî÷íî-äåòåðìèíèðîâàííûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ,

ïîâåäåíèå êîòîðîãî ìåæäó ñêà÷êàìè îïðåäåëÿåòñÿ íåñëó÷àéíîé ôóíêöèåé ϕ(t, z), òàêîé, ÷òî

ϕ(0, z) = z. Ïóñòü òàêæå ìåõàíèçì ïîÿâëåíèÿ ñêà÷êîâ ïðîöåññà Yt îïðåäåëÿåòñÿ èíòåíñèâíî-

ñòüþ ñêà÷êîâ λ(x) è ôóíêöèåé ïåðåõîäà Q : E ∪ Γ× B(E)→ [0, 1], ãäå

Γ = {z̃ ∈ ∂E : z̃ = ϕ(t, z) äëÿ íåêîòîðûõ (t, z) ∈ R+ × E}

è Q(x, ·) îáîçíà÷àåò ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà ñðàçó ïîñëå ñêà÷êà, åñëè íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä
ñêà÷êîì ïðîöåññ áûë íà óðîâíå x ∈ E∪Γ. Ìîìåíòû ñêà÷êîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç Ti. Êðîìå òîãî,

îïðåäåëèì âåëè÷èíó

t∗(z) = sup{t > 0 : ñóùåñòâóåò ϕ(t, z) è ϕ(t, z) ∈ E}

è ââåäåì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð X, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

(Xp)(ϕ(t, z)) =
∂

∂t
p(ϕ(t, z)). (1.9)

Â óêàçàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü Yt � êóñî÷íî-äåòåðìèíèðîâàííûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ è ïóñòü òàêæå

p∗ : E ∪ Γ→ R � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(a) ïðè âñåõ z ∈ E ôóíêöèÿ t 7→ p∗(ϕ(t, z)) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (0, t∗(z)),

(b) äëÿ âñåõ x íà ãðàíèöå Γ âåðíî ðàâåíñòâî

p∗(x) =

∫
E

p∗(y)Q(x, dy),

(c) äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E

(∑
i:Ti≤t

|p∗(YTi)− p∗(YTi−)|

)
<∞.

Òîãäà p ∈ D(G), ãäå p îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè p∗ íà E, è (p,Gp) ∈ G, ãäå Gp

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

(Gp)(x) = (Xp)(x) + λ(x)

∫
E

(p(y)− p(x))Q(x, dy).

Ñ ïîìîùüþ äàííîé òåîðåìû ìû ìîæåì äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé âñïîìîãàòåëüíîé

ëåììû:
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Ëåììà 1.1. Ïðîöåññ

g(Xd
t )−

∫ t

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s )− λg(Xd
s ) + λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(Xd
s −

k∑
j=1

ρj(yj, d
j
s))dF (y1, . . . , yk)

]
ds

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîöåññ êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè Xd
t è ôóíêöèÿ g, ÿâëÿþùàÿñÿ

åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4), óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì ïðèâåäåííîé âûøå

òåîðåìû 2.2 èç [57]. Ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîöåññó Xd
t , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(t, z) çàäàåò-

ñÿ óðàâíåíèåì ϕ(t, z) = z+
∫ t
0

∑k
i=1 ci(d

i(ϕ(s, z)))ds, à èíòåíñèâíîñòü ñêà÷êîâ λ(·) ïîñòîÿííà è
ðàâíà λ. Êðîìå òîãî, â íàøåé ìîäåëè E = R, t∗(z) =∞, Γ = ∅, à ñîîòíîøåíèå (1.9) ïðèíèìàåò
âèä

(Xp)(ϕ(t, z)) =
k∑
i=1

ci(d
i(ϕ(t, z)))p′(ϕ(t, z)).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ôóíêöèÿ g ëåæèò â D(G), ãäåG � ýòî ïîëíûé

ãåíåðàòîð ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà Xd
t , è

(Gg)(x) = (Xg)(x) + λ

∫
R
(g(y)− g(x))Q(x, dy).

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ãåíåðàòîðà ìû èìååì, ÷òî ïðîöåññ

{g(Xd
t )− g(Xd

0 )−
∫ t

0

[
(Xg)(Xd

s ) + λ

∫
R
(g(y)− g(Xd

s ))Q(Xd
s , dy)

]
ds, t ≥ 0}

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì. Íî â òî æå âðåìÿ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

g(Xd
t )− g(Xd

0 )−
∫ t

0

[
(Xg)(Xd

s ) + λ

∫
R
(g(y)− g(Xd

s ))Q(Xd
s , dy)

]
ds =

= g(Xd
t )− g(x)−

∫ t

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s ) + λ

∫
R
(g(y)− g(Xd

s ))Q(Xd
s , dy)

]
ds =

= g(Xd
t )− g(x)−

∫ t

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s ) + λ

(∫
R
g(y)Q(Xd

s , dy)− g(Xd
s )

)]
ds =

= g(Xd
t )− g(x)−

∫ t

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s )+

+ λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(Xd
s −

k∑
j=1

ρj(yj, d
j
s))dF (y1, . . . , yk)− λg(Xd

s )

]
ds,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò òî, ÷òî òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ïåðåéäåì òåïåðü êî âòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé ëåììå, ïîñâÿùåííîé ñâîéñòâàì ïðîöåññà

Xd
t è íåîáõîäèìîé íàì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçè ìåæäó ìåæäó ðåøåíèåì
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óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà � ßêîáè � Áåëëìàíà è âåðîÿòíîñòüþ íåðàçîðåíèÿ δ(x).

Ëåììà 1.2. Ïóñòü dt � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ,

ðàâíîé 1, ëèáî ïðîèñõîäèò ðàçîðåíèå êîìïàíèè, ëèáî Xd
t →∞ ïðè t→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c0i < 0 � ýòî èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé ïî i-îìó ðèñêó

â ñëó÷àå, åñëè äàííûé ðèñê ïîëíîñòüþ ïåðåäàí â ïåðåñòðàõîâàíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

ïàðàìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ B = {d :
∑k

i=1 ci(d
i) ≥

∑k
i=1 c

0
i /2}, ÷åðåç B îáîçíà÷èì äîïîëíå-

íèå äàííîãî ìíîæåñòâà. Âûáåðåì äàëåå ïðîèçâîëüíîå 0 < ε < −
∑k

i=1 c
0
i /2 è ïîëîæèì

q =
−
∑k

i=1 c
0
i − 2ε

2
∑k

i=1 ci −
∑k

i=1 c
0
i

.

Êàê è ðàíåå, ci � ýòî èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ ïðåìèé ïî i-îìó ðèñêó â ñëó÷àå

îòñóòñòâèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Çàôèêñèðóåì òàêæå ïðîèçâîëüíîå a > 0 è îïðåäåëèì ðåêóð-

ðåíòíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (tm)m∈N ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t1 = inf[t ≥ 0 : Xd
t < a]

è

tm+1 = inf[t ≥ tm + 1 : Xd
t < a].

Ïðè ýòîì åñëè lim
t→∞

Xd
t < a, òî âñå âåëè÷èíû tm áóäóò êîíå÷íû. Åñëè Xd

t ≥ a äëÿ âñåõ t ≥ 0,

òî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî tm = ∞ äëÿ ∀m ≥ 1. Åñëè æå Xd
t ≥ a ïðè âñåõ t ≥ tm + 1, òîãäà tn = ∞

äëÿ ∀n ≥ m+ 1.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî m ≥ 1 è ω ∈ Ω âûïîëíåíî, ÷òî tm(ω) <∞. Ïóñòü òàêæå Σm � ýòî

σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ
(
Xd
t∧tm

)
t≥0

. Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îöåíèòü ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå E(I{tm<∞} ∩ {Xd
tm+1≤a−ε}

|Σm)(ω). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïîêàæåì

ñíà÷àëà, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíîãî t ≥ 0 âåðíî, ÷òî
∫ t+1

t
I{ds∈B}ds ≤ q, òîãäà

Xd
t+1 ≤ Xd

t − ε ï.í. Äåéñòâèòåëüíî,

Xd
t+1 = Xd

t +

∫ t+1

t

k∑
i=1

ci(d
i
s)ds−

Nt+1∑
n=Nt+1

k∑
j=1

ρj(Ynj, d
j
Tn−) ≤ Xd

t +

∫ t+1

t

k∑
i=1

ci(d
i
s)ds =

= Xd
t +

∫ t+1

t

k∑
i=1

ci(d
i
s)I{ds∈B}ds+

∫ t+1

t

k∑
i=1

ci(d
i
s)I{ds∈B}ds ≤

≤ Xd
t +

k∑
i=1

ci

∫ t+1

t

I{ds∈B}ds+
k∑
i=1

c0i /2

∫ t+1

t

I{ds∈B}ds ≤ Xd
t +

k∑
i=1

ciq+(1−q)
k∑
i=1

c0i /2 = Xd
t −ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ tm(ω) <∞ ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
∫ tm(ω)+1

tm(ω)
I{ds∈B}ds ≤ q, òî

E(I{tm<∞} ∩ {Xd
tm+1≤a−ε}

|Σm)(ω) = 1.
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Ïåðåéäåì òåïåðü êî âòîðîìó ñëó÷àþ, êîãäà äëÿ âåëè÷èíû tm(ω) <∞ âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî ∫ tm(ω)+1

tm(ω)

I{ds∈B}ds > q.

Èìååì:

E(I{tm<∞} ∩ {Xd
tm+1≤a−ε}

|Σm)(ω) ≥ P (Xd
tm+1 ≤ a− ε|Xd

tm = a) =

= P
( ∑
Ti∈(tm, tm+1]

k∑
j=1

ρj(Yij, d
j
Ti−) ≥

∫ tm+1

tm

k∑
i=1

ci(d
i
s)ds+ ε

)
≥

≥ P
( ∑
Ti∈(tm, tm+1]

k∑
j=1

ρj(Yij, d
j
Ti−) ≥

k∑
i=1

ci + ε
)
.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ≥ 0, òàêîãî, ÷òî
∫ t+1

t
I{ds∈B}ds > q, âåðíî íåðàâåíñòâî

P
(∫ t+1

t

I{ds∈B}dNs ≥
⌈
1 +

k∑
i=1

ci/ε
⌉)
≥ P

(
Nq ≥

⌈
1 +

k∑
i=1

ci/ε
⌉)
.

Ïóñòü äàëåå

P
(
Nq ≥

⌈
1 +

k∑
i=1

ci/ε
⌉)

= r > 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

P
( ∑
Ti∈(tm, tm+1]

k∑
j=1

ρj(Yij, d
j
Ti−) ≥

k∑
i=1

ci + ε
)
≥ r · P

( k∑
j=1

ρj(Yij, d
j
Ti−) > ε äëÿ

⌈
1 +

k∑
l=1

cl/ε
⌉
óáûòêîâ, òàêèõ, ÷òî Ti ∈ (tm, tm+1] è dTi ∈ B

)
. (1.10)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè ci(d
i) è ρj(yj, d

j), i, j = 1, k, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, ìîæíî âçÿòü

ε > 0 òàêîå, ÷òî

P
( k∑
j=1

ρj(Yj, d
j) ≥ ε

)
> 0 äëÿ ëþáûõ ïàðàìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ d ∈ B.

Ïðè ýòîì ó äàííîé âåðîÿòíîñòè åñòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ïî ïàðàìåòðàì

ïåðåñòðàõîâàíèÿ d ∈ B. À çíà÷èò, ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1.10) áó-

äåò íå ìåíüøå δ. Äëÿ äàííîãî δ > 0 è äëÿ tm(ω) < ∞, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå∫ tm(ω)+1

tm(ω)
I{ds∈B}ds > q, ìû èìååì

E(I{tm<∞} ∩ {Xd
tm+1≤a−ε}

|Σm)(ω) ≥ δ.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ m ≥ 1

E(I{tm<∞} ∩ {Xd
tm+1≤a−ε}

− δI{tm<∞}|Σm) ≥ 0 ï.í. (1.11)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òåõ ω ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ tm(ω) < ∞, äàííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ

â ñèëó ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ âûøå. Äëÿ òåõ æå ω ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ tm(ω) = ∞, îáå

÷àñòè (1.11) ðàâíû íóëþ è íåðàâåíñòâî òàêæå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Wm = I{tm<∞} ∩ {Xd
tm+1≤a−ε}

, Zm = δI{tm<∞}, An =
n∑

m=1

(Wm − Zm). (1.12)

Çàìåòèì, ÷òî A1, . . . , An ÿâëÿþòñÿ Σn+1�èçìåðèìûìè. Ïîêàæåì, ÷òî â ñèëó (1.11) ïðîöåññ

{An}n≥1 ÿâëÿåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè Σ̃n, òàêîé, ÷òî Σ̃n ≡ Σn+1:

E(An+1|Σ̃n) = E(An+1|Σn+1) = E(An +Wn+1 − Zn+1|Σn+1) = An + E(Wn+1 − Zn+1|Σn+1) =

= An + E(I{tn+1<∞} ∩ {Xd
tn+1+1≤a−ε}

− δI{tn+1<∞}|Σn+1) ≥ 0.

Òîãäà èç ëåììû 1.15, ïðèâåäåííîé â êíèãå [60], ñëåäóåò, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî

P
( ∞∑
m=1

Zm =∞,
∞∑
m=1

Wm <∞
)

= 0, (1.13)

à çíà÷èò,

P
( ∞∑
m=1

Zm =∞,
∞∑
m=1

Wm =∞
)

+ P
( ∞∑
m=1

Zm <∞,
∞∑
m=1

Wm <∞
)

= 1,

òàê êàê ñëó÷àé
∑∞

m=1 Zm < ∞ è
∑∞

m=1Wm = ∞ íåâîçìîæåí. Ñîáûòèå
∑∞

m=1 Zm = ∞,∑∞
m=1Wm =∞ îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èí tm, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî óñëîâèå tm <∞,

è âåëè÷èí tm, òàêèõ, ÷òî îäíîâðåìåííî tm < ∞ è Xd
tm+1 ≤ a − ε, áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî.

Äðóãèìè ñëîâàìè, lim
t→∞

Xd
t < a è lim

t→∞
Xd
t ≤ a− ε. Â òî æå âðåìÿ

P
( ∞∑
m=1

Wm =∞|
∞∑
m=1

Zm =∞
)

=
P
(∑∞

m=1 Zm =∞,
∑∞

m=1Wm =∞
)

P
(∑∞

m=1 Zm =∞
) =

=
P
(∑∞

m=1 Zm =∞,
∑∞

m=1Wm =∞
)

+ P
(∑∞

m=1 Zm =∞,
∑∞

m=1Wm <∞
)

P
(∑∞

m=1 Zm =∞
) = 1,

òî åñòü åñëè lim
t→∞

Xd
t < a, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé 1, lim

t→∞
Xd
t ≤ a − ε. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ñîáûòèå
∑∞

m=1 Zm < ∞,
∑∞

m=1Wm < ∞ îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ Xd
t îïóñòèëñÿ íèæå óðîâíÿ
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a òîëüêî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç, íî òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðîöåññ Xd
t îïóñòèòñÿ íèæå

a + ε/2 òîæå òîëüêî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç (èíà÷å ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ (1.13)). Â

ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ïàðàìåòðà a > 0 ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ,

ðàâíîé 1, ëèáî ïðîèñõîäèò ðàçîðåíèå êîìïàíèè, ëèáî Xd
t →∞ ïðè t→∞. �

Èòàê, ïðèñòóïèì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìû äàííîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü g(x) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4), òàêîå, ÷òî g(0) = 1.

Òîãäà g(x) = δ(x)/δ(0) = δ(x)g(∞), ïðè ýòîì îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ

èìååò âèä d
∗
t = d

∗
(Xd

∗

t ), ãäå d
∗
(x) � ýòî òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì â óðàâíå-

íèè (1.4), à Xd
∗

t � ýòî ïðîöåññ êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé îïòèìàëüíóþ

ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ d
∗
t .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dt � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ âèäà dt = d(Xd
t ).

Èç ëåììû 1.1 è òåîðåìû îá îñòàíîâêå ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

g(Xd
τd∧t)−

∫ τd∧t

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s )− λg(Xd
s )+

+ λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(Xd
s −

k∑
j=1

ρj(yj, d
j
s))dF (y1, . . . , yk)

]
ds

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì. Îòñþäà ìû èìååì, ÷òî ïðîöåññ g(Xd
τd∧t

) â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ

ñóïåðìàðòèíãàëîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v < t. Òîãäà

E
(
g(Xd

τd∧t)
∣∣∣ FXd

v

)
= E

(
g(Xd

τd∧t)−
∫ τd∧t

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s )+

+ λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(Xd
s −

k∑
j=1

ρj(yj, d
j
s))dF (y1, . . . , yk)− λg(Xd

s )

]
ds +

∫ τd∧t

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s )+

+ λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(Xd
s −

k∑
j=1

ρj(yj, d
j
s))dF (y1, . . . , yk)− λg(Xd

s )

]
ds

∣∣∣∣∣ FXd

v

)
=

= g(Xd
τd∧v)−

∫ τd∧v

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s )+

+ λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(Xd
s −

k∑
j=1

ρj(yj, d
j
s))dF (y1, . . . , yk)− λg(Xd

s )

]
ds+

+ E

(∫ τd∧t

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s )+

+ λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(Xd
s −

k∑
j=1

ρj(yj, d
j
s))dF (y1, . . . , yk)− λg(Xd

s )

]
ds

∣∣∣∣∣ FXd

v

)
=
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= g(Xd
τd∧v)+E

(∫ τd∧t

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s )+

+ λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(Xd
s −

k∑
j=1

ρj(yj, d
j
s))dF (y1, . . . , yk)− λg(Xd

s )

]
ds−

−
∫ τd∧v

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s )+

+ λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(Xd
s −

k∑
j=1

ρj(yj, d
j
s))dF (y1, . . . , yk)− λg(Xd

s )

]
ds

∣∣∣∣∣ FXd

v

)
=

= g(Xd
τd∧v) + E

(∫ τd∧t

τd∧v

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s )+

+ λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(Xd
s −

k∑
j=1

ρj(yj, d
j
s))dF (y1, . . . , yk)− λg(Xd

s )

]
ds

∣∣∣∣∣ FXd

v

)
≤ g(Xd

τd∧v)

â ñèëó ðàâåíñòâà (1.1) (ò.ê. ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ [...] ìåíüøå ëèáî ðàâíà íóëÿ ïî÷òè

íàâåðíîå). Ñëåäîâàòåëüíî,

E
(
g(Xd

τd∧t)
)

= E
(
g(Xd

t ) I{τd>t}
)
≤ g(x). (1.14)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ g(Xd
∗

τd
∗∧t

) ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì, à çíà÷èò,

E
(
g(Xd

∗

τd
∗∧t)
)

= E
(
g(Xd

∗

t ) I{τd∗>t}
)

= g(x). (1.15)

Óñòðåìèì òåïåðü t ê áåñêîíå÷íîñòè (ôóíêöèÿ g(x) îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó ìû ìîæåì ñäåëàòü

ýòî áåç îïàñåíèé). Â ñèëó ëåììû 1.2 ìû èìååì, ÷òî Xd
t → ∞, åñëè τ d = ∞. Ïîýòîìó ìû

ïîëó÷àåì èç (1.14) è (1.15), ÷òî g(x) ≥ g(∞)P (τ d = ∞) = g(∞)δd(x), ò.å. δd(x) ≤ g(x)/g(∞),

è δd
∗
(x) = g(x)/g(∞). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî δd

∗
(x) = δ(x) = g(x)/g(∞) è îïòèìàëüíîé ñòðàòå-

ãèåé ÿâëÿåòñÿ d
∗
t . Ïðè ýòîì òàêæå âåðíî ðàâåíñòâî δ(0) = 1/g(∞), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå

ïîäñòàíîâêè x = 0. �

�1.5 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

�1.5.1 Ñëó÷àé äâóõ íåçàâèñèìûõ ðèñêîâ

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé îïèñàííîé âûøå ìîäåëè. Ïóñòü äîãîâîð ñòðàõîâàíèÿ ïî-

êðûâàåò äâà ðèñêà. Ðàçìåðû óáûòêîâ ïî äàííûì ðèñêàì Y1 è Y2 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè

ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè

β1 è β2. Ê ïåðâîìó ðèñêó ïðèìåíÿåòñÿ ïåðåñòðàõîâàíèå ýêñöåäåíòà óáûòêà, êî âòîðîìó �

êâîòíîå. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, îïèñàííûé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1 è

40



îñíîâàííûé íà ñîîòíîøåíèè

fn(x) = inf
d∈D̃

[
λ∑k

i=1 ci(d
i)

(
1− F k∑

j=1
ρj(Yj ,dj)

(x) +

x∫
0

fn−1(z)

(
1− F k∑

j=1
ρj(Yj ,dj)

(x− z)

)
dz

)]
, n ≥ 1,

ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèè δ(x) è îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ äëÿ

ôèêñèðîâàííûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Äëÿ òàêèõ ïîñòðîåíèé íåîáõîäèìî

çíàòü ÿâíûé âèä
∑k

i=1 ci(d
i) è F∑k

j=1 ρj(Yj ,d
j)(x). Ïîêàæåì, êàê äàííûå âûðàæåíèÿ áóäóò âû-

ãëÿäåòü â ñëó÷àå k = 2 íåçàâèñèìûõ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ðèñêîâ. Ïóñòü äëÿ

óäîáñòâà ïàðàìåòð ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà d1 = d, à ïàðàìåòð êâîòíîãî ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ d2 = a, ãäå a ∈ (0, 1] (ñëó÷àé a = 0 áóäåò óïîìÿíóò ïîçäíåå). Òîãäà

Fρ1(Y1,d1)(x) = Fmin(Y1,d)(x) =


0, x < 0,

1− e−β1x, x ∈ [0, d),

1, x ≥ d,

è

Fρ2(Y2,d2)(x) = FaY2(x) =

0, x < 0,

1− e−β2xa−1
, x ≥ 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé ñâåðòêè, ìû ïîëó÷èì ÿâíûé âèä F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(x). À èìåííî,

ïóñòü ñíà÷àëà x ∈ [0, d). Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ x ìû èìååì:

F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(x) = Fρ1(Y1,d1)+ρ2(Y2,d2)(x) = Fmin(Y1,d)+aY2(x) =

=

∫ x

0

(
1− e−β1(x−z)

)
β2a

−1e−β2za
−1

dz = 1− e−β2xa−1

+
β2

aβ1 − β2

(
e−β1x − e−β2xa−1

)
.

Åñëè æå x ≥ d, òî

F∑k
j=1 ρj(Yj ,d

j)(x) = Fmin(Y1,d)+aY2(x) =

=

∫ x−d

0

β2a
−1e−β2za

−1

dz +

∫ x

x−d

(
1− e−β1(x−z)

)
β2a

−1e−β2za
−1

dz =

= 1− e−β2xa−1

+
β2

aβ1 − β2

(
e−β2a

−1(x−d)−β1d − e−β2xa−1
)
.

Èòîãî îêîí÷àòåëüíî äåëàåì âûâîä, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ íåçàâèñèìûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðèñêîâ

ñ ïàðàìåòðàìè β1 è β2 âåðíî ðàâåíñòâî

Fmin(Y1,d)+aY2(x) =


0, x < 0,

1− e−β2xa−1
+ β2

aβ1−β2

(
e−β1x − e−β2xa−1

)
, x ∈ [0, d),

1− e−β2xa−1
+ β2

aβ1−β2

(
e−β2a

−1(x−d)−β1d − e−β2xa−1
)
, x ≥ d.
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Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà áóäåò ñïðàâåäëèâà è äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

a = 0, òàê êàê ïîäñòàâèâ a = 0, ìû â ïðåäåëå ïîëó÷èì â òî÷íîñòè Fmin(Y1,d)(x).

Âèä ñóììû èíòåíñèâíîñòåé ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ ïðåìèé ñòðàõîâùèêó
∑k

i=1 ci(d
i) =

c1(d
1)+c2(d

2) = c1(d)+c2(a) çàâèñèò îò èñïîëüçóåìûõ ïðèíöèïîâ ïðåìèé. Åñëè ñòðàõîâùèê è

ïåðåñòðàõîâùèê èñïîëüçóþò äëÿ îáîèõ ðèñêîâ ïðåìèàëüíûé ïðèíöèï ñðåäíåãî ñ íàãðóçêàìè

ñîîòâåòñòâåííî θ è θ1 (ãäå θ1 > θ), òî c1(d) è c2(a) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c1(d) =
λ

β1

(
(1 + θ)− (1 + θ1)e

−β1d
)
,

c2(a) =
λ

β2
((1 + θ)− (1 + θ1)(1− a)) .

Ïåðåéäåì ê ÷èñëåííûì ðåçóëüòàòàì. Ïóñòü ïàðàìåòð ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà λ = 1, ïà-

ðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçìåðîâ òðåáîâàíèé β1 = 1 è β2 = 1.05, íàãðóçêè ñòðàõîâùèêà è

ïåðåñòðàõîâùèêà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû θ = 0.2, θ1 = 0.21. Íà ðèñ. 1.1 èçîáðàæåíû ãðàôèê

δ(x) (âåðõíÿÿ æèðíàÿ êðèâàÿ) è ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ äàííîé ôóíêöèè. Íà

ðèñ. 1.2 è 1.3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ïàðàìåòðîâ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâà-

íèÿ (ýêñöåäåíòà óáûòêà è êâîòíîãî, ñîîòâåòñòâåííî). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äî

òåõ ïîð, ïîêà êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ, ïðèìåðíî ðàâíîãî 0.6,

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå êîìïàíèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îáà ðèñêà ïîëíîñòüþ îñòàâèòü ñå-

áå è íå èñïîëüçîâàòü ïåðåñòðàõîâàíèå. Êîãäà æå êàïèòàë ñòàíîâèòñÿ áîëüøå 0.6, ïîÿâëÿåòñÿ

ñìûñë ïðèìåíÿòü ïåðåñòðàõîâàíèå ê îáîèì ðèñêàì. Áîëåå òîãî, ïåðâûé ðèñê ðåêîìåíäóåòñÿ

ïîëíîñòüþ îòäàòü â ïåðåñòðàõîâàíèå.
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Ðèñ. 1.1: Âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ δ(x) â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ðèñêîâ
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Ðèñ. 1.2: Îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà êàê ôóíêöèÿ îò êàïè-
òàëà êîìïàíèè â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ðèñêîâ
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Ðèñ. 1.3: Îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ êàê ôóíêöèÿ îò êàïèòàëà êîì-
ïàíèè â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ðèñêîâ

�1.5.2 Ñëó÷àé äâóõ çàâèñèìûõ ðèñêîâ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîäåëü ñ äîãîâîðàìè ñòðàõîâàíèÿ, ïîêðûâàþùèìè äâà ðèñêà, ðàçìåðû

óáûòêîâ ïî êîòîðûì Y1 è Y2 ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïåðåä òåì, êàê
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ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå îñòàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, îïèøåì ìåòîä

ïîñòðîåíèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðûé ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü â òåêóùåì ðàçäåëå. Äàííûé ìåòîä îñíîâàí íà ïîíÿòèè êîïóëû. Çà îñíîâó ïðè

èçó÷åíèè òåîðèè êîïóë ìû âçÿëè îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû èç êíèãè [56]. Â ÷àñòíîñòè, îäíî èç

ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé äâóìåðíûõ êîïóë, ïðèâåäåííûõ â [56], èìååò âèä

Îïðåäåëåíèå 1.1. Äâóìåðíîé êîïóëîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ

C : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1], îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. äëÿ ëþáûõ u, v ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

C(u, 0) = 0 = C(0, v),

C(u, 1) = u, C(1, v) = v;

2. äëÿ ëþáûõ u1, v1, u2, v2 ∈ [0, 1], òàêèõ, ÷òî u1 ≤ u2 è v1 ≤ v2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

C(u2, v2)− C(u2, v1)− C(u1, v2) + C(u1, v1) ≥ 0.

Ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèåì äâóìåðíîé êîïóëû è ñîâìåñòíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

óñòàíàâëèâàåò òåîðåìà Ñêëÿðà (ñì. [56]). Îòìåòèì, ÷òî èíîãäà äàííàÿ òåîðåìà ôîðìóëèðó-

åòñÿ áåç êàêîãî-ëèáî óïîìèíàíèÿ î ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ. Òàê, íàïðèìåð, â êíèãå [56] ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü íàçâàíà ëþáàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ

F (x), îïðåäåëåííàÿ íà R è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì F (−∞) = 0, F (+∞) = 1. Àíàëîãè÷-

íûì îáðàçîì ÷åðåç íàáîð ñâîéñòâ â [56] îïðåäåëÿþòñÿ è ñîâìåñòíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

(ñì. îïðåäåëåíèå 2.3.2). Â òî æå âðåìÿ òåîðåìà Ñêëÿðà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è äëÿ ôóíê-

öèé ðàñïðåäåëåíèÿ â íàøåì îáû÷íîì ïîíèìàíèè, ò.å. ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòîðûì

ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì.

Òåîðåìà (Sklar, 1959). Ïóñòü H(x, y) � ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îäíîìåðíûìè

ìàðãèíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) = H(x,+∞) è G(y) = H(+∞, y). Òîãäà

ñóùåñòâóåò äâóìåðíàÿ êîïóëà C, òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ x, y ∈ R âåðíî ðàâåíñòâî

H(x, y) = C(F (x), G(y)). (1.16)

Ïðè ýòîì åñëè ôóíêöèè F (x) è G(y) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, òî òàêàÿ êîïóëà C åäèí-

ñòâåííà, èíà÷å C îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì íà E(F ) × E(G), ãäå E(F ) è E(G)

� ýòî îáëàñòè çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèé F è G.

Êðîìå òîãî, âåðíî è îáðàòíîå: åñëè C � äâóìåðíàÿ êîïóëà, à F (x) è G(y) ÿâëÿþòñÿ

ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî H(x, y), îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (1.16), áóäåò ÿâ-

ëÿòüñÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàðãèíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) è G(y).

Äàëåå ïîä CXY ìû áóäåì ïîíèìàòü äâóìåðíóþ êîïóëó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé çàäàåòñÿ ñîâ-

ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y . Òàêèì îáðàçîì, âûáðàâ íåêîòî-
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ðóþ êîïóëó CY1Y2 , ìû ìîæåì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ñêëÿðà ïîñòðîèòü ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y1 è Y2, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé óáûòêè ïî êàæäîìó èç

äâóõ çàñòðàõîâàííûõ ðèñêîâ. Îäíàêî ñòîèò ó÷èòûâàòü, ÷òî ñîãëàñíî íàøåé ìîäåëè ê äàííûì

ðèñêàì ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî ïåðåñòðàõîâàíèå. À èìåííî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü, â

êîòîðîé ê îáîèì ðèñêàì ïðèìåíÿåòñÿ êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå ñ ïàðàìåòðàìè ñîîòâåòñòâåí-

íî d1 = a1 è d
2 = a2. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ìû óæå èìååì äåëî íå ñ Y1 è Y2, à ñî

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè a1Y1 è a2Y2. Ïðè ýòîì äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Yi ÿâëÿþòñÿ

àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ïëîòíîñòÿìè pYi(x),

à çíà÷èò, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû aiYi òàêæå èìåþò ïëîòíîñòè paiYi(x) = a−1i pYi(a
−1
i x), i = 1, 2.

Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ai 6= 0, ñëó÷àè a1 = 0 è a2 = 0 áóäóò óïîìÿíóòû ïîçäíåå.

Îïðåäåëèòü âèä êîïóëû Ca1Y1 a2Y2 íàì ïîìîæåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (îáîçíà÷åííàÿ â êíèãå

[56] êàê òåîðåìà 2.4.3). Ïîä íåïðåðûâíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè çäåñü ïîäðàçóìåâàþòñÿ

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà ([56], òåîðåìà 2.4.3). Ïóñòü X è Y � íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñîâìåñò-

íîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ çàäàíî ñ ïîìîùüþ êîïóëû CXY . Ïóñòü òàêæå α(x) è β(y) �

ýòî ñòðîãî âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè, çàäàííûå ñîîòâåòñòâåííî íà îáëàñòè çíà÷åíèé X è

îáëàñòè çíà÷åíèé Y . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Cα(X)β(Y ) = CXY .

Äðóãèìè ñëîâàìè, êîïóëà CXY ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ñòðîãî âîçðàñòàþ-

ùèõ ïðåîáðàçîâàíèé X è Y .

Èñõîäÿ èç äàííîé òåîðåìû ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè a1, a2 ∈ (0, 1] è ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ x, y ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ca1Y1 a2Y2 (Fa1Y1(x), Fa2Y2(y)) = CY1Y2
(
FY1(a

−1
1 x), FY2(a

−1
2 y)

)
= CY1Y2 (Fa1Y1(x), Fa2Y2(y)) .

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü êîïóëó Ca1Y1 a2Y2 äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí a1Y1 è a2Y2, òî åñòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè Fρ1(Y1,d1)+ρ2(Y2,d2)(x) =

Fa1Y1+a2Y2(x). Äëÿ ýòîãî íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïëîòíîñòè êîïóëû (ñì. [56] è [11]).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü C(u, v) � äâóìåðíàÿ êîïóëà è ïóñòü äëÿ C(u, v) âåðíî ïðåäñòàâ-

ëåíèå

C(u, v) =

∫ u

0

∫ v

0

∂2

∂s∂t
C(s, t)dtds.

Òîãäà ôóíêöèÿ

c(u, v) =
∂2C(u, v)

∂u∂v

íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ êîïóëû C(u, v).

Ñ ïëîòíîñòÿìè êîïóë ñâÿçàí âàæíûé ôàêò (ñì. [11]): åñëè êîïóëà CXY ñîîòâåòñòâóåò

íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì X è Y , èìåþùèì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è G(y) è
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ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ pX(x) è pY (y), òî ïëîòíîñòü äàííîé êîïóëû cXY ñâÿçàíà ñ ñîâìåñò-

íîé ïëîòíîñòüþ pXY (x, y) âåëè÷èí X è Y ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

cXY (F (x), G(y)) =
pXY (x, y)

pX(x)pY (y)
.

Èòàê, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü êîïóëû Ca1Y1 a2Y2 , êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ

êàê ca1Y1 a2Y2(u, v) =
∂2Ca1Y1 a2Y2

(u,v)

∂u∂v
è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

ca1Y1 a2Y2 (Fa1Y1(x), Fa2Y2(y)) =
pa1Y1 a2Y2(x, y)

pa1Y1(x)pa2Y2(y)
,

ãäå pa1Y1 a2Y2(x, y) � ýòî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí a1Y1 è a2Y2.

Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ êâîòíîãî ïåðåñòðà-

õîâàíèÿ ê îáîèì ðèñêàì âåðíà öåïî÷êà ðàâåíñòâ (ñì. ïîõîæèå ðàññóæäåíèÿ â [42]):

Fρ1(Y1,d1)+ρ2(Y2,d2)(z) = Fa1Y1+a2Y2(z) =

∫∫
x+y≤z

pa1Y1 a2Y2(x, y)dxdy =

=

z∫
0

z−y∫
0

ca1Y1 a2Y2 (Fa1Y1(x), Fa2Y2(y)) pa1Y1(x)pa2Y2(y)dxdy =

= (a1a2)
−1

z∫
0

z−y∫
0

cY1Y2
(
FY1(a

−1
1 x), FY2(a

−1
2 y)

)
pY1(a

−1
1 x)pY2(a

−1
2 y)dxdy. (1.17)

Òàêèì îáðàçîì, âûáðàâ íåêîòîðóþ êîïóëó CY1Y2 , îïèñûâàþùóþ õàðàêòåð çàâèñèìîñòè âå-

ëè÷èí Y1 è Y2, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1.17) ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âèä ôóíêöèè Fa1Y1+a2Y2(z),

êîòîðûé íåîáõîäèìî çíàòü äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, óïî-

ìÿíóòîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå è îñíîâàííîãî íà ñîîòíîøåíèè

fn(x) = inf
d∈D̃

[
λ∑k

i=1 ci(d
i)

(
1− F k∑

j=1
ρj(Yj ,dj)

(x) +

x∫
0

fn−1(z)

(
1− F k∑

j=1
ρj(Yj ,dj)

(x− z)

)
dz

)]
, n ≥ 1.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ ìû âûáðàëè äâóìåðíóþ êîïóëó Ãóìáåëÿ-Õîóãààðäà

(ñì. [11] è [56]) âèäà

C(u, v) = exp
{
− [(− lnu)γ + (− ln v)γ]1/γ

}
, γ ≥ 1.

Èçìåíÿÿ ïàðàìåòð äàííîé êîïóëû γ, ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ðàçëè÷íûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè γ = 1 ìû ïîëó÷àåì êîïóëó âèäà C(u, v) = uv, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò

ñëó÷àþ íåçàâèñèìîñòè. Ïëîòíîñòü êîïóëû Ãóìáåëÿ-Õîóãààðäà c(u, v) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
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îáðàçîì:

c(u, v) =
∂2C(u, v)

∂u∂v
=

= C(u, v)(uv)−1 ((− lnu)γ + (− ln v)γ)−2+1/γ (lnu ln v)γ−1
(

[(− lnu)γ + (− ln v)γ]−1/γ + γ − 1
)
.

Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìóëó (1.17) ìû ïîëó÷èëè â ïðåäïîëîæåíèè ai 6= 0, i = 1, 2. Â ñëó÷àå,

êîãäà a1 = 0, a2 6= 0 ìû èìååì

Fa1Y1+a2Y2(z) = Fa2Y2(z) = FY2(a
−1
2 z).

Àíàëîãè÷íî ïðè a2 = 0, a1 6= 0

Fa1Y1+a2Y2(z) = Fa1Y1(z) = FY1(a
−1
1 z).

Ñëó÷àé a1 = a2 = 0 ìû íå ðàññìàòðèâàåì, òàê êàê â ðàìêàõ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ïîèñêîì èíôèìóìà òîëüêî íà îáëàñòè D̃ = {d ∈ D :∑k
i=1 ci(d

i) > 0} = {a1, a2 ∈ [0, 1] : c1(a1) + c2(a2) > 0}. ßâíûé âèä c1(a1) + c2(a2) çàâèñèò îò

èñïîëüçóåìûõ ïðèíöèïîâ ïðåìèé. Åñëè ñòðàõîâùèê è ïåðåñòðàõîâùèê èñïîëüçóþò ïðåìèàëü-

íûé ïðèíöèï ñðåäíåãî ñ íàãðóçêàìè ñîîòâåòñòâåííî θ è θ1 (ãäå θ1 > θ), òî â ðàìêàõ ìîäåëè

ñ êâîòíûì ïåðåñòðàõîâàíèåì îáîèõ ðèñêîâ c1(a1) è c2(a2) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c1(a1) = λEY1 ((1 + θ)− (1 + θ1)(1− a1)) ,

c2(a2) = λEY2 ((1 + θ)− (1 + θ1)(1− a2)) .

Åñëè a1 = a2 = 0, òî ìû èìååì ïîëíîå ïåðåñòðàõîâàíèå âñåõ ðèñêîâ è îòðèöàòåëüíóþ ñóì-

ìàðíóþ èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèè.

Ïðèâåäåì òåïåðü ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìû

ïðåäïîëîæèëè, ÷òî Y1 è Y2 ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè-

÷èíàìè ñ ïàðàìåòðàìè β1 è β2. Â êà÷åñòâå ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ìû âçÿëè

β1 = 0.7, β2 = 1.4, λ = 1, θ = 0.2, θ1 = 0.21. Íà ðèñ. 1.4 èçîáðàæåí ãðàôèê δ(x) â ñëó÷àå

çàâèñèìûõ ðèñêîâ (ïàðàìåòð êîïóëû γ = 3, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è ãðàôèê δ(x) â ñëó÷àå íåçà-

âèñèìûõ ðèñêîâ (γ = 1, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ñîãëàñíî äàííûì ãðàôèêàì, ïîÿâëåíèå çàâèñè-

ìîñòè ìåæäó ðèñêàìè íåãàòèâíî ñêàçûâàåòñÿ íà âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ. Íà ðèñ. 1.5 è 1.6

ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ïàðàìåòðîâ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ

äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðèñêà ñîîòâåòñòâåííî â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ó äàííûõ ðèñêîâ çàâèñèìîñòè

(ïàðàìåòð êîïóëû γ = 3). Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïîêà êàïèòàë êîì-

ïàíèè îñòàåòñÿ íåáîëüøèì, îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ íå ïðèìåíÿòü ïåðåñòðàõîâàíèå

íè ê îäíîìó èç ðèñêîâ. Êîãäà æå êàïèòàë ñòàíîâèòñÿ áîëüøå çíà÷åíèÿ, ïðèìåðíî ðàâíîãî

1.0, ïîÿâëÿåòñÿ ñìûñë èñïîëüçîâàòü ïåðåñòðàõîâàíèå äëÿ îáîèõ ðèñêîâ. Ïðè ýòîì ê ðèñêó

ñ á�îëüøèì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñòðàõîâùèêó ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíÿòü êâîòíîå ïå-
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ðåñòðàõîâàíèå ñ ìåíüøèì ïàðàìåòðîì, òî åñòü ðåêîìåíäóåòñÿ îñòàâëÿòü á�îëüøóþ äîëþ â

ñðåäíåì ìàëåíüêèõ ðèñêîâ è ìåíüøóþ äîëþ â ñðåäíåì áîëüø�èõ ðèñêîâ.
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Ðèñ. 1.4: Âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ δ(x) â ñëó÷àå çàâèñèìûõ ðèñêîâ (γ = 3, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)
è â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ðèñêîâ (γ = 1, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)
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Ðèñ. 1.5: Îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïåðâîãî ðèñêà êàê ôóíêöèÿ îò
êàïèòàëà êîìïàíèè â ñëó÷àå çàâèñèìûõ ðèñêîâ (ïàðàìåòð êîïóëû γ = 3)
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Ðèñ. 1.6: Îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ âòîðîãî ðèñêà êàê ôóíêöèÿ îò
êàïèòàëà êîìïàíèè â ñëó÷àå çàâèñèìûõ ðèñêîâ (ïàðàìåòð êîïóëû γ = 3)
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Ãëàâà 2. Äèñêîíòèðîâàííûå äèâèäåíäû

ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, èñïîëüçóþùèõ

ïåðåñòðàõîâàíèå

Â äàííîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ìîäåëü ðàáîòû ñòðàõîâîé êîìïàíèè, îäíîâðåìåííî èñïîëüçó-

þùåé ïåðåñòðàõîâàíèå è âûïëà÷èâàþùåé äèâèäåíäû ñâîèì àêöèîíåðàì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ

ïðîãðàììà ïåðåñòðàõîâàíèÿ, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ êîìáèíàöèþ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è

ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà. Â

ïåðâîì ïàðàãðàôå ãëàâû ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ìîäåëè è îïðåäåëÿåòñÿ öåëü äàëüíåéøèõ èñ-

ñëåäîâàíèé. Îñíîâíûì ïðåäìåòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîí-

òèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè. Äàííàÿ âåëè÷èíà

êàê ôóíêöèÿ îò íà÷àëüíîãî êàïèòàëà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-

ÿì, âèä êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ âî âòîðîì ïàðàãðàôå ãëàâû. ×àñòíûå ñëó÷àè ðàñïðåäåëå-

íèÿ òðåáîâàíèé, à èìåííî, ýêñïîíåíöèàëüíîå è ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàññìàòðèâàþòñÿ

ñîîòâåòñòâåííî â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôàõ. Äëÿ îáîèõ ðàñïðåäåëåíèé óäàåòñÿ ñâåñòè

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ

äèâèäåíäîâ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà è îïðåäåëèòü àëãîðèòì ïî-

èñêà è âèä ðåøåíèé äàííûõ óðàâíåíèé â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íà÷àëüíûì

êàïèòàëîì êîìïàíèè è äðóãèìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè.

�2.1 Îïèñàíèå ìîäåëè è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ïåðâîé ãëàâå ìû èçó÷àëè îáùóþ ìîäåëü, â ðàìêàõ êîòîðîé äîïóñêàëàñü âîçìîæíîñòü

âûïëàò ñðàçó ïî íåñêîëüêèì ðèñêàì â ïðåäåëàõ îäíîãî ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ è äîïóñêàëàñü

âîçìîæíîñòü äèíàìè÷åñêîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, íî ìû íå ðàññìàòðèâàëè

ñòðàõîâóþ êîìïàíèþ êàê àêöèîíåðíîå îáùåñòâî. Âî âòîðîé ãëàâå ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèå

ìåõàíèçìà äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà,

íî òåïåðü íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü íå âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ, à âåëè÷èíà âûïëà÷åííûõ äè-

âèäåíäîâ äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ. Â äàííîé ãëàâå ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â ðàìêàõ îäíîãî

äîãîâîðà çàñòðàõîâàí îäèí ðèñê è ÷òî ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â ìîìåíò

âðåìåíè t = 0 è íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Áëàãîäàðÿ òàêèì äîïóùåíèÿì äëÿ íåñêîëüêèõ

ðàñïðåäåëåíèé òðåáîâàíèé ïîÿâèòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âûïëà÷åííûõ äèâèäåíäîâ è íàéòè ÿâíûé

âèä èõ ðåøåíèé ïðè íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.
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Èòàê, âîçüìåì çà îñíîâó ìîäåëü ðèñêà Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà. Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè

êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xt = x+ ct− St, t ≥ 0,

ãäå c � èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèè, St =
Nt∑
i=1

Xi � ñîñòàâíîé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ

ïàðàìåòðîì λ. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Xi}, îáîçíà÷àþùèå ðàçìåðû òðåáîâàíèé, íåçàâèñèìû,

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y) è ïëîòíîñòü p(y). Êàê âèäíî

èç ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé, êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ðèñêà Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà íå ïðåäïîëàãàåò

âîçìîæíîñòü âûïëàòû äèâèäåíäîâ, ïîýòîìó ìû áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî êàïèòàë ñòðàõîâîé

êîìïàíèè èìååò âèä Ut = Xt − Dt, ãäå Dt � ýòî ñîâîêóïíûå äèâèäåíäû, âûïëà÷åííûå ê

ìîìåíòó âðåìåíè t. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà T = inf[t ≥ 0 : Ut < 0] ÿâëÿåòñÿ òîãäà ìîìåíòîì

ðàçîðåíèÿ àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî äèâèäåíäû âûïëà÷è-

âàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðüåðíîé ñòðàòåãèåé ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà b. Íàïîìíèì,

÷òî â ðàìêàõ äàííîé ñòðàòåãèè äèâèäåíäû íå âûïëà÷èâàþòñÿ, åñëè Ut < b, â òî âðåìÿ êàê

äèâèäåíäû âûïëà÷èâàþòñÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ c, åñëè Ut = b (ñì. ðèñ. 2.1). Åñëè æå Ut > b,

òî ñðàçó â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ âûïëà÷èâàåòñÿ ñóììà, ðàâíàÿ Ut − b. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü òîëüêî x ≤ b è ïîëàãàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì óñëîâèåì,

÷òî êàïèòàë êîìïàíèè Ut íèêîãäà íå ïðåâûøàåò b.

Ðèñ. 2.1: Ïðîöåññ êàïèòàëà Ut è ïðîöåññ Dt âûïëà÷åííûõ äèâèäåíäîâ â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ
áàðüåðíîé äèâèäåíäíîé ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà b

Ñîãëàñíî ðàáîòàì [26] è [40], ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììàðíî âûïëà÷åííûõ äî ðàçî-

ðåíèÿ êîìïàíèè äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ V (x, b) = E

[
T∫
0

e−δtdDt

]
êàê ôóíêöèÿ îò x

óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

cV ′(x, b)− (λ+ δ)V (x, b)− λ
x∫

0

V (y, b)dF (x− y) = 0, 0 < x < b, (2.1)
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è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

V ′(b, b) = 1. (2.2)

Îòìåòèì, ÷òî âûáîð ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.2) ìîæåò áûòü êðàòêî îáîñíîâàí ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Åñëè h � ýòî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, òî ðàçíîñòü ìåæäó äèâèäåíäàìè, âûïëà-

÷åííûìè êîìïàíèåé ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì, ðàâíûì b, è êîìïàíèåé ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì,

ðàâíûì b− ch, ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê

V (b, b)− V (b− ch, b) = (1− λh)e−δhch+ λhō(1). (2.3)

Ïîäåëèâ ðàâåíñòâî (2.3) íà ch è óñòðåìèâ h ê íóëþ, ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè óñëîâèå (2.2).

Öåëüþ íàøèõ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé áàðüåðíûõ ñòðàòåãèé âûïëàòû äèâèäåíäîâ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) äëÿ ðàçíûõ ðàñïðåäåëåíèé èñêîâ â ñëó÷àå, êîãäà

ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ èñïîëüçóåò ïðîãðàììó ïåðåñòðàõîâàíèÿ, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ êîìáèíà-

öèþ äâóõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ñóùåñòâóåò ðÿä ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ

ïðîöåññà âûïëàòû äèâèäåíäîâ ñòðàõîâûìè êîìïàíèÿìè, èñïîëüçóþùèìè ïåðåñòðàõîâàíèå

(ñì. [25], [47], [55]), îäíàêî âî âñåõ äàííûõ ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïàíèè ïðèìåíÿþò

èëè òîëüêî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå, èëè òîëüêî êëàññè÷åñêîå ïåðåñòðàõîâàíèå ýêñöåäåíòà

óáûòêà ñ íåîãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà. Ìû æå áóäåì ðàññìàòðèâàòü

áîëåå îáùóþ ìîäåëü, â ðàìêàõ êîòîðîé ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ èñïîëüçóåò êîìáèíàöèþ êâîò-

íîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííî-

ñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà. À èìåííî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòðàõîâùèê çàêëþ÷èë äîãîâîð

ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ îäíèì ïåðåñòðàõîâùèêîì, à îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ðèñêà

ïåðåñòðàõîâàë â ñîîòâåòñòâèè ñ äîãîâîðîì êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ó äðóãîãî ïåðåñòðà-

õîâùèêà. Ïóñòü äàëåå d � ýòî óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà

óáûòêà, l � îãðàíè÷åíèå íà îòâåòñòâåííîñòü ïåðâîãî ïåðåñòðàõîâùèêà, a � ïàðàìåòð êâîò-

íîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Òîãäà òðåáîâàíèå ðàçìåðà X, ïîñòóïèâøåå ê ñòðàõîâùèêó, äåëèòñÿ

ìåæäó ñòðàõîâùèêîì è ïåðåñòðàõîâùèêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñòðàõîâùèê áåðåò íà ñå-

áÿ îáÿçàííîñòü âûïëàòèòü ÷àñòü Xins = a
(
min(d,X) + max(X − l − d, 0)

)
, â òî âðåìÿ êàê

ïåðâûé ïåðåñòðàõîâùèê âûïëà÷èâàåò Xreins1 = min
(
max(X − d, 0), l

)
, à âòîðîé ïåðåñòðàõîâ-

ùèê ïîêðûâàåò ÷àñòü Xreins2 = (1− a)
(
min(d,X) + max(X − l− d, 0)

)
. Ïóñòü äàëåå Fins(x) �

ýòî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îáîçíà÷àþùèõ ÷àñòè ïîñòóïàþùèõ óáûò-

êîâ, êîòîðûå ïîêðûâàåò ñòðàõîâùèê. Ñõåìàòè÷íûé âèä ôóíêöèè Fins(x) ïðèâåäåí íà ðèñ.

2.2 (ïóíêòèðíîé ëèíèåé îáîçíà÷åí ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíîãî ðèñêà F (x),

ñïëîøíîé ëèíèåé � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fins(x)). Ïóñòü òàêæå cins = cins(d, l, a) � ýòî

èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèè êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé êîìáèíàöèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ

ýêñöåäåíòà óáûòêà è êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè ñîîòâåòñòâåííî d, l è a. ßâíûé

âèä cins çàâèñèò îò èñïîëüçóåìûõ ñòðàõîâùèêîì è ïåðåñòðàõîâùèêàìè ïðèíöèïîâ ïðåìèé.

Åñëè, íàïðèìåð, ñòðàõîâùèê è ïåðåñòðàõîâùèêè èñïîëüçóþò ïðåìèàëüíûé ïðèíöèï ñðåäíåãî
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Ðèñ. 2.2: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðèñêà ñòðàõîâùèêà

ñ íàãðóçêàìè ñîîòâåòñòâåííî θ, θ1 è θ2, òî cins ïðèíèìàåò âèä

cins = λ(1 + θ)p1 − λ(1 + θ1)

d+l∫
d

(1− F (x)) dx−

− λ(1 + θ2)(1− a)

 d∫
0

(1− F (x)) dx+

∞∫
d+l

(1− F (x)) dx

 ,

ãäå p1 =
∞∫
0

xp(x)dx =
∞∫
0

(1 − F (x)) dx � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èñõîäíîãî òðåáîâà-

íèÿ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàãðóçêè θ, θ1 è θ2 âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðåìèÿ

ñòðàõîâùèêà ïîëîæèòåëüíà, ò.å. cins > 0, è ïðè ýòîì θ1 > θ è θ2 > θ. Íåîáõîäèìûì äëÿ âû-

ïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà cins > 0 óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ (1+θ1)−(1+θ2)(1−a) > 0. Äåéñòâèòåëüíî,

ýòî ñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

cins = λ(1 + θ)p1 − λ(1 + θ1)

d+l∫
d

(1− F (x)) dx− λ(1 + θ2)(1− a)

p1 − d+l∫
d

(1− F (x)) dx

 =

= λ(1 + θ)p1 − λ(1 + θ2)(1− a)p1 − λ ((1 + θ1)− (1 + θ2)(1− a))

d+l∫
d

(1− F (x)) dx =

= λp1(θ − θ1) + λ ((1 + θ1)− (1 + θ2)(1− a))

p1 − d+l∫
d

(1− F (x)) dx

 . (2.4)

Èñõîäÿ èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ äëÿ cins ìîæíî òàêæå ñðàçó ñäåëàòü âûâîä, ÷òî cins ÿâëÿ-
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åòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé ïî ïàðàìåòðó l è âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïî ïàðàìåòðàì ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ d è a. Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî âñåõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî âèäà ïðåìèè cins, íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùåãî ñ ôîðìóëîé (2.4), îäíàêî ìû

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåìèè ñîõðàíÿþòñÿ, à èìåííî, cins > 0 è cins

óáûâàåò ïî l è âîçðàñòàåò ïî d è a.

�2.2 Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ

äèâèäåíäîâ

Êàê áûëî îòìå÷åíî, îñíîâíûì ïðåäìåòîì äëÿ èçó÷åíèÿ â òåêóùåé ãëàâå áóäåò ÿâëÿòüñÿ

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ êîì-

ïàíèåé, èñïîëüçóþùåé êîìáèíàöèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà è êâîòíîãî ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì êàê Vins(x, b). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò âèä

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò Vins(x, b) êàê ôóíêöèÿ îò

íà÷àëüíîãî êàïèòàëà x. Â ðàìêàõ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû ìû áó-

äåì ïîëàãàòü, ÷òî b > ad, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ: 0 < x < ad è ad ≤ x < b. Åñëè

æå íà ñàìîì äåëå âåðíî íåðàâåíñòâî b ≤ ad, òî áóäåò èìåòü ñìûñë òîëüêî åäèíñòâåííûé

ñëó÷àé 0 < x < b ≤ ad.

Òåîðåìà 2.1. Ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

cinsV
′
ins(x, b)− (λ+ δ)Vins(x, b) + λa−1

x∫
0

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy = 0 (2.5)

ïðè 0 < x < ad è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

cinsV
′
ins(x, b)− (λ+ δ)Vins(x, b) + λa−1

x∫
x−ad

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy+

+ λVins(x− ad, b)(F (d+ l)− F (d)) + λa−1
x−ad∫
0

Vins(y, b)p

(
l +

x− y
a

)
dy = 0 (2.6)

ïðè ad ≤ x < b. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ Vins(x, b) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V ′ins(b, b) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíåíèå ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ èçìåíåíèÿ êàïèòàëà ñòðà-

õîâùèêà âëèÿåò òîëüêî íà èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèè è íà ðàñïðåäåëåíèå òðåáîâà-

íèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ðàíåå â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ðå-
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çóëüòàòû äëÿ áàðüåðíûõ ñòðàòåãèé ñ òî÷íîñòüþ äî èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èñêîâ

è ïàðàìåòðà ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèè c. Òàê íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (2.1) è (2.2) ìû ìîæåì ñäå-

ëàòü âûâîä, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ â ðàìêàõ ìîäåëè ñ

êîìáèíàöèåé äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ â òåêóùåé ãëàâå òèïîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ

cinsV
′
ins(x, b)− (λ+ δ)Vins(x, b)− λ

x∫
0

Vins(y, b) dFins(x− y) = 0, 0 < x < b, (2.7)

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ V ′ins(b, b) = 1. Ïðåîáðàçóåì äàëåå èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (2.7):

− λ
x∫

0

Vins(y, b) dFins(x− y) = λ

x∫
0

Vins(x− t, b) dFins(t) =

=



λ
x∫
0

Vins(x− t, b) dF (ta−1) ïðè 0 < x < ad,

λ
ad∫
0

Vins(x− t, b) dF (ta−1) + λVins(x− ad, b)(Fins(ad)− Fins(ad− 0))+

+λ
x∫
ad

Vins(x− t, b)dF (l + ta−1) ïðè ad ≤ x < b.

(2.8)

Ïóñòü ñíà÷àëà íà÷àëüíûé êàïèòàë êîìïàíèè ìåíüøå ïðîèçâåäåíèÿ ïàðàìåòðà êâîòíîãî

ïåðåñòðàõîâàíèÿ è óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ, òî åñòü 0 < x < ad. Èç òîãî, ÷òî

λ

x∫
0

Vins(x− t, b)dF (ta−1) = λa−1
x∫

0

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy,

ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < x < ad óðàâíåíèå (2.7) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (2.5), ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ ad ≤ x < b. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå èç ïðàâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà (2.8):

λ

ad∫
0

Vins(x− t, b)dF (ta−1) = −λ
x∫

x−ad

Vins(y, b)dF

(
x− y
a

)
= λa−1

x∫
x−ad

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy

è

λ

x∫
ad

Vins(x− t, b) dF (l + ta−1) = λa−1
x∫

ad

Vins(x− t, b)p(l + ta−1)dt =

= λa−1
x−ad∫
0

Vins(y, b)p

(
l +

x− y
a

)
dy.
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Òàêæå çàìåòèì, ÷òî

Fins(ad)− Fins(ad− 0) = F (d+ l)− F (d).

Ïîäñòàâèâ âìåñòî èíòåãðàëà â (2.7) ïîñëåäíèå ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ìû ïðèõîäèì â òî÷-

íîñòè ê óðàâíåíèþ (2.6). �

Ñëåäóþùèé ýòàï èññëåäîâàíèÿ áóäåò ñîñòîÿòü â ïîèñêå ðåøåíèé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé (2.5) è (2.6). Îäíèì èç ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå èõ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Äàííûé ìåòîä

ïðèìåíèì, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî èëè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèé òðåáîâà-

íèé. Äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îïèñàí â ðàáîòå [8].

�2.3 Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òðåáîâàíèé

�2.3.1 Âûâîä äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñêîâ ñ ïàðàìåòðîì β. Ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ èñêîâ â ýêñïîíåíöèàëüíîì ñëó÷àå èìååò âèä p(x) = βe−βx, x ≥ 0, ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) = 1− e−βx, x ≥ 0.

Òåîðåìà 2.2. Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé ñ ïàðàìåòðîì β ïðè

0 < x < ad ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿä-

êà

cinsV
′′
ins(x, b) + (βa−1cins − (λ+ δ))V ′ins(x, b)− δβa−1Vins(x, b) = 0, (2.9)

â òî âðåìÿ êàê ïðè ad ≤ x < b ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

cinsV
′′
ins(x, b) + (βa−1cins − (λ+ δ))V ′ins(x, b)− δβa−1Vins(x, b) =

= −λe−βd(1− e−βl)V ′ins(x− ad, b). (2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ 0 < x < ad. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå óðàâ-

íåíèÿ (2.5) ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî

ïðèìåíèì îïåðàòîð ( d
dx

+ βa−1) êî âñåì ñëàãàåìûì (2.5). Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà ê

ïåðâîìó ñëàãàåìîìó ìû ïîëó÷èì(
d

dx
+ βa−1

)
[cinsV

′
ins(x, b)] = cinsV

′′
ins(x, b) + βa−1cinsV

′
ins(x, b),

äàëåå ðàññìàòðèâàåì âòîðîå ñëàãàåìîå:(
d

dx
+ βa−1

)
[−(λ+ δ)Vins(x, b)] = −(λ+ δ)V ′ins(x, b)− βa−1(λ+ δ)Vins(x, b).

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð
(
d
dx

+ βa−1
)
ê òðåòüåìó ñëàãàåìîìó â (2.5) è îäíîâðåìåííî ïîëüçóÿñü
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òåì, ÷òî äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé p′(x) = −βp(x), ïðèõîäèì ê ðà-

âåíñòâó (
d

dx
+ βa−1

)
λa−1

x∫
0

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy = λβa−1Vins(x, b).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

cinsV
′′
ins(x, b) + βa−1cinsV

′
ins(x, b)− (λ+ δ)V ′ins(x, b)− βa−1(λ+ δ)Vins(x, b) + λβa−1Vins(x, b) = 0,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî (2.9).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ad ≤ x < b è ïðèìåíèì îïåðàòîð
(
d
dx

+ βa−1
)
ê óðàâíå-

íèþ (2.6). Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ óðàâíåíèÿ (2.6) ñîâïàäàþò ñ ïåðâûìè ñëàãàåìûìè (2.5),

ïîýòîìó ïåðåéäåì ñðàçó ê èíòåãðàëó:

(
d

dx
+ βa−1

)
λa−1

x∫
x−ad

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy =

=

(
d

dx
+ βa−1

)
λa−1

x∫
0

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy−

−
(
d

dx
+ βa−1

)
λa−1

x−ad∫
0

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy =

= λβa−1Vins(x, b)−
(
d

dx
+ βa−1

)
λa−1

x−ad∫
0

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy.

Äàëåå èìååì:

(
d

dx
+ βa−1

)
λa−1

x−ad∫
0

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy = λa−1Vins(x− ad, b)p

(
x− x+ ad

a

)
+

+λa−1
x−ad∫
0

Vins(y, b)p
′
(
x− y
a

)
dy+λβa−2

x−ad∫
0

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy = λa−1Vins(x−ad, b)p(d).

Òàêèì îáðàçîì,

(
d

dx
+ βa−1

)
λa−1

x∫
x−ad

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy = λβa−1Vins(x, b)− λa−1Vins(x− ad, b)p(d).

Äëÿ ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìîãî ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.6) ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà
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âûãëÿäèò êàê(
d

dx
+ βa−1

)
[λVins(x− ad, b)(F (d+ l)− F (d))] =

= λV ′ins(x− ad, b)(F (d+ l)− F (d)) + λβa−1Vins(x− ad, b)(F (d+ l)− F (d)).

Íàêîíåö, ïðèìåíÿåì
(
d
dx

+ βa−1
)
ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëó â (2.6):

(
d

dx
+ βa−1

)
λa−1

x−ad∫
0

Vins(y, b)p

(
l +

x− y
a

)
dy = λa−1Vins(x−ad, b)p

(
l +

x− x+ ad

a

)
+

+ λa−1
x−ad∫
0

Vins(y, b)p
′
(
l +

x− y
a

)
dy + λβa−2

x−ad∫
0

Vins(y, b)p

(
l +

x− y
a

)
dy =

= λa−1Vins(x− ad, b)p(l + d).

Ïðîñóììèðîâàâ âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ñëàãàåìûå, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

cinsV
′′
ins(x, b) + βa−1cinsV

′
ins(x, b)− (λ+ δ)V ′ins(x, b)− βa−1(λ+ δ)Vins(x, b)+

+ λβa−1Vins(x, b)− λa−1Vins(x− ad, b)p(d) + λV ′ins(x− ad, b)(F (d+ l)− F (d))+

+ λβa−1Vins(x− ad, b)(F (d+ l)− F (d)) + λa−1Vins(x− ad, b)p(l + d) = 0,

êîòîðîå ïîñëå óïðîùåíèé â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (2.10). �

Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè ñòðàõîâùèê è ïåðåñòðàõîâùèêè èñïîëüçóþò ïðåìèàëüíûé ïðèíöèï

ñðåäíåãî ñ íàãðóçêàìè ñîîòâåòñòâåííî θ, θ1 è θ2, òî cins â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé ïðèíèìàåò âèä

cins =
λ

β

(
(1 + θ)− (1 + θ1)e

−βd(1− e−βl)− (1 + θ2)(1− a)(1 + e−βde−βl − e−βd)
)
.

�2.3.2 Ïîèñê ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (2.9) è (2.10) äëÿ

ôóíêöèè Vins(x, b). Çàéìåìñÿ òåïåðü ïîèñêîì ðåøåíèé äàííûõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå [40] äëÿ

ñëó÷àÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ èñêîâ ïðèâåäåíî è ðåøåíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå äëÿ ôóíêöèè V (x, b) â ðàìêàõ ìîäåëè áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàêîãî-ëèáî ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì è èìååò ñõîäñòâà ñ íàøèì îä-

íîðîäíûì óðàâíåíèåì (2.9), ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà 0 < x < b ≤ ad, ÿâíûé âèä ôóíêöèè

Vins(x, b) ìû íàéäåì â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, ïðåäëîæåííûì àâòîðàìè ðàáîòû [40].

Ñëîæíîñòü èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ â íàøåé

ìîäåëè ñ êîìáèíàöèåé äâóõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íåîäíîðîä-

íîñòè óðàâíåíèÿ (2.10). Èç-çà òîãî, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.10) ñòîèò ôóíêöèÿ
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V ′ins(x − ad, b), äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì.

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ìû ðàçîáüåì ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü íà ïîëóèíòåðâàëû

äëèíû ad è áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü âèä ôóíêöèè Vins(x, b) íà êàæäîì èç äàííûõ

ïîëóèíòåðâàëîâ ñ òî÷íîñòüþ äî îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò, ïîñëå ÷åãî áóäåì ñîñòàâ-

ëÿòü ñèñòåìó íà íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû.

Ïðèâåäåì íèæå ïîäðîáíîå îïèñàíèå îáîçíà÷åííîãî àëãîðèòìà ïîèñêà ðåøåíèÿ Vins(x, b)

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.9) è (2.10) ïðè óñëîâèè, ÷òî nad < b ≤ (n + 1)ad äëÿ

íåêîòîðîãî n ≥ 0. Â ñëó÷àå n = 0 äàííûé àëãîðèòì èäåéíî ñîâïàäàåò ñ àëãîðèòìîì ïîèñêà

ôóíêöèè V (x, b), îïèñàííûì â ñòàòüå [40]. Äàëåå, ãäå ýòî áóäåò íóæíî, ìû áóäåì äîîïðåäåëÿòü

Vins(x, b) â òî÷êàõ x = 0 è x = b ïî íåïðåðûâíîñòè è áóäåì âñþäó ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàòü,

÷òî 0 ≤ x ≤ b.

Àëãîðèòì ïîèñêà ôóíêöèè Vins(x,b) â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ òðåáîâàíèé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.9) èëè (2.10) íà ïðîìåæóòêå

âèäà kad ≤ x < (k + 1)ad, 0 ≤ k ≤ n, íåîáõîäèìî:

1. Ïîëüçóÿñü ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (ñì., íàïðèìåð, [12]) íàéòè

ïîñëåäîâàòåëüíî âèä ôóíêöèè Vins(x, b) íà êàæäîì èç n+1 ïîëóèíòåðâàëîâ iad ≤ x < (i+1)ad,

0 ≤ i ≤ n, ñ òî÷íîñòüþ äî îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò â âûðàæåíèÿõ äëÿ îáùèõ ðå-

øåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

Ôóíêöèÿ Vins(x, b) íà ïîëóèíòåðâàëå [0, ad) òîãäà áóäåò çàäàíà ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ êîí-

ñòàíò êàê îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.9), à äàëåå íà ïîëóèíòåðâàëàõ

[iad, (i + 1)ad), 1 ≤ i ≤ n, ôóíêöèÿ Vins(x, b) áóäåò íàéäåíà êàê ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ (2.10) òàêæå ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ êîíñòàíò â ôîðìóëå äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî (2.10). Ïðè ýòîì ñóììàðíî áóäåò 2(n+1) íåèçâåñòíûõ.

2. Ïîëó÷èòü n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè Vins(x, b) â òî÷êàõ x = iad, 1 ≤ i ≤ n.

3. Ïîëó÷èòü (n + 1) óðàâíåíèå íà íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå èç ïîäñòàíîâêè Vins(x, b) â

èñõîäíûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (2.5) è (2.6) ñîîòâåòñòâåííî ïðè 0 ≤ x < ad

è iad ≤ x < (i+ 1)ad, 1 ≤ i ≤ n.

4. Íàéòè ïîñëåäíåå ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

V ′ins(b, b) = 1.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó èç 2(n+ 1) óðàâíåíèé.

Ïîñëå ýòîãî ôóíêöèÿ Vins(x, b) áóäåò îïðåäåëåíà ïðè âñåõ 0 ≤ x ≤ b, â òîì ÷èñëå è íà

èñêîìîì ïðîìåæóòêå kad ≤ x < (k + 1)ad, 0 ≤ k ≤ n.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå îïèñàííîãî àëãîðèòìà íà äâóõ ïðèìåðàõ. Ïóñòü r > 0,

s < 0 � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

cinsz
2 + (βa−1cins − (λ+ δ))z − δβa−1 = 0. (2.11)
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Ïàðàìåòðû r è s áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü â âûðàæåíèè äëÿ Vins(x, b) âíå çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-

íèÿ n. Îòìåòèì ñðàçó ñëåäóþùèé ôàêò, ñâÿçàííûé ñî ñâîéñòâàìè äàííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé ñ ïàðàìåòðîì β

êîðíè r > 0, s < 0 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.11) ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ïî l è

óáûâàþò ïî d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû ïðåäïîëàãàëè âûøå, ïðåìèÿ ñòðàõîâùèêà cins ÿâëÿåòñÿ óáûâà-

þùåé ôóíêöèåé ïî l è âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïî d. Ïðîâåðèì òåïåðü ìîíîòîííîñòü êîðíåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.11) ïî cins. Ïóñòü D > 0 � äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (2.11).

Òîãäà D èìååò âèä

D = (βcinsa
−1 − (λ+ δ))2 + 4cinsδβa

−1

è

r =

√
D− βcinsa−1 + (λ+ δ)

2cins
=

(λ+ δ) +
√
D

2cins
− β

2a
,

s =
−
√
D− βcinsa−1 + (λ+ δ)

2cins
=

(λ+ δ)−
√
D

2cins
− β

2a
.

Íàéäåì äàëåå ïðîèçâîäíûå êîðíåé r è s ïî ïåðåìåííîé cins. Èìååì:

r′cins
=

2cins(
√
D)′cins

− 2((λ+ δ) +
√
D)

4c2ins
=
cins(D)′cins

− 2
√
D((λ+ δ) +

√
D)

4c2ins
√
D

=

=
−(−βλcinsa−1 + βδcinsa

−1 + (λ+ δ)2)−
√
D(λ+ δ)

2c2ins
√
D

,

s′cins
=
−2cins(

√
D)′cins

− 2((λ+ δ)−
√
D)

4c2ins
=
−cins(D)′cins

− 2
√
D((λ+ δ)−

√
D)

4c2ins
√
D

=

=
(−βλcinsa−1 + βδcinsa

−1 + (λ+ δ)2)−
√
D(λ+ δ)

2c2ins
√
D

.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

(−βλcinsa−1 + βδcinsa
−1 + (λ+ δ)2)2 < (

√
D(λ+ δ))2 = D(λ+ δ)2.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàñêðûâ ñêîáêè è ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ D, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

(−βλcinsa−1 + βδcinsa
−1 + (λ+ δ)2)2 − D(λ+ δ)2 = −4β2δλc2insa

−2 < 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà ñêîáêè (−βλcinsa−1 +βδcinsa
−1 + (λ+ δ)2) ÷èñ-

ëèòåëè â ôîðìóëàõ äëÿ r′cins
è s′cins

îòðèöàòåëüíû, à çíà÷èò, êîýôôèöèåíòû r è s ìîíîòîííî

óáûâàþò ïî cins, èç ÷åãî ìû ìîæåì â ñâîþ î÷åðåäü ñäåëàòü âûâîä, ÷òî r è s âîçðàñòàþò ïî l

è óáûâàþò ïî d. �
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Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïðèìåíåíèþ ïðèâåäåííîãî â òåêóùåì ðàçäåëå àëãîðèòìà ïîèñêà ôóíê-

öèè Vins(x, b). Ïðè n = 0, ò.å. ïðè 0 ≤ x ≤ b ≤ ad, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòîì 1 óêàçàííîãî

àëãîðèòìà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ Vins(x, b) èìååò âèä

Vins(x, b) = Ar(b)e
rx + As(b)e

sx.

Äàëåå ñîãëàñíî ïóíêòó 3 àëãîðèòìà íàõîäèì óðàâíåíèå

Ar(b)

ar + β
+

As(b)

as+ β
= 0,

ïîñëå ÷åãî, îïèðàÿñü íà 4 ïóíêò, äåëàåì âûâîä, ÷òî

rAr(b)e
rb + sAs(b)e

sb = 1.

Ðåøèâ ñèñòåìó èç äâóõ ïîëó÷èâøèõñÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà íåèçâåñòíûå Ar(b) è As(b),

èìååì

Ar(b) =
ar + β

(ar + β)rerb − (as+ β)sesb
,

As(b) = − as+ β

(ar + β)rerb − (as+ β)sesb
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 0 ≤ x ≤ b ≤ ad ôóíêöèÿ Vins(x, b) ïðèíèìàåò âèä

Vins(x, b) =
(ar + β)erx − (as+ β)esx

(ar + β)rerb − (as+ β)sesb
.

Èñïîëüçóåì òàêæå ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ b ∈ (ad, 2ad], ò.å. n = 1.

Ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ Vins(x, b) ïðè 0 ≤ x < ad âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Vins(x, b) = Br(b)e
rx +Bs(b)e

sx,

â òî âðåìÿ êàê ïðè ad ≤ x ≤ b

Vins(x, b) = Cr(b)e
rx + Cs(b)e

sx +DrBr(b)xe
rx +DsBs(b)xe

sx,

ãäå êîýôôèöèåíòû Dr è Ds âû÷èñëÿþòñÿ êàê

Dr =
−λre−d(β+ar)(1− e−βl)

2cinsr + βa−1cins − (λ+ δ)
, Ds =

−λse−d(β+as)(1− e−βl)
2cinss+ βa−1cins − (λ+ δ)

.

Íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû Br(b), Bs(b), Cr(b) è Cs(b) â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñè-

61



ñòåìû

Br(b)e
rad(1− adDr) +Bs(b)e

sad(1− adDs) = Cr(b)e
rad + Cs(b)e

sad

Br(b)
ar+β

+ Bs(b)
as+β

= 0

Br(b)erad

ar+β

(
1− adDr + aDr

ar+β

)
+ Bs(b)esad

as+β

(
1− adDs + aDs

as+β

)
= Cr(b)erad

ar+β
+ Cs(b)esad

as+β

rCr(b)e
rb + sCs(b)e

sb +DrBr(b)e
rb(1 + rb) +DsBs(b)e

sb(1 + sb) = 1.

(2.12)

Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.12) ïðèâåäåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòàìè 2, 3, 4 îïèñàííîãî âûøå

àëãîðèòìà ïîèñêà ôóíêöèè Vins(x, b). Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû, êàê è ïîèñê ÿâíîãî âèäà

ôóíêöèè Vins(x, b) ïðè n ≥ 2, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ÷èñëåííî ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Êðîìå òîãî, çàôèêñèðîâàâ îñíîâíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè, ìû ìîæåì

èññëåäîâàòü Vins(x, b) êàê ôóíêöèþ îò êîýôôèöèåíòîâ a, d, l ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Òàê

÷èñëåííî ðåøèâ ñèñòåìó (2.12) ïðè β = 1.5, λ = 1, δ = 0.001, θ = 0.2, θ1 = θ2 = 0.21, d = 1,

b = 1.5, a = 0.8, x = 1, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè, îò óðîâíÿ l

(ñì. ðèñ. 2.3).

0 1 2 3 4 5
l

2.32

2.34

2.36

2.38

2.40
VinsHlL

Ðèñ. 2.3: Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ êàê ôóíêöèÿ îò ïàðàìåò-
ðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà l â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñêîâ

Çíà÷åíèå l = 0 ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè, â êîòîðîé ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ïðèìåíÿåò òîëü-

êî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå áåç ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà, â òî âðåìÿ êàê ïðè

l → ∞ ìû ïîëó÷àåì â ïðåäåëå êîìáèíàöèþ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñ ïåðåñòðàõîâàíè-

åì ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ íåîãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà. Êàê âèäíî èç

ðèñ. 2.3, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ êàê ôóíêöèÿ îò l èìååò

ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì â òî÷êå, îòëè÷íîé îò íóëÿ, à çíà÷èò, èñïîëüçîâàíèå êîìïàíèåé ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà äåéñòâè-

òåëüíî èìååò ñìûñë äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âûïëà÷åííûõ äèâèäåíäîâ.
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�2.4 Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå òðåáîâàíèé

�2.4.1 Âûâîä äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü òåïåðü ðàçìåðû èñêîâ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, h], ïðè ýòîì âû-

ïîëíåíî óñëîâèå d + l < h. Â ðàìêàõ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû

ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî b > (h− l)a, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëåå
îáùåìó ñëó÷àþ.

Òåîðåìà 2.3. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé íà îòðåçêå [0, h] ïðè 0 <

x < ad ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

cinsV
′′
ins(x, b)− (λ+ δ)V ′ins(x, b) +

λ

ha
Vins(x, b) = 0, (2.13)

ïðè ad ≤ x < (h− l)a óðàâíåíèþ

cinsV
′′
ins(x, b)− (λ+ δ)V ′ins(x, b) +

λ

ha
Vins(x, b) = −λl

h
V ′ins(x− ad, b), (2.14)

ïðè (h− l)a ≤ x < b

cinsV
′′
ins(x, b)− (λ+ δ)V ′ins(x, b) +

λ

ha
Vins(x, b) =

= −λl
h
V ′ins(x− ad, b) +

λ

ha
Vins(x− (h− l)a, b). (2.15)

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2 ñ òî÷íîñòüþ äî âûáîðà îïåðà-

òîðà. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé ìû ïðèìåíÿåì ê óðàâíåíèÿì (2.5)

è (2.6) îïåðàòîð d
dx
. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (2.5) ïðè âñåõ 0 < x < ad â ðàìêàõ ðàâíîìåðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ èñêîâ áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

cinsV
′
ins(x, b)− (λ+ δ)Vins(x, b) +

λ

ha

x∫
0

Vins(y, b)dy = 0, (2.16)

â òî âðåìÿ êàê óðàâíåíèå (2.6) â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåëè÷èíàìè x è (h− l)a
ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçíûé âèä. Òàê â ñëó÷àå, êîãäà ad ≤ x < (h− l)a, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ

ôóíêöèè Vins(x, b) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

cinsV
′
ins(x, b)− (λ+ δ)Vins(x, b) +

λ

ha

x∫
x−ad

Vins(y, b)dy+

+ λVins(x− ad, b)
(
d+ l

h
− d

h

)
+

λ

ha

x−ad∫
0

Vins(y, b)dy = 0. (2.17)
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Åñëè æå (h− l)a ≤ x < b, òî (2.6) áóäåò ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

cinsV
′
ins(x, b)− (λ+ δ)Vins(x, b) +

λ

ha

x∫
x−ad

Vins(y, b)dy+

+ λVins(x− ad, b)
(
d+ l

h
− d

h

)
+

λ

ha

x−ad∫
x−(h−l)a

Vins(y, b)dy = 0. (2.18)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî x ðàâåíñòâà (2.16) � (2.18), ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ

(2.13) � (2.15), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Çàìå÷àíèå 2.2. Åñëè ñòðàõîâùèê è ïåðåñòðàõîâùèêè èñïîëüçóþò ïðåìèàëüíûé ïðèíöèï

ñðåäíåãî ñ íàãðóçêàìè ñîîòâåòñòâåííî θ, θ1 è θ2, òî cins â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ èñêîâ áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

cins =
λh

2
(1 + θ)− λl(1 + θ1)

(
1− 2d+ l

2h

)
− λ(1 + θ2)(1− a)

(
h

2
− l +

2dl + l2

2h

)
.

�2.4.2 Ïîèñê ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äàëåå îïèøåì àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

(2.13) � (2.15). Ïóñòü b ∈ (nad, (n + 1)ad], n ≥ 0, è (h − l)a ∈ (mad, (m + 1)ad], m ≥ 1.

Áóäåì îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü 2 ñëó÷àÿ: b ≤ (h − l)a è b > (h − l)a. Êàê è ðàíåå, âñþäó

ïî óìîë÷àíèþ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî 0 ≤ x ≤ b, è, ãäå íåîáõîäèìî, äîîïðåäåëÿåì ôóíêöèþ

Vins(x, b) â òî÷êàõ x = 0 è x = b ïî íåïðåðûâíîñòè.

Ïóñòü ñíà÷àëà b ≤ (h − l)a è n ≤ m. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èññëåäóåì òîëüêî óðàâíåíèÿ

(2.13) è (2.14) è àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèÿ Vins(x, b) íà ïðîìåæóòêå âèäà kad ≤ x < (k+ 1)ad,

0 ≤ k ≤ n, àíàëîãè÷åí îïèñàííîìó â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå òåêóùåé ãëàâû àëãîðèòìó ïîèñ-

êà Vins(x, b) â ðàìêàõ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óáûòêîâ. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ðåøå-

íèÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìû ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì âèä ôóíêöèè Vins(x, b) ñ òî÷-

íîñòüþ äî äâóõ íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò íà êàæäîì èç n+1 ïîëóèíòåðâàëîâ iad ≤ x < (i+1)ad,

0 ≤ i ≤ n. Äàëåå ñîñòàâëÿåì 2(n+ 1) óðàâíåíèé íà íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå èñõîäÿ èç óñëî-

âèé íåïðåðûâíîñòè Vins(x, b) ïî x, èç ïîäñòàíîâêè â èñõîäíûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ (2.16) è (2.17) è èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ V ′ins(b, b) = 1.

Ïóñòü òåïåðü b > (h − l)a è n ≥ m. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü âñå

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (2.13) � (2.15) è äåëèòü ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà ïðîìåæóòêè

íåñêîëüêî èíà÷å, ÷åì ðàíüøå. Ïóñòü η = (h− l)a−mad. Äî òî÷êè mad ìû áóäåì êàê è ðàíåå

èäòè ñ øàãîì ad, íî íà÷èíàÿ ñ ïîëóèíòåðâàëà [mad, (m + 1)ad) íàì áóäåò âàæíî, ëåæèò ëè

x â "ëåâîé ÷àñòè" ïðîìåæóòêà [kad, (k + 1)ad), k ≥ m, âèäà [kad, kad+ η), èëè æå â "ïðàâîé

÷àñòè" ïðîìåæóòêà [kad, (k + 1)ad), k ≥ m, âèäà [kad+ η, (k + 1)ad). Òî÷íî òàêæå íàì áóäåò

âàæíî, ëåæèò ëè b íà ïðîìåæóòêå (nad, nad+ η] èëè íà ïðîìåæóòêå (nad+ η, (n+ 1)ad].
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Àëãîðèòì ïîèñêà ôóíêöèèVins(x,b) â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðå-

áîâàíèé ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà b > (h− l)a.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü âèä ôóíêöèè Vins(x, b) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x ∈ [0, b], íåîáõîäèìî:

1. Ïîëüçóÿñü ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíî

âèä ôóíêöèè Vins(x, b) íà êàæäîì èç m ïîëóèíòåðâàëîâ iad ≤ x < (i+ 1)ad, 0 ≤ i ≤ m− 1, è

íà ïîëóèíòåðâàëåmad ≤ x < (h−l)a ñ òî÷íîñòüþ äî îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò â âû-

ðàæåíèÿõ äëÿ îáùèõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷èòñÿ 2(m+1)

íåèçâåñòíûõ ïîñòîÿííûõ.

2. Íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíî âèä ôóíêöèè Vins(x, b) ñ òî÷íîñòüþ äî íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò

â âûðàæåíèÿõ äëÿ îáùèõ ðåøåíèé íà êàæäîì èç 2(n −m) ïðîìåæóòêîâ [iad + η, (i + 1)ad)

è [(i + 1)ad, (i + 1)ad + η), m ≤ i ≤ n − 1. Åñëè b > nad + η, íåîáõîäèìî íàéòè òàêæå âèä

Vins(x, b) íà äîïîëíèòåëüíîì îòðåçêå [nad+ η, b].

3. Ïîëó÷èòü 2n − m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå b ≤ nad + η (ñîîòâåòñòâåííî 2n −
m+ 1 óðàâíåíèå â ñëó÷àå b > nad+ η) íà íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè Vins(x, b) â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêîâ, óêàçàííûõ â ïóíêòàõ 1 è 2.

4. Ïîëó÷èòü 2n−m+ 1 (2n−m+ 2) óðàâíåíèé íà íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû èç ïîäñòàíîâêè

Vins(x, b) â èñõîäíûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (2.16) � (2.18).

5. Íàéòè ïîñëåäíåå ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

V ′ins(b, b) = 1.

6. Ðåøèòü ñèñòåìó èç 4n− 2m+ 2 (4n− 2m+ 4) óðàâíåíèé.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå îïèñàííîãî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè Vins(x, b) íà

íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ. Ïóñòü ñíà÷àëà n = 0 è 0 ≤ x ≤ b ≤ ad. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì èñ-

ñëåäîâàòü îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.13). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå,

ñîîòâåòñòâóþùåå (2.13), èìååò âèä

cinsz
2 − (λ+ δ)z + λ(ha)−1 = 0. (2.19)

Ïóñòü D = (λ + δ)2 − 4λcins(ha)−1 � äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (2.19). Â îòëè÷èå îò ìîäåëè ñ

ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè òðåáîâàíèÿìè, ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ìû ïî-

ëó÷àåì, ÷òî äèñêðèìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì,

òàê è îòðèöàòåëüíûì èëè ðàâíûì íóëþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

a) D > 0.

Ôóíêöèÿ Vins(x, b) ïðè òàêîì óñëîâèè èìååò âèä

Vins(x, b) = Er(b)e
rx + Es(b)e

sx,

ãäå r > 0, s > 0 � äåéñòâèòåëüíûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.19). Êîýôôèöè-
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åíòû Er(b) è Es(b) íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìûEr(b)r−1 + Es(b)s
−1 = 0

rEr(b)e
rb + sEs(b)e

sb = 1,

ïîñëå ðåøåíèÿ êîòîðîé ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî Vins(x, b) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Vins(x, b) =
rerx − sesx

r2erb − s2esb
, 0 ≤ x ≤ b ≤ ad.

Êàê è â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé, ìû ìîæåì îòìåòèòü ñâîé-

ñòâà ìîíîòîííîñòè èñïîëüçóåìûõ êîýôôèöèåíòîâ r è s ïî ïàðàìåòðàì ïåðåñòðàõîâàíèÿ l

è d.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïóñòü òðåáîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, h] è õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.19) èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ r è s, ãäå r > s. Òîãäà r

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî l è óáûâàåò ïî d, â òî âðåìÿ êàê s ìîíîòîííî óáûâàåò ïî l è

âîçðàñòàåò ïî d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 2.1, à

èìåííî, ïðîâåðèì ìîíîòîííîñòü êîýôôèöèåíòîâ r è s ïî cins, à äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òåì,

÷òî cins ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé ïî l è âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïî d. Äëÿ ýòîãî

ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèì çíàêè ïðîèçâîäíûõ r′cins
è s′cins

. Ñíà÷àëà â ñèëó óñëîâèÿ D =

(λ+ δ)2 − 4λcins(ha)−1 > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî

r′cins
=

(
(λ+ δ) +

√
D

2cins

)′
cins

=
2λcins(ha)−1 − (λ+ δ)2 −

√
D(λ+ δ)

2c2ins
√
D

< 0,

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî r óáûâàåò ïî cins, à çíà÷èò, êîðåíü r óðàâíåíèÿ (2.19) âîçðàñòàåò ïî l è

óáûâàåò ïî d. Òàêæå â ñèëó íåðàâåíñòâà(
(λ+ δ)2 − 2λcins(ha)−1

)2 − D(λ+ δ)2 = 4λ2c2ins(ha)−2 > 0

ìû èìååì

s′cins
=

(
(λ+ δ)−

√
D

2cins

)′
cins

=
−2λcins(ha)−1 + (λ+ δ)2 −

√
D(λ+ δ)

2c2ins
√
D

> 0.

Ñîîòâåòñòâåííî ìû òàêæå ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êîðåíü s óðàâíåíèÿ (2.19) óáûâàåò ïî l

è âîçðàñòàåò ïî d. �

á) D = 0.

Çäåñü ïîëó÷àåì, ÷òî êîðíè r è s óðàâíåíèÿ (2.19) ñîâïàäàþò è ðàâíû w = (2cins)
−1(λ+ δ), â

òî âðåìÿ êàê

Vins(x, b) = F1w(b)ewx + F2w(b)xewx,
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ãäå F1w(b) è F2w(b) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèéF2w(b) = wF1w(b)

wF1w(b)ewb + F2w(b)ewb(1 + wb) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Vins(x, b) =
ewx + wxewx

2wewb + w2bewb
, 0 ≤ x ≤ b ≤ ad.

â) D < 0.

Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.19) èìååò äâà ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ

êîðíÿ r = u+ iv, s = u− iv è ôóíêöèÿ Vins(x, b) ïðèíèìàåò âèä

Vins(x, b) = Gu(b)e
ux cos vx+Gv(b)e

ux sin vx.

Íåèçâåñòíûå Gu(b) è Gv(b) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûì àëãîðèòìîì ïîèñêà ðåøåíèÿ Vins(x, b)

äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óáûòêîâ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìûGu(b)u = Gv(b)v

eubGu(b)(u cos vb− v sin vb) + eubGv(b)(u sin vb+ v cos vb) = 1,

à çíà÷èò,

Vins(x, b) =
veux cos vx+ ueux sin vx

eub((u2 − v2) sin vb+ 2uv cos vb)
, 0 ≤ x ≤ b ≤ ad.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè âèä ôóíêöèè Vins(x, b) ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè â ðàìêàõ ñëó÷àÿ n = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé n = m = 1 è b > (h− l)a. Çäåñü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî D > 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòàìè 1 è 2 ïðèâåäåííîãî âûøå àëãîðèòìà

ïîèñêà Vins(x, b) â ðàìêàõ ìîäåëè ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì òðåáîâàíèé ìû ïîëó÷àåì,

÷òî

Vins(x, b) = Hr(b)e
rx +Hs(b)e

sx ïðè 0 ≤ x < ad,

Vins(x, b) = Ir(b)e
rx + Is(b)e

sx + JrHr(b)xe
rx + JsHs(b)xe

sx ïðè ad ≤ x < (h− l)a,

Vins(x, b) = Kr(b)e
rx +Ks(b)e

sx + LrHr(b)xe
rx + LsHs(b)xe

sx ïðè (h− l)a ≤ x ≤ b,

ãäå r > s > 0 � ýòî ïî-ïðåæíåìó êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

cinsz
2 − (λ+ δ)z + λ(ha)−1 = 0,

â òî âðåìÿ êàê

Jr =
−λlh−1re−rad

2cinsr − (λ+ δ)
, Js =

−λlh−1se−sad

2cinss− (λ+ δ)
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è

Lr =
−λlh−1re−rad + λ(ha)−1e−r(h−l)a

2cinsr − (λ+ δ)
, Ls =

−λlh−1se−sad + λ(ha)−1e−s(h−l)a

2cinss− (λ+ δ)
.

Ïðè ýòîì 4n − 2m + 4 = 6 íåèçâåñòíûõ Hr(b), Hs(b), Ir(b), Is(b), Kr(b) è Ks(b) ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèÿìè ñëåäóþùåé ñèñòåìû, ñîñòàâëåííîé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòàìè 3, 4 è 5 îïèñàííîãî

â òåêóùåì ïàðàãðàôå àëãîðèòìà ïîèñêà Vins(x, b):

Hr(b)e
rad(1− adJr) +Hs(b)e

sad(1− adJs) = Ir(b)e
rad + Is(b)e

sad

(h− l)aHr(b)e
r(h−l)a(Jr − Lr) + (h− l)aHs(b)e

s(h−l)a(Js − Ls) =

= er(h−l)a(Kr(b)− Ir(b)) + es(h−l)a(Ks(b)− Is(b))

Hr(b)r
−1 +Hs(b)s

−1 = 0

Hr(b)r
−1erad(1− adJr + r−1Jr) +Hs(b)s

−1esad(1− adJs + s−1Js) =

= Ir(b)r
−1erad + Is(b)s

−1esad

Hr(b)r
−1er(h−l)a(Jr − Lr)((h− l)a− r−1) +Hs(b)s

−1es(h−l)a(Js − Ls)((h− l)a− s−1) =

= (Kr(b)− Ir(b))r−1er(h−l)a + (Ks(b)− Is(b))s−1es(h−l)a

rKr(b)e
rb + sKs(b)e

sb + LrHr(b)e
rb(1 + rb) + LsHs(b)e

sb(1 + sb) = 1.

(2.20)

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû, êàê è ïîèñê ÿâíîãî âèäà ôóíêöèè Vins(x, b) ïðè äðóãèõ ñîîò-

íîøåíèÿõ âåëè÷èí n è m, êðîìå ðàññìîòðåííûõ âûøå, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ÷èñëåííî

ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Òàê çàôèêñèðîâàâ ïàðàìåòðû h = 18,

1 2 3 4 5 6 7 8
l

3.6

3.8

4.0

4.2

4.4

4.6

4.8

5.0
VinsHlL

Ðèñ. 2.4: Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ êàê ôóíêöèÿ îò ïàðà-
ìåòðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà l â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñêîâ

λ = 0.1, δ = 0.1, θ = 0.2, θ1 = θ2 = 0.21, d = 10, b = 17, a = 0.9, x = 16 è ðåøèâ ñèñòåìó (2.20)

äëÿ äàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ãðàôèê çàâèñèìîñòè ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ îò óðîâíÿ îòâåòñòâåííîñòè ïåðâîãî ïåðå-
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ñòðàõîâùèêà l (ñì. ðèñ. 2.4). Êàê è ðàíåå, çíà÷åíèå l = 0 ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè, â êîòîðîé

ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ïðèìåíÿåò òîëüêî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå áåç ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöå-

äåíòà óáûòêà, â òî âðåìÿ êàê ïðè l→∞ ìû èìååì êîìáèíàöèþ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñ

ïåðåñòðàõîâàíèåì ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ íåîãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà.

Ñîãëàñíî ïîñòðîåííîìó ãðàôèêó, â ìîäåëè ñ óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè è ðàâíîìåðíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì èñêîâ, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñðåäíåå çíà÷åíèå

âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ äèâèäåíäîâ îêàçàëîñü ñòðîãî óáûâàþùåé ôóíêöèåé îò ïàðàìåò-

ðà l. À çíà÷èò, ñ òî÷êè çðåíèÿ àêöèîíåðîâ ñòðàõîâîé êîìïàíèè îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì â

âûáîðå ïðîãðàììû ïåðåñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîâñå íå èñïîëüçîâàòü ïåðåñòðàõîâàíèå ýêñöå-

äåíòà óáûòêà è îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ïðèìåíåíèåì êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ.
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Ãëàâà 3. Áàðüåðíûå ñòðàòåãèè âûïëàòû

äèâèäåíäîâ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ äåÿòåëüíîñòü àêöèîíåðíûõ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, âûïëà÷èâàþùèõ

äèâèäåíäû â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðüåðíûìè ñòðàòåãèÿìè ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà.

Ïåðâûé ïàðàãðàô ñîäåðæèò îïèñàíèå äàííûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé. Âî âòîðîì ïàðàãðà-

ôå èññëåäóåòñÿ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ ñòðàòåãèþ òà-

êîãî âèäà. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â ðàìêàõ ìîäåëåé ðèñêà

Ñïàððå Àíäåðñåíà è Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé, ïðè

êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû. Â óñëîâèÿõ ìîäåëè ðèñêà Êðàìåðà�

Ëóíäáåðãà íàéäåíî òàêæå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà-

÷åííûõ äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè, è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñòðàòåãèÿ ñî

ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé, ÷åì áàðüåðíàÿ ñòðàòåãèÿ

ñ ïîñòîÿííûì áàðüåðîì, â ñìûñëå ìàêñèìèçàöèè äèâèäåíäîâ. Äàííûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû

â òðåòüåì ïàðàãðàôå ãëàâû.

�3.1 Îïèñàíèå ñòðàòåãèé

Âòîðàÿ ãëàâà íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè áûëà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äåÿòåëüíîñòè àêöèîíåð-

íûõ êîìïàíèé, èñïîëüçóþùèõ ïåðåñòðàõîâàíèå è áàðüåðíóþ ñòðàòåãèþ âûïëàòû äèâèäåíäîâ

ñ ïîñòîÿííûì áàðüåðîì. Áàðüåðíûå ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì áàðüåðîì øèðîêî îñâåùåíû â

ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [8], [35], [40]). Äàííûå ñòðàòåãèè îêàçûâàþòñÿ îïòèìàëü-

íûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè äèâèäåíäîâ â ðàçëè÷íûõ ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ ìîäåëåé ðèñêà (ñì. [5], [24], [51]). Îäíàêî â óñëîâèÿõ èíòåðåñóþùèõ íàñ ìîäåëåé

Ñïàððå Àíäåðñåíà è Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà îáëàäà-

þò îäíèì âàæíûì íåäîñòàòêîì � ðàçîðåíèå ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé ñòðàòåãèþ

òàêîãî âèäà, âñåãäà íåèçáåæíî, âíå çàâèñèìîñòè îò ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé ([14]). Äàííûé

ôàêò ïîñëóæèë ïðè÷èíîé äëÿ ïîèñêà íîâûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé, èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ

íå ïðèâîäèëî áû êîìïàíèþ âñåãäà ê íåìèíóåìîìó ðàçîðåíèþ. Îäíèì èç ïîäîáíûõ ñòðàòå-

ãèé (à èìåííî, áàðüåðíûì ñòðàòåãèÿì ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà) áóäåò ïîñâÿùåíà

òåêóùàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè. Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê îïèñàíèþ ñòðàòåãèé ñî ñòóïåí÷à-

òîé ôóíêöèåé áàðüåðà, îñòàíîâèìñÿ íà ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîäåëè ðèñêà Ñïàððå Àíäåðñåíà,

íà îñíîâå êîòîðîé áóäåò ïðîâîäèòüñÿ èññëåäîâàíèå ïðîöåññà âûïëàòû äèâèäåíäîâ. Ñîãëàñíî
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äàííîé ìîäåëè êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä (ñì. [61])

Xt = x+ ct−
Nt∑
i=1

Xi, t ≥ 0, (3.1)

ãäå Nt � ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, x � íà÷àëüíûé êàïèòàë êîìïàíèè, c � èíòåíñèâíîñòü

ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèè. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Xi}, îáîçíà÷àþùèå ðàçìåðû èñêîâ, íåçàâèñè-

ìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y), òàêóþ, ÷òî F (0) = 0.

Êðîìå òîãî, {Xi} è ïðîöåññ Nt òàêæå ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ôóíêöèÿ G(y) â ñâîþ

î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ ìåæäó ìîìåíòàìè {Tj} ïîñòóïëåíèÿ
òðåáîâàíèé.

Êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè, âûïëà÷èâàþùåé äèâèäåíäû, êàê è ðàíåå îïðåäåëèì êàê

Ut = Xt −Dt, ãäå Dt ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó, âûïëà÷åííóþ àêöèîíåðàì â êà÷åñòâå äèâè-

äåíäîâ ê ìîìåíòó âðåìåíè t. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà T = inf[t ≥ 0 : Ut < 0] ÿâëÿåòñÿ òîãäà

ìîìåíòîì ðàçîðåíèÿ àêöèîíåðíîé êîìïàíèè. Äèâèäåíäû âûïëà÷èâàþòñÿ ïðè ýòîì â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ óïîìÿíóòîé âûøå áàðüåðíîé ñòðàòåãèåé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà. À èìåí-

íî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óðîâåíü áàðüåðà bt ðàâåí bi íà ïîëóèíòåðâàëàõ âèäà t ∈ [Ti−1, Ti),

i ≥ 1 (T0 = 0). Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ áàðüåðà ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé:

bi+1 ≥ bi, i ≥ 1, ñì. ðèñ. 3.1. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòðàòåãèÿ âûïëàòû äèâèäåíäîâ ñîñòîèò â ñëå-

äóþùåì: äèâèäåíäû íå âûïëà÷èâàþòñÿ, êîãäà Ut < bt, è âûïëà÷èâàþòñÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ c,

êîãäà Ut = bt. Åñëè æå Ut > bt, òî ñðàçó â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ âûïëà÷èâàåòñÿ ñóììà, ðàâíàÿ

Ut− bt. Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Ut > bt ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîãäà òîëüêî ïðè t = 0, è äàëåå

áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî 0 ≤ x ≤ b1.

Ðèñ. 3.1: Ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ áàðüåðà

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óðîâåíü áàðüåðà íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü èçìåíåí ïîñëå ïîñòóïëå-

íèÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ. ×àñòíûì ñëó÷àåì äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíê-

öèåé áàðüåðà ÿâëÿþòñÿ áàðüåðíûå ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì áàðüåðîì, òàêèå, ÷òî bi+1 = bi
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ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ i ≥ 1. Óðîâåíü áàðüåðà ìîæåò áûòü òàêæå èçìåíåí òîëüêî îäèí ðàç.

Íåîáõîäèìîñòü èçìåíåíèÿ áàðüåðà ìîæåò âîçíèêíóòü, íàïðèìåð, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîððåê-

òèðîâêîé çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ ìîäåëè, îïèñûâàþùåé äåÿòåëüíîñòü ñòðàõîâîé êîìïàíèè. À

èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ èñïîëüçóåò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ñâîåé äåÿòåëüíîñòè ïðîöåññ èçìåíåíèÿ êàïèòàëà Ut. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî àíàëèòèêè, ðàáî-

òàþùèå â äàííîé êîìïàíèè, ïîëó÷èëè îöåíêó îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà Ut (ýòî ìîæåò

áûòü ïàðàìåòð ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ, âëèÿþùèé íà ÷àñòîòó ïîñòóïëåíèÿ èñêîâ, èëè îäèí

èç ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé). Íà îñíîâå ïîñòðîåííîé îöåíêè áûë âûáðàí îïòè-

ìàëüíûé óðîâåíü áàðüåðà äèâèäåíäíîé ñòðàòåãèè. Îäíàêî äàëåå, ïîñëå òîãî, êàê â ñòðàõîâóþ

êîìïàíèþ ïîñòóïèëî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé, íà îñíîâå ñîáðàâøåéñÿ ñòàòèñòèêè

áûëà ïîñòðîåíà íîâàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà ïðîöåññà Ut, çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþùàÿñÿ îò ïðåäû-

äóùåé. Â ñâÿçè ñ ïîëó÷åíèåì íîâîé îöåíêè ïàðàìåòðà âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü èçìåíåíèÿ è

óðîâíÿ áàðüåðà äèâèäåíäíîé ñòðàòåãèè (ñì. ðèñ. 3.2).

𝟎𝟎 𝑻𝑻𝟏𝟏 𝒕𝒕𝑻𝑻𝒏𝒏−𝟏𝟏

𝒃𝒃𝟏𝟏

𝒃𝒃𝒏𝒏

. . .

Ðèñ. 3.2: Èçìåíåíèå áàðüåðà â ñîîòâåòñòâèè ñ êîððåêòèðîâêîé çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ ìîäåëè

�3.2 Îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ

�3.2.1 Îöåíêà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â ðàìêàõ ìîäåëè Ñïàððå

Àíäåðñåíà

Îäíèì èç âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ìîäåëüþ ðèñêà Ñïàððå Àíäåðñåíà, ÿâëÿåòñÿ

îöåíêà ñâåðõó äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè. Ïóñòü τ = inf[t ≥ 0 : Xt < 0] � ìîìåíò

ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, êàïèòàë êîòîðîé â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä (3.1). Òîãäà

ψ(x) = P (τ < ∞|X0 = x) � âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü R óðàâíåíèÿ∫ ∞
0

eRydF (y)

∫ ∞
0

e−cRtdG(t) = 1,
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êîòîðûé íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì èëè ýêñïîíåíòîé Ëóíäáåðãà. Â ýòîì

ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ (ñì. [6]):

ψ(x) ≤ e−Rx. (3.2)

Äàííîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì çíàìåíèòîãî íåðàâåíñòâà Ëóíäáåðãà, äîêàçàííîãî

äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìîäåëè Ñïàððå Àíäåðñåíà � ìîäåëè ðèñêà Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà, ñîãëàñ-

íî êîòîðîé Nt ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì (ñì. [6], [60]).

Ïîëó÷èì äàëåå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψb(x) = P (T < ∞|U0 = x) ñòðàõîâîé êîì-

ïàíèè, èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà. À èìåííî,

äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû, èç êîòîðîé â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äèâèäåíäíûõ

âûïëàò áóäåò ñëåäîâàòü íåðàâåíñòâî (3.2). Ïîêàæåì òàêæå, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîñòåïåííîãî

ïîâûøåíèÿ áàðüåðà ìîæíî äîáèòüñÿ óìåíüøåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ äî çíà÷åíèÿ, ìåíü-

øåãî åäèíèöû.

Òåîðåìà 3.1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ àêöèîíåð-

íîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷à-

òîé ôóíêöèåé áàðüåðà:

ψb(x) ≤ e−Rx + (L− 1)
∞∑
i=1

e−Rbi , ãäå L =

∫ ∞
0

eRydF (y). (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψbk(x, b1, . . . , bk) � ýòî âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî ïîñòóïèëî íå áîëåå ÷åì k òðåáîâàíèé. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ k ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ψbk(x, b1, . . . , bk) < νk(x, b1, . . . , bk), ãäå

νk(x, b1, . . . , bk) = e−Rx + (L− 1)
k∑
i=1

e−Rbi .

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Áàçà èíäóêöèè. Äëÿ k = 0 (è x ≥ 0) èìååì: ψb0(x) = 0 < ν0(x) = e−Rx.

Øàã èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî ψbk(x, b1, . . . , bk) < νk(x, b1, . . . , bk) âåðíî äëÿ

íåêîòîðîãî k ≥ 0. Ïîêàæåì òîãäà, ÷òî äàííîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî òàêæå è äëÿ k+ 1. Â

ñèëó ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

ψbk+1(x, b1, . . . , bk+1) =

∫ b1−x
c

0

[∫ x+ct

0

ψbk(x+ ct− y, b2, . . . , bk+1)dF (y) +

∫ ∞
x+ct

dF (y)

]
dG(t) +

+

∫ ∞
b1−x

c

[∫ b1

0

ψbk(b1 − y, b2, . . . , bk+1)dF (y) +

∫ ∞
b1

dF (y)

]
dG(t).
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Çàìåòèì, ÷òî νk(u, b1, . . . , bk) ≥ 1 ïðè u ≤ 0 (è ïðè âñåõ k ≥ 0). Ñëåäîâàòåëüíî,

ψbk+1(x, b1, . . . , bk+1) <

∫ b1−x
c

0

∫ ∞
0

νk(x+ ct− y, b2, . . . , bk+1)dF (y)dG(t)+

+

∫ ∞
b1−x

c

∫ ∞
0

νk(b1 − y, b2, . . . , bk+1)dF (y)dG(t). (3.4)

Ðàññìîòðèì äâà ïîëó÷èâøèõñÿ ñëàãàåìûõ ïîäðîáíåå. Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî. Ñíà÷àëà

çàìåòèì, ÷òî

∫ ∞
0

νk(x+ ct− y, b2, . . . , bk+1)dF (y) =

∫ ∞
0

(
e−R(x+ct−y) + (L− 1)

k+1∑
i=2

e−Rbi

)
dF (y) =

= e−R(x+ct)

∫ ∞
0

eRydF (y) + (L− 1)
k+1∑
i=2

e−Rbi
∫ ∞
0

dF (y) = Le−R(x+ct) + (L− 1)
k+1∑
i=2

e−Rbi ,

à çíà÷èò, ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.4) èìååò âèä

∫ b1−x
c

0

(
Le−R(x+ct) + (L− 1)

k+1∑
i=2

e−Rbi

)
dG(t) =

= Le−Rx
∫ b1−x

c

0

e−RctdG(t) + (L− 1)
k+1∑
i=2

e−Rbi
∫ b1−x

c

0

dG(t).

Äàëåå àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.4). Â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîëó÷àåì, ÷òî

∫ ∞
0

νk(b1 − y, b2, . . . , bk+1)dF (y) =

∫ ∞
0

(
e−R(b1−y) + (L− 1)

k+1∑
i=2

e−Rbi

)
dF (y) =

= Le−Rb1 + (L− 1)
k+1∑
i=2

e−Rbi .

Ñëåäîâàòåëüíî,

∫ ∞
b1−x

c

(
Le−Rb1 + (L− 1)

k+1∑
i=2

e−Rbi

)
dG(t) = Le−Rb1

∫ ∞
b1−x

c

dG(t)+(L− 1)
k+1∑
i=2

e−Rbi
∫ ∞

b1−x
c

dG(t).

Â èòîãå ìû ïðèâîäèì íåðàâåíñòâî (3.4) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

ψbk+1(x, b1, . . . , bk+1) < Le−Rx
∫ b1−x

c

0

e−RctdG(t) + (L− 1)
k+1∑
i=2

e−Rbi
∫ b1−x

c

0

dG(t)+

+ Le−Rb1
∫ ∞

b1−x
c

dG(t) + (L− 1)
k+1∑
i=2

e−Rbi
∫ ∞

b1−x
c

dG(t) =
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= Le−Rx
∫ b1−x

c

0

e−RctdG(t) + Le−Rb1
∫ ∞

b1−x
c

dG(t) + (L− 1)
k+1∑
i=2

e−Rbi =

= Le−Rx

(∫ ∞
0

e−RctdG(t)−
∫ ∞

b1−x
c

e−RctdG(t)

)
+ Le−Rb1

∫ ∞
b1−x

c

dG(t) + (L− 1)
k+1∑
i=2

e−Rbi =

= Le−Rx

(
L−1 −

∫ ∞
b1−x

c

e−RctdG(t)

)
+ Le−Rb1

∫ ∞
b1−x

c

dG(t) + (L− 1)
k+1∑
i=2

e−Rbi =

= e−Rx + Le−Rb1
∫ ∞

b1−x
c

dG(t)− Le−Rx
∫ ∞

b1−x
c

e−RctdG(t) + (L− 1)
k+1∑
i=2

e−Rbi .

Íàì îñòàëîñü îöåíèòü òîëüêî ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè:

Le−Rb1
∫ ∞

b1−x
c

dG(t)− Le−Rx
∫ ∞

b1−x
c

e−RctdG(t) ≤

≤ Le−Rb1
∫ ∞

b1−x
c

dG(t)− Le−Rb1
∫ ∞

b1−x
c

e−RctdG(t) = Le−Rb1
∫ ∞

b1−x
c

(
1− e−Rct

)
dG(t) ≤

≤ Le−Rb1
∫ ∞
0

(
1− e−Rct

)
dG(t) = Le−Rb1

∫ ∞
0

dG(t)− Le−Rb1
∫ ∞
0

e−RctdG(t) =

= Le−Rb1 − LL−1e−Rb1 = Le−Rb1 − e−Rb1 = (L− 1) e−Rb1 . (3.5)

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

ψbk+1(x, b1, . . . , bk+1) < e−Rx + (L− 1) e−Rb1 + (L− 1)
k+1∑
i=2

e−Rbi = νk+1(x, b1, . . . , bk+1).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ âñåõ k ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ψbk(x, b1, . . . , bk) < νk(x, b1, . . . , bk),

îòêóäà ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ìû ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå íåðàâåíñòâî (3.3). �

Ïðèìåð 3.1. Ñîãëàñíî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà, äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

i=1 e
−Rbi äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà q > 0 è íîìåð i0, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âåðíî

íåðàâåíñòâî bi+1 − bi ≥ q. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîé îöåíêè ñâåðõó äëÿ âå-

ðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψb(x) íàì íåäîñòàòî÷íî òîëüêî ñõîäèìîñòè ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè (3.3).

Íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.3) áûëà ìåíüøå 1. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé

ñëó÷àé, â êîòîðîì óðîâíè áàðüåðà èìåþò âèä

bi = b+ (i− 1)a, a > 0, b > x > 0.

Äëÿ òàêîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè áàðüåðà ìîæíî â ÿâíîì âèäå íàéòè ñóììó ðÿäà
∑∞

i=1 e
−Rbi :
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∞∑
i=1

e−Rbi =
∞∑
i=1

e−R(b+(i−1)a) = e−Rb
∞∑
i=1

e−Ra(i−1) =
e−Rb

1− e−Ra
.

Ñîîòâåòñòâåííî, ìû ïîëó÷àåì òîãäà ñëåäóþùóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ:

ψb(x) ≤ e−Rx + (L− 1)
e−Rb

1− e−Ra
. (3.6)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ a > 0 ñóùåñòâóþò b, ïðè

êîòîðûõ îöåíêà (3.6) áóäåò ìåíüøå 1. Òàêèå b äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

b > max

(
R−1 ln

[
L− 1

(1− e−Rx)(1− e−Ra)

]
, x

)
. (3.7)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (3.7) ìîæíî èíà÷å ïåðåïèñàòü â âèäåb > R−1 ln
[

L−1
(1−e−Rx)(1−e−Ra)

]
ïðè x < R−1 ln

[
L−e−Ra

1−e−Ra

]
,

b > x ïðè x ≥ R−1 ln
[
L−e−Ra

1−e−Ra

]
.

(3.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè çíà÷åíèå b1 = b ôèêñèðîâàíî è äîñòàòî÷íî âåëèêî, à èìåííî,b > R−1 ln
[

L−1
1−e−Rx

]
ïðè x < R−1 lnL,

b > x ïðè x ≥ R−1 lnL,
(3.9)

òî âûáðàâ ïàðàìåòð a, òàêîé, ÷òî

a > −R−1 ln

[
1− (L− 1)

e−Rb

1− e−Rx

]
, (3.10)

ìîæíî òàêæå ñíèçèòü îöåíêó ñâåðõó äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ äî çíà÷åíèÿ, ìåíüøåãî 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ òàêæå áóäåò ìåíüøå 1 è äëÿ ëþáîé äðóãîé ñòóïåí÷àòîé

áàðüåðíîé ñòðàòåãèè, ñîãëàñíî êîòîðîé âñå áàðüåðû bi áóäóò íå íèæå b+ (i− 1)a ïðè óñëîâèè

(3.8) èëè ïðè óñëîâèÿõ (3.9) è (3.10).

Ïðèìåð 3.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàðüåðîâ âèäà bi = b + (i − 1)a, i ≥ 1, èç ïðèìåðà 3.1

îáëàäàåò íåñîìíåííûì ïðåèìóùåñòâîì ïåðåä ìíîãèìè äðóãèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èç-çà

òîãî, ÷òî ñóììà ðÿäà
∑∞

i=1 e
−Rbi â ïðàâîé ÷àñòè (3.3) â ñëó÷àå bi = b+(i−1)a ñ÷èòàåòñÿ â ÿâíîì

âèäå. Îäíàêî àêöèîíåðû ñòðàõîâîé êîìïàíèè ìîãóò îòêàçàòüñÿ îò ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèè ñî

ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé òàêîãî âèäà èç-çà ñëèøêîì áûñòðîãî ïîñòîÿííîãî ðîñòà áàðüåðîâ. Â

ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ðàñòåò ìåäëåííåå, ÷åì bi = b+(i−1)a.

À èìåííî, ïóñòü óðîâåíü áàðüåðà íà ïîëóèíòåðâàëå [Ti−1, Ti) çàäàåòñÿ êàê

bi = ln b+ a ln i = ln(iab), a > 0, b > ex, x > 0.
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Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî

∞∑
i=1

e−Rbi =
∞∑
i=1

e−R(ln b+a ln i) = e−R ln b

∞∑
i=1

e−aR ln i =
1

bR

∞∑
i=1

1

iaR
.

Ðÿä
∑∞

i=1 i
−aR áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñõîäÿùèìñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aR > 1, ò.å. a > R−1.

Åñëè æå âûïîëíåíî óñëîâèå a > R−1, òî âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå b > ex, ïðè êîòîðîì

îöåíêà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ (3.3) áóäåò ìåíüøå åäèíèöû:

e−Rx + (L− 1)
1

bR

∞∑
i=1

1

iaR
< 1 ⇔ b >

(
(L− 1)

∑∞
i=1 i

−aR

1− e−Rx

) 1
R

.

Ïðè ýòîì ðÿä
∑∞

i=1 i
−aR ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ

èíòåãðàëà:

∞∑
i=1

i−aR = 1 +
∞∑
i=2

i−aR < 1 +

∫ ∞
1

x−aRdx = 1 +
1

aR− 1
=

aR

aR− 1
.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè áóäåò ìåíüøå 1,

åñëè äàííàÿ êîìïàíèÿ áóäåò èñïîëüçîâàòü ñòóïåí÷àòóþ áàðüåðíóþ ñòðàòåãèþ, ñîãëàñíî êî-

òîðîé âñå áàðüåðû bi, i ≥ 1, áóäóò íå íèæå ln b+ a ln i ïðè óñëîâèè
a > R−1 ,

b > max

((
aR(L−1)

(aR−1)(1−e−Rx)

) 1
R
, ex

)
.

�3.2.2 Îöåíêà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â ðàìêàõ ìîäåëè

Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà

Ðàññìîòðèì òåïåðü äèâèäåíäíóþ ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà â ðàìêàõ

ìîäåëè ðèñêà Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà, ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìîäåëè Ñïàððå Àíäåðñåíà. Ñîãëàñíî

ìîäåëè Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà, Nt � ýòî ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Óðàâíåíèå

äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ R ïðè ýòîì óñëîâèè ïðèíèìàåò âèä

λ+Rc = λ

∫ ∞
0

eRydF (y), (3.11)

à âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ψb(x) ìîæåò áûòü îöåíåíà ñâåðõó ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðå-

ìû 3.1.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü Nt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Òîãäà èìååò ìå-

ñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè,
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èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà:

ψb(x) ≤ e−Rx +
Rc

λ

∞∑
i=1

e−Rbi .

Îäíàêî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî â ðàìêàõ ìîäåëè Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ

èíòåãðàëîâ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 âîçìîæíî â ÿâíîì âèäå, óäàåòñÿ äîêàçàòü è áîëåå

ñèëüíîå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψb(x).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü Nt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Òîãäà èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψb(x) àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè,

èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà:

ψb(x) ≤ e−Rx +
Rc

λ

∞∑
i=1

e−Rbi−λc
−1(bi−bi−1), ãäå b0 = x.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.1 ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ ïåðåõîäîâ.

À èìåííî, ïðè óñëîâèè, ÷òî

νk(x, b1, . . . , bk) = e−Rx +
Rc

λ
e−Rb1−λc

−1(b1−x) +
Rc

λ

k∑
i=2

e−Rbi−λc
−1(bi−bi−1),

ñíà÷àëà ïîêàçûâàåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà òèïà (3.4), à äàëåå äîáàâëÿåì åùå îäíó

îöåíêó:

ψbk+1(x, b1, . . . , bk+1) <

∫ b1−x
c

0

λe−λt
∫ ∞
0

νk(x+ ct− y, b2, . . . , bk+1)dF (y)dt +

+

∫ ∞
b1−x

c

λe−λt
∫ ∞
0

νk(b1 − y, b2, . . . , bk+1)dF (y)dt ≤

≤
∫ b1−x

c

0

λe−λt
∫ ∞
0

[
e−R(x+ct−y) +

Rc

λ

k+1∑
i=2

e−Rbi−λc
−1(bi−bi−1)

]
dF (y)dt +

+

∫ ∞
b1−x

c

λe−λt
∫ ∞
0

[
e−R(b1−y) +

Rc

λ

k+1∑
i=2

e−Rbi−λc
−1(bi−bi−1)

]
dF (y)dt.

Ïîñëå, ïîëó÷èâ â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ, êàê â ëåâîé ÷àñòè (3.5), íå îöå-

íèâàåì åå, à ñ÷èòàåì â ÿâíîì âèäå. �

�3.3 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ

äèâèäåíäîâ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ

äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ íà-
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ïðàâëåíèé â òåîðèè ðèñêà. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ äàííîé òåìå,

ïðè ýòîì âî ìíîãèõ ðàáîòàõ â êà÷åñòâå äèâèäåíäíîé ñòðàòåãèè ðàññìàòðèâàåòñÿ áàðüåðíàÿ

ñòðàòåãèÿ ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà (ñì. [7], [37], [40]). Ïóñòü êàê è âî âòîðîé ãëàâå

äèññåðòàöèè ôóíêöèÿ V (x, b) îáîçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äè-

âèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé áàðüåð-

íóþ ñòðàòåãèþ ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà, ðàâíûì b. Â òåêóùåì ïàðàãðàôå ìû áóäåì

èçó÷àòü ïðîöåññ âûïëàòû äèâèäåíäîâ â ðàìêàõ ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà è íàì ñíîâà ïî-

íàäîáèòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè ðèñêà V (x, b) êàê ôóíêöèÿ îò íà÷àëüíîãî

êàïèòàëà x óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

cV ′(x, b)− (λ+ δ)V (x, b) + λ

x∫
0

V (x− y, b)dF (y) = 0, 0 < x < b, (3.12)

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

V ′(b, b) = 1. (3.13)

Îäíàêî îñíîâíîé èíòåðåñ äëÿ íàñ òåïåðü áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñ-

êîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðüåðíîé ñòðàòåãèåé ñî ñòó-

ïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà. Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì äàííûõ ñòðàòåãèé (ïî ñðàâíåíèþ ñ

áàðüåðíûìè ñòðàòåãèÿìè ñ ïîñòîÿííûì áàðüåðîì) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íèõ çàëîæåíà âîçìîæ-

íîñòü èçìåíåíèÿ óñëîâèé âûïëàòû äèâèäåíäîâ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü òàêèå ñòóïåí÷àòûå áàðüåðíûå ñòðàòåãèè, ñîãëàñíî êîòîðûì óðîâåíü áàðüåðà ìîæåò

ìåíÿòüñÿ ïîñëå êàæäîãî èç ïåðâûõ n−1 òðåáîâàíèé (à äàëåå äî ðàçîðåíèÿ äîëæåí îñòàâàòü-

ñÿ íåèçìåííûì). Äàííûå ñòðàòåãèè âûïëàòû äèâèäåíäîâ çàäàþòñÿ óæå íå îäíèì çíà÷åíèåì

áàðüåðà b, à íàáîðîì b1, . . . , bn.

Ñëó÷àé n = 2. Äëÿ íà÷àëà èçó÷èì ñòðàòåãèþ, â ðàìêàõ êîòîðîé áàðüåð èçìåíÿåòñÿ

òîëüêî îäèí ðàç ïîñëå ìîìåíòà T1. Ïóñòü V (x, b1, b2) � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñ-

êîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè â ðàìêàõ äàí-

íîé äèâèäåíäíîé ñòðàòåãèè. Áóäåì êàê è ðàíåå ñ÷èòàòü, ÷òî x ≤ b1 (ïðè x > b1 ïîëîæèì

V (x, b1, b2) = x− b1 + V (b1, b1, b2)). Íàéäåì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè çàâèñè-

ìîñòü ôóíêöèè V (x, b1, b2) îò óæå èçó÷åííîé V (x, b). Íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 è äî

ìîìåíòà ïåðâîãî òðåáîâàíèÿ T1 â ñòðàõîâóþ êîìïàíèþ ïîñòóïàþò ïðåìèè ñ èíòåíñèâíîñòüþ

c. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ êàêîãî-ëèáî áàðüåðà ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî íà ýòîì èíòåðâàëå êàïèòàë

êîìïàíèè Ut ðàñòåò ëèíåéíî ïî ïðÿìîé y = x+ ct. Â íàøåé æå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé íàëè-

÷èå áàðüåðà b1, ìîãóò áûòü äâå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè: ëèáî êàïèòàë êîìïàíèè òàê æå ðàñòåò

ïî ïðÿìîé y = x + ct âïëîòü äî ïîñòóïëåíèÿ ïåðâîãî òðåáîâàíèÿ è íå äîñòèãàåò áàðüåðà

b1, ëèáî æå â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè êàïèòàë Ut ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì b1 è âñÿ äàëüíåéøàÿ

ïîñòóïàþùàÿ äî T1 ïðåìèÿ âûïëà÷èâàåòñÿ â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ (ñì. ðèñ. 3.3). Î÷åâèäíî,

÷òî òà èëè èíàÿ ñèòóàöèÿ íàñòóïàåò â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ñîîòíîñÿòñÿ âåëè÷èíû T1
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Ðèñ. 3.3: Âîçìîæíîå èçìåíåíèå êàïèòàëà Ut íà îòðåçêå [0, T1]

è b1−x
c
. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì:

V (x, b1, b2) =

∫ b1−x
c

0

λe−(λ+δ)t
∫ x+ct

0

V (x+ ct− y, b2)dF (y)dt +

+

∫ ∞
b1−x

c

λe−(λ+δ)t
∫ b1

0

V (b1 − y, b2)dF (y)dt+ V[0,T1)(x, b1), (3.14)

ãäå V[0,T1)(x, b1) � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åí-

íûõ íà ïîëóèíòåðâàëå t ∈ [0, T1).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò ÿâíûé âèä ôóíêöèè V[0,T1)(x, b1).

Ëåììà 3.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

V[0,T1)(x, b1) =
c

λ+ δ
e−(λ+δ)

b1−x
c .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèñêîíòèðîâàííûå äèâèäåíäû íà ïîëóèíòåðâàëå t ∈ [0, T1) îòëè÷íû

îò íóëÿ, òîëüêî åñëè T1 >
b1−x
c
. Â ýòîì ñëó÷àå äèâèäåíäû âûïëà÷èâàþòñÿ àêöèîíåðàì íåïðå-

ðûâíî ñ èíòåíñèâíîñòüþ c íà âñåì ïðîìåæóòêå t ∈ [ b1−x
c
, T1). Ñëåäîâàòåëüíî,

V[0,T1)(x, b1) =

∫ ∞
b1−x

c

∫ t

b1−x
c

ce−δududG(t),

ãäå G(t) = 1 − e−λt, t ≥ 0, � ýòî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T1. Ïóñòü

òàêæå S(t) = 1 − G(t) è g(t) =
∫ t

b1−x
c
ce−δudu äëÿ ñîêðàùåíèÿ âûêëàäîê. Ñîîòâåòñòâåííî,

ïîëó÷àåì:

V[0,T1)(x, b1) = −
∫ ∞

b1−x
c

g(t)dS(t) = −g(t)S(t)
∣∣∣∞
b1−x

c

+

∫ ∞
b1−x

c

S(t)dg(t) =

∫ ∞
b1−x

c

S(t)dg(t) =

=

∫ ∞
b1−x

c

S(t)ce−δtdt =

∫ ∞
b1−x

c

ce−λte−δtdt =
c

λ+ δ
e−(λ+δ)

b1−x
c . �
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Ðàññìîòðèì äàëåå èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.14). Óïðîñòèì ñíà÷àëà ïåðâûé

èíòåãðàë, èñïîëüçîâàâ äëÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèå (3.12). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (3.12) âåðíî

ðàâåíñòâî

λ

∫ x+ct

0

V (x+ ct− y, b2)dF (y) = (λ+ δ)V (x+ ct, b2)− cV ′(x+ ct, b2),

à çíà÷èò,

∫ b1−x
c

0

λe−(λ+δ)t
∫ x+ct

0

V (x+ ct− y, b2)dF (y)dt =

=

∫ b1−x
c

0

e−(λ+δ)t(λ+ δ)V (x+ ct, b2)dt−
∫ b1−x

c

0

e−(λ+δ)tcV ′(x+ ct, b2)dt =

=

∫ b1−x
c

0

e−(λ+δ)t(λ+ δ)V (x+ ct, b2)dt−
∫ b1−x

c

0

e−(λ+δ)tdV (x+ ct, b2) =

=

∫ b1−x
c

0

e−(λ+δ)t(λ+ δ)V (x+ ct, b2)dt− e−(λ+δ)tV (x+ ct, b2)
∣∣∣ b1−x

c

0
−

−
∫ b1−x

c

0

e−(λ+δ)t(λ+ δ)V (x+ ct, b2)dt = −e−(λ+δ)
b1−x

c V (b1, b2) + V (x, b2).

Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóåì è âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (3.14):

∫ ∞
b1−x

c

λe−(λ+δ)t
∫ b1

0

V (b1 − y, b2)dF (y)dt =

=

∫ ∞
b1−x

c

e−(λ+δ)t
(

(λ+ δ)V (b1, b2)− cV ′(b1, b2)
)
dt =

=
(

(λ+ δ)V (b1, b2)− cV ′(b1, b2)
) 1

λ+ δ
e−(λ+δ)

b1−x
c =

= e−(λ+δ)
b1−x

c V (b1, b2)− V[0,T1)(x, b1)V ′(b1, b2).

Îòñþäà ïîñëå î÷åâèäíûõ óïðîùåíèé ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòóïåí÷àòîé áàðüåðíîé ñòðàòåãèè ñ äâóìÿ óðîâíÿìè

áàðüåðà b1 è b2 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî

ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè, èìååò âèä

V (x, b1, b2) = V (x, b2) + [1− V ′(b1, b2)]V[0,T1)(x, b1), 0 ≤ x ≤ b1, b1 ≤ b2.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (3.13) â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå b2 = b1 ôóíêöèÿ

V (x, b1, b2) ñîâïàäàåò ñ V (x, b1). Â òî æå âðåìÿ ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ b1 è b2

äèñêîíòèðîâàííûå äèâèäåíäû â ìîäåëè ñ äâóìÿ áàðüåðàìè îêàçûâàþòñÿ áîëüøå äèâèäåíäîâ,

âûïëà÷åííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðüåðíîé ñòðàòåãèåé ñ ïîñòîÿííûì áàðüåðîì, ðàâíûì b1, à

èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü b1 ≤ b2 è V (u, b2) > V (u, b1) ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì êàïèòàëå u,

òàêîì, ÷òî 0 ≤ u ≤ b1. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî V (x, b1, b2) > V (x, b1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (3.14) ìû èìååì:

V (x, b1, b2) =

∫ b1−x
c

0

λe−(λ+δ)t
∫ x+ct

0

V (x+ ct− y, b2)dF (y)dt +

+

∫ ∞
b1−x

c

λe−(λ+δ)t
∫ b1

0

V (b1 − y, b2)dF (y)dt+ V[0,T1)(x, b1) >

>

∫ b1−x
c

0

λe−(λ+δ)t
∫ x+ct

0

V (x+ ct− y, b1)dF (y)dt +

+

∫ ∞
b1−x

c

λe−(λ+δ)t
∫ b1

0

V (b1 − y, b1)dF (y)dt+ V[0,T1)(x, b1) = V (x, b1).

�

Îòìåòèì, ÷òî áàðüåðû b1 è b2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 3.1, áóäóò ñó-

ùåñòâîâàòü, åñëè, íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé, íå çàâèñÿùèé îò x, óðîâåíü áàðüåðà

b∗ > 0, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè V (x, b) ìàêñèìàëüíî. Åñëè b1 óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâàì x ≤ b1 < b∗, òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé áàðüåðà b2, ïðè êîòîðûõ V (u, b2) > V (u, b1)

ïðè ∀u : 0 ≤ u ≤ b1, áóäåò íå ïóñòî, òàê êàê b∗ ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó. Òàêèì îáðà-

çîì, èçìåíåíèå áàðüåðà ïîñëå ïåðâîãî óáûòêà äåéñòâèòåëüíî èìååò ñìûñë, åñëè, íàïðèìåð,

íà÷àëüíûé áàðüåð b1 áûë ìåíüøå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ b∗. Òàêîé âûáîð áàðüåðà b1 ìî-

æåò áûòü â ñâîþ î÷åðåäü îáóñëîâëåí æåëàíèåì àêöèîíåðîâ ïîëó÷èòü áîëüøå äèâèäåíäîâ â

ïåðâîå âðåìÿ ðàáîòû ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Â ñàìîì äåëå, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

V[0,T1)(x, b1) óáûâàåò ïî b1.

Ïðèìåð 3.3. Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå óòâåðæäåíèÿ 3.1 íà ïðèìåðå ýêñïîíåíöèàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé. Ïóñòü F (y) = 1 − e−βy, y ≥ 0. Òîãäà ñîãëàñíî ðàáîòå [40] ïðè

óñëîâèè βλc > (λ + δ)2 ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé óðîâåíü áàðüåðà b∗exp > 0, íå çàâèñÿùèé îò

x, êîòîðûé èìååò âèä

b∗exp =
1

r − s
ln
s2(s+ β)

r2(r + β)
.

Çäåñü r > 0, s < 0 � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ cz2 + (βc − λ − δ)z − δβ = 0.

Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ V (x, b) óáûâàåò ïðè b > b∗exp è âîçðàñòàåò íà ïîëóèíòåðâàëå x ≤ b < b∗exp
ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè íà÷àëüíîãî êàïèòàëà x ≥ 0. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, äëÿ

âñåõ çíà÷åíèé 0 ≤ x ≤ b1 < b2 ≤ b∗exp âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 3.1, à çíà÷èò, âåðíî

íåðàâåíñòâî V (x, b1, b2) > V (x, b1).

Ñëó÷àé n ≥ 2. Ïóñòü òåïåðü ó íàñ åñòü n ≥ 2 áàðüåðîâ b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn è ïóñòü òàêæå

V (x, b1, . . . , bn) � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åí-

íûõ äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ìîäåëè ñ áàðüåðàìè b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn

è íà÷àëüíûì êàïèòàëîì x. Äàëåå áóäåì ñíîâà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî x ≤ b1 (èíà÷å ïðè x > b1

ïîëîæèì V (x, b1, . . . , bn) = x− b1 +V (b1, b1, . . . , bn)). Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé äèâèäåíäíîé
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ñòðàòåãèè äëÿ ôóíêöèè V (x, b1, . . . , bn) âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì

òåîðåìû 3.3.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 0 ≤ x ≤ b1 è b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn, n ≥ 2, èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âû-

ïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðüåðíîé ñòðàòåãèåé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé

áàðüåðà:

V (x, b1, . . . , bn−1, bn) = V (x, b1, . . . , bn−2, bn)+

+ [1− V ′(bn−1, bn)]V[Tn−2,Tn−1)(x, b1, . . . , bn−1), (3.15)

ãäå V[Tn−2,Tn−1)(x, b1, . . . , bn−1) � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåí-

äîâ, âûïëà÷åííûõ íà ïîëóèíòåðâàëå [Tn−2, Tn−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Áàçà èíäóêöèè. Äëÿ n = 2 ñîîòíîøåíèå (3.15) âåðíî â ñèëó òåîðåìû 3.3 (ñ÷èòàåì, ÷òî

T0 = 0).

Øàã èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.15) âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 2. Ïîêàæåì,

÷òî òîãäà (3.15) âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ n+ 1, ò.å. ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

V (x, b1, . . . , bn, bn+1) = V (x, b1, . . . , bn−1, bn+1) + [1− V ′(bn, bn+1)]V[Tn−1,Tn)(x, b1, . . . , bn).

Äëÿ ýòîãî ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

V (x, b1, . . . , bn, bn+1) =

∫ b1−x
c

0

λe−(λ+δ)t
∫ x+ct

0

V (x+ ct− y, b2, . . . , bn, bn+1)dF (y)dt +

+

∫ ∞
b1−x

c

λe−(λ+δ)t
∫ b1

0

V (b1 − y, b2, . . . , bn, bn+1)dF (y)dt+ V[0,T1)(x, b1). (3.16)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ôóíêöèÿ V (x + ct− y, b2, . . . , bn, bn+1) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà

ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (3.15):

V (x+ ct− y, b2, . . . , bn, bn+1) = V (x+ ct− y, b2, . . . , bn−1, bn+1)+

+ [1− V ′(bn, bn+1)]V[Tn−2,Tn−1)(x+ ct− y, b2, . . . , bn).

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ âåðíû è äëÿ ôóíêöèè V (b1 − y, b2, . . . , bn, bn+1):

V (b1 − y, b2, . . . , bn, bn+1) = V (b1 − y, b2, . . . , bn−1, bn+1)+

+ [1− V ′(bn, bn+1)]V[Tn−2,Tn−1)(b1 − y, b2, . . . , bn).
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Ïîäñòàâèì ïîëó÷èâøèåñÿ âûðàæåíèÿ â (3.16):

V (x, b1, . . . , bn, bn+1) =

∫ b1−x
c

0

λe−(λ+δ)t
∫ x+ct

0

V (x+ ct− y, b2, . . . , bn−1, bn+1)dF (y)dt +

+

∫ ∞
b1−x

c

λe−(λ+δ)t
∫ b1

0

V (b1 − y, b2, . . . , bn−1, bn+1)dF (y)dt+ V[0,T1)(x, b1)+

+ [1− V ′(bn, bn+1)]

∫ b1−x
c

0

λe−(λ+δ)t
∫ x+ct

0

V[Tn−2,Tn−1)(x+ ct− y, b2, . . . , bn)dF (y)dt+

+ [1− V ′(bn, bn+1)]

∫ ∞
b1−x

c

λe−(λ+δ)t
∫ b1

0

V[Tn−2,Tn−1)(b1 − y, b2, . . . , bn)dF (y)dt =

= V (x, b1, . . . , bn−1, bn+1) + [1− V ′(bn, bn+1)]V[Tn−1,Tn)(x, b1, . . . , bn).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè øàã èíäóêöèè, à çíà÷èò, ñîîòíîøåíèå (3.15) âåðíî äëÿ âñåõ

n ≥ 2. �

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íåñëîæíî òàêæå äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü

âàæíîãî ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 3.4.

Ñëåäñòâèå 3.2. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 0 ≤ x ≤ b1 è b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn, n ≥ 2, èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âû-

ïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðüåðíîé ñòðàòåãèåé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé

áàðüåðà:

V (x, b1, . . . , bn) = V (x, bn) +
n−1∑
i=1

[1− V ′(bi, bn)]V[Ti−1,Ti)(x, b1, . . . , bi).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èññëåäóåìàÿ äèâèäåíäíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ b1, . . . , bn

ìîæåò áûòü ëó÷øå áàðüåðíîé ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì áàðüåðîì, ðàâíûì b1, â ñìûñëå âåëè÷è-

íû äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ïóñòü b1 ≤ . . . ≤ bn, n ≥ 2, è V (u, bi) > V (u, bi−1) ïðè ëþáîì íà-

÷àëüíîì êàïèòàëå u, òàêîì, ÷òî 0 ≤ u ≤ bi−1, i = 2, n. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

V (x, b1, . . . , bj) > V (x, b1, . . . , bj−1), j = 2, n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Áàçà èíäóê-

öèè ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3.1. Øàã èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (3.16):

V (x, b1, . . . , bk+1) =

∫ b1−x
c

0

λe−(λ+δ)t
∫ x+ct

0

V (x+ ct− y, b2, . . . , bk+1)dF (y)dt +

+

∫ ∞
b1−x

c

λe−(λ+δ)t
∫ b1

0

V (b1 − y, b2, . . . , bk+1)dF (y)dt+ V[0,T1)(x, b1) >
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>

∫ b1−x
c

0

λe−(λ+δ)t
∫ x+ct

0

V (x+ ct− y, b2, . . . , bk)dF (y)dt +

+

∫ ∞
b1−x

c

λe−(λ+δ)t
∫ b1

0

V (b1 − y, b2, . . . , bk)dF (y)dt+ V[0,T1)(x, b1) = V (x, b1, . . . , bk).

�

Êàê è â ñëó÷àå óòâåðæäåíèÿ 3.1, ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî, íå çàâèñÿùåãî îò x, óðîâ-

íÿ áàðüåðà b∗ > 0, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè V (x, b) ìàêñèìàëüíî, è óñëîâèÿ x ≤ b1 <

b2 < . . . < bn−1 < b∗ äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ áàðüåðîâ bi, òàêèõ, ÷òî íåðàâåíñòâà

V (u, bi) > V (u, bi−1) ñïðàâåäëèâû ïðè ∀u : 0 ≤ u ≤ bi−1. Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ

x ≤ b1 < b2 < . . . < bn−1 < b∗ äåéñòâèòåëüíî èìååò ñìûñë. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî áàðüåð b∗

áóäåò îïòèìàëüíûì â ñìûñëå ìàêñèìèçàöèè âñåõ ñîâîêóïíûõ âûïëà÷åííûõ äèâèäåíäîâ äî

ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè, â êðàòêîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå äëÿ ïîëó÷åíèÿ á�îëüøèõ äèâèäåíäîâ ìî-

æåò ïîÿâèòüñÿ íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü ìåíüøèé áàðüåð. Åñëè ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ íå

ðàçîðÿåòñÿ ïîñëå i-ãî óáûòêà è àêöèîíåðàì íóæíî äî ñëåäóþùåãî (i+1)-ãî óáûòêà ïîëó÷èòü

áîëüøå äèâèäåíäîâ, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êàê ìîæíî ìåíüøèé áàðüåð. Â òî æå âðåìÿ íåëü-

çÿ çàáûâàòü î áóäóùèõ äèâèäåíäàõ è âåðîÿòíîñòè áûñòðîãî ðàçîðåíèÿ ïðè ñîâñåì íèçêîì

áàðüåðå. Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå âñåõ àðãóìåíòîâ ìîæåò áûòü ïðèíÿòî ðåøåíèå ïîñòåïåí-

íî ïîäíèìàòü óðîâåíü áàðüåðà äî îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ðåøåíèÿ

îá óâåëè÷åíèè óðîâíÿ áàðüåðà ïîñëå íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé êàê ðàç ñëåäóåò èç

óòâåðæäåíèÿ 3.2.

Ïðèìåð 3.4. Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé óñëîâèÿì óòâåð-

æäåíèÿ 3.2 óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, âñå óðîâíè áàðüåðîâ b1, . . . , bn, n ≥ 2, òàêèå, ÷òî

0 ≤ x ≤ b1 < . . . < bn ≤ b∗exp.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

• Â ðàìêàõ ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûì ñòðàõîâàíèåì ïîëó÷åíî óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-

ßêîáè-Áåëëìàíà, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäà÷å ïîèñêà íàèáîëüøåé âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòè

íåðàçîðåíèÿ, è äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Êðîìå òîãî, îïðåäåëåíà ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ è èñêîìîé íàèáîëü-

øåé âåðîÿòíîñòüþ íåðàçîðåíèÿ. Ïðè ýòîì òàêæå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðîé âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ êîì-

ïàíèè ìàêñèìàëüíà. Äëÿ èëëþñòðàöèè óêàçàííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäå-

íû ÷èñëåííûå ïðèìåðû.

• Óñòàíîâëåí âèä èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ ñòðà-

õîâîé êîìïàíèåé, èñïîëüçóþùåé êîìáèíàöèþ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïåðåñòðàõî-

âàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà. Â ñëó-

÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâà-

íèé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñâåäåíû ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

âòîðîãî ïîðÿäêà è ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ïîèñêà ðåøåíèé äàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû ïîäêðåïëåíû ïðèìåðàìè è ÷èñëåííûìè ðåçóëüòà-

òàìè.

• Äëÿ àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòå-

ãèþ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà, ïîëó÷åíû îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ. Ïðè-

âåäåíû ïðèìåðû ñòðàòåãèé, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ êîìïà-

íèè ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû. Êðîìå òîãî, íàéäåíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå òåìû äèññåðòàöèè ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñóùå-

ñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûì ñòðàõîâà-

íèåì è ñëó÷àéíûìè ïðåìèÿìè. Çàäà÷à ïîèñêà íàèáîëüøåé âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòè íåðàçîðå-

íèÿ â ìîäåëè, ñîãëàñíî êîòîðîé íå òîëüêî ïîñòóïëåíèå ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé, íî è ïîñòóïëå-

íèå ïðåìèè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîñòàâíîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà, îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

Ëîãè÷íûì ñëåäóþùèì øàãîì â èçó÷åíèè áàðüåðíûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé ñî ñòóïåí-

÷àòûì áàðüåðîì ÿâëÿåòñÿ îòìåíà óñëîâèÿ íåóáûâàíèÿ ôóíêöèè áàðüåðà.
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