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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîäãîòîâëåíà íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-

ñèòåòà èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåì

â îáëàñòè êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â äèññåðòàöèè

ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà, èçó÷àåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âñåõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíå-

íèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ïîòåíöèàë, çàâèñÿùèé îò íåçàâèñèìîé è âñåõ

ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ.

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî

ïîðÿäêà

y(n) + p(x, y, y′, . . . , y(n−1)) |y|k sgn y = 0, k > 0, k 6= 1. (0.1)

Óðàâíåíèå (0.1) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì õîðîøî èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ

Ýìäåíà�Ôàóëåðà

y′′ + xσ |y|k−1 y = 0, (0.2)

èìåþùåãî ðÿä ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Â àñòðîôèçèêå îíî âïåðâûå ïîÿâèëîñü

â 1907 ãîäó â ðàáîòå Ð. Ýìäåíà [54] â âèäå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàñïðåäå-

ëåíèå ïëîòíîñòè â ïîëèòðîïíîé ìîäåëè çâåçäû ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò åå öåíòðà

ìàññû. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ Ýìäåíà è åãî îáîáùåíèÿ âíåñ

Ð. Ôàóëåð [86]. Â àòîìíîé ôèçèêå óðàâíåíèå (0.2) ïîÿâèëîñü â âèäå óðàâíåíèÿ

Òîìàñà�Ôåðìè [84, 85], îïèñûâàþùåãî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ â òÿæåëîì

àòîìå.

Óðàâíåíèþ Ýìäåíà�Ôàóëåðà è åãî îáîáùåíèÿì ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè-

÷åñòâî ðàáîò, îñíîâíîé öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ

ðåøåíèé è èññëåäîâàíèå èõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Òàê, âîïðîñû ïðîäîë-

æàåìîñòè èëè íåïðîäîëæàåìîñòè, êîëåáëåìîñòü, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðå-

øåíèé óðàâíåíèÿ (0.2) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ σ, k
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ïîäðîáíî îïèñàíû â ìîíîãðàôèÿõ Ð. Áåëëìàíà [7], Äæ. Ñàíñîíå [32], Ô. Õàðò-

ìàíà [34].

Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè íåëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà âíåñëè È.Ò. Êèãóðàäçå [19],

ß.À. Áåêëåìèøåâà [6], À.Â. Êîñòèí [29], Â.Ì. Åâòóõîâ [8].

Âàæíûì âîïðîñîì êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé. Îñíîâîïîëàãàþùèìè èññëåäîâàíèÿìè

â òåîðèè êîëåáëåìîñòè ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ À. Êíåçåðà [62], Ô. Àòêèíñî-

íà [44]. Ô. Àòêèíñîí äîêàçàë êðèòåðèé êîëåáëåìîñòè âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

y′′+f(x)y2k−1 = 0, k > 1, k ∈ Z, ãäå f(x) � íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíê-

öèÿ ïðè x ≥ 0. Ñâîéñòâà êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýìäåíà�Ôàóëåðà è

íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé áîëåå îáùåãî âèäà

y′′ + f(x)g(y) = 0, y′′ + h(x, y) = 0

èçó÷àëè S. Belohorec [47], È.Ò. Êèãóðàäçå [16], M. Jasny [55], J. Kurzweil [64],

Z. Nehari [78], J.W. Masci, J. S. Â. Wang [72, 88, 89], P. Waltman [87] è äðóãèå.

Êà÷åñòâåííûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà

Ýìäåíà�Ôàóëåðà âûñîêîãî ïîðÿäêà (0.1) ïðèâåäåíû â ìîíîãðàôèè È.Ò. Êèãó-

ðàäçå è Ò.À. ×àíòóðèè [22], â ðàáîòàõ È.Â. Àñòàøîâîé [3, 39, 40, 41], Â.À. Êîí-

äðàòüåâà è Â.Ñ. Ñàìîâîëà [24], Í.À. Èçîáîâà [14], Â.À. Êîçëîâà [63], À.À. Êîíü-

êîâà [26], T. Kusano, M. Naito [65], M. Bartušek [45, 46] è ìíîãèõ äðóãèõ.

Îòìåòèì ðàáîòû È.Ò. Êèãóðàäçå è Ò.À. ×àíòóðèè [17, 18, 19, 35, 36],

ïîçäíåå ñîáðàííûå â § 20 ïÿòîé ãëàâû ìîíîãðàôèè [22]. Àâòîðàìè èçó÷åíî ïîâå-

äåíèå ðåøåíèé è ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ìàêñèìàëüíî

ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ + p(x) |y|k sgn y = 0, k > 0, k 6= 1. (0.3)

Â ÷àñòíîñòè, È.Ò. Êèãóðàäçå äëÿ íåïðåðûâíîé îòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè p(x)

äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé âåðòèêàëüíîé

àñèìïòîòîé, è âñå ðåøåíèÿ ñ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé èìåþò ñòåïåííóþ

àñèìïòîòèêó.

Èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðî-

ãî ïîðÿäêà òàêæå ïîñâÿùåíû ðàáîòû Â.À. Êîíäðàòüåâà è Â.À. Íèêèøêè-
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íà [23, 25]. Â ðàáîòå [23] ïîëó÷åíà ïîëíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïî-

ëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè k > 1 ñ

îòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé p(x). Ôóíêöèÿ p(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé,

÷òî ïîçâîëÿåò àâòîðàì ïîëó÷èòü êëàññèôèêàöèþ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ÷ëå-

íîâ àñèìïòîòèêè.

M. Naito èññëåäîâàëîñü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíå-

íèÿ (0.3) ñ èíòåãðèðóåìûì êîýôôèöèåíòîì p(x) > 0. Â ðàáîòå [75] àâòîðîì

ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, àñèìï-

òîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ëèíåéíîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ðàáîòàõ [76]

è [77] äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà n-ãî ÷åòíîãî ïî-

ðÿäêà èññëåäîâàí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñ çàäàííûì ÷èñëîì íóëåé

íà îòðåçêå â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ïîëîæèòåëüíîé íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåç-

êå ôóíêöèè p = p(x).

T. Kusano, M. Naito, J. Manojlović â ðàáîòå [69] â òåðìèíàõ ðåãóëÿðíîé

âàðèàöèè â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè k > 1 è ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî p(x)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé èíòåãðèðóåìîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé, ïîëó÷åíû äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.3). Ïðèìåíåíèå òåîðèè

ðåãóëÿðíîé âàðèàöèè [59] ïîçâîëÿåò àâòîðàì îïðåäåëÿòü òî÷íîå àñèìïòîòè÷å-

ñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé, òàêæå èìåþùèõ ðåãóëÿðíóþ âàðèàöèþ.

Â ðàáîòå T. Kusano, J. Manojlović [68] ðàññìîòðåíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå

óðàâíåíèÿ (0.3):

y′′(x) + q(x)ϕ(y(x)) = 0,

ãäå q(x), ϕ(t) � íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè ðåãóëÿðíîé âàðèàöèè,

êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ

âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé

ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ.

À.Â. Êîñòèíûì [8, 29], Â.Ì. Åâòóõîâûì [9, 10, 11] òàêæå ðàññìàòðèâàëñÿ

áîëåå îáùèé âèä óðàâíåíèÿ (0.3):

y′′ = p(x)|y′|λyk,

ãäå ôóíêöèÿ p(x) íåïðåðûâíà. Â ðàáîòå [10] Â.Ì. Åâòóõîâûì óñòàíîâëåíû

àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïðè λ 6= 1 è k + λ 6= 1. Ñëó÷àé

k+λ = 1, λ 6= 1, λ 6= 2 ðàññìîòðåí îòäåëüíî â ðàáîòå [11]. Â ðàáîòå [12] àâòîðîì
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òàêæå èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ, ñíèìàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ãëàäêîñòü ôóíêöèè p(x), îíà ïðåäïîëàãàåòñÿ

ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé. Â.Ì. Åâòóõîâûì â [13] ïðè p(x) < 0 è k > −1, λ < 1

óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîëåáëåìîñòè âñåõ ïðàâèëüíûõ ðåøåíèé, äî-

ïîëíÿþùèå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïðè λ = 0.

Â.Ì. Åâòóõîâûì áûëè òàêæå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå êëàññû äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ ñîäåðæàò

íåëèíåéíîñòè áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�

Ôàóëåðà, íàïðèìåð,

y′′ = α p(x)ϕ0(y)ϕ1(y
′), α = ±1,

ãäå p(x) > 0 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à ϕ0, ϕ1 � ðåãóëÿðíî ìåíÿþùèåñÿ ôóíê-

öèè â ñìûñëå Êàðàìàòû [59]. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ óðàâíåíèé óñòàíîâ-

ëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ðåøåíèé óðàâíåíèé, ïîëó÷åíî èõ

àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.

È.Ò. Êèãóðàäçå â ìîíîãðàôèè [20] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-

øåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âûñîêîãî ïîðÿäêà (0.1), ó êîòîðûõ

lim
x→a−0

|y′(x)| = +∞, a ∈ R. Îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, áóäåò ëè ïðè ýòîì

ðåøåíèå òàêæå ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè èëè ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê êîíå÷íî-

ìó ïðåäåëó ïðè x→ a− 0, òî åñòü âîïðîñ ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ñëó÷àåâ:

lim
x→a−0

|y′(x)| = +∞, lim
x→a−0

|y(x)| = +∞, (0.4)

lim
x→a−0

|y′(x)| = +∞, lim
x→a−0

|y(x)| < +∞. (0.5)

Â ðàáîòå Â.Ì. Åâòóõîâà [10] ïîëó÷åí îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Ðåøåíèÿ, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì (0.5), òàêæå âîçíèêàþò â óðàâíåíèÿõ

âèäà:

(|y′|−α)′ + q(x) |y|β = 0, α > 0, β ∈ R. (0.6)

Èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé òàêîãî âèäà â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé è

ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè q(x) çàíèìàëèñü J. Jaroš, T. Kusano, M. Naito â ðà-

áîòàõ [56, 67]. Àâòîðàìè äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé, îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâîì (0.5), è òàêèå ðåøåíèÿ áûëè íàçâàíû black hole ðåøåíèÿìè. Â ðàáîòå

J. Jaroš è T. Kusano [57] áûë ðàññìîòðåí è ñëó÷àé α < 0, ïðè êîòîðîì óðàâíå-
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íèå (0.6) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà (0.3). Â ýòîì

ñëó÷àå íå ñóùåñòâóþò black hole ðåøåíèÿ, íî ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ, îáëàäàþùèå

ñâîéñòâîì

lim
x→a−0

y(x) = const 6= 0, lim
x→a−0

y′(x) = 0,

íàçâàííûå àâòîðàìè â äàëüíåéøåì white hole ðåøåíèÿìè. Ñèíãóëÿðíûé ñëó-

÷àé β < 0 òàêæå èññëåäîâàëñÿ â ðàáîòàõ S. Taliaferro [83], È.Ò. Êèãóðàäçå,

Á.Ë. Øåõòåðà [21], Â.Ì. Åâòóõîâà [12], T. Kusano, T. Tanigawa [66] è ìíîãèõ

äðóãèõ.

M. Kitano è T. Kusano â ðàáîòå [60] ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå áîëåå îáùåãî

âèäà, ÷åì (0.6):

(|y′|α sgn y′)′ + q(x)|y|β sgn y = 0, α, β > 0,

ãäå ôóíêöèÿ q(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è êîëåáëþùåéñÿ. Àâòîðàìè èññëåäîâà-

íû âîïðîñû ãëîáàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

êîëåáëþùèõñÿ è íåêîëåáëþùèõñÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ.

Áîëåå îáùåå êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå

(p(x)|y′|α sgn y′)′ + q(x)|y|β sgn y = 0, (0.7)

ïðè α, β > 0 äëÿ íåïðåðûâíûõ è ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé p(x), q(x) ðàññìîò-

ðåíî M. Naito â ðàáîòå [74]. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìåäëåííî ðàñòóùèõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé, èçó÷åíî

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìåäëåííî ðàñòóùèõ è ìåäëåííî óáûâàþùèõ ðåøå-

íèé íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðè α, β > 1 äëÿ íåïðåðûâíîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè p(x) è íåïðåðûâ-

íîé îòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè q(x) â ðàáîòå Z. Došl�a, M. Cecchi, M. Marini [50]

èçó÷àëèñü âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìî-

ãî óðàâíåíèÿ, ñòðåìëåíèÿ ðåøåíèé ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷åíû àñèìï-

òîòè÷åñêèå îöåíêè íåêîòîðûõ òèïîâ ðåøåíèé.

Óðàâíåíèå (0.7) â ñëó÷àå α < β ðàññìîòðåíî Z. Došl�a è M. Marini â ðàáî-

òàõ [51, 52, 53], â êîòîðûõ àâòîðû èññëåäîâàëè âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ è èçó÷àëè ïðîáëåìó îäíîâðåìåííîãî ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ òè-

ïîâ ðåøåíèé.

Óðàâíåíèå (0.7) â ñëó÷àå α > β > 0 ðàññìîòðåíî â ðàáîòå J. Jaroš,
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T. Kusano, J. Manojlović [58] â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî p(t), q(t) ÿâëÿþòñÿ îáîá-

ùåííûìè ôóíêöèÿìè ðåãóëÿðíîé âàðèàöèè. Àâòîðàìè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå

è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïî-

âåäåíèå ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè.

I. Rach
◦
unkov�a, L. Rach

◦
unek, J. Tomeček â ðàáîòå [82] èçó÷àëè àñèìïòî-

òè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñëåäóþùåãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�

Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà:

(p(x)y′(x))′ = p(x) f(y(x)),

ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî ôóíêöèÿ f(t) ëèïøèöåâà è èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà íó-

ëÿ, ôóíêöèÿ p(x) íåïðåðûâíà íà [0, +∞), èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ

íà (0, +∞) è p(0) = 0. Àâòîðàìè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ôóíêöèè f(t), p(x),

îáåñïå÷èâàþøèå ñòðåìëåíèå êîëåáëþùèõñÿ ðåøåíèé ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â ðàáîòå J. Burkotov�a, M. Hubner, I. Rach
◦
unkov�a, E.B. Weinm�uller [49]

ðàññìîòðåí áîëåå îáùèé âèä óðàâíåíèÿ:

(p(x)y′(x))′ + q(x) f(y(x)) = 0,

ãäå f, p � ôóíêöèè ðåãóëÿðíîé âàðèàöèè, è f èìååò ïî êðàéíåé ìåðå òðè íó-

ëÿ f(L0) = f(0) = f(L) = 0, L0 < 0 < L. Èññëåäîâàí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ

êíåçåðîâñêèõ ðåøåíèé (îïðåäåëåíèå âïåðâûå ââåäåíî È.Ò. Êèãóðàäçå [61]) ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ è èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êíåçåðîâñêèõ

ðåøåíèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Èçó÷åíèå âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷

è èõ ñâîéñòâ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè êà÷åñòâåííûõ è àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà [27], íî îíî âûõîäèò çà ðàìêè ðàññìàòðèâàåìîé â äèññåðòàöèè çàäà÷è.

Ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ è èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèé

ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ È.Ò. Êèãóðàäçå [20], Á.Ë. Øåõòåðà [21], À. Ã. Ëîìòàòè-

äçå [30], L. Malaguti, [70], C. Marcelli [71], N. Partsvania [79, 80], F. Sadyrbaev [33],

I. Yermachenko [90], I. Rach
◦
unkov�a [81] è äðóãèõ.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âûñîêîãî ïîðÿäêà. Â ïðî-

äîëæåíèå èññëåäîâàíèé È.Ò. Êèãóðàäçå è Ò.À. ×àíòóðèè, â ðàáîòàõ È.Â. Àñòà-

øîâîé (ñì. îáçîð â ìîíîãðàôèè [3]) äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âûñî-

8



êîãî ïîðÿäêà (0.1) äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå çíàêîïåðåìåííûõ ðåøåíèé, ðåøåíèé

ñ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé, èìåþùèõ ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó, à äëÿ óðàâíåíèé

÷åòíîãî ïîðÿäêà � êíåçåðîâñêèõ ðåøåíèé, èìåþùèõ ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó;

äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîäòâåðæäåíà ãèïîòåçà È.Ò. Êè-

ãóðàäçå î òîì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé èìåþò ñòåïåííóþ

àñèìïòîòèêó; äëÿ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà � ÷òî âñå êíåçåðîâñêèå ðåøå-

íèÿ èìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó; äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà äîêàçàíà

íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ àñèìïòîò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøå-

íèé, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé ñ çàäàííîé

îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ; äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîëó÷åíû ðàâíîìåð-

íûå îöåíêè ðåøåíèé. Äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà (n ≥ 2) â

ðàáîòàõ [2, 37] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíûõ îöåíîê ïîëîæèòåëüíûõ

ðåøåíèé ñ îáùåé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, çàâèñÿùèõ îò îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ

óðàâíåíèé è íå çàâèñÿùèõ îò ñàìèõ êîýôôèöèåíòîâ; ïîëó÷åí êðèòåðèé êîëåá-

ëåìîñòè âñåõ ðåøåíèé. Â ðàáîòå [38] îïèñàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âñåõ

íåïðîäîëæàåìûõ ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Êðîìå òîãî, â ðàáîòàõ È.Â. Àñòàøîâîé [3, 5, 42, 43] äëÿ n = 3, p = p(x) è

n = 4, p ≡ p0 ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøå-

íèé óðàâíåíèÿ (0.1) â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé (k > 1) è ñèíãóëÿðíîé (0 < k < 1)

íåëèíåéíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå 0 < k < 1 óñëîâèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû ñóùå-

ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (0.1) íå âû-

ïîëíÿþòñÿ. Òåì íå ìåíåå, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà. [3] Ïóñòü ôóíêöèÿ p (x, y0, . . . , yn−1) íåïðåðûâíà ïî x è ëèï-

øèöåâà ïî y0, . . . , yn−1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë x0, y0, . . . , y
0
n−1, ó êîòî-

ðîãî íå âñå y0
i ðàâíû íóëþ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (0.1)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.1) ìîãóò èìåòü

îñîáîå ïîâåäåíèå íå òîëüêî âáëèçè ãðàíèö, íî è âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå µ�ðåøåíèÿ, ââåäåííûå

È.Â. Àñòàøîâîé (ñì. [4, 42]).

Îïðåäåëåíèå 0.1. Ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ y : (a, b)→ R, −∞ ≤ a < b ≤ +∞, íàçûâàåòñÿ µ�ðåøåíèåì, åñëè:
1) óðàâíåíèå íå èìååò äðóãèõ ðåøåíèé, ðàâíûõ y íà íåêîòîðîì ïîäûíòåð-

9



âàëå (a, b) è íå ðàâíûõ y â íåêîòîðîé òî÷êå èç (a, b);

2) óðàâíåíèå ëèáî íå èìååò ðåøåíèé, îïðåäåëåííûõ íà äðóãîì èíòåðâàëå,

ñîäåðæàùåì (a, b), è ðàâíûõ y íà (a, b), ëèáî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà òàêèõ

ðåøåíèÿ, íå ðàâíûõ äðóã äðóãó â òî÷êàõ, ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ê ãðàíèöå (a, b).

Ââåäåíèå ïîíÿòèÿ µ�ðåøåíèé ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì ïðèâåñòè ïîëíóþ

àñèìïòîòè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà

âòîðîãî ïîðÿäêà â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè.

Çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ â äèññåðòàöèè

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî

ïîðÿäêà

y′′ + p(x, y, y′) |y|k sgn y = 0, (0.8)

ãäå k > 0, k 6= 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) îïðåäåëåíà íà R3, çíàêîïîñòîÿííà, íåïðå-

ðûâíà ïî x è ëèïøèöåâà ïî u, v.

Öåëü ðàáîòû

Ïîëó÷èòü ïîëíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ ìàêñèìàëüíî ïðî-

äîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.8) â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè (k > 1)

è µ�ðåøåíèé â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè (0 < k < 1) ñ îãðàíè÷åííûì è

îòäåëåííûì îò íóëÿ ïîòåíöèàëîì p(x, u, v), çàâèñÿùèì îò íåçàâèñèìîé è âñåõ

ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, è èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ (0.8) â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî ïîòåíöèàëà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â äîïîëíå-

íèå ê êëàññè÷åñêèõ ìåòîäàì â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå

È.Â. Àñòàøîâîé (ñì. [1, 2, 3]).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Çàäà÷à àñèìïòîòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè, â êîòîðîé ïîòåíöèàë ìîæåò

çàâèñåòü îò íåçàâèñèìîé è âñåõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà

Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñòàâèòñÿ âïåðâûå. Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-

íûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîñòîÿò â ñëåäóþ-

ùåì:
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1. Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôè-

êàöèÿ âñåõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�

Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ îòðèöà-

òåëüíûì ïîòåíöèàëîì. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ðå-

øåíèÿ îïðåäåëåíû èëè íà ïîëóïðÿìîé, èëè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå è èìå-

þò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ ãðàíèöó îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ðåøåíèÿ, à íà áåñêîíå÷íîñòè âñå ðåøåíèÿ

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî

âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû; ïîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ

âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

2. Â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôè-

êàöèÿ âñåõ µ�ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ

îãðàíè÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ îòðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì: â ÷àñò-

íîñòè, äîêàçàíî, ÷òî âñå µ�ðåøåíèÿ èëè îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿ-

ìîé, èëè íà ïîëóïðÿìîé è èìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó âáëèçè ãðàíèö îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå µ�ðåøåíèÿ èìåþò ëèáî

ðîâíî îäèí íóëü, ëèáî ðîâíî îäèí ýêñòðåìóì, ëèáî âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîä-

íîé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ â êîíå÷íîé ãðàíè÷íîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñî

ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé; ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî íóëÿ, òî÷êè ýêñ-

òðåìóìà è ãðàíè÷íîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî; ïîêàçàíà

íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ íóëÿ, òî÷êè ýêñòðåìóìà, ãðàíè÷íîé

òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

3. Â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå

ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòî-

ðîãî ïîðÿäêà è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ñ îãðàíè÷åííûì è îòäåëåííûì îò

íóëÿ ïîëîæèòåëüíûì ïîòåíöèàëîì ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ, ïðè÷åì íó-

ëè ðåøåíèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åðåäóþòñÿ, è ïîëó÷åíû äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé,

èññëåäîâàíî èõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ èëè íåâû-

ïîëíåíèÿ ýòèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.

4. Â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè èññëåäîâàíî àñèìïòîòè-

÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿä-
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êà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà íåîãðàíè÷åííûé îòðèöàòåëüíûé ïîòåíöèàë:

ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàë, ïðè êîòîðûõ âñå íåòðèâèàëüíûå ìàêñè-

ìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî

ïîðÿäêà èìåþò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó, óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ íà ïîòåíöèàë, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ black hole ðåøåíèÿìè,

è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû íà

âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòå-

ðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáñóæäàëèñü è äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ

ñåìèíàðàõ:

• ìåæâóçîâñêèé íàó÷íûé ñåìèíàð ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ÌÝÑÈ, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áà-

óìàíà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô., ä.ô.ì.í. È.Â. Àñòàøîâîé, ïðîô., ä.ô.ì.í.

À.Â. Ôèëèíîâñêîãî, ïðîô., ê.ô.ì.í. Â.À. Íèêèøêèíà (2013, 2014 ãã.);

• íàó÷íûé ñåìèíàð ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-

êóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô., ä.ô.ì.í.

È.Â. Àñòàøîâîé, ïðîô., ä.ô.ì.í. À.Â. Áîðîâñêèõ, ïðîô., ä.ô.ì.í. Í.Õ. Ðî-

çîâà, ïðîô., ä.ô.ì.í. È.Í. Ñåðãååâà (2015, 2016 ãã.);

• ìåæâóçîâñêèé íàó÷íûé ñåìèíàð ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ÐÝÓ èì. Ã.Â. Ïëåõàíîâà (ôàêóëüòåò ÌÝÑÈ),

ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ïðîô., ä.ô.ì.í. È.Â. Àñòàøîâîé, ïðîô., ä.ô.ì.í. À.Â. Ôèëèíîâñêîãî

(2016 ã.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:
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• Ìåæäóíàðîäíàÿ ìèíèêîíôåðåíöèÿ �Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé è ïðèëîæåíèÿ� Ìîñêâà, ÌÝÑÈ, 22 èþíÿ è 19 äåêàáðÿ 2013 ã.,

24 ìàÿ 2014 ã.

• Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ� â ðàìêàõ Âî-
ðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû �Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè

êðàåâûõ çàäà÷�, Âîðîíåæ, ÂÃÓ, 5�8 ìàÿ 2014 ã., 3�9 ìàÿ 2015 ã., 3�9 ìàÿ

2016 ã.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Êðàåâûå çàäà÷è, òåîðèÿ

ôóíêöèé è èõ ïðèìåíåíèå�, Óêðàèíà, Ñëàâÿíñê, ÄÃÏÓ, 21�24 ìàÿ 2014 ã.

• International Conference on Di�erential and Di�erence Equations and

Applications, Jasn�a, Slovak Republic, June 23�27, 2014.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Òåîðåòè÷åñêèå è ïðèêëàäíûå àñ-

ïåêòû ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è îáðàçîâàíèÿ�, Àðõàíãåëüñê, ÑÀÔÓ, 16�

21 íîÿáðÿ 2014 ã.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ

è ìîëîäûõ ó÷åíûõ �Ëîìîíîñîâ�, Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 13�

17 àïðåëÿ 2015 ã., 11�15 àïðåëÿ 2016 ã.

• Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ
ïðèëîæåíèÿ � ÑàìÄèô 2015�, Ñàìàðà, ÑàìÃÓ, 1�3 èþëÿ 2015 ã.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ è ìîëîäåæíàÿ øêîëà �Èíôîðìàöèîííûå òåõ-

íîëîãèè è íàíîòåõíîëîãèè� (ÈÒÍÒ-2015), Ñàìàðà, ÑÃÀÓ, 29 èþíÿ � 1 èþëÿ

2015 ã.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ ìèíèêîíôåðåíöèÿ �Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé è ïðèëîæåíèÿ� Ìîñêâà, ÐÝÓ èì. Ã.Â. Ïëåõàíîâà (ôàêóëüòåò

ÌÝÑÈ), 14, 28 ìàÿ 2016 ã.

• V Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-ñåìèíàð �Íåëèíåéíûé àíàëèç è ýêñòðåìàëüíûå

çàäà÷è�, Èðêóòñê, ÈÄÑÒÓ ÑÎ ÐÀÍ, 20�25 èþíÿ 2016 ã.

• International Workshop on the Qualitative Theory of Di�erential Equations

�QUALITDE � 2016�, Tbilisi, Georgia, December 24�26, 2016.
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• Czech-Georgian Workshop on Boundary Value Problems, Brno, Czech Republic,

January 10�13, 2017.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 20 ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå 11 ñòà-

òåé, 3 èç êîòîðûõ îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ, 3 ðàáîòû

îïóáëèêîâàíû â æóðíàëå �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ� (Õðîíèêà �Î ñåìè-

íàðå ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â Ìîñêîâñêîì óíè-

âåðñèòåòå�), è 9 òåçèñîâ äîêëàäîâ. Èõ ñïèñîê ïðèâåäåí â êîíöå äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëè-

òåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 110 íàèìåíîâàíèé, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà. Îáúåì äèñ-

ñåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 116 ñòðàíèö.

Êðàòêîå èçëîæåíèå ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ èçó-

÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà è åãî îáîáùåíèé.

Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà ïîäêðåïëÿåòñÿ ññûëêàìè íà íàó÷íûå ðàáîòû, ïðèâåäåí-

íûå â ñïèñêå ëèòåðàòóðû. Îáúÿñíÿåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèé àâòîðà

è íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, âî ââåäåíèè ïðåäñòàâëå-

íû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, èõ íóìåðàöèÿ ñîâïàäàåò ñ íóìåðàöèåé â

ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâàõ.

Â ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà

Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà (0.8) ñ îãðàíè÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ

ïîòåíöèàëîì p(x, u, v).

Â ïåðâîé ãëàâå â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ïîëó÷åíà àñèìïòî-

òè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíå-

íèÿ (0.8) ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ p(x, u, v) îòðèöàòåëüíà, îãðàíè÷åíà è îò-

äåëåíà îò íóëÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óäîáñòâà ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (0.8) â âèäå

y′′ = p(x, y, y′) |y|k sgn y (0.9)
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è áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ p(x, u, v) ïîëîæèòåëüíà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ, èçëî-

æåííûõ â ðàáîòàõ È.Â. Àñòàøîâîé [2] è [3], óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå íåòðèâèàëü-

íûå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.9) îïðåäåëåíû èëè íà

ïîëóïðÿìîé, èëè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå. Ïðè ýòîì ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

êîíå÷íóþ ãðàíèöó îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ðå-

øåíèÿ, à íà áåñêîíå÷íîñòè âñå ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé.

Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû; ïîêàçàíà íåïðåðûâ-

íàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøè-

öåâà ïî u, v è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

0 < m ≤ p(x, u, v) ≤M < +∞. (0.10)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x0, x̃0,

y0, z0, y1, z1 òàêèõ, ÷òî |x̃0 − x0| < δ, |z0 − y0| < δ, |z1 − y1| < δ, y0 è y1

íåîòðèöàòåëüíû è íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, z0 è z1 íåîòðèöàòåëüíû è íå

ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, ðåøåíèÿ y(x) è z(x) óðàâíåíèÿ (0.9) ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè {
y(x0) = y0,

y′(x0) = y1,{
z(x̃0) = z0,

z′(x̃0) = z1,

ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû x = x∗1 > x0 è x = x∗2 > x̃0

ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì |x∗2 − x∗1| < ε.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ

êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.9).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ãëàâû ïîíàäîáèòñÿ ðÿä îïðåäå-

ëåíèé è îáîçíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 0.2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.9) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íûì êíåçåðîâñêèì íà èíòåðâàëå (x0, +∞), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

y(x) > 0, y′(x) < 0 ïðè x > x0.

Îïðåäåëåíèå 0.3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.9) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íûì êíåçåðîâñêèì íà èíòåðâàëå (−∞, x0), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
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y(x) > 0, y′(x) > 0 ïðè x < x0.

Îïðåäåëåíèå 0.4. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.9) íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëü-

íûì êíåçåðîâñêèì íà èíòåðâàëå (x0, +∞), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

y(x) < 0, y′(x) > 0 ïðè x > x0.

Îïðåäåëåíèå 0.5. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.9) íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëü-

íûì êíåçåðîâñêèì íà èíòåðâàëå (−∞, x0), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

y(x) < 0, y′(x) < 0 ïðè x < x0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

α =
2

k − 1
, C(p̃) =

(
α(α + 1)

p̃

) 1
k−1

=

(
p̃(k − 1)2

2(k + 1)

) 1
1−k

.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøè-

öåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (0.10) è èìååò ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

1) P+ ïðè x→ +∞, u→ 0, v → 0;

2) P− ïðè x→ −∞, u→ 0, v → 0;

à òàêæå, ïðè ëþáîì c ∈ R,
3) P+

c ïðè x→ c, u→ +∞, v → ±∞;

4) P−c ïðè x→ c, u→ −∞, v → ±∞.
Òîãäà âñå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.9) â ñîîò-

âåòñòâèè ñî ñâîèì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå äå-

âÿòü òèïîâ:

0. Çàäàííîå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y0(x) ≡ 0.

1-2. Çàäàííûå íà (b, +∞) ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå êíåçåðîâ-

ñêèå ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ:

y1(x) = C(P+
b ) (x− b)−α (1 + o(1)) , x→ b+ 0,

y1(x) = C(P+)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

è

y2(x) = −C(P−b ) (x− b)−α (1 + o(1)) , x→ b+ 0,

y2(x) = −C(P+)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞.

3-4. Çàäàííûå íà (−∞, a) ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå êíåçåðîâ-

ñêèå ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðå-
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äåëåíèÿ:

y3(x) = C(P+
a ) (a− x)−α (1 + o(1)) , x→ a− 0,

y3(x) = C(P−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

è

y4(x) = −C(P−a ) (a− x)−α (1 + o(1)) , x→ a− 0,

y4(x) = −C(P−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

5-6. Çàäàííûå íà (a, b) çíàêîïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìï-

òîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y5(x) = C(P+
a ) (x− a)−α (1 + o(1)) , x→ a+ 0,

y5(x) = C(P+
b ) (b− x)−α (1 + o(1)) , x→ b− 0,

è

y6(x) = −C(P−a ) (x− a)−α (1 + o(1)) , x→ a+ 0,

y6(x) = −C(P−b ) (b− x)−α (1 + o(1)) , x→ b− 0.

7-8. Çàäàííûå íà (a, b) ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé è ðàçíûìè

çíàêàìè âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y7(x) = C(P+
a ) (x− a)−α (1 + o(1)) , x→ a+ 0,

y7(x) = −C(P−b ) (b− x)−α (1 + o(1)) , x→ b− 0,

è

y8(x) = −C(P−a ) (x− a)−α (1 + o(1)) , x→ a+ 0,

y8(x) = C(P+
b ) (b− x)−α (1 + o(1)) , x→ b− 0.

Âî âòîðîé ãëàâå â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ïîëó÷åíà àñèìï-

òîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ µ�ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.9) ïðè óñëîâèè, ÷òî

ôóíêöèÿ p(x, u, v) ïîëîæèòåëüíà, îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà ñíèçó îò íóëÿ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå µ�ðåøåíèÿ

èìåþò ëèáî ðîâíî îäèí íóëü, ëèáî ðîâíî îäèí ýêñòðåìóì, ëèáî âìåñòå ñî ñâî-

åé ïðîèçâîäíîé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ â êîíå÷íîé ãðàíè÷íîé òî÷êå îáëàñòè îïðå-
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äåëåíèÿ, ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî íóëÿ, òî÷êè ýêñòðåìóìà è ãðàíè÷íîé

òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, ïîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü

ïîëîæåíèÿ íóëÿ, òî÷êè ýêñòðåìóìà, ãðàíè÷íîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îò

íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x,

ëèïøèöåâà ïî u, v è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (0.10). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ y0, z0, y1, z1 òàêèõ, ÷òî

|z0 − y0| < δ, |z1 − y1| < δ, y0 > 0 è y1 < 0, z0 > 0 è z1 < 0, äëÿ ðåøåíèé

y(x) è z(x) óðàâíåíèÿ (0.9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè{
y(x0) = y0,

y′(x0) = y1,{
z(x0) = z0,

z′(x0) = z1,

ñîîòâåòñòâåííî, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóþò lim
x→x∗1−0

y(i)(x) = 0

è lim
x→x∗2−0

z(i)(x) = 0, i ∈ {0, 1}, x0 < x∗1 < +∞, x0 < x∗2 < +∞, ñïðàâåäëèâî

|x∗2 − x∗1| < ε.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ

êëàññèôèêàöèÿ âñåõ µ�ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.9).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x,

ëèïøèöåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (0.10) è èìååò ñëåäóþùèå

ïðåäåëû:

1) P++ ïðè x→ +∞, u→ +∞, v → +∞;

2) P+− ïðè x→ +∞, u→ −∞, v → −∞;

3) P−+ ïðè x→ −∞, u→ +∞, v → −∞;

4) P−− ïðè x→ −∞, u→ −∞, v → +∞;

à òàêæå, ïðè ëþáîì c ∈ R, îáîçíà÷èì Pc = p(c, 0, 0).

Òîãäà âñå µ�ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.9) â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì àñèìï-

òîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå âîñåìü òèïîâ:

1-2. Çàäàííûå íà ïîëóïðÿìîé (b, +∞) ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëü-

íûå ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè x → b + 0

ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëå-
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íèÿ:

y1(x) = C(Pb) (x− b)−α (1 + o(1)) , x→ b+ 0,

y1(x) = C(P++)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

è

y2(x) = −C(Pb) (x− b)−α (1 + o(1)) , x→ b+ 0,

y2(x) = −C(P+−)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞.

3-4. Çàäàííûå íà ïîëóïðÿìîé (−∞, a) ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëü-

íûå ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè x → a − 0

ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ:

y3(x) = C(Pa) (a− x)−α (1 + o(1)) , x→ a− 0,

y3(x) = C(P−+)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

è

y4(x) = −C(Pa) (a− x)−α (1 + o(1)) , x→ a− 0,

y4(x) = −C(P−−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

5-6. Çàäàííûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé çíàêîïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ ñî

ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y5(x) = C(P++)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

y5(x) = C(P−+)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

è

y6(x) = −C(P+−)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

y6(x) = −C(P−−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

7-8. Çàäàííûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòî-

òèêîé è ðàçíûìè çíàêàìè âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y7(x) = C(P++)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

y7(x) = −C(P−−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,
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è

y8(x) = −C(P+−)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

y8(x) = C(P−+)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòî-

ðîãî ïîðÿäêà (0.8) ñ ïîëîæèòåëüíûì ïîòåíöèàëîì p(x, u, v).

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ïîêàçàíî, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå

ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.8) è èõ ïåðâûå ïðîèçâîä-

íûå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (0.10) ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ, ïðè÷åì íóëè

ðåøåíèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åðåäóþòñÿ; ïîëó÷åíû îöåíêè îòíîøåíèÿ

çíà÷åíèé ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ â ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëÿõ, îöåíêè îòíîøåíèÿ

çíà÷åíèé ðåøåíèé â ïîñëåäîâàòåëüíûõ òî÷êàõ ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðå-

ðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (0.10). Òîãäà âñå

íåòðèâèàëüíûå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (0.8), êàê

è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ ïðè âîçðàñòàíèè è ïðè

óáûâàíèè àðãóìåíòà, ïðè÷åì íóëè xj ðåøåíèÿ è íóëè x′j åãî ïåðâîé ïðîèçâîä-

íîé ÷åðåäóþòñÿ, òî åñòü

. . . < xj−1 < x′j < xj < x′j+1 < . . . , j ∈ Z.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî j ∈ Z ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

−
√
M

m
≤ y′ (xj+1)

y′ (xj)
≤ −

√
m

M
,

−
(
M

m

) 1
k+1

≤
y
(
x′j+1

)
y
(
x′j
) ≤ −(m

M

) 1
k+1

.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.8).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü k ∈ (0, 1)∪(1, +∞), ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà

ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (0.10), êðîìå òîãî,

ðàâíîìåðíî ïî u, v ñòðåìèòñÿ ê p+ > 0 ïðè x→ +∞ è ê p− > 0 ïðè x→ −∞.
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Ïóñòü y(x) � íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (0.8), ó êîòîðîãî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïðåäåëû

lim
j→±∞

|y′(xj)|. Òîãäà y(x) îïðåäåëåíî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ïðè j → ±∞
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

1)
y′(xj+1)
y′(xj)

→ −1;

2)
y(x′j+1)

y(x′j)
→ −1;

3)
xj+1−xj
xj+2−xj+1

→ 1.

Èçâåñòíî [22], ÷òî åñëè ôóíêöèÿ p = p(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, ëî-

êàëüíî èíòåãðèðóåìîé è ôóíêöèåé ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, òî â ñëó-

÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ëþáîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåí-

íîå âïðàâî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.8) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, òî åñòü îïðåäåëåíî

â îêðåñòíîñòè +∞. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïîñòðîåí ïðèìåð íåïðåðûâíîé ïîëîæè-

òåëüíîé ôóíêöèè p = p(x), äëÿ êîòîðîé â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ñó-

ùåñòâóåò ðåøåíèå, èìåþùåå ðåçîíàíñíóþ àñèìïòîòó x = x∗
(

lim
x→x∗

y(x) = +∞
)
,

òî åñòü íå ÿâëÿþùååñÿ ïðàâèëüíûì.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íû óñëîâèÿ íà p = p(x), ïðè êîòîðûõ ðå-

øåíèÿ îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, èññëåäîâàíî èõ àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ èëè íåâûïîëíåíèÿ ýòèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p = p(x) íåïðåðûâíà, ÿâëÿ-

åòñÿ ôóíêöèåé ãëîáàëüíî îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-

ñòâàì (0.10). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî ðåøåíèÿ y(x)

óðàâíåíèÿ (0.8) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïðåäåëû lim
j→±∞

|y′(xj)|,
lim
j→±∞

|y(x′j)| è lim
j→±∞

(xj+1 − xj).

Òàêæå ïîñòðîåí ïðèìåð íåïðåðûâíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïîòåíöèàëà

p = p(x), äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.8),

îïðåäåëåííîå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ïðèìåð íåïðåðûâíîãî ïîëîæèòåëü-

íîãî ïîòåíöèàëà p = p(x), äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ïðàâèëüíîå

êîëåáëþùååñÿ ðåøåíèå, ñòðåìÿùååñÿ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ê íó-

ëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè

èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.9) ñ íåîãðàíè÷åí-

íîé ñâåðõó è íåîòäåëåííîé ñíèçó îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé p(x, u, v).
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Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû ó âñåõ íåòðèâèàëü-

íûõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âñå íåòðèâèàëüíûå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (0.9) îáëàäàþò ñâîéñòâîì (0.5), òî åñòü ÿâëÿþòñÿ black hole ðåøåíèÿ-

ìè, è óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû íà âñþ ÷èñëîâóþ

ïðÿìóþ.

Óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøè-

öåâà ïî u, v è îòäåëåíà ñíèçó îò íóëÿ, à íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðî-

äîëæåííîå ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (0.9) â íåêîòîðîé òî÷êå x0 óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ y(x0) y
′(x0) ≥ 0 èëè y(x0) y

′(x0) ≤ 0. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî

x∗ ∈ (x0, +∞) èëè, ñîîòâåòñòâåííî, x∗ ∈ (−∞, x0) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
x→x∗−0

|y′(x)| = +∞ èëè, ñîîòâåòñòâåííî, lim
x→x∗+0

|y′(x)| = +∞. (0.11)

Ëåììà 4.2. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x,

ëèïøèöåâà ïî u, v, êðîìå òîãî, p(x, u, v)/|v| ïðè v 6= 0 îòäåëåíà ñíèçó

îò íóëÿ, à íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå y(x) óðàâíå-

íèÿ (0.9) â íåêîòîðîé òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ y(x0) y
′(x0) ≥ 0 èëè

y(x0) y
′(x0) ≤ 0, íî íå y(x0) = y′(x0) = 0. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî x∗ ∈ (x0, +∞)

èëè, ñîîòâåòñòâåííî, x∗ ∈ (−∞, x0) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (0.11).

Òåîðåìà 4.1.Ïóñòü k ∈ (0, 1)∪(1, +∞), äëÿ íåêîòîðûõ u0, v0 > 0 ôóíê-

öèÿ p(x, u, v) ïðè u > u0, v > v0 ïðåäñòàâèìà â âèäå h(u)g(v), ãäå ôóíêöèè

h(u), g(v) íåïðåðûâíû è îòäåëåíû ñíèçó îò íóëÿ, à â ñëó÷àå 0 < k < 1 ôóíêöèÿ

p(x, u, v) åùå è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 4.2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìàê-

ñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî âïðàâî ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (0.9) ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0, y
′(x0) ≥ v0 è ïåðâûì èç óñëîâèé (0.11) ïðÿìàÿ x = x∗

ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

+∞∫
v0

v dv

g(v)
= +∞. (0.12)

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü â ñëó÷àå k > 1 èëè 0 < k < 1 ôóíêöèÿ p(x, u, v)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 4.1 èëè 4.2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì äëÿ
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íåêîòîðûõ u0, v0 > 0 ïðè u > u0, v > v0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

p(x, u, v) ≤ f(x, u) g(v), ãäå ôóíêöèÿ f(x, u) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-

ìåííûõ, à ôóíêöèÿ g(v) íåïðåðûâíà, îòäåëåíà ñíèçó îò íóëÿ è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (0.12). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî âïðàâî ðåøåíèÿ

y(x) óðàâíåíèÿ (0.9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0, y
′(x0) ≥ v0 è ïåðâûì

èç óñëîâèé (0.11) ïðÿìàÿ x = x∗ ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü â ñëó÷àå k > 1 èëè 0 < k < 1 ôóíêöèÿ p(x, u, v)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 4.1 èëè 4.2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì äëÿ

íåêîòîðûõ u0, v0 > 0 ïðè u > u0, v > v0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

p(x, u, v) ≥ g(v), ãäå ôóíêöèÿ g(v) íåïðåðûâíà, îòäåëåíà ñíèçó îò íóëÿ, è óñëî-

âèå (0.12) íå âûïîëíåíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî âïðàâî

ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (0.9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0, y
′(x0) ≥ v0

è ïåðâûì èç óñëîâèé (0.11) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

0 < lim
x→x∗−0

y(x) < +∞, x∗ − x0 <
1

yk(x0)

+∞∫
y′(x0)

dv

g(v)
.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), ôóíêöèÿ p(x, u, v) ïîëîæè-

òåëüíà, íåïðåðûâíà ïî x è ëèïøèöåâà ïî u, v, è äëÿ íåêîòîðûõ u0, v0, C > 0,

α > k − 1 ïðè u > u0, v > v0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî p(x, u, v) ≤ C|v|−α.
Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (0.9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0

è y′(x0) ≥ v0 íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåòñÿ âïðàâî è

lim
x→+∞

y(x) = lim
x→+∞

y′(x) = +∞.

Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðà-

áîòû è âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâî-

äèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Àñòàøîâîé Èðèíå

Âèêòîðîâíå çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, åå îáñóæäåíèå, ïîëåçíûå ñîâåòû, êîíñòðóê-

òèâíóþ êðèòèêó è ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü
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ñâîåìó ñîàâòîðó, ñòóäåíòêå 6-ãî êóðñà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Êîð÷åìêèíîé Òàòüÿíå Àëåêñàíäðîâíå è ñîòðóä-

íèêàì êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-

êóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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Ãëàâà 1. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé

óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ

îòðèöàòåëüíûì îãðàíè÷åííûì ïîòåíöèàëîì â ñëó÷àå

ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà:

y′′ = p(x, y, y′) |y|k sgn y, (1.1)

ãäå k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) ïîëîæèòåëüíà, íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà

ïî u, v è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

0 < m ≤ p(x, u, v) ≤M < +∞. (1.2)

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå íàñòîÿùåé ãëàâû ïîêàæåì, ÷òî âñå ìàêñèìàëüíî ïðî-

äîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) îïðåäåëåíû èëè íà ïîëóïðÿìîé, èëè íà

êîíå÷íîì èíòåðâàëå. Ïðè ýòîì ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ ãðàíèöó

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ðåøåíèÿ, à íà áåñêî-

íå÷íîñòè âñå ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé. Òàêæå ïîëó÷èì

îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû, óñòàíîâèì íåïðåðûâíóþ çàâè-

ñèìîñòü ïîëîæåíèÿ âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñ ïîìîùüþ

êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ çàäàííîé îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî-

âåäåíèÿ ðåøåíèé. Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåì

àñèìïòîòè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ âñåõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (1.1).

1.1 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñ çàäàííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

Ïîêàæåì, ÷òî âñå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1)

èìåþò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó.
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Çàìå÷àíèå 1.1. Çàìåíàìè x 7→ −x è y(x) 7→ −y(x) óðàâíåíèå (1.1)

ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ òîãî æå òèïà, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì äîñòàòî÷íî

èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ âïðàâî ïîëîæèòåëüíûõ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ âáëèçè ïðàâîé ãðàíèöû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì z(x) = y(−x), òîãäà

z′′(x) = y′′(−x) = p(−x, y(−x), y′(−x))|y(−x)|k sgn y(−x) =

= p̃(x, z(x), z′(x))|z(x)|k sgn z(x),

ãäå ôóíêöèÿ p̃(x, u, v) = p(−x, u, v) îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ôóíê-

öèÿ p.

Äàëåå îáîçíà÷èì z(x) = −y(x), òîãäà

z′′(x) = −y′′(x) = −p(x, y(x), y′(x))|y(x)|k sgn y(x) =

= p(x, −z(x), −z′(x))|z(x)|k sgn z(x) = p̃(x, z(x), z′(x))|z(x)|k sgn z(x),

ãäå ôóíêöèÿ p̃(x, u, v) = p(x, −u, −v), îïÿòü æå, îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè,

÷òî è ôóíêöèÿ p.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøè-

öåâà ïî u, v è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.2). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ

êîíñòàíòà µ = µ(m, k) > 0, ÷òî ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðî-

äîëæåííîå ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå â íåêîòîðîé òî÷-

êå x0 óñëîâèþ y(x0) y
′(x0) > 0 èëè y(x0) = 0, èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó

x = x∗ > x0, ïðè÷åì

x∗ − x0 ≤ (µ |y′(x0)|)−
k−1
k+1 .

Åñëè æå íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå y(x) â íåêîòî-

ðîé òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ y(x0) y
′(x0) < 0 èëè y(x0) = 0, òî y(x)

èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = x∗ < x0, ïðè÷åì

x0 − x∗ ≤ (µ |y′(x0)|)−
k−1
k+1 .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëü-
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íî ïðîäîëæåííîå âïðàâî ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (1.1), îïðåäåëåííîå íà [x0, x̃),

ãäå x̃ ≤ +∞, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ 0, y′(x0) > 0.

Íà èíòåðâàëå (x0, x̃) ó ðàññìàòðèâàåìîãî ðåøåíèÿ íåò íóëåé. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü òî÷êà x̃0 > x0 � áëèæàéøàÿ ê x0, â êîòîðîé y(x̃0) = 0. Çàìåòèì,

÷òî y(x) > 0 íà èíòåðâàëå (x0, x̃0), à, çíà÷èò, y′′(x) > 0 íà èíòåðâàëå (x0, x̃0)

â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.1), ïîýòîìó y′(x) âîçðàñòàåò. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùå-

ñòâóåò òî÷êà s ∈ (x0, x̃0), â êîòîðîé y′(s) ≤ 0. Íî y′(x0) > 0, è ìû ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ñ âîçðàñòàíèåì ïåðâîé ïðîèçâîäíîé íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåð-

âàëå.

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî y′(x) → +∞ ïðè x → x̃ − 0. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü

y′(x) → C, 0 < C < +∞, ïðè x → x̃ − 0. Òàê êàê y′(x) âîçðàñòàåò ïðè x > x0,

è ïî óñëîâèþ ëåììû y′(x0) > 0, òî y′(x) > 0 ïðè x > x0, è y(x) âîçðàñòàåò.

Ïóñòü x̃ < +∞. Ðàññìîòðèì ïîëîñó [x0, x̃]×[y(x0), +∞) ⊂ R2. Ïî òåîðåìå

î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé âîçðàñòàþùåå ðåøåíèå y(x) ëèáî âûéäåò íà ïðàâóþ

ãðàíèöó ïîëîñû, ëèáî óéäåò íà áåñêîíå÷íîñòü. Òîãäà âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë y(x) ïðè x→ x̃. Â ýòîé òî÷êå ðàññìîòðèì çà-

äà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1), ðåøåíèå êîòîðîé ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃, à, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ y(x). Ïî-

ëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæåííîñòüþ y(x).

2. y(x) → +∞ ïðè x → x̃ − 0. Òîãäà y′(x) → +∞ ïðè x → x̃ − 0, ïîëó÷àåì

ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîýòîìó x̃ = +∞. Â ñèëó âîçðàñòàíèÿ y(x) íà èíòåðâàëå (x0, +∞) è âèäà

óðàâíåíèÿ (1.1) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

y′(x) > myk(x0) (x− x0) + y′(x0),

òî åñòü y′(x) áîëüøå íåêîòîðîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ñ ïîëîæèòåëüíûì óãëîâûì

êîýôôèöèåíòîì. Òîãäà y′(x) → +∞ ïðè x → +∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïî-

ëîæåíèþ î ñòðåìëåíèè y′(x) ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó íà ïðàâîé ãðàíèöå îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, y′(x) → +∞ ïðè x → x̃ − 0, è íà èíòåðâàëå (x0, x̃) ó

ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (1.1) íåò íóëåé è òî÷åê ýêñòðåìóìà.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = 0. Ââåäåì îáîçíà÷å-

íèå V = (y′(0))
1
k+1 > 0. Ðàññìîòðèì òî÷êó x′1 > 0, â êîòîðîé y′(x′1) = 2V k+1.
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Òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå. Äëÿ âñåõ x ∈ [0, x′1] ñïðà-

âåäëèâî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

V k+1 ≤ y′(x) ≤ 2V k+1.

Ïðîèíòåãðèðóåì íåðàâåíñòâî y′(x) ≥ V k+1 íà [0, x], x ≤ x′1 :

y(x) ≥ y(x)− y(0) ≥ V k+1x,

è â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.1) èìååì y′′(x) ≥ mV k(k+1) xk. Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå

íåðàâåíñòâî íà [0, x′1] :

V k+1 = y′(x′1)− y′(0) ≥ mV k(k+1)

k + 1
(x′1)

k+1,

òîãäà

(x′1)
k+1 ≤ k + 1

m
V (k+1)(1−k),

èëè

x′1 ≤
(
k + 1

m

) 1
k+1

V 1−k.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà µ̃, çàâèñÿùàÿ

òîëüêî îò m è k, ÷òî òî÷êà x′1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

x′1 ≤ (µ̃ y′(0))
−k−1k+1 .

Äàëåå ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {x′i}, i = 0, 1, . . . , âûáåðåì

x′0 = 0, à y′(x′i) = 2 y′(x′i−1) = 2i y′(0). Òîãäà

x′i+1 − x′i ≤ (µ̃ y′(x′i))
−k−1k+1 ≤ 2−i

k−1
k+1 (µ̃ y′(0))−

k−1
k+1 ,

à, çíà÷èò,
+∞∑
i=0

(x′i+1 − x′i) ≤ (µ̃ y′(0))−
k−1
k+1

+∞∑
i=0

2−i
k−1
k+1 < +∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′i} èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë
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x∗ = lim
i→+∞

x′i, ïðè÷åì

x∗ =
+∞∑
i=0

(x′i+1 − x′i) ≤ (µ y′(0))
−k−1k+1

äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû µ, çàâèñÿùåé òîëüêî îò m è k.

Êîíñòàíòà âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå:

µ(m, k) =

m
(

1− 2−
k−1
k+1

)k+1

k + 1


1

k−1

.

Ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó äëÿ y(x′1). Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òî÷êà

s̃ ∈ (0, x′1), äëÿ êîòîðîé y′′(s̃)x′1 = y′(x′1) − y′(0) = V k+1, òîãäà â ñèëó âèäà

óðàâíåíèÿ (1.1), íåðàâåíñòâ (1.2) è âîçðàñòàíèÿ y(x) ïîëó÷àåì îöåíêè:

V k+1 = y′′(s̃)x′1 = p (s̃, y(s̃), y′(s̃)) yk(s̃)x′1 < Myk(x′1)x
′
1,

è

yk(x′1) >
V k+1

M x′1
≥ V k+1

C V 1−k =
V 2k

C
,

ãäå C = M
(
k+1
m

) 1
k+1 . Òàêèì îáðàçîì,

y(x′1) >
(y′(0))

2
k+1

C
1
k

.

Êðîìå òîãî,

y(x′i+1) > C−
1
k (y′(x′i))

2
k+1 = C−

1
k 2

2i
k+1 (y′(0))

2
k+1 ,

è y(x′i)→ +∞ ïðè i→ +∞, ïîýòîìó y(x)→ +∞ ïðè x→ x∗ − 0.

×òîáû ïðÿìàÿ x = x∗ ÿâëÿëàñü ïîëîæåíèåì âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû,

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî y′(x) íå ìîæåò ðàñòè áûñòðåå, ÷åì y(x) â íåêîòîðîé

ñòåïåíè. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òî÷êà ŝ ∈ (0, x), äëÿ

êîòîðîé y′′(ŝ)x = y′(x)− y′(0), îòêóäà â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.1), íåðàâåíñòâ (1.2)

è âîçðàñòàíèÿ y(x) èìååì

y′(x) ≤ y′(0) + yk(ŝ)Mx < C1 +Mx∗yk(x) = C1 + C2 y
k(x),
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ãäå C1, C2 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

y′(x) → +∞, òî è y(x) → +∞ ïðè x → x∗ − 0. Ñëåäîâàòåëüíî, x = x∗ �

ïîëîæåíèå âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû.

Ëåììà 1.1 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøè-

öåâà ïî u, v è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.2). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ

êîíñòàíòà ν = ν(m, k) > 0, ÷òî ëþáîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøå-

íèå y(x) óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå â íåêîòîðîé òî÷êå x0 óñëîâèþ

y(x0) y
′(x0) > 0, èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = x∗ > x0, ïðè÷åì

x∗ − x0 ≤ (ν |y(x0)|)−
k−1
2 .

Åñëè æå y(x) â íåêîòîðîé òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ y(x0) y
′(x0) < 0,

òî y(x) èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = x∗ < x0, ïðè÷åì

x0 − x∗ ≤ (ν |y(x0)|)−
k−1
2 .

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà η = η(M, k) > 0, ÷òî ëþáîå

ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (1.1), â íåêîòîðîé òî÷-

êå x0 óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ y′(x0) = 0, èìååò âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû

x = x∗ > x0 è x = x∗ < x0, ïðè÷åì

(η |y(x0)|)−
k−1
2 ≤ x∗ − x0 ≤ (ν |y(x0)|)−

k−1
2 ,

(η |y(x0)|)−
k−1
2 ≤ x0 − x∗ ≤ (ν |y(x0)|)−

k−1
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2.

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.1 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìàêñèìàëü-

íî ïðîäîëæåííîå âïðàâî ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (1.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y(x0) > 0, y′(x0) ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî y′′(x0) > 0 â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.1), çíà÷èò, y′(x) âîçðàñòàåò

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x̃0 > x0, â êîòîðîé

y′(x̃0) > 0, y(x̃0) > 0, è, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.1, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëî-

æåíèå âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû x = x∗, òî åñòü y(x)→ +∞ ïðè x→ x∗ − 0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = 0. Ââåäåì îáîçíà÷å-
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íèå y(0) = W > 0, è ïóñòü x1 > 0 � òî÷êà, â êîòîðîé ðåøåíèå óâåëè÷èëîñü

â äâà ðàçà, òî åñòü y(x1) = 2 y(0) = 2W . Òîãäà íà îòðåçêå [0, x1] ñïðàâåäëèâî

äâîéíîå íåðàâåíñòâî W ≤ y(x) ≤ 2W, è â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.1) ïîëó÷àåì

mW k ≤ y′′(x) ≤M 2kW k.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå äâîéíîå íåðàâåíñòâî íà [0, x], x ≤ x1 :

mW k x ≤ y′(x)− y′(0) ≤M 2kW k x. (1.3)

Ïî óñëîâèþ y′(0) ≥ 0, ïîýòîìó mW k x ≤ y′(x) − y′(0) ≤ y′(x). Ïîëó÷åííîå

íåðàâåíñòâî ïðîèíòåãðèðóåì íà [0, x1] :

mW k

2
x2

1 ≤ y(x1)− y(0) = W,

îòêóäà

x2
1 ≤

2

m
W 1−k

èëè

x1 ≤
√

2

m
(y(0))−

k−1
2 .

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xi}, i = 0, 1, . . . , âûáåðåì x0 = 0, è

y(xi) = 2 y(xi−1) = 2i y(0). Òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâà âûøå

xi+1 − xi ≤
√

2

m
(y(xi))

−k−12 =

√
2

m
2−

i(k−1)
2 (y(0))−

k−1
2 .

Çíà÷èò,
+∞∑
i=0

(xi+1 − xi) ≤
√

2

m
(y(0))−

k−1
2

+∞∑
i=0

2−
i(k−1)

2 < +∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, è òàê êàê
y(x)→ +∞ ïðè x→ x∗ − 0, òî lim

i→+∞
xi = x∗, ïðè÷åì

x∗ =
+∞∑
i=0

(xi+1 − xi) ≤ (ν y(0))−
k−1
2

äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû ν, çàâèñÿùåé òîëüêî îò m è k.
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Êîíñòàíòà âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå:

ν(m, k) =

m
(

1− 2−
k−1
2

)2

2


1

k−1

.

Åñëè æå y′(0) = 0, òî íåðàâåíñòâî (1.3) ïðèìåò âèä

mW k x ≤ y′(x) ≤M 2kW k x.

Ïðîèíòåãðèðóåì íåðàâåíñòâî y′(x) ≤M 2kW k x íà [0, x1] :

W = y(x1)− y(0) ≤ M 2kW k

2
x2

1,

îòêóäà

x2
1 ≥

21−k

M
W 1−k

èëè

x1 ≥
√

21−k

M
(y(0))−

k−1
2 .

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåííóþ âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xi}, i = 0, 1, . . . .

Â ñèëó íåðàâåíñòâà âûøå

xi+1 − xi ≥
√

21−k

M
(y(xi))

−k−12 = 2−i
k−1
2

√
21−k

M
(y(0))−

k−1
2 .

Ïîýòîìó

x∗ =
+∞∑
i=0

(xi+1 − xi) ≥
√

21−k

M
(y(0))−

k−1
2

+∞∑
i=0

2−i
k−1
2 = (η y(0))−

k−1
2

äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû η, çàâèñÿùåé òîëüêî îò M è k.

Êîíñòàíòà âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå:

η(m, k) =

(
M

21−k

(
1− 2−

k−1
2

)2
) 1

k−1

.

Ëåììà 1.2 äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 1.2. Èç ëåìì 1.1 è 1.2 î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò, ÷òî

ïðè k > 1 ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (1.1), èìåþùåå â íåêîòîðîé òî÷êå íóëü èëè ýêñòðåìóì, èìååò âåðòè-

êàëüíûå àñèìïòîòû è ñëåâà, è ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå

òàêîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.

Äàëåå ïîêàæåì íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ âåðòèêàëüíîé

àñèìïòîòû îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèï-

øèöåâà ïî u, v è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x0, x̃0, y0, z0, y1, z1 òàêèõ, ÷òî

|x̃0 − x0| < δ, |z0 − y0| < δ, |z1 − y1| < δ, y0 è y1 íåîòðèöàòåëüíû è íå ðàâíû

íóëþ îäíîâðåìåííî, z0 è z1 íåîòðèöàòåëüíû è íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî,

ðåøåíèÿ y(x) è z(x) óðàâíåíèÿ (1.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè{
y(x0) = y0,

y′(x0) = y1,
(1.4)

{
z(x̃0) = z0,

z′(x̃0) = z1,
(1.5)

ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû x = x∗1 > x0 è x = x∗2 > x̃0

ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì |x∗2 − x∗1| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Ïóñòü y(x) � ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êî-

øè (1.1), (1.4). Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.2 ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèå âåðòèêàëüíîé

àñèìïòîòû x = x∗1 > x0 è y′(x)→ +∞ ïðè x→ x∗1−0. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå ỹ1 > y1, ÷òî ỹ1 >
1
µ

(
2
ε

)k+1
k−1 , ãäå µ = µ(m, k) > 0 �

êîíñòàíòà èç ëåììû 1.1. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò òî÷êà x′0 ∈ (x0, x
∗
1), â êîòîðîé

y′(x′0) = ỹ1 > 0, è (µ ỹ1)
−k−1k+1 < ε

2 .

Âîçüìåì δ̃ = 1
2

(
ỹ1 − 1

µ

(
2
ε

)k+1
k−1
)
> 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðà-

âåíñòâ:

δ̃ < ỹ1 −
1

µ

(
2

ε

)k+1
k−1

⇒ ỹ1 − δ̃ >
1

µ

(
2

ε

)k+1
k−1

⇒

⇒
(
µ
(
ỹ1 − δ̃

))k−1
k+1

>
2

ε
⇒
(
µ
(
ỹ1 − δ̃

))−k−1k+1

<
ε

2
.

33



Ïóñòü z̃(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ñ òàêèìè íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè z̃(x′0) = z̃0 > 0, z̃′(x′0) = z̃1, ÷òî |z̃0−y(x′0)| < δ̃, |z̃1−ỹ1| < δ̃. Òî-

ãäà â ñèëó ëåììû 1.1 ðåøåíèå z̃(x) èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = x̃∗ > x′0.

Òàê êàê ỹ1 − δ̃ < z̃1 < ỹ1 + δ̃, òî (µ z̃1)
−k−1k+1 < ε

2 , è ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|x∗1 − x̃∗| ≤ |x∗1 − x′0|+ |x̃∗ − x′0| ≤ (µ ỹ1)
−k−1k+1 + (µ z̃1)

−k−1k+1 <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Ðàññìîòðèì z(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.5). Â ñèëó òåîðåìû

î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ëþáîãî δ̃ ñó-

ùåñòâóåò òàêîå δ, ÷òî åñëè |x̃0 − x0| < δ, |y0 − z0| < δ, |y1 − z1| < δ, òî

|y(x′0)− z(x′0)| < δ̃, |y′(x′0)− z′(x′0)| < δ̃, ïðè÷åì z(x) ìîæíî ïðîäîëæèòü äî x′0.

Òîãäà â ñèëó ïîëó÷åííîé âûøå îöåíêè è ëåììû 1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî z(x) èìååò

âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = x∗2 > x′0 > x̃0, ïðè÷åì |x∗1 − x∗2| < ε.

Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ âåðòèêàëüíîé

àñèìïòîòû ñïðàâà îò íåîòðèöàòåëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.3. Ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1.1 â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 ìîãóò

áûòü îáîáùåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v è

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x0, x̃0, y0, z0, y1, z1 òàêèõ, ÷òî |x̃0 − x0| < δ,

|z0 − y0| < δ, |z1 − y1| < δ, y0 ≥ 0 è y1 ≤ 0 è íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî,

z0 ≥ 0 è z1 ≤ 0 è íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, ðåøåíèÿ y(x) è z(x) óðàâ-

íåíèÿ (1.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1.4) è (1.5) ñîîòâåòñòâåííî èìåþò

âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû x = x1∗ < x0 è x = x2∗ < x̃0 ñîîòâåòñòâåííî,

ïðè÷åì |x2∗ − x1∗| < ε.

2. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v è

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x0, x̃0, y0, z0, y1, z1 òàêèõ, ÷òî |x̃0 − x0| < δ,

|z0 − y0| < δ, |z1 − y1| < δ, y0 ≤ 0 è y1 ≥ 0 è íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî,

z0 ≤ 0 è z1 ≥ 0 è íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, ðåøåíèÿ y(x) è z(x) óðàâ-

íåíèÿ (1.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1.4) è (1.5) ñîîòâåòñòâåííî èìåþò

âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû x = x1∗ < x0 è x = x2∗ < x̃0 ñîîòâåòñòâåííî,

ïðè÷åì |x2∗ − x1∗| < ε.
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3. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v è

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x0, x̃0, y0, z0, y1, z1 òàêèõ, ÷òî |x̃0 − x0| < δ,

|z0 − y0| < δ, |z1 − y1| < δ, y0 ≤ 0 è y1 ≤ 0 è íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî,

z0 ≤ 0 è z1 ≤ 0 è íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, ðåøåíèÿ y(x) è z(x) óðàâ-

íåíèÿ (1.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1.4) è (1.5) ñîîòâåòñòâåííî èìåþò

âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû x = x1
∗ < x0 è x = x2

∗ < x̃0 ñîîòâåòñòâåííî,

ïðè÷åì |x∗2 − x∗1| < ε.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíå-

íèÿ (1.1), èìåþùèõ íóëü èëè ýêñòðåìóì, ïîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü

ëåâîé è ïðàâîé âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Îïèðàÿñü íà

ôàêò íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ïîëîæåíèÿ âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò îò íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé, Ò.À. Êîð÷åìêèíîé â ðàáîòå [28] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìàêñè-

ìàëüíî ïðîäîëæåííûõ çíàêîïîñòîÿííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1) ñ ïðîèçâîëü-

íîé íàïåðåä çàäàííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ:

Ëåììà 1.3. [28] Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèï-

øèöåâà ïî u, v è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.2). Òîãäà äëÿ ëþáûõ êîíå÷-

íûõ çíà÷åíèé x∗ è x∗ > x∗ ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíîå è îòðèöàòåëüíîå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1), îïðåäåëåííûå íà (x∗, x
∗) è èìåþùèå âåðòèêàëüíûå

àñèìïòîòû x = x∗ è x = x∗.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ðåøåíèé, íå èìåþùèõ íóëåé è òî÷åê ýêñòðåìó-

ìà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. È.Ò. Êèãóðàäçå è Ò.À. ×àíòóðèåé â ìîíîãðà-

ôèè [22] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì òàêèõ ðåøåíèé � êíåçåðîâ-

ñêèõ ðåøåíèé, âñå ýòè ðåøåíèÿ ïðîäîëæàåìû íà ïîëóáåñêîíå÷íûé èíòåðâàë è

ÿâëÿþòñÿ èñ÷åçàþùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè. Îòìåòèì, ÷òî È.Â. Àñòàøîâîé â [3]

ïîêàçàíî, ÷òî êíåçåðîâñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âûñîêîãî

ïîðÿäêà (n ≥ 2) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà áåñêî-

íå÷íîñòè.

Ëåììà 1.4. [22] Ïóñòü k > 1. Äëÿ ëþáîãî x∗ ∈ R ñóùåñòâóåò êíå-

çåðîâñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), èìåþùåå âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó ñëå-

âà x = x∗, îïðåäåëåííîå íà èíòåðâàëå (x∗, +∞) è ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ ïðè

x→ +∞.
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Ëåììà 1.5. [22] Ïóñòü k > 1. Äëÿ ëþáîãî x∗ ∈ R ñóùåñòâóåò êíå-

çåðîâñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), èìåþùåå âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó ñïðà-

âà x = x∗, îïðåäåëåííîå íà èíòåðâàëå (−∞, x∗) è ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ ïðè

x→ −∞.

Òàê êàê òðèâèàëüíîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, òî îá-

ùåé ôîðìóëèðîâêîé äëÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå ëåìì 1.3�1.5 ìîæåò ñëóæèòü

ñëåäóþùàÿ:

Ëåììà 1.6. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøè-

öåâà ïî u, v è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.2). Òîãäà äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ

èëè áåñêîíå÷íûõ çíà÷åíèé x∗ < x∗ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), îïðå-

äåëåííîå íà (x∗, x
∗).

1.2 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1), îïðåäåëåííûå íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, è êíåçåðîâñêèå

ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà ïîëóïðÿìîé. Ñíà÷àëà èçó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâå-

äåíèå ïåðâîãî òèïà ðåøåíèé. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1) âáëèçè ïðàâîé ãðàíèöû îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ � ïîëîæåíèÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû x = x∗.

Ëåììà 1.7. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèï-

øèöåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.2) è èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë

p0 > 0 ïðè x → x∗ − 0, u → +∞, v → +∞. Òîãäà ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ñ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ñïðàâà x = x∗ èìååò

ñëåäóþùèé àñèìïòîòè÷åñêèé âèä:

y(x) = C(p0)(x
∗ − x)−α(1 + o(1)), x→ x∗ − 0, (1.6)

ãäå

α =
2

k − 1
, C(p) =

(
α(α + 1)

p

) 1
k−1

. (1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.7.

Â ðàáîòå Ã. Ã. Êâèíèêàäçå [15] äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ñ âåðòèêàëü-

íîé àñèìïòîòîé x = x∗ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò
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C1 è C2, ÷òî â íåêîòîðîé ëåâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗ ñïðàâåäëèâî:

C1(x
∗ − x)−α ≤ y(x) ≤ C2(x

∗ − x)−α. (1.8)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ β = 1 + 1
α = k+1

2 > 0, w = y′ y−β. Òîãäà ëþáîìó ïîëîæè-

òåëüíîìó âìåñòå ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.1) ñîîòâåòñòâóåò

íåêîòîðàÿ êðèâàÿ w â R+ (òàê êàê y(x) > 0, y′(x) > 0). Ïàðàìåòðèçóåì ýòó

êðèâóþ ïåðåìåííîé

t =

x∫
x0

y
1
α (s) ds.

Â ñèëó îöåíîê (1.8) èìååì t → +∞ ïðè x → x∗ − 0. Âû÷èñëèì ẇ = dw
dt â ýòîì

ñëó÷àå:

ẇ =
(
y′′y−β − βy−β−1(y′)2

)
y−

1
α = y′′y−β−

1
α − β(y′)2y−2β = ϕ(t)− βw2,

ãäå ϕ(t) � êîìïîçèöèÿ ôóíêöèè p(x, y(x), y′(x)) è ôóíêöèè, îáðàòíîé ê ôóíê-

öèè t(x). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ w(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ẇ = ϕ(t)− βw2, (1.9)

Ïóñòü òåïåðü y(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè p ≡ p0 :

y′′ = p0|y|k sgn y, k > 1. (1.10)

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ w êàê ôóíêöèÿ îò t óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ

ẇ = p0 − βw2. (1.11)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a =
√

p0
β åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó ýòîãî óðàâíåíèÿ

â R+, à ÷åðåç ã = −
√

p0
β åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó â R−.

Ëåììà 1.8. Ïóñòü w(t) � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.11).

Òîãäà w(t)→ a ïðè t→ +∞.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.8.

Ðàññìîòðèì îòðåçêè
[
aθ, aθ

]
, ãäå 0 < θ ≤ 1, ñîäåðæàùèå òî÷êó a. Ïðè
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θ = 1 îòðåçîê âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó a. Ãðàíèöû îòðåçêîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæ-

äó ñîáîé ïðè ðàçëè÷íûõ θ, à îáúåäèíåíèå
⋃

θ∈(0, 1]

{
aθ, aθ

}
ñîâïàäàåò ñ R+. Òàêèì

îáðàçîì, òî÷êà w̃ èç R+ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òàêîå θ, ÷òî w̃ ∈
{
aθ, aθ

}
, ïî-

ýòîìó ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå w(t) óðàâíåíèÿ (1.11) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò

ôóíêöèþ θ(t).

Ïîêàæåì, ÷òî θ(t) âîçðàñòàåò, äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ðåøåíèå w(t) ïå-

ðåñåêàåò ãðàíèöó îòðåçêà
[
aθ, aθ

]
, òî êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ

íàïðàâëåí âíóòðü îòðåçêà. Äëÿ ýòîãî ïðè θ 6= 1 îöåíèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

w(t) â òî÷êàõ aθ, aθ :

ẇ|w=aθ = p0 − β a2 θ2 = p0 (1− θ2) > 0,

ẇ|w=a
θ

= p0 − β
a2

θ2
= p0

(
1− 1

θ2

)
< 0.

Èòàê, ôóíêöèÿ θ(t) âîçðàñòàåò, îãðàíè÷åíà ñâåðõó, çíà÷èò, ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷-

íîìó ïðåäåëó θ∗. Åñëè θ∗ = 1, òî ëåììà äîêàçàíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå w(t)

ñòðåìèòñÿ ê òî÷êàì aθ∗ è a
θ∗ , òî åñòü âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò ìíîæå-

ñòâó
{
aθ∗, a

θ∗

}
, çíà÷èò, ñîãëàñíî [31] ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, ïîëíîñòüþ ëåæàùåå

â
{
aθ∗, a

θ∗

}
. Íî â ñèëó ñòðîãîñòè îöåíîê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.11) íå ìîæåò íà-

õîäèòüñÿ ïîñòîÿííî â îäíîé èç òî÷åê aθ∗ èëè a
θ∗ , à â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè

òîëüêî îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà a. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 1.8 äîêàçàíà.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.7. Èñïîëüçóÿ îöåíêè (1.8), óñëî-

âèÿ (1.2) íà ôóíêöèþ p(x, u, v) è âèä óðàâíåíèÿ (1.1), ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

w = y′ y−β êàê ôóíêöèÿ îò t îãðàíè÷åíà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t.

Äåéñòâèòåëüíî, y′′ ≥ mCk
1 (x∗ − x)−kα, òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû A1, B1, äëÿ êîòîðûõ y′ ≥ A1 +B1(x
∗− x)−kα+1. Çíà÷èò, ïðè x äîñòà-

òî÷íî áëèçêèõ ê x∗ ñïðàâåäëèâî:

w ≥ (A1 +B1(x
∗ − x)−kα+1)(C2(x

∗ − x)−α)−β ≥ E1(x
∗ − x)−kα+1+αβ,

è, ïîñêîëüêó −kα+1+αβ = −kα+1+α
(
1 + 1

α

)
= α(1−k)+2 = 0, òî w ≥ E1.

Ïîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü w ñâåðõó. Äåéñòâèòåëüíî, y′′ ≤MCk
2 (x∗−x)−kα,

òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû A2, B2, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî
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y′ ≤ A2 +B2(x
∗− x)−kα+1. Çíà÷èò, ïðè x äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x∗ ñïðàâåäëèâî:

w ≤ (A2 +B2(x
∗ − x)−kα+1)(C1(x

∗ − x)−α)−β ≤ E2(x
∗ − x)−kα+1+αβ,

è òîãäà w ≤ E2.

Ñëåäñòâèåì îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè w(t) ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåå õîòÿ

áû îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè t

ôóíêöèÿ w(t) îòäåëåíà îò íóëÿ, ïîýòîìó íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, w(t)

äîëæíà ïðèíàäëåæàòü îòðåçêó
[
aθ, aθ

]
, 0 < θ ≤ 1. Òî æå ñàìîå, î÷åâèäíî,

îòíîñèòñÿ è êî âñåì ïðåäåëüíûì òî÷êàì ôóíêöèè w(t).

Ëåììà 1.9. Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ðåøåíèé w(t) óðàâíå-

íèÿ (1.9) ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.11).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.9.

Ïóñòü w∗ � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ ôóíêöèè w(t). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tj}, ÷òî w(tj) → w∗ è tj → +∞ ïðè j → +∞. Ïðî-
âåäåì ÷åðåç w∗ òðàåêòîðèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.11). Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ

òî÷êà ýòîé òðàåêòîðèè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ w(t). Äîêàæåì îò ïðî-

òèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w0(t) ÿâëÿåòñÿ òàêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.11),

÷òî âûïîëíÿåòñÿ w0(t0) = w∗, w0(t0 + T ) = w∗∗, T > 0, è òî÷êà w∗∗ íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ w(t). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå ε > 0, ÷òî ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøîì t âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |w(t)−w∗∗| > ε. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé

è ïðàâîé ÷àñòè, äëÿ ëþáîãî ε̃ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî åñëè

|ϕ(t) − p0| < δ, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ w(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1.9) è

óñëîâèþ |w(t0)− w∗| < δ, óäîâëåòâîðÿåò òàêæå óñëîâèþ

|w(t0 + T )− w0(t0 + T )| < ε̃.

Ïîýòîìó, âûáðàâ t0 èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tj} íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëîñü |w(t0)− w∗| < δ è |ϕ(t)− p0| < δ ïðè t > t0, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 1.9 äîêàçàíà.

Ñîãëàñíî ëåììå 1.8 ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.11) ñòðåìèòñÿ ê íåïî-

äâèæíîé òî÷êå a, ïîýòîìó ïî ëåììå 1.9 òî÷êà a òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé

äëÿ w(t) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.9). Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, âñå ïðåäåëüíûå

39



òî÷êè îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè w(t) ëåæàò âíóòðè îòðåçêà
[
aθ, aθ

]
, 0 < θ ≤ 1.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.8, ïîëó÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííîé

âîçìîæíîñòüþ, íå ïðèâîäÿùåé ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó ôóíêöèè

w(t) åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êè a. À â ñèëó êîìïàêòíîñòè îòðåçêà ýòà

òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ðåøåíèÿ w(t) óðàâíåíèÿ (1.9) ïðè t → +∞. Òàêèì
îáðàçîì, âîçâðàùàÿñü ê ðåøåíèþ y(x) óðàâíåíèÿ (1.1), ìû ïîëó÷àåì

y′(x)y−β(x) ∼ a, x→ x∗ − 0,

−y(x)−β+1

−β + 1
∼ a(x∗ − x),

y(x)−
1
α ∼ a

α
(x∗ − x),

y(x) ∼
(a
α

(x∗ − x)
)−α

.

Òàê êàê a =
√

p0
β , òî

a
α =

(
p0
α2β

) 1
2

=
(

p0
α(1+α)

) 1
2

è òîãäà

y(x) ∼
(

p0

α(1 + α)

)−α2
(x∗−x)−α ∼

(
α(1 + α)

p0

) 1
k−1

(x∗−x)−α = C(p0) (x∗−x)−α.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) âáëèçè

ïðàâîé ãðàíèöû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x = x∗ èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé âèä (1.6).

Ëåììà 1.7 äîêàçàíà.

Äàëåå ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé, îïðå-

äåëåííûõ íà ïîëóïðÿìîé. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1 äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ êíåçåðîâñêèõ ðåøåíèé óðàâíå-

íèÿ (1.1) (â ÷àñòíîñòè, (1.10)) ïðè x→ +∞.

Ëåììà 1.10. Ïóñòü k > 1. Âñå ïîëîæèòåëüíûå êíåçåðîâñêèå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1.10) èìåþò âèä:

y(x) = C (x− x̃)−α , x > x̃,

ãäå x̃ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, à êîíñòàíòû C, α îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëà-

ìè (1.7).
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.10.

Ïóñòü y(x) � ïîëîæèòåëüíîå êíåçåðîâñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.10). Ðàñ-

ñìîòðèì ðåøåíèå w(t) óðàâíåíèÿ (1.11), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ y(x).

Ôóíêöèÿ w(t) ïîëíîñòüþ ëåæèò â îáëàñòè R−. Ýòó îáëàñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

{
ã
θ , ãθ

}
, 0 < θ ≤ 1, ÿâëÿþ-

ùèõñÿ ãðàíèöàìè îòðåçêîâ
[
ã
θ , ãθ

]
, ãäå ã � åäèíñòâåííàÿ â ðàññìàòðèâàåìîé

îáëàñòè íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ (1.11).

Ïðè ýòîì ó ðåøåíèÿ w(t) óðàâíåíèÿ (1.11) êàñàòåëüíûå âåêòîðû â òî÷êàõ

åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöàìè îòðåçêîâ
[
ã
θ , ãθ

]
, θ 6= 1, íàïðàâëåíû èç ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî îòðåçêà, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

ẇ|w=ãθ = p0 − β ã2 θ2 = p0 (1− θ2) > 0,

ẇ|w= ã
θ

= p0 − β
ã2

θ2
= p0

(
1− 1

θ2

)
< 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ θ(t), àíàëîãè÷íàÿ ââåäåííîé â ëåììå 1.8, ñòðîãî óáû-

âàåò. Ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà, îíà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ïðåäåëó θ∗,

ãäå 0 ≤ θ∗ ≤ 1. Åñëè θ∗ = 1, òî â ñèëó óáûâàíèÿ θ(t) ≡ 1 è w(t) = ã = −a,
ñëåäîâàòåëüíî,

y′(x)y−β(x) = −a,

îòêóäà

y(x) =

(
a(x− x̃)

α

)−α
, x > x̃,

äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x̃. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ëåììû 1.7, ïîëó÷àåì:

y(x) = C(p0) (x− x̃)−α.

Äëÿ θ∗ = 1 ëåììà 1.10 äîêàçàíà. Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ñëó÷àåâ áûòü íå ìîæåò.

Ïóñòü 0 < θ∗ < 1. Òîãäà âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ôóíêöèè w(t) ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó
{
ã
θ∗ , ãθ

∗} . Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1.9 äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òðàåêòî-
ðèÿ óðàâíåíèÿ (1.11), ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæàùàÿ

{
ã
θ∗ , ãθ

∗} , ÷òî íåâîçìîæíî,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ θ(t) íå áóäåò ñòðîãî óáûâàþùåé.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé θ∗ = 0, òî åñòü θ(t) → 0 ïðè t → +∞.
Ââåäåì íà ïðîñòðàíñòâå R2 r {0} îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè êîòîðîì

(y0; y1) ∼ (z0; z1), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà λ, ÷òî
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z0 = λy0, z1 = λβy1. Äåéñòâèòåëüíî, z1 z
−β
0 = y1 y

−β
0 .

Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïî ýòîìó îòíîøåíèþ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî

îêðóæíîñòè

S1 = {(y0; y1) : y2
0 + y2

1 = 1},

íà êîòîðîé äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè íàéäåòñÿ ðîâíî îäèí ïðåäñòà-

âèòåëü.

Ëþáîìó íåòðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.10) (íå îáÿçàòåëüíî

âñþäó ïîëîæèòåëüíîìó) ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ â R2 r {0}:
y0 = y(x), y1 = y′(x), êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò îðèåíòèðîâàííóþ

êðèâóþ íà S1. Îïèøåì ýòè êðèâûå, ââåäÿ íà îêðóæíîñòè ñòðóêòóðó ãëàäêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ êàðò, îïðåäåëåííûõ íà ïîëóîêðóæíîñòÿõ ñ

ïîëîæèòåëüíîé èëè ñ îòðèöàòåëüíîé êîîðäèíàòîé y0 è ñ ïîëîæèòåëüíîé èëè

ñ îòðèöàòåëüíîé êîîðäèíàòîé y1 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè êàðòû ïîêðûâàþò âñþ

îêðóæíîñòü S1.

Êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u± =
y1 sgn y0

|y0|β
, v± =

y0 sgn y1

|y1|
1
β

.

Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ êëàñ-

ñà ýêâèâàëåíòíîñòè â R2 r {0}, òàê êàê îïÿòü æå z1 z
−β
0 = y1 y

−β
0 .

Îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ w(t), ñîîòâåòñòâóþùàÿ êíåçåðîâñêîìó ðåøåíèþ

óðàâíåíèÿ (1.10), ïîëíîñòüþ ëåæèò â òîé ÷àñòè îêðóæíîñòè S1, êîòîðàÿ óäî-

âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì y0 > 0, y1 < 0. Íàçîâåì ýòó ÷àñòü îêðóæíîñòè êíå-

çåðîâñêîé îáëàñòüþ è îáîçíà÷èì K. Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòè K ñîîòâåòñòâóþò

êàðòû u+ è v−. Âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè êðèâîé w(t) ëåæàò â çàìûêàíèè îáëàñòè

K, ïðè÷åì åñëè èìååò ìåñòî ñëó÷àé θ∗ = 0, òî ïðåäåëüíûå òî÷êè ëåæàò íà ãðà-

íèöå K, êîòîðóþ îáîçíà÷èì I−0 . Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ áû îäíà ïðåäåëüíàÿ òî÷êà

w∗ ñóùåñòâóåò, òàê êàê çàìûêàíèå îáëàñòè K êîìïàêòíî.

Ïóñòü ýòà òî÷êà w∗ ëåæèò â êàðòå u+. Â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç íåå äîëæíà

ïðîõîäèòü òðàåêòîðèÿ w(t) óðàâíåíèÿ (1.11), ïîëíîñòüþ ëåæàùàÿ â I−0 . Êîîð-

äèíàòà òî÷êè w∗ â ýòîé êàðòå íå ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó

óðàâíåíèÿ (1.11) â òî÷êå w∗ ñïðàâåäëèâî ẇ = p0 > 0, çíà÷èò, w(t) âîçðàñòàåò, åå

êîîðäèíàòà ñòàíåò áîëüøå íóëÿ è ïîêèíåò I−0 , ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì

îáðàçîì, êîîðäèíàòà òî÷êè w∗ â êàðòå u+ äîëæíà áûòü ìåíüøå íóëÿ (÷òîáû ðå-
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øåíèå áûëî êíåçåðîâñêèì). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî òî÷êà w∗ ëåæèò â I−0 .

Çíà÷èò, òî÷êà w∗ ëåæèò çà ïðåäåëàìè êàðòû u+.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà w∗ ëåæèò â êàðòå v−. Ïàðàìåòðèçóåì êðèâûå â

ýòîé îáëàñòè ïåðåìåííîé

t1 =

x∫
x0

|y′(s)|
1

α+1 ds.

Êíåçåðîâñêàÿ îáëàñòü çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì v− < 0, òàê êàê y0 > 0, y1 < 0.

Òîãäà
dx

dt1
= (−y′)−

1
α+1 ,

(v−)′x = −y′ (−y′)−
1
β − 1

β
(−y) (−y′′) (−y′)−

1
β−1

,

(v−)′t1 = (v−)′x (−y′)−
1

α+1 = (−y′)1− 1
β−

1
α+1 − 1

β
y y′′ (−y′)−1− 1

β−
1

α+1 .

Çàìåòèì, ÷òî

1− 1

β
− 1

α + 1
= 1− α

α + 1
− 1

α + 1
=
α + 1− α− 1

α + 1
= 0,

−1− 1

β
− 1

α + 1
= −1− α

α + 1
− 1

α + 1
=
−α− 1− α− 1

α + 1
= −2.

Òàê êàê y(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.10), òî

(v−)′t1 = 1− p0

β
yk+1 (−y′)−2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∣∣v−∣∣k+1
=

yk+1

(−y′)
k+1
β

,

k + 1

β
=
k + 1

1 + 1
α

=
1 + 2

α + 1

1 + 1
α

=
2
(
1 + 1

α

)
1 + 1

α

= 2,

ïîëó÷àåì, ÷òî êðèâûå w(t), ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ (1.10), îïè-

ñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

dv−

dt1
= 1− p0

β

∣∣v−∣∣k+1
.
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Ïîñêîëüêó êðèâàÿ w(t), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó w∗, ïîëíîñòüþ ëåæèò â I−0 ,

òî v− = 0 è dv−

dt1
= 1. Òîãäà v− äîëæíà âîçðàñòàòü, è, çíà÷èò, w(t) ïîêèíåò I−0 .

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà w∗ ëåæèò çà ïðåäåëàìè êàðòû v−. Ïîýòîìó ñëó÷àé θ∗ = 0

òàêæå íåâîçìîæåí.

Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííîé âîçìîæíîñòüþ îñòàåòñÿ ñëó÷àé θ∗ = 1.

Ëåììà 1.10 äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ëþáîìó íåòðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.1),

íå îáÿçàòåëüíî âñþäó ïîëîæèòåëüíîìó, ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ

â R2 r {0}: y0 = y(x), y1 = y′(x), êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò îðèåí-

òèðîâàííóþ êðèâóþ íà S1 = {(y0, y1) : y2
0 + y2

1 = 1}. Ýòè êðèâûå ìîæíî òàêæå
îïèñàòü, ââåäÿ íà îêðóæíîñòè ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïîìîùüþ

êàðò u±, v±, çàäàííûõ âûøå.

Ëåììà 1.11. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøè-

öåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.2) è èìååò ïðåäåë p0 > 0 ïðè

x → +∞, u → 0, v → 0. Òîãäà ëþáîå êíåçåðîâñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ àñèìïòîòèêîé

y(x) = Cx−α(1 + o(1)), x→ +∞,

ãäå êîíñòàíòû C, α îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (1.7).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.11.

Ïóñòü y(x) � êíåçåðîâñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè y(x0) > 0, y(x0) < 0. Â êîíöå ïåðâîãî ïàðàãðàôà óïîìèíàëîñü, ÷òî

ïîñêîëüêó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ÿâëÿåòñÿ êíåçåðîâñêèì, òî îíî âìåñòå ñ

ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûìè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîýòîìó

p(x, y(x), y′(x))→ p0 ïðè x→ +∞.
Ðàññìîòðèì íà îêðóæíîñòè S1 ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåøåíèþ îðèåíòèðîâàí-

íóþ êðèâóþ L. Òàê êàê S1 êîìïàêòíà, òî ó ýòîé êðèâîé ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Êíåçåðîâñêîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþò êàðòû u+ è v−.

Åñëè ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ëåæèò â êàðòå u+, òî ñîãëàñíî ëåììå 1.9 ÷åðåç

íåå ïðîõîäèò òðàåêòîðèÿ L∗ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.11), ñîñòîÿùàÿ

èç ïðåäåëüíûõ òî÷åê ýòîé êðèâîé L. Åñëè òðàåêòîðèÿ L∗ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè

K, òî îíà ñîîòâåòñòâóåò êíåçåðîâñêîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.10) è ñîãëàñíî

äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.10 ñâîäèòñÿ ê òî÷êå ã. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà ïðèíàä-
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ëåæèò ãðàíèöå êíåçåðîâñêîé îáëàñòè I−0 , è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òî÷êà x1 > x0,

â êîòîðîé y(x1) = 0 èëè y′(x1) = 0. Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ òî÷êà x1 åäèíñòâåííà.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) îáðàòèòñÿ â

íóëü, è åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà, òî äàëåå ðåøåíèå óáûâàåò, ñòà-

íîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, åãî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.1) îáÿçàíà

áûòü ìåíüøå íóëÿ, ÷òî îçíà÷àåò óáûâàíèå îòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ è åãî ïåð-

âîé ïðîèçâîäíîé. Åñëè æå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå â òî÷êå x1 èìååò ýêñòðåìóì,

òî â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.1) ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ âîçðàñòàåò è ñòàíîâèòñÿ áîëüøå

íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿ L∗ íå ñìîæåò îñòàâàòüñÿ íà ãðàíèöå I−0 è âû-

õîäèò çà ïðåäåëû êíåçåðîâñêîé îáëàñòè K. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, òàê êàê â

ýòîì ñëó÷àå è êðèâàÿ L òàêæå äîëæíà âûéòè çà ïðåäåëû K.

Åñëè ïðåäåëüíàÿ òî÷êà êðèâîé L íå ëåæèò â êàðòå u+, òî îíà ïðèíàäëåæèò

I−0 è ëåæèò â êàðòå v−. Íî òàêæå ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðîõîäèò òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ,

ñ îäíîé ñòîðîíû, ñîñòîèò èç ïðåäåëüíûõ òî÷åê L, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîêèäàåò

ãðàíèöó êíåçåðîâñêîé îáëàñòè, ÷òî òàêæå íåâîçìîæíî.

Çíà÷èò, ó êðèâîé L íà îêðóæíîñòè S1 ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ïðåäåëü-

íàÿ òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ, òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëîì. Â ÷àñòíîñòè, â êàðòå u+

äëÿ êðèâîé L ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå w(t) ∼ ã, èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî

y′(x)y−β(x) ∼ ã ïðè x → +∞, è, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåì-

ìû 1.7, ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìûé àñèìïòîòè÷åñêèé âèä êíåçåðîâñêèé ðåøåíèé.

Ëåììà 1.11 äîêàçàíà.

Ïîäâåäåì èòîã. Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 1.1, ëåììû 1.7 è 1.11, îáùåé ôîðìó-

ëèðîâêîé ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áóäåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøè-

öåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.2) è èìååò ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

1) P+ ïðè x→ +∞, u→ 0, v → 0;

2) P− ïðè x→ −∞, u→ 0, v → 0;

à òàêæå, ïðè ëþáîì c ∈ R,
3) P+

c ïðè x→ c, u→ +∞, v → ±∞;

4) P−c ïðè x→ c, u→ −∞, v → ±∞.
Òîãäà âñå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) â ñîîò-

âåòñòâèè ñî ñâîèì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå äå-

âÿòü òèïîâ:

0. Çàäàííîå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y0(x) ≡ 0.
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1-2. Çàäàííûå íà (b, +∞) ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå êíåçåðîâ-

ñêèå ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ:

y1(x) = C(P+
b ) (x− b)−α (1 + o(1)) , x→ b+ 0,

y1(x) = C(P+)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

è

y2(x) = −C(P−b ) (x− b)−α (1 + o(1)) , x→ b+ 0,

y2(x) = −C(P+)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞.

3-4. Çàäàííûå íà (−∞, a) ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå êíåçåðîâ-

ñêèå ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ:

y3(x) = C(P+
a ) (a− x)−α (1 + o(1)) , x→ a− 0,

y3(x) = C(P−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

è

y4(x) = −C(P−a ) (a− x)−α (1 + o(1)) , x→ a− 0,

y4(x) = −C(P−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

5-6. Çàäàííûå íà (a, b) çíàêîïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìï-

òîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y5(x) = C(P+
a ) (x− a)−α (1 + o(1)) , x→ a+ 0,

y5(x) = C(P+
b ) (b− x)−α (1 + o(1)) , x→ b− 0,

è

y6(x) = −C(P−a ) (x− a)−α (1 + o(1)) , x→ a+ 0,

y6(x) = −C(P−b ) (b− x)−α (1 + o(1)) , x→ b− 0.

7-8. Çàäàííûå íà (a, b) ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé è ðàçíûìè

çíàêàìè âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y7(x) = C(P+
a ) (x− a)−α (1 + o(1)) , x→ a+ 0,
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y7(x) = −C(P−b ) (b− x)−α (1 + o(1)) , x→ b− 0,

è

y8(x) = −C(P−a ) (x− a)−α (1 + o(1)) , x→ a+ 0,

y8(x) = C(P+
b ) (b− x)−α (1 + o(1)) , x→ b− 0.

Çàìå÷àíèå 1.4. Ïîëó÷åííàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ

ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1) äëÿ p = p(x) ñîâïàäàåò

ñ êëàññèôèêàöèåé, ïðèâåäåííîé È.Ò. Êèãóðàäçå è Ò.À. ×àíòóðèåé â ìîíîãðà-

ôèè [22] .

Çàìå÷àíèå 1.5. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1.2 ñóùåñòâóåò

ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) êàæäîãî èç äåâÿòè îïè-

ñàííûõ âûøå òèïîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî çàìå÷àíèÿ 1.5.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè
y′′ = p (x, y, y′) |y|k sgn y, k > 1,

y(x0) = y0,

y′(x0) = y1,

Çàäàäèì íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ y0 = 0, y1 = 0, òîãäà â ñèëó òåîðåìû

Ïèêàðà ïîëó÷èì òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), îïðåäåëåííîå íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé � ðåøåíèå òèïà 0.

È.Ò. Êèãóðàäçå è Ò.À. ×àíòóðèåé â ìîíîãðàôèè [22] äîêàçàíî ñóùåñòâî-

âàíèå êíåçåðîâñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1), òî åñòü ðåøåíèé òèïîâ 1�4.

Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ y0 6= 0, y1 = 0, òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ïèêàðà

è ëåììû 1.2 ïîëó÷èì ðåøåíèÿ òèïîâ 5 è 6, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà y0.

Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ y0 = 0, y1 6= 0, òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ïèêàðà

è ëåììû 1.1 ïîëó÷èì ðåøåíèÿ òèïîâ 7 è 8, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà y1.

Çàìå÷àíèå 1.5 äîêàçàíî.

47



Ãëàâà 2. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé

óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ

îòðèöàòåëüíûì îãðàíè÷åííûì ïîòåíöèàëîì â ñëó÷àå

ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà èç

ïåðâîé ãëàâû

y′′ = p(x, y, y′) |y|k sgn y, (2.1)

íî â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè 0 < k < 1. Ôóíêöèÿ p (x, u, v) îáëàäàåò

òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ðàíåå, à, èìåííî, íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v

è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

0 < m ≤ p (x, u, v) ≤M < +∞. (2.2)

Êàê óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè óñëî-

âèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íå âûïîëíåíû, ïî-

ýòîìó ðåøåíèÿ ìîãóò èìåòü îñîáîå ïîâåäåíèå íå òîëüêî âáëèçè ãðàíèö, íî è âî

âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, â ñâÿçè ñ ÷åì áóäåò èçó÷àòüñÿ àñèìï-

òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå µ�ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1).

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå íàñòîÿùåé ãëàâû äîêàæåì, ÷òî âñå µ�ðåøåíèÿ èìåþò

ëèáî ðîâíî îäèí íóëü, ëèáî ðîâíî îäèí ýêñòðåìóì, ëèáî âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèç-

âîäíîé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ â êîíå÷íîé ãðàíè÷íîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è

ïîëó÷èì îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî íóëÿ, òî÷êè ýêñòðåìóìà è ãðàíè÷íîé òî÷êè îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå óñòàíîâèì íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü

ïîëîæåíèÿ íóëÿ, òî÷êè ýêñòðåìóìà, ãðàíè÷íîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îò

íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåì

àñèìïòîòè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ âñåõ µ�ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1).
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2.1 Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé

Ëåììà 2.1. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x,

ëèïøèöåâà ïî u, v è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.2). Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêèå êîíñòàíòû ν = ν(m, k) > 0, η = η(m, k) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî µ�

ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (2.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî â íåêîòîðîé òî÷êå x0 óñëî-

âèþ y(x0) y
′(x0) < 0, ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå x∗ > x0, â êîòîðîì ñîîò-

âåòñòâåííî lim
x→x∗−0

y(x) = 0 è (èëè) lim
x→x∗−0

y′(x) = 0, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâåííî

x∗ − x0 < (ν |y(x0)|)
1−k
2 è (èëè) x∗ − x0 < (η |y′(x0)|)

1−k
k+1 .

Åñëè æå µ�ðåøåíèå y(x) â íåêîòîðîé òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

y(x0) y
′(x0) > 0, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå x∗ < x0, â êîòîðîì ñîîò-

âåòñòâåííî lim
x→x∗+0

y(x) = 0 è (èëè) lim
x→x∗+0

y′(x) = 0, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâåííî

x0 − x∗ < (ν |y(x0)|)
1−k
2 è (èëè) x0 − x∗ < (η |y′(x0)|)

1−k
k+1 .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 èç ïåðâîé ãëàâû äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü µ�ðåøåíèå

y(x) óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè x > x0 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) > 0, y′(x0) < 0,

îïðåäåëåííîå íà [x0, x̃), x̃ ≤ +∞.
Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî ñóùåñòâîâàíèå çíà÷åíèÿ x∗. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî x > x0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà y(x) > 0, y′(x) < 0, òîãäà ðåøåíèå

y(x) ÿâëÿåòñÿ êíåçåðîâñêèì, îïðåäåëåííûì íà ïîëóïðÿìîé, çíà÷èò, x̃ = +∞,
è ðåøåíèå âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêî-

íå÷íîñòè [3]. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = 0. Ââåäåì

îáîçíà÷åíèå V = (y(0))
1
k+1 > 0. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ (0, x̃), ñïðàâåäëèâî

−V
k+1

x
< y′(x). (2.3)

Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òî÷êà s ∈ (0, x), äëÿ êîòîðîé

y′(s)x = y(x)− y(0). Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ x ∈ (0, x̃) âûïîëíåíî y(x) > 0, òî

y(x)− y(0) > −y(0) = −V k+1.
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Êðîìå òîãî, â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.1) âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà, òîãäà

y′(x) âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (0, x̃), è, çíà÷èò,

y′(x)x > y′(s)x > −V k+1,

è ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó (2.3).

Ðàññìîòðèì òî÷êó x1 ∈ (0, x̃), â êîòîðîé y(x1) = V k+1

2 . Òàêàÿ òî÷êà ñóùå-

ñòâóåò, òàê êàê êíåçåðîâñêîå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ

âñåõ x ∈ [0, x1] ñïðàâåäëèâî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

V k+1

2
≤ y(x) ≤ V k+1.

Äàëåå ðàññìîòðèì îòðåçîê
[
x1
2 , x1

]
. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òî÷êà

s ∈
(
x1
2 , x1

)
, äëÿ êîòîðîé y′′(s) x12 = y′(x1) − y′

(
x1
2

)
. Çàìåòèì, ÷òî y′(x) < 0 íà

ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå, è ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.3), òî

2V k+1

x1
> −y′

(x1

2

)
> y′(x1)− y′

(x1

2

)
=
x1

2
y′′(s).

Íà èíòåðâàëå
(
x1
2 , x1

)
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå ÷åì â äâà

ðàçà, ïîýòîìó yk(s) ≥ V k
2+k

2k
äëÿ ëþáîãî s ∈

(
x1
2 , x1

)
. Òîãäà ïîëó÷àåì

2V k+1

x1
>
x1

2
y′′(s) ≥ mx1

2
yk(s) ≥ mx1

2
2−k V k2+k,

è

x2
1 <

2k+2 V 1−k2

m
,

x1 <

√
2k+2

m
V

1−k2
2 .

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà ν̃, çàâèñÿùàÿ

òîëüêî îò m è k, ÷òî òî÷êà x1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

x1 < (ν̃ y(0))
1−k
2 .

Äàëåå ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xi}, i = 0, 1, . . . , âûáåðåì
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x0 = 0, à y(xi) = y(xi−1)
2 . Òîãäà

xi+1 − xi < (ν̃ y(xi))
1−k
2 =

(
ν̃ y(0)

2i

) 1−k
2

= 2−
i(1−k)

2 (ν̃ y(0))
1−k
2 ,

à, çíà÷èò,
+∞∑
i=0

(xi+1 − xi) ≤ (ν̃ y(0))
1−k
2

+∞∑
i=0

2−
i(1−k)

2 < +∞.

Ïðè ýòîì x̃ = lim
i→+∞

xi < +∞, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæ-

íû òðè ñëó÷àÿ:

1. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå x∗, â êîòîðîì y(x∗) = 0, y′(x∗) 6= 0.

2. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå x∗, â êîòîðîì y(x∗) 6= 0, y′(x∗) = 0.

3. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå x∗, â êîòîðîì lim
x→x∗−0

y(x) = lim
x→x∗−0

y′(x) = 0.

Â ïåðâîì è òðåòüåì ñëó÷àÿõ, ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ,

ïîëó÷àåì

x∗ =
+∞∑
i=0

(xi+1 − xi) ≤ (ν y(0))
1−k
2

äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû ν, çàâèñÿùåé òîëüêî îò m è k.

Êîíñòàíòà âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå:

ν(m, k) =

(
m

2k+2

(
1− 2−

1−k
2

)2
) 1

k−1

.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âòîðîãî ñëó÷àÿ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = 0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå y′(0) = −W k+1 < 0, W > 0.

Ðàññìîòðèì òî÷êó x′1 ∈ (0, x̃), â êîòîðîé y′(x′1) = −W k+1

2 . Äëÿ âñåõ x ∈ [0, x′1]

ñïðàâåäëèâî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

−W k+1 ≤ y′(x) ≤ −W
k+1

2
.

Äàëåå ðàññìîòðèì îòðåçîê
[
x′1
2 , x

′
1

]
. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òî÷êà
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s ∈
(
x′1
2 , x

′
1

)
, äëÿ êîòîðîé y′(s) x

′
1

2 = y(x′1)− y
(
x′1
2

)
. Òàê êàê y(x′1) > 0, òî

y

(
x′1
2

)
> y

(
x′1
2

)
− y(x′1) = −y′(s) x

′
1

2
.

Íà èíòåðâàëå
(
x′1
2 , x

′
1

)
ïðîèçâîäíàÿ óâåëè÷èëàñü íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà, ïî-

ýòîìó −y′(s) > W k+1

2 äëÿ ëþáîãî s ∈
(
x′1
2 , x

′
1

)
. Òîãäà ïîëó÷àåì

y

(
x′1
2

)
> −y′(s) x

′
1

2
>
x′1W

k+1

4
.

Êðîìå òîãî, â ñèëó òåîðåìû Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òî÷êà s′ ∈
(

0, x
′
1

2

)
, äëÿ

êîòîðîé

y′′(s′)
x′1
2

= y′
(
x′1
2

)
− y′(0) = y′

(
x′1
2

)
+W k+1 <

W k+1

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå y(x) óáûâàåò, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öå-

ïî÷êà íåðàâåíñòâ:

W k+1

2
> y′′(s′)

x′1
2
≥ myk(s′)

x′1
2
> myk

(
x′1
2

)
x′1
2
> m

(
x′1W

k+1

4

)k
x′1
2
.

Òîãäà ïîëó÷àåì

(x′1)
k+1 m

4k
W k(k+1) < W k+1

è

x′1 <

(
4k

m

) 1
k+1

W 1−k.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà η̃, çàâèñÿùàÿ

òîëüêî îò m è k, ÷òî òî÷êà x′1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

x′1 < (η̃ |y′(0)|)
1−k
1+k .

Äàëåå ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′i}, i = 0, 1, . . . , âûáåðåì x′0 = 0, à
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y′(x′i) =
y′(x′i−1)

2 . Òîãäà

x′i+1 − x′i < (η̃ |y′(xi)|)
1−k
1+k =

(
η̃

∣∣∣∣y′(0)

2i

∣∣∣∣) 1−k
1+k

= 2−
i(1−k)
1+k (η̃ |y′(0)|)

1−k
1+k ,

à, çíà÷èò,
+∞∑
i=0

(x′i+1 − x′i) < (η̃ |y′(0)|)
1−k
1+k

+∞∑
i=0

2−
i(1−k)
1+k < +∞.

Ïðè ýòîì x∗ = lim
i→+∞

x′i < +∞, ñëåäîâàòåëüíî,

x∗ =
+∞∑
i=0

(x′i+1 − x′i) ≤ (η |y′(0)|)
1−k
1+k

äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû η, çàâèñÿùåé òîëüêî îò m è k.

Êîíñòàíòà âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå:

η(m, k) =

(
m

4k

(
1− 2−

1−k
1+k

)k+1
) 1

k−1

.

Ëåììà 2.1 äîêàçàíà.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåìì 1.1 è 1.2 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ìîãóò èìåòü íå áîëåå îäíîãî íóëÿ èëè ýêñòðåìóìà, ÷òî

ñïðàâåäëèâî è ïðè 0 < k < 1, ïîýòîìó î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñïðàâåä-

ëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà

ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.2). Òîãäà ëþáîå

µ�ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ëèáî èìååò ðîâíî îäèí íóëü, ëèáî ðîâíî îäèí ýêñ-

òðåìóì, ëèáî âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ãðàíè÷íîé

òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Äàëåå óñòàíîâèì íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ íóëÿ, ýêñòðåìóìà

è ãðàíè÷íîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x,

ëèïøèöåâà ïî u, v è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ y0, z0, y1, z1 òàêèõ, ÷òî

|z0 − y0| < δ, |z1 − y1| < δ, y0 > 0 è y1 < 0, z0 > 0 è z1 < 0, äëÿ ðåøåíèé
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y(x) è z(x) óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè{
y(x0) = y0,

y′(x0) = y1,
(2.4)

{
z(x0) = z0,

z′(x0) = z1,
(2.5)

ñîîòâåòñòâåííî, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóþò lim
x→x∗1−0

y(i)(x) = 0

è lim
x→x∗2−0

z(i)(x) = 0, i ∈ {0, 1}, x0 < x∗1 < +∞, x0 < x∗2 < +∞, ñïðàâåäëèâî

|x∗2 − x∗1| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ i = 0, ñëó÷àé i = 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíà-

ëîãè÷íî. Ïóñòü y(x) � µ�ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1), (2.4). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå ỹ0 < y1, ÷òî 0 < ỹ0 <
1
ν

(
ε
2

) 2
1−k , ãäå ν = ν(m, k)

� êîíñòàíòà èç ëåììû 2.1. Òàê êàê y(x) → 0 ïðè x → x∗1 − 0, òî ñóùåñòâóåò

òî÷êà x̃0 ∈ (x0, x
∗
1), â êîòîðîé y(x̃0) = ỹ0 > 0 è (ν ỹ0))

1−k
2 < ε

2 .

Âîçüìåì δ̃ = 1
2

(
1
ν

(
ε
2

) 2
1−k − ỹ0

)
> 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðà-

âåíñòâ:

δ̃ <
1

ν

(ε
2

) 2
1−k − ỹ0 ⇒ ỹ0 + δ̃ <

1

ν

(ε
2

) 2
1−k ⇒

(
ν
(
ỹ0 + δ̃

)) 1−k
2

<
ε

2
.

Ðàññìîòðèì z(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1), (2.5). Â ñèëó òåî-

ðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ëþ-

áîãî δ̃ ñóùåñòâóåò òàêîå δ, ÷òî åñëè |y0 − z0| < δ, |y1 − z1| < δ, òî

|y(x̃0)− z(x̃0)| < δ̃, |y′(x̃0)− z′(x̃0)| < δ̃, ïðè÷åì z(x) ìîæíî ïðîäîëæèòü äî x̃0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå z̃0 = z(x̃0) ≥ 0. Òàê êàê z̃0 < ỹ0 + δ̃, òî

(ν z̃0)
1−k
2 <

(
ν
(
ỹ0 + δ̃

)) 1−k
2

<
ε

2
,

è â ñèëó ëåììû 2.1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|x∗1 − x∗2| ≤ |x∗1 − x̃0|+ |x∗2 − x̃0| ≤ (ν ỹ0)
1−k
2 + (ν z̃0)

1−k
2 <

ε

2
+
ε

2
= ε.

Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 2.1. Ðåçóëüòàòû òåîðåìû 2.1 â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 èç ïåð-

âîé ãëàâû ìîãóò áûòü îáîáùåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v

è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâó-

åò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ y0, z0, y1, z1 òàêèõ, ÷òî |z0 − y0| < δ,

|z1−y1| < δ, y0 < 0 è y1 > 0, z0 < 0 è z1 > 0, äëÿ ðåøåíèé y(x) è z(x) óðàâ-

íåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.4) è (2.5) ñîîòâåòñòâåííî, ó êî-

òîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóþò lim
x→x∗1−0

y(i)(x) = 0 è lim
x→x∗2−0

z(i)(x) = 0,

i ∈ {0, 1}, x0 < x∗1 < +∞, x0 < x∗2 < +∞, ñïðàâåäëèâî |x∗2 − x∗1| < ε.

2. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v

è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâó-

åò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ y0, z0, y1, z1 òàêèõ, ÷òî |z0 − y0| < δ,

|z1−y1| < δ, y0 > 0 è y1 > 0, z0 > 0 è z1 > 0, äëÿ ðåøåíèé y(x) è z(x) óðàâ-

íåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.4) è (2.5) ñîîòâåòñòâåííî, ó êîòî-

ðûõ ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóþò lim
x→x1∗+0

y(i)(x) = 0 è lim
x→x2∗+0

z(i)(x) = 0,

i ∈ {0, 1}, −∞ < x1∗ < x0, −∞ < x2∗ < x0, ñïðàâåäëèâî |x2∗ − x1∗| < ε.

3. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v

è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâó-

åò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ y0, z0, y1, z1 òàêèõ, ÷òî |z0 − y0| < δ,

|z1−y1| < δ, y0 < 0 è y1 < 0, z0 < 0 è z1 < 0, äëÿ ðåøåíèé y(x) è z(x) óðàâ-

íåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.4) è (2.5) ñîîòâåòñòâåííî, ó êîòî-

ðûõ ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóþò lim
x→x1∗+0

y(i)(x) = 0 è lim
x→x2∗+0

z(i)(x) = 0,

i ∈ {0, 1}, −∞ < x1∗ < x0, −∞ < x2∗ < x0, ñïðàâåäëèâî |x2∗ − x1∗| < ε.

2.2 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 èç ïåðâîé ãëàâû èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäå-

íèå ïîëîæèòåëüíûõ µ�ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) âáëèçè ïðàâîé ãðàíèöû îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèï-

øèöåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.2) è èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë

p0 > 0 ïðè x→ +∞, u→ +∞, v → +∞. Òîãäà ëþáîå µ�ðåøåíèå y(x) óðàâíå-

íèÿ (2.1) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè è íå ðàâíûìè îäíîâðåìåííî íóëþ íà÷àëüíûìè
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óñëîâèÿìè èìååò ñëåäóþùèé àñèìïòîòè÷åñêèé âèä:

y(x) = C(p0)x
−α(1 + o(1)), x→ +∞, (2.6)

ãäå

α =
2

k − 1
< 0, C(p) =

(
α(α + 1)

p

) 1
k−1

=

(
p(k − 1)2

2(k + 1)

) 1
1−k

. (2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.

Ïóñòü y(x) � µ�ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè è íå ðàâ-

íûìè îäíîâðåìåííî íóëþ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, òîãäà â íåêîòîðîé òî÷êå

x0 ñïðàâåäëèâî y(x0) = y0 > 0, y′(x0) = y1 > 0, è ïðè x > x0 ðàññìàò-

ðèâàåìîå ðåøåíèå ïîëîæèòåëüíî è âîçðàñòàåò. Òàêèì îáðàçîì, áåç îãðàíè÷å-

íèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y(x) � ïîëîæèòåëüíîå µ�ðåøåíèå, îïðå-

äåëåííîå íà [x0, x̃), x̃ ≤ +∞. Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ èç ïåðâîé ãëàâû:

β = 1 + 1
α = k+1

2 > 0, w = y′ y−β. Òîãäà ëþáîìó ïîëîæèòåëüíîìó âìåñòå ñî

ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (2.1) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ

êðèâàÿ w â R+. Ïàðàìåòðèçóåì ýòó êðèâóþ ïåðåìåííîé

t =

x∫
x0

y
1
α (s) ds.

Çàìåòèì, ÷òî t→ +∞ ïðè x→ +∞. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó îöåíîê (2.2) èìååì
y′ y′′ ≤ M yk y′, òîãäà ñïðàâåäëèâî y′2 ≤ 2M

k+1 y
k+1 + y2

1, çíà÷èò, y
′ ≤ Cy

k+1
2 äëÿ

íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0. Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå

íåðàâåíñòâî íà [x0, x], x < x̃ :

1

−k+1
2 + 1

(
y−

k+1
2 +1(x)− y−

k+1
2 +1

0

)
≤ C(x− x0),

y
1−k
2 (x) ≤ C(1− k)

2
(x− x0) + y

1−k
2

0 ,

y
k−1
2 (x) ≥ 1

C(1−k)
2 (x− x0) + y

1−k
2

0

,
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è òîãäà

t =

x∫
x0

y
1
α (s) ds ≥

x∫
x0

1

C(1−k)
2 (s− x0) + y

1−k
2

0

ds =

=
2

C(1− k)

(
ln

(
C(1− k)

2
(x− x0) + y

1−k
2

0

)
− ln y

1−k
2

0

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñòðåìëÿÿ x→ +∞, ïîëó÷àåì, ÷òî t→ +∞.
Êàê è â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ôóíêöèÿ w(t) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ

ẇ = ϕ(t)− βw2, (2.8)

ãäå ϕ(t) � êîìïîçèöèÿ ôóíêöèè p (x, y(x), y′(x)) è ôóíêöèè, îáðàòíîé ê ôóíê-

öèè t(x).

Ïóñòü òåïåðü y(x) � µ�ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè p ≡ p0:

y′′ = p0|y|k sgn y, 0 < k < 1. (2.9)

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ w êàê ôóíêöèÿ îò t óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ẇ = p0 − βw2. (2.10)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a =
√

p0
β åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó ýòîãî óðàâíåíèÿ

â R+, à ÷åðåç ã = −
√

p0
β åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó â R−.

Êàê è â ïåðâîé ãëàâå, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ëåììà 2.3. Ïóñòü w(t) � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.10).

Òîãäà w(t)→ a ïðè t→ +∞.

Ëåììà 2.4. Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ðåøåíèé w(t) óðàâíå-

íèÿ (2.8) ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.10).

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.2. Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðàññìîò-

ðèì îòðåçêè
[
aθ, aθ

]
, ãäå 0 < θ ≤ 1, ñîäåðæàùèå òî÷êó a. Ïðè θ = 1 îòðåçîê

âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó a. Ãðàíèöû îòðåçêîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïðè

ðàçëè÷íûõ θ, à îáúåäèíåíèå
⋃

θ∈(0, 1]

{
aθ, aθ

}
ñîâïàäàåò ñ R+.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (2.2) íà ôóíêöèþ p(x, u, v) è âèä óðàâíåíèÿ (2.1),

ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ w = y′ y−β êàê ôóíêöèÿ îò t îãðàíè÷åíà ïðè äîñòàòî÷íî
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áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t.

Äåéñòâèòåëüíî, y′ y′′ ≥ myk y′, òîãäà ñïðàâåäëèâî y′2 ≥ 2m
k+1(yk+1 − yk+1

0 ).

Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû A1, B1, äëÿ êîòîðûõ

w ≥ A1

√
yk+1 −B1 y

−k+1
2 = A1

√
1− B1

yk+1
,

è, ïîñêîëüêó y(x) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè x → +∞, òî ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ t ïîëó÷àåì w ≥ E1.

Ïîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü w ñâåðõó. Âûøå ïîêàçàíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî y′2 ≤ 2M
k+1 y

k+1 + y2
1. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû

A2, B2, äëÿ êîòîðûõ

w ≤ A2

√
yk+1 +B2 y

−k+1
2 = A2

√
1 +

B2

yk+1
,

è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t ïîëó÷àåì w ≤ E2.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ëåììû 1.7 èç ïåðâîé ãëàâû, ïîëó÷àåì, ÷òî ó ôóíê-

öèè w(t) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà a. À â ñèëó êîìïàêòíî-

ñòè îòðåçêà ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ðåøåíèÿ w(t) óðàâíåíèÿ (1.8) ïðè

t → +∞. Òàêèì îáðàçîì, âîçâðàùàÿñü ê ðåøåíèþ y(x) óðàâíåíèÿ (2.1), ìû

ïîëó÷àåì

y−β+1(x)

−β + 1
∼ ax,

y−
1
α (x) ∼ ax

−α
,

y(x) ∼
(
ax

−α

)−α
=

(
a

−α

)−α
x−α,

è, ïîñêîëüêó

(
a

−α

)−α
=

(
p0

β(−α)2

) 1
1−k

=

(
2p0(1− k)2

4(k + 1)

) 1
1−k

=

(
p0(1− k)2

2(k + 1)

) 1
1−k

= C(p0),

òî y(x) ∼ C(p0)x
−α ïðè x→ +∞.

Ëåììà 2.2 äîêàçàíà.
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È.Ò. Êèãóðàäçå è Ò.À. ×àíòóðèåé äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ (2.1), ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â ãðàíè÷-

íîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ � ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé ïåðâîãî ðîäà (ñì. [22]).

Àâòîðàìè ïîëó÷åí àñèìïòîòè÷åñêèé âèä ðåøåíèé äëÿ p = p(x). Îïèøåì àñèìï-

òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òàêîãî òèïà ðåøåíèé äëÿ p = p(x, u, v).

Ëåììà 2.5. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèï-

øèöåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.2). Òîãäà ëþáîå ïîëîæèòåëü-

íîå µ�ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1), ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé

ïðîèçâîäíîé â ãðàíè÷íîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x∗, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ

àñèìïòîòèêîé

y(x) = C(p0)(x
∗ − x)−α(1 + o(1)), x→ x∗ − 0,

ãäå êîíñòàíòû C, α îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.7), p0 = p(x∗, 0, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.5.

Ïóñòü y(x) � ïîëîæèòåëüíîå µ�ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1), îïðåäåëåííîå íà

[x0, x
∗), ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â ãðàíè÷íîé

òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x∗. Ââåäåì â R2 r {0} îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè,
ïðè êîòîðîì (z0; z1) ∼ (y0; y1), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàí-

òà λ, ÷òî z0 = λy0, z1 = λβy1. Êàê è ðàíåå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî R2 r {0} ïî
ýòîìó îòíîøåíèþ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî îêðóæíîñòè

S1 = {(y0, y1) : y2
0 + y2

1 = 1}.

Ââåäåì íà îêðóæíîñòè ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïîìîùüþ êàðò:

u± =
y1sgn y0

|y0|β
, v± =

y0sgn y1

|y1|
1
β

Çàäàííûå òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà

ýêâèâàëåíòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå R2 r {0}.
Ðàññìîòðèì íà îêðóæíîñòè S1 ñîîòâåòñòâóþùóþ µ�ðåøåíèþ y(x)

îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ L, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ ëåæèò â îáëàñòè

K = {(y0, y1) ∈ S1 : y0 > 0, y1 < 0}. Îáëàñòè K ñîîòâåòñòâóþò êàðòû

u+, v−. Îïÿòü æå, ïîñêîëüêó îêðóæíîñòü S1 êîìïàêòíà, òî L èìååò õîòÿ áû
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îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó íà çàìûêàíèè K.

Åñëè ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ëåæèò â êàðòå u+, òî ïî ëåììå 2.4 ÷åðåç íåå ïðî-

õîäèò òðàåêòîðèÿ L∗ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ w(t) óðàâíåíèÿ (2.10), ñîñòîÿùàÿ èç

ïðåäåëüíûõ òî÷åê ýòîé êðèâîé L.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè òðàåêòîðèÿ L∗ ïðèíàäëåæèò îáëàñòèK, òî îíà ñâîäèò-

ñÿ ê òî÷êå −a. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå w(t) óðàâíåíèÿ (2.10)

ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæèò R−. Êàê è ðàíåå, ýòó îáëàñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
{
−aθ, −a

θ

}
, 0 < θ ≤ 1, ÿâ-

ëÿþùèõñÿ ãðàíèöàìè îòðåçêîâ
[
−a
θ , −aθ

]
, ñîäåðæàùèõ íåïîäâèæíóþ òî÷êó

−a = −
√

p0
β óðàâíåíèÿ (2.10). Ëþáàÿ òî÷êà w̃ ∈ R− îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò

òàêîå θ, ÷òî w̃ ∈
{
−aθ, −a

θ

}
, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå w(t) óðàâíå-

íèÿ (2.10) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ θ(t).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.10 èç ïåðâîé ãëàâû,

íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ θ(t) ñòðîãî óáûâàåò, à, çíà÷èò,

ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó θ∗, ãäå 0 ≤ θ∗ ≤ 1. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå

ñëó÷àè.

1. Ïóñòü θ∗ = 1, òîãäà òðàåêòîðèÿ L∗ ñâîäèòñÿ ê òî÷êå −a, òî åñòü θ(t) ≡ 1,

çíà÷èò, w(t) ≡ −a è y′(x) y−β(x) = −a.

2. Ïóñòü 0 < θ∗ < 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè òðàåêòîðèè

w(t) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {− a
θ∗ , −aθ

∗}, òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 2.4 äîëæ-
íà ñóùåñòâîâàòü òðàåêòîðèÿ óðàâíåíèÿ (2.10), ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæàùàÿ

{− a
θ∗ , −aθ

∗}, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå θ(t) íå áóäåò ñòðîãî

óáûâàþùåé.

3. Ïóñòü θ∗ = 0. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè çàìûêàíèÿ îáëàñòè K òðàåêòîðèÿ L∗

èìååò õîòÿ áû îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó, îáîçíà÷èì åå s∗. Âñå ïðåäåëüíûå

òî÷êè ëåæàò â çàìûêàíèè îáëàñòè K. Òàê êàê θ∗ = 0, òî ëèáî w(t)→ +∞,
ëèáî w(t)→ 0 ïðè t→ +∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåëüíûå òî÷êè ëåæàò íà
ãðàíèöå K, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç I−0 . Â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç íåå äîëæíà

ïðîõîäèòü òðàåêòîðèÿ w(t) óðàâíåíèÿ (2.10), ïîëíîñòüþ ëåæàùàÿ â I−0 . Êî-

îðäèíàòà òî÷êè s∗ â ýòîé êàðòå íå ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,

â òî÷êå s∗ ñïðàâåäëèâî ẇ = p0 > 0, çíà÷èò, w(t) âîçðàñòàåò, åå êîîðäè-

íàòà ñòàíåò áîëüøå íóëÿ è ïîêèíåò I−0 , ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì

îáðàçîì, êîîðäèíàòà òî÷êè s∗ â êàðòå u+ äîëæíà áûòü ìåíüøå íóëÿ. Ýòî
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ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî òî÷êà s∗ ëåæèò â I−0 . Çíà÷èò, òî÷êà s
∗ ëåæèò çà

ïðåäåëàìè êàðòû u+. Åñëè æå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà íå ëåæèò â u+, òî îíà ïðè-

íàäëåæèò I−0 è ëåæèò â êàðòå v−. Îïèðàÿñü íà äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.10,

ââîäÿ íîâóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâûõ â ýòîé îáëàñòè, òàêæå ïîëó÷èì, ÷òî

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ëåæèò çà ïðåäåëàìè êàðòû v−. Çíà÷èò, ñëó÷àé θ∗ = 0

òàêæå íåâîçìîæåí.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè òðàåêòîðèÿ L∗ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè

K, òî îíà ñâîäèòñÿ ê òî÷êå −a. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ L∗ ïðèíàäëå-

æèò ãðàíèöå I−0 , çíà÷èò, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà

x1 > x0, â êîòîðîé y(x1) = 0 èëè y′(x1) = 0. È òðàåêòîðèÿ L∗ âûéäåò çà ãðàíèöû

K, à ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê è L òàêæå äîëæíà âûéòè çà ïðåäåëû K.

Çíà÷èò, ó êðèâîé L íà îêðóæíîñòè S1 ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ïðåäåëü-

íàÿ òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåäåëîì. Ïîëó÷àåì, ÷òî w(t) ∼ −a è, ñëåäîâàòåëüíî,
y′(x) y−β(x) ∼ −a ïðè x→ x∗, îòêóäà

y(x) ∼
(
a(x∗ − x)

−α

)−α
=
(
−a
α

)−α
(x∗ − x)−α = C(p0)(x

∗ − x)−α.

Ëåììà 2.5 äîêàçàíà.

Ïîäâåäåì èòîã. Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 1.1 èç ïåðâîé ãëàâû, ëåììû 2.2 è 2.5,

îáùåé ôîðìóëèðîâêîé ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áóäåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà:

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x,

ëèïøèöåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.2) è èìååò ñëåäóþùèå

ïðåäåëû:

1) P++ ïðè x→ +∞, u→ +∞, v → +∞;

2) P+− ïðè x→ +∞, u→ −∞, v → −∞;

3) P−+ ïðè x→ −∞, u→ +∞, v → −∞;

4) P−− ïðè x→ −∞, u→ −∞, v → +∞;

à òàêæå, ïðè ëþáîì c ∈ R, îáîçíà÷èì Pc = p(c, 0, 0).

Òîãäà âñå µ�ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì àñèìï-

òîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå âîñåìü òèïîâ:

1-2. Çàäàííûå íà ïîëóïðÿìîé (b, +∞) ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëü-

íûå ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè x → b + 0
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ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ:

y1(x) = C(Pb) (x− b)−α (1 + o(1)) , x→ b+ 0,

y1(x) = C(P++)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

è

y2(x) = −C(Pb) (x− b)−α (1 + o(1)) , x→ b+ 0,

y2(x) = −C(P+−)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞.

3-4. Çàäàííûå íà ïîëóïðÿìîé (−∞, a) ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëü-

íûå ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè x → a − 0

ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ:

y3(x) = C(Pa) (a− x)−α (1 + o(1)) , x→ a− 0,

y3(x) = C(P−+)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

è

y4(x) = −C(Pa) (a− x)−α (1 + o(1)) , x→ a− 0,

y4(x) = −C(P−−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

5-6. Çàäàííûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé çíàêîïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ ñî

ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y5(x) = C(P++)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

y5(x) = C(P−+)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

è

y6(x) = −C(P+−)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

y6(x) = −C(P−−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

7-8. Çàäàííûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòî-

òèêîé è ðàçíûìè çíàêàìè âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y7(x) = C(P++)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,
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y7(x) = −C(P−−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

è

y8(x) = −C(P+−)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

y8(x) = C(P−+)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ïîëó÷åííàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ

ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) äëÿ p = p(x) ñîâïàäàåò

ñ êëàññèôèêàöèåé, ïðèâåäåííîé È.Ò. Êèãóðàäçå è Ò.À. ×àíòóðèåé â ìîíîãðà-

ôèè [22] .

Çàìå÷àíèå 2.3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2.2 ñóùåñòâóåò µ�

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) êàæäîãî èç âîñüìè îïèñàííûõ âûøå òèïîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî çàìå÷àíèÿ 2.3.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè
y′′ = p (x, y, y′) |y|k sgn y, 0 < k < 1,

y(x0) = y0,

y′(x0) = y1,

È.Ò. Êèãóðàäçå è Ò.À. ×àíòóðèåé â ìîíîãðàôèè [22] äîêàçàíî ñóùåñòâî-

âàíèå µ�ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) òèïîâ 1�4.

Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ y0 6= 0, y1 = 0, òîãäà â ñèëó òåîðåìû ñó-

ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé

íåëèíåéíîñòè è ñëåäñòâèÿ 2.1 ïîëó÷èì ðåøåíèÿ òèïîâ 5 è 6, â çàâèñèìîñòè îò

çíàêà y0.

Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ y0 = 0, y1 6= 0, òîãäà â ñèëó òåîðåìû ñó-

ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé

íåëèíåéíîñòè è ñëåäñòâèÿ 2.1 ïîëó÷èì ðåøåíèÿ òèïîâ 7 è 8, â çàâèñèìîñòè îò

çíàêà y1.

Çàìå÷àíèå 2.3 äîêàçàíî.
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Ãëàâà 3. Î êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé òèïà

Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûì

ïîëîæèòåëüíûì ïîòåíöèàëîì â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è

ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà ñ

ïîëîæèòåëüíûì ïîòåíöèàëîì:

y′′ + p(x, y, y′)|y|k sgn y = 0, (3.1)

ãäå k > 0, k 6= 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v è

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

0 < m ≤ p(x, u, v) ≤M < +∞. (3.2)

Ïîêàæåì, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ è

èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå óðàâíåíèÿ (3.1) ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ, ïðè÷åì íóëè

ðåøåíèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åðåäóþòñÿ, è èññëåäóåì èõ àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

3.1 Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèè {(y(x), y′(x))} ⊂ R2, ïîðîæäåííûå íåòðèâèàëü-

íûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (3.1). Ðàçîáüåì ïðîñòðàíñòâî R2 íà ÷åòûðå ïåðåñå-

êàþùèõñÿ òîëüêî ïî ãðàíèöàì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà â ñîîòâåòñòâèè ñî âñåâîç-

ìîæíûìè êîìáèíàöèÿìè çíàêîâ îáåèõ êîîðäèíàò òî÷åê òðàåêòîðèé.

Ââåäåì äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:[
+

+

]
,

[
+

−

]
,

[
−
−

]
,

[
−
+

]
. (3.3)
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Ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç[
+

0

]
,

[
0

−

]
,

[
−
0

]
,

[
0

+

]
.

Íàïðèìåð, [
+

−

]
= {(y0, y1) ∈ R2 : y0 ≥ 0, y1 ≤ 0},

[
0

+

]
= {(y0, y1) ∈ R2 : y0 = 0, y1 ≥ 0}.

Ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ ëþáûì íåòðèâèàëüíûì ðåøåíè-

åì óðàâíåíèÿ (3.1), íå ìîæåò ïðè âîçðàñòàíèè è óáûâàíèè àðãóìåíòà îñòàâàòüñÿ

â îäíîì èç ââåäåííûõ âûøå ìíîæåñòâ (3.3).

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 èç ïåðâîé ãëàâû äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå

ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ âïðàâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ âáëèçè ïðàâîé ãðàíèöû

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü k ∈ (0, 1)∪ (1, +∞), ôóíêöèÿ p (x, u, v) íåïðåðûâíà

ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (3.2) è y(x) � íåòðè-

âèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1). Òîãäà íè ñàìî

ðåøåíèå y(x), íè åãî ïðîèçâîäíàÿ y′(x) íå ìîãóò ñîõðàíÿòü ïîñòîÿííûé çíàê

â îêðåñòíîñòè ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñàìîãî ðåøåíèÿ âáëèçè ïðàâîé ãðàíèöû îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ, äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îíî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (3.1) çàäàíî íà êîíå÷íîì èëè áåñêî-

íå÷íîì ïðîìåæóòêå (a, b) è ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè b. Òîãäà â ñèëó âèäà óðàâíåíèÿ (3.1) â ýòîé îêðåñòíîñòè âòîðàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ ðåøåíèÿ îòðèöàòåëüíà, à, çíà÷èò, åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîíîòîííî óáû-

âàåò, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë ïðè x→ b− 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè b.Ïîýòîìó ñàìî ðåøåíèå y(x) ìîíîòîííî â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè b è ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó èëè áåñêîíå÷íîìó ïðåäåëó

ïðè x→ b− 0.

Ïóñòü b < +∞. Åñëè ðåøåíèå y(x) (à, çíà÷èò, è y′′(x)) èëè åãî ïåðâàÿ
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ïðîèçâîäíàÿ èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, òî, èíòåãðèðóÿ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå

âòîðóþ èëè ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ

ïðåäåëû ðåøåíèÿ è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé äîëæíû áûòü êîíå÷íûìè, ÷òî ïðî-

òèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæåííîñòè ðåøåíèÿ âïðàâî. Åñëè æå ïðåäåëû

ðåøåíèÿ è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé áåñêîíå÷íû, òî îíè äîëæíû èìåòü îäèíàêî-

âûé çíàê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèþ (3.1).

Ïóñòü òåïåðü b = +∞. Åñëè ðåøåíèå y(x) (à, çíà÷èò, è y′′(x)) èëè åãî

ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò íåíóëåâîé ïðåäåë, òî, èíòåãðèðóÿ íà âñåé îáëàñòè

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âòîðóþ èëè ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó-

÷èì áåñêîíå÷íîñòü âñåõ ïðåäåëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå îíè äîëæíû èìåòü îäèíàêî-

âûé çíàê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèþ (3.1). Åñëè æå ïðåäåëû ðåøåíèÿ è åãî

ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ðàâíû íóëþ, òî ñàìî ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè ïëþñ áåñêî-

íå÷íîñòè ïîëîæèòåëüíî è ìîíîòîííî óáûâàåò ê íóëþ, à åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ

îòðèöàòåëüíà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ê íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âòîðàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ, êàê è ñàìî ðåøåíèå, ïîëîæèòåëüíà è óáûâàåò ê íóëþ â îêðåñòíîñòè

ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèþ (3.1).

Ëåììà 3.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü k ∈ (0, 1)∪(1, +∞), ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà

ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (3.2). Òîãäà âñå íåòðè-

âèàëüíûå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (3.1), êàê è èõ

ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ ïðè âîçðàñòàíèè è ïðè óáû-

âàíèè àðãóìåíòà, ïðè÷åì íóëè xj ðåøåíèÿ è íóëè x′j åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

÷åðåäóþòñÿ, òî åñòü

. . . < xj−1 < x′j < xj < x′j+1 < . . . , j ∈ Z.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî j ∈ Z ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

−
√
M

m
≤ y′ (xj+1)

y′ (xj)
≤ −

√
m

M
.

−
(
M

m

) 1
k+1

≤
y
(
x′j+1

)
y
(
x′j
) ≤ −(m

M

) 1
k+1

.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîâåäåíèå ìàê-
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ñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà.

Ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ ïðîèçâîëüíûì íåòðèâèàëüíûì

ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûì ðåøåíèåì y(x) óðàâíåíèÿ (3.1), ïðè âîçðàñòàíèè

àðãóìåíòà ìîæåò ïåðåõîäèòü ìåæäó ââåäåííûìè âûøå ìíîæåñòâàìè (3.3) òîëü-

êî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå: [
+

+

]
−−→

[
+

−

]
x y[
−
+

]
←−−

[
−
−

] . (3.4)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò òî÷êà (y(x), y′(x)) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåí-

íåé òî÷êîé ìíîæåñòâà

[
+

+

]
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y(x) > 0, y′(x) > 0, è y′′(x) < 0

â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå y(x) ïîëîæèòåëüíî è âîçðàñ-

òàåò, à åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ y′(x) ïîëîæèòåëüíà è óáûâàåò, ïîêà òðàåêòîðèÿ,

ïîðîæäåííàÿ ðåøåíèåì y(x), ëåæèò âî âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà

[
+

+

]
. Òîãäà

ëèáî y′(x) îáðàòèòñÿ â íóëü, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ âûéäåò íà ãðàíèöó[
+

0

]
ìíîæåñòâà

[
+

+

]
, ëèáî y′(x) íå îáðàòèòñÿ â íóëü, íî áóäåò èìåòü íåîò-

ðèöàòåëüíûé ïðåäåë ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà, òî åñòü ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ

áóäåò çíàêîïîñòîÿííîé. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3.1. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæåí

òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà òðàåêòîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ ðåøåíèåì y(x), âûõîäèò íà ãðà-

íèöó

[
+

0

]
, òî åñòü ðåøåíèå y(x) ïîëîæèòåëüíî è èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì

â íåêîòîðîé òî÷êå x′0, ïðè÷åì y
′′(x′0) < 0 â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1). Òîãäà äëÿ íåêî-

òîðîãî δ > 0 ïðè x ∈ (x′0, x
′
0 +δ) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ y(x) > 0, y′(x) < 0,

òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ òðàåêòîðèÿ ïîïàäàåò âî âíóòðåííîñòü ìíîæå-

ñòâà

[
+

−

]
.

Òåïåðü y(x) > 0, y′(x) < 0, è y′′(x) < 0 è â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1). Çíà÷èò,

ðåøåíèå y(x) ïîëîæèòåëüíî è óáûâàåò, à åãî ïðîèçâîäíàÿ y′(x) îòðèöàòåëüíà è

óáûâàåò, ïîêà òðàåêòîðèÿ ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà

[
+

−

]
. Âíîâü

â ñèëó ëåììû 3.1 ðåøåíèå y(x) íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïðè âîç-
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ðàñòàíèè àðãóìåíòà, à, çíà÷èò, îáðàòèòñÿ â íóëü â íåêîòîðîé òî÷êå x0 > x′0, è

òðàåêòîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ ýòèì ðåøåíèåì, âûéäåò íà ãðàíèöó

[
0

−

]
. Ïîñêîëü-

êó y′(x0) < 0, òî äëÿ íåêîòîðîãî δ̃ > 0 ïðè x ∈ (x0, x0 + δ̃) ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ y(x) < 0, y′(x) < 0, è ðàññìàòðèâàåìàÿ òðàåêòîðèÿ ïîïàäàåò âî

âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà

[
−
−

]
.

Òåïåðü y(x) < 0, y′(x) < 0. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðàåêòîðèÿ,

ïîðîæäåííàÿ ðåøåíèåì y(x), ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà ïîïàäàåò íà ãðàíèöó[
−
0

]
, òî åñòü â íåêîòîðîé òî÷êå x′1 > x0 > x′0 ðåøåíèå y(x) èìååò ëîêàëüíûé

ìèíèìóì. Çàòåì ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà òðàåêòîðèÿ ïîïàäàåò âî âíóòðåí-

íîñòü ìíîæåñòâà

[
−
+

]
, â ñèëó ëåììû 3.1 âûõîäèò íà ãðàíèöó

[
0

+

]
â íåêîòî-

ðîé òî÷êå x1 > x′1 > x0 > x′0, ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäèò âî âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà[
+

+

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ íåòðèâèàëüíûì ìàêñè-

ìàëüíî ïðîäîëæåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1), ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà

ìîæåò ïåðåõîäèòü ìåæäó ìíîæåñòâàìè (3.3) òîëüêî ïî ñõåìå (3.4).

Ïðè ýòîì, â ñèëó ëåììû 3.1 òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ íè â îäíîì

èç ýòèõ ìíîæåñòâ ïðè âîçðàñòàíèè è óáûâàíèè àðãóìåíòà. Òàêèì îáðàçîì, êàê

è ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (3.1), òàê è åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ y′(x) ÿâëÿþòñÿ

êîëåáëþùèìèñÿ, ïðè÷åì íóëè xj ðåøåíèÿ è íóëè x′j åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

÷åðåäóþòñÿ, òî åñòü

. . . < xj−1 < x′j < xj < x′j+1 < . . . , j ∈ Z.

Èñïîëüçóÿ âèä óðàâíåíèÿ (3.1) è óñëîâèå (3.2) îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè

p(x, u, v), îöåíèì îòíîøåíèå çíà÷åíèé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (3.1) â ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëÿõ xj è îòíîøåíèå çíà÷åíèé ðåøåíèÿ â åãî

ïîñëåäîâàòåëüíûõ òî÷êàõ ýêñòðåìóìà x′j.
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y′(xj) < 0. Çàìåòèì, ÷òî

0 = |y(xj)|k+1 − |y(xj+1)|k+1 = −(k + 1)

y(xj+1)∫
y(xj)

|y|k−1y dy,

è â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1) ñïðàâåäëèâî

0 = −(k + 1)

y(xj+1)∫
y(xj)

|y|k−1y dy = (k + 1)

xj+1∫
xj

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx =

= (k + 1)

x′j+1∫
xj

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx+ (k + 1)

xj+1∫
x′j+1

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx. (3.5)

Òàê êàê y′(xj) < 0, òî y′(x) < 0 è y′′(x) > 0 ïðè x ∈ (xj, x
′
j+1), à

ïðè x ∈ (x′j+1, xj+1) èìååì y′(x) > 0 è y′′(x) > 0. Òî åñòü y′′ y′

p(x, y, y′) < 0 ïðè

x ∈ (xj, x
′
j+1) è

y′′ y′

p(x, y, y′) > 0 ïðè x ∈ (x′j+1, xj+1).

Îöåíèì ñâåðõó âûðàæåíèå (3.5):

(k + 1)

x′j+1∫
xj

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx+ (k + 1)

xj+1∫
x′j+1

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx ≤

≤ k + 1

M

x′j+1∫
xj

y′′ y′ dx+
k + 1

m

xj+1∫
x′j+1

y′′ y′ dx =

=
k + 1

M

y′(x′j+1)∫
y′(xj)

y′ dy′ +
k + 1

m

y′(xj+1)∫
y′(x′j+1)

y′ dy′ =

=
k + 1

2M
(y′)

2

∣∣∣∣x′j+1

xj

+
k + 1

2m
(y′)

2

∣∣∣∣xj+1

x′j+1

= −k + 1

2M
(y′(xj))

2
+
k + 1

2m
(y′(xj+1))

2
,

îòêóäà
k + 1

2M
(y′(xj))

2 ≤ k + 1

2m
(y′(xj+1))

2
,
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√
m

M
|y′(xj)| ≤ |y′(xj+1)| .

Òåïåðü îöåíèì âûðàæåíèå (3.5) ñíèçó:

(k + 1)

x′j+1∫
xj

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx+ (k + 1)

xj+1∫
x′j+1

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx ≥

≥ k + 1

m

x′j+1∫
xj

y′′ y′ dx+
k + 1

M

xj+1∫
x′j+1

y′′ y′ dx =

=
k + 1

m

y′(x′j+1)∫
y′(xj)

y′ dy′ +
k + 1

M

y′(xj+1)∫
y′(x′j+1)

y′ dy′ =

=
k + 1

2m
(y′)2

∣∣∣∣x′j+1

xj

+
k + 1

2M
(y′)2

∣∣∣∣xj+1

x′j+1

= −k + 1

2m
(y′(xj))

2
+
k + 1

2M
(y′(xj+1))

2
,

îòêóäà
k + 1

2m
(y′(xj))

2 ≥ k + 1

2M
(y′(xj+1))

2
,√

M

m
|y′(xj)| ≥ |y′(xj+1)| .

Òàêèì îáðàçîì,√
m

M
|y′ (xj)| ≤ |y′ (xj+1)| ≤

√
M

m
|y′ (xj)| (3.6)

è √
m

M
≤
∣∣∣∣y′ (xj+1)

y′ (xj)

∣∣∣∣ ≤
√
M

m
.

Ïîñêîëüêó íóëè xj è ýêñòðåìóìû x′j íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîë-

æåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ÷åðåäóþòñÿ, òî y′(xj+1) y
′(xj) < 0 äëÿ ëþáîãî

j ∈ Z, è ïîëó÷àåì òðåáóåìîå:

−
√
M

m
≤ y′ (xj+1)

y′ (xj)
≤ −

√
m

M
.
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Äàëåå ïåðåéäåì ê ïîëó÷åíèþ âòîðîé îöåíêè òåîðåìû. Èìååì y(x′j) > 0.

Çàìåòèì, ÷òî

|y(x′j)|k+1 = |y(x′j)|k+1−|y(xj)|k+1 = −(k+1)

y(xj)∫
y(x′j)

|y|k−1y dy = (k+1)

xj∫
x′j

y′′ y′ dx

p(x, y, y′)
.

Ïîñêîëüêó y(x′j) > 0, òî íà èíòåðâàëå (x′j, xj) èìååì y
′(x) < 0 è y′′(x) < 0,

òî åñòü y′′ y′

p(x, y, y′) > 0 ïðè x ∈ (x′j, xj). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå

ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k + 1

M

xj∫
x′j

y′′ y′ dx ≤ (k + 1)

xj∫
x′j

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx ≤ k + 1

m

xj∫
x′j

y′′ y′ dx,

òîãäà

k + 1

M

y′(xj)∫
y′(x′j)

y′ dy′ ≤ |y(x′j)|k+1 ≤ k + 1

m

y′(xj)∫
y′(x′j)

y′ dy′,

è
k + 1

2M
(y′(xj))

2 ≤ |y(x′j)|k+1 ≤ k + 1

2m
(y′(xj))

2
. (3.7)

Ïîâòîðÿÿ òåïåðü ðàññóæäåíèÿ íà èíòåðâàëå (xj, x
′
j+1), ïîëó÷èì àíàëîãè÷-

íûå (3.7) îöåíêè:

k + 1

2M
(y′(xj))

2 ≤ |y(x′j+1)|k+1 ≤ k + 1

2m
(y′(xj))

2
.

è òîãäà
2m

k + 1
|y(x′j+1)|k+1 ≤ (y′(xj))

2 ≤ 2M

k + 1
|y(x′j+1)|k+1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

m

M
|y(x′j+1)|k+1 ≤ |y(x′j)|k+1 ≤ M

m
|y(x′j+1)|k+1,

(
m

M

) 1
k+1 ∣∣y(x′j+1)

∣∣ ≤ |y(x′j)| ≤
(
M

m

) 1
k+1 ∣∣y(x′j+1)

∣∣ ,
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è (
m

M

) 1
k+1

≤

∣∣∣∣∣ y
(
x′j
)

y
(
x′j+1

)∣∣∣∣∣ ≤
(
M

m

) 1
k+1

èëè (
m

M

) 1
k+1

≤

∣∣∣∣∣y
(
x′j+1

)
y
(
x′j
) ∣∣∣∣∣ ≤

(
M

m

) 1
k+1

.

Ïîñêîëüêó íóëè xj è ýêñòðåìóìû x′j íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîë-

æåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ÷åðåäóþòñÿ, òî y(x′j+1) y(x′j) < 0 äëÿ ëþáîãî

j ∈ Z, è ïîëó÷àåì òðåáóåìîå:

−
(
M

m

) 1
k+1

≤
y
(
x′j+1

)
y
(
x′j
) ≤ −(m

M

) 1
k+1

.

Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1, Ò.À. Êîð÷åìêèíîé

óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Çàìå÷àíèå 3.1. [100] Îáîçíà÷èì

mj = min
x∈[xj , xj+1]

p (x, y(x), y′(x)) , Mj = max
x∈[xj , xj+1]

p (x, y(x), y′(x)) , j ∈ Z.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî j ∈ Z ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

−

√
Mj

mj
≤ y′ (xj+1)

y′ (xj)
≤ −

√
mj

Mj
,

−

(
M 2

j

mjmj−1

) 1
k+1

≤
y
(
x′j
)

y
(
x′j+1

) ≤ −( m2
j

MjMj−1

) 1
k+1

.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), ôóíêöèÿ p = p(y) ëèïøè-

öåâà è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (3.2), òîãäà âñå íåòðèâèàëüíûå ìàêñè-

ìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 3.1.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y(x) ≥ 0 íà [xj, xj+1].

Äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ: Hj = |y(x′j)|, vj = |y′(xj)|, j ∈ Z. Ïðî-
èíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (3.1), äîìíîæåííîå íà y′ íà ïðîìåæóòêàõ [xj, x

′
j+1],
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[x′j+1, xj+1] è [xj+2, x
′
j+3], òîãäà ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì

v2
j = 2

Hj+1∫
0

p(y) yk dy, −v2
j+1 = 2

0∫
Hj+1

p(y) yk dy, v2
j+2 = 2

Hj+2∫
0

p(y) yk dy.

è, ñëåäîâàòåëüíî,

|y′(xj+1)| = |y′(xj)| = . . . = |y′(x0)|, y(x′j+2) = y(x′j),

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî j ∈ Z èìååì

y (xj) = y (xj+2) = 0, y′ (xj) = y′ (xj+2) ,

è

y
(
x′j
)

= y
(
x′j+2

)
, y′

(
x′j
)

= y′
(
x′j+2

)
= 0.

Ðàññìîòðèì íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå y(x) çà-

äà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ïðè p = p(y) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y (xj) = 0, y′ (xj) = B, B 6= 0.

Îáîçíà÷èì T = xj+2 − xj. Ïîñêîëüêó y(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1), òî

y′′(x+ T ) + p(y(x+ T ))|y(x+ T )|ksgn y(x+ T ) = 0.

ñëåäîâàòåëüíî, y(x+T ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ.

Òàê êàê â òî÷êå xj ñïðàâåäëèâî:

y (xj + T ) = y (xj+2) = 0, y′ (xj) = y′ (xj + T ) = y′ (xj+2) = B,

òî y(x) è y(x + T ) � äâà ðåøåíèÿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è Êîøè, è â ñèëó

òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè y(x) ≡ y(x + T ). Òàêèì îáðàçîì,

y(x) � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.1 äîêàçàíî.
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3.2 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 3.1, èññëåäóåì ïîâåäåíèå íåòðèâèàëüíûõ

ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1) âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü k ∈ (0, 1)∪ (1, +∞), ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâ-

íà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (3.2), êðîìå òîãî,

ðàâíîìåðíî ïî u, v ñòðåìèòñÿ ê p+ > 0 ïðè x→ +∞ è ê p− > 0 ïðè x→ −∞.
Ïóñòü y(x) � íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (3.1), ó êîòîðîãî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïðåäåëû

lim
j→±∞

|y′(xj)|. Òîãäà y(x) îïðåäåëåíî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ïðè j → ±∞
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

1)
y′(xj+1)
y′(xj)

→ −1;

2)
y(x′j+1)

y(x′j)
→ −1;

3)
xj+1−xj
xj+2−xj+1

→ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.

Îñóùåñòâëÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â îöåíêàõ, ïðèâåäåííûõ â çàìå÷à-

íèè 3.1, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâûõ äâóõ óòâåðæäåíèé òåîðåìû. Ðàññìîò-

ðèì ñëó÷àé j → +∞ (ñëó÷àé j → −∞ èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ââåäåì îáî-

çíà÷åíèÿ:

Q = lim
j→+∞

|y′(xj)|, Hj = |y(x′j)|, vj = |y′(xj)|, j ∈ Z. (3.8)

Ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó íà ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè íóëÿìè xj è xj+1. Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y(x) ≥ 0 íà [xj, xj+1]. Òîãäà â ñèëó

óðàâíåíèÿ (3.1) è óñëîâèÿ (3.2) íà îòðåçêå [xj, xj+1] ñïðàâåäëèâî:

−y′′ = p(x, y, y′) yk ≤MHk
j+1.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà [xj, x
′
j+1]:

vj ≤MHk
j+1(x

′
j+1 − xj).
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Àíàëîãè÷íî, èíòåãðèðóÿ òî æå íåðàâåíñòâî íà [x′j+1, xj+1], ïîëó÷èì

vj+1 ≤MHk
j+1(xj+1 − x′j+1).

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (3.6) è (3.7), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

xj+1 − xj = xj+1 − x′j+1 + x′j+1 − xj ≥
1

MHk
j+1

(vj + vj+1) ≥

≥ 1

MHk
j+1

(√
m

M
+ 1

)
vj+1 ≥

1

M

(√
m

M
+ 1

)(
2m

k + 1

) k
k+1

(vj+1)
1− 2k

k+1 ,

òàêèì îáðàçîì,

xj+1 − xj ≥
1

M

(√
m

M
+ 1

)(
2m

k + 1

) k
k+1

(vj+1)
−k−1k+1 . (3.9)

Äàëåå ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
z′′ + (φ(x) + p+)|z|k sgn z = 0,

z(0) = 0,

z′(0) = q,

ãäå φ(x) ∈ C0 [0,+∞) (òî åñòü φ(x)→ 0 ïðè x→ +∞) è φ(x)+p+ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì (3.2). Ïî òåîðåìå Ïèêàðà ðåøåíèå z(q, φ) ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è

Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, è â ñèëó ëåììû 3.1 ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ

êîëåáëþùèìñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ1(q, φ) ïåðâûé íóëü ðåøåíèÿ ñïðàâà îò îñè

îðäèíàò, ξ2(q, φ) � âòîðîé íóëü ðåøåíèÿ ñïðàâà îò îñè îðäèíàò. Ïî òåîðåìå

î íåÿâíîé ôóíêöèè è òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðàâîé ÷àñòè, ôóíêöèè ξ1(q, φ) è ξ2(q, φ) ÿâëÿþòñÿ

íåïðåðûâíûìè.

Âîçüìåì zj(x) = lj y(x + xj), lj = ±1. Òîãäà zj(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèé

z′′j + (φj(x) + p+)|zj|k sgn zj = 0,

ãäå

φj(x) = p(x+ xj, y(x+ xj), y
′(x+ xj))− p+,
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ïðè÷åì zj(x) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

zj(0) = lj y(xj) = 0, z′j(0) = lj y
′(xj) 6= 0.

Îáîçíà÷èì z′j(0) = qj. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû è îöåíêè (3.9)

èìååì φj(x)→ 0 ïðè j → +∞ â ïðîñòðàíñòâå C0 [0,+∞).

Íàéäåì ïîëîæèòåëüíûå íóëè zj(x). Åñëè zj(x) = 0, òî y(x + xj) = 0,

ïîýòîìó ïåðâûé íóëü ñïðàâà îò îñè îðäèíàò ξ1(qj, φj) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ x + xj = xj+1. Àíàëîãè÷íî, âòîðîé íóëü ξ2(qj, φj) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

x+ xj = xj+2, òî åñòü

xj+1 = xj + ξ1(qj, φj), xj+2 = xj + ξ2(qj, φj).

Âûáåðåì lj = sgn y′(xj) 6= 0, òîãäà

qj = y′(xj) sgn y
′(xj) = |y′(xj)| → Q ïðè j → +∞,

ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ξ1(q, φ) è ξ2(q, φ), ïðè j → +∞
ïîëó÷àåì

xj+1 − xj
xj+2 − xj+1

=
ξ1(qj, φj)

ξ2(qj, φj)− ξ1(qj, φj)
→

→ ξ1(Q, 0)

ξ2(Q, 0)− ξ1(Q, 0)
=

x̃j+1 − x̃j
x̃j+2 − x̃j+1

= 1,

ãäå x̃j � íóëè êîëåáëþùåãîñÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′′ + p+|y|k sgn y = 0,

òî åñòü ïðè φ(x) ≡ 0.

Àíàëîãè÷íî èññëåäóÿ ñëó÷àé j → −∞, ìû ïîëó÷èì, ÷òî îòíîøåíèå ðàñ-

ñòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè íóëÿìè ðåøåíèÿ y(x) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè j → ±∞,

è â ñèëó îöåíêè (3.9) ñïðàâåäëèâî
+∞∑
j=−∞

(xj+1 − xj) = +∞, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñ-

ñìàòðèâàåìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) îïðåäåëåíî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî èç îöåíêè (3.9) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò:
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Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ p(x, u, v) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

òåîðåìû 3.2 è y(x) � íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (3.1). Åñëè ïðè 0 < k < 1 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë, à ïðè

k > 1 ñîîòâåòñòâåííî íóëåâîé ïðåäåë lim
j→±∞

|y′(xj)|, òî y(x) îïðåäåëåíî íà

âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ñïðàâåäëèâî lim
j→±∞

(xj+1 − xj) = +∞.

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 3.2 è ñëåäñòâèÿ 3.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ k > 1

ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ lim
j→±∞

|y′(xj)| ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (3.1) îïðåäåëåíî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðîäîëæàåìîñòè êîëåá-

ëþùåãîñÿ ðåøåíèÿ íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ è xj+1−xj
xj+2−xj+1

→ 1 ïðè j → ±∞,

óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïðåäåëîâ lim
j→±∞

|y′(xj)| ìîæ-
íî çàìåíèòü äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè íà ïîòåíöèàë p = p(x, u, v).

1. Ïóñòü k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), ôóíêöèÿ p = p(x) íåïðåðûâíà, ìîíîòîííà

è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (3.2). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò

êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïðåäåëû lim
j→±∞

|y′(xj)|.
Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé j → +∞. Ïóñòü, íàïðèìåð, ôóíê-

öèÿ p(x) íå âîçðàñòàåò. Òîãäà mj = Mj+1, j ∈ Z, è â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.1 èìååì

|y′(xj+1)| ≤

√
Mj

mj
|y′(xj)| =

√
Mj . . .M0

mj . . .m0
|y′(x0)| =

√
M0

mj
|y′(x0)| ≤

√
M0

m
|y′(x0)|,

|y′(xj+1)| ≥
√
mj

Mj
|y′(xj)| ≥

√
m

M0
|y′(x0)|.

Åñëè æå ôóíêöèÿ p(x) íå óáûâàåò, òî Mj = mj+1, j ∈ Z, è

|y′(xj+1)| ≤

√
Mj

mj
|y′(xj)| =

√
Mj . . .M0

mj . . .m0
|y′(x0)| =

√
Mj

m0
|y′(x0)| ≤

√
M

m0
|y′(x0)|,

|y′(xj+1)| ≥
√
mj

Mj
|y′(xj)| ≥

√
m0

M
|y′(x0)|.

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïîëîæèòåëüíûé

lim
j→±∞

|y′(xj)| è, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2, ïîëó÷èì,

÷òî xj+1−xj
xj+2−xj+1

→ 1 ïðè j → ±∞. Êðîìå òîãî, â ñèëó îöåíîê (3.9) ðåøåíèå áóäåò
îïðåäåëåíî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
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2. Ïóñòü k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), ôóíêöèÿ p = p(y) ëèïøèöåâà, ÷åòíàÿ è

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (3.2).

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1 ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (3.1) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäîì T = xj+2 − xj. Êðîìå òîãî,

èñïîëüçóÿ ÷åòíîñòü ôóíêöèè p(y), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

|y′(xj+1)| = |y′(xj)| = . . . = |y′(x0)|, |y(x′j+1)| = |y(x′j)| = . . . = |y(x′0)|,

è òîãäà xj+1−xj
xj+2−xj+1

≡ 1.

3. Ïóñòü k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), ôóíêöèÿ p = p(y′) ëèïøèöåâà, ÷åòíàÿ è

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (3.2).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y(x) ≥ 0 íà [xj, xj+1].

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (3.1), äîìíîæåííîå íà y′ íà ïðîìåæóòêàõ [xj, x
′
j+1],

[x′j+1, xj+1] è [xj+1, x
′
j+2], òîãäà, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (3.8), ñîîòâåòñòâåííî

ïîëó÷èì

0∫
vj

y′ dy′

p(y′)
= −

Hj+1∫
0

yk dy,

−vj+1∫
0

y′ dy′

p(y′)
= −

0∫
Hj+1

yk dy,

0∫
−vj+1

y′ dy′

p(y′)
=

−Hj+2∫
0

(−y)k dy.

Èñïîëüçóÿ ÷åòíîñòü ôóíêöèè p(y′), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå öåïî÷êè ðàâåíñòâ

|y′(xj+1)| = |y′(xj)| = . . . = |y′(x0)|, |y(x′j+1)| = |y(x′j)| = . . . = |y(x′0)|,

ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (3.1) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì è
xj+1−xj
xj+2−xj+1

≡ 1.

4. Ïóñòü k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), ôóíêöèÿ p = p(y, y′) ëèïøèöåâà ïî y, y′,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (3.2) è óñëîâèÿì p(y, y′) = p(−y, y′) = p(y, −y′).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y(x) ≥ 0 íà [xj, xj+1].

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (3.1), äîìíîæåííîå íà y′ íà ïðîìåæóòêàõ [x′j, xj],

[xj, x
′
j+1], [x′j+1, xj+1] è [xj+1, x

′
j+2], èñïîëüçóåì óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ p è îáî-

çíà÷åíèÿ (3.8), òîãäà ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì
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−
v2
j

2
= −

xj∫
x′j

p(y, y′) (−y)k y′ dx =

0∫
−Hj

p(y, y′) (−y)kd(−y) = −
Hj∫
0

p(y, y′) ykdy,

v2
j

2
=

x′j+1∫
xj

p(y, y′) yk y′ dx =

Hj+1∫
0

p(y, y′) ykdy,

v2
j+1

2
= −

xj+1∫
x′j+1

p(y, y′) yk y′ dx = −
0∫

Hj+1

p(y, y′) ykdy =

Hj+1∫
0

p(y, y′) ykdy,

v2
j+1

2
= −

x′j+2∫
xj+1

p(y, y′) (−y)k y′ dx =

−Hj+2∫
0

p(y, y′) (−y)kd(−y) =

Hj+2∫
0

p(y, y′) ykdy.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|y′(xj+1)| = |y′(xj)| = . . . = |y′(x0)|, |y(x′j+1)| = |y(x′j)| = . . . = |y(x′0)|,

òî åñòü ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (3.1) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì è xj+1−xj
xj+2−xj+1

≡ 1.

5. Ïóñòü k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), ôóíêöèÿ p = p(y, y′) ëèïøèöåâà ïî y, y′,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (3.2) è îäíîìó èç óñëîâèé: p(y, y′) = p(−y, y′) èëè
p(y, y′) = p(y, −y′).

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì

−
0∫

−Hj

p(y, y′) (−y)kd(−y) =

Hj+1∫
0

p(y, y′) ykdy,

Hj+1∫
0

p(y, y′) ykdy =

−Hj+2∫
0

p(y, y′) (−y)kd(−y).

Ïóñòü, íàïðèìåð, p(y, y′) = p(−y, y′) (âòîðîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-
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ãè÷íî), òîãäà
Hj+1∫
0

p(y, y′) ykdy =

Hj∫
0

p(y, −y′) ykdy,

Hj+1∫
0

p(y, y′) ykdy =

Hj+2∫
0

p(y, −y′) ykdy,

òàêèì îáðàçîì, Hj = Hj+2 è vj+1 = vj, òî åñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïîëî-

æèòåëüíûé lim
j→+∞

|y′(xj)| è, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2,

ïîëó÷èì, ÷òî xj+1−xj
xj+2−xj+1

→ 1 ïðè j → ±∞. Êðîìå òîãî, â ñèëó îöåíîê (3.9)

ðåøåíèå áóäåò îïðåäåëåíî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

È.Ò. Êèãóðàäçå è Ò.À. ×àíòóðèåé â ìîíîãðàôèè [22] óñòàíîâëåíî, ÷òî

åñëè ïðè k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞) ôóíêöèÿ p = p(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, ëî-

êàëüíî èíòåãðèðóåìîé è ôóíêöèåé ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, òî ëþáîå

ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå âïðàâî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëü-

íûì, òî åñòü îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè +∞.

Ïðèâåäåì ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè p = p(x), óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ (3.2), äëÿ êîòîðîé ïðè k > 1 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1),

èìåþùåå ðåçîíàíñíóþ àñèìïòîòó x = x∗
(

lim
x→x∗

y(x) = +∞
)
, òî åñòü íå ÿâëÿþ-

ùååñÿ ïðàâèëüíûì.

Ïðèâåäåì ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Îáîçíà÷èì fc(u) = ec(u−u
2), c ≥ 0,

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

y′′ + fc

(
|y|
H

)
|y|k sgn y = 0

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè |y(0)| = H > 0, y′(0) = 0. Òîãäà â ñèëó âèäà óðàâ-

íåíèÿ (3.1) ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ ìîíîòîííî ïðè x > 0. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò

òî÷êà X > 0, â êîòîðîé y(X) = 0. Îáîçíà÷èì v = |y′(X)| è ïîëó÷èì ñîîòíîøå-

íèÿ, ñâÿçûâàþùèå c, v, H.

Äîìíîæàÿ ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå íà y′ è èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì ïåð-

âûé èíòåãðàë

y′2

2
+

y∫
0

fc

(
|η|
H

)
|η|k sgn η dη = C1.
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Ñäåëàåì çàìåíó u = η
H , òîãäà

y′2

2
+Hk+1

y
H∫

0

fc(|u|)|u|k sgnu du = C1.

Îáîçíà÷èì Fc(y) =
y∫
0

fc(|u|)|u|k sgnu du è, ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ x = 0 è x = X,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

C1 = Hk+1Fc(1), C1 =
v2

2
,

òîãäà v2 = 2Hk+1Fc(1) èëèH =
(

v2

2Fc(1)

) 1
k+1

. Ïîäñòàâèì íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ

â ïåðâûé èíòåãðàë:

y′2 = v2 − 2Hk+1Fc

( y
H

)
= 2Hk+1

(
Fc(1)− Fc

( y
H

))
,

|y′| =
√

2H
k+1
2

√
Fc(1)− Fc

( y
H

)
.

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà [0, X] :

H∫
0

dy√
Fc(1)− Fc

(
y
H

) =
√

2H
k+1
2 X.

Ñäåëàåì â èíòåãðàëå çàìåíó u = y
H , îáîçíà÷èì ϕc =

1∫
0

du√
Fc(1)−Fc(u)

, îòñþäà

Hϕc =
√

2H
k+1
2 X

è

X =
ϕc√

2
H−

k−1
2 =

ϕc√
2

(
v2

2Fc(1)

)− k−1
2(k+1)

= ϕc 2−
1
2+ k−1

2(k+1) (Fc(1))
k−1

2(k+1) v−
k−1
k+1 .
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Äëÿ óäîáñòâà äàëåå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå κ = k−1
2(k+1) , òîãäà

X =
ϕc√

2
H−

k−1
2 = ϕc 2−

1
2+κ (Fc(1))κ v−2κ. (3.10)

Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ϕc îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ c ≥ 0, òî åñòü

äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ïî c ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
1∫

0

du√
Fc(1)−Fc(u)

.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè u ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâî:

Fc(1)− Fc(u) =

1∫
u

ec(t−t
2)tk dt >

1∫
u

tk dt =
1

k + 1
(1− uk+1),

ïîýòîìó
1∫

0

du√
Fc(1)− Fc(u)

<
√
k + 1

1∫
0

du√
1− uk+1

.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó t = uk+1, òîãäà

1∫
0

du√
1− uk+1

=
1

k + 1

1∫
0

t−
k
k+1 (1− t)−

1
2 dt =

B
(
− k
k+1 + 1, −1

2 + 1
)

k + 1
=

B
(

1
k+1 ,

1
2

)
k + 1

,

ñëåäîâàòåëüíî,

1∫
0

du√
Fc(1)− Fc(u)

<
1√
k + 1

B

(
1

k + 1
,

1

2

)
,

çíà÷èò, èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî c äëÿ ëþáîãî c ≥ 0.

Òàêæå ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ϕc â ðÿä

Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè c = 0:

ϕc = ϕ0 + (ϕc)
′∣∣
c=0

c+ o(c).

Äåéñòâèòåëüíî,

(ϕc)
′ =

 1∫
0

du√
Fc(1)− Fc(u)

′ = 1

2

1∫
0

1

(Fc(1)− Fc(u))
3
2

((Fc(1))′c − (Fc(u))′c) du
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è (Fc(u))′c =
u∫
0

ec(t−t
2) (t− t2) tk dt äëÿ âñåõ u ∈ (0, 1].

Òîãäà

(Fc(1))′c − (Fc(u))′c =

1∫
u

ec(t−t
2) (t− t2) tk dt <

< e
c
4

1∫
u

(t− t2) tk dt = e
c
4

(
1− uk+2

k + 2
− 1− uk+3

k + 3

)
,

òàêèì îáðàçîì,

(ϕc)
′ <

e
c
4 (k + 1)

3
2

2

1∫
0

1

(1− uk+1)
3
2

(
1− uk+2

k + 2
− 1− uk+3

k + 3

)
du <

<
e
c
4 (k + 1)

3
2

2(k + 2)

1∫
0

1− uk+2

(1− uk+1)
3
2

du =
e
c
4 (k + 1)

3
2

2(k + 2)

1∫
0

1− uk+2 + uk+1 − uk+1

(1− uk+1)
3
2

du =

=
e
c
4 (k + 1)

3
2

2(k + 2)

 1∫
0

du√
1− uk+1

+

1∫
0

uk+1(1− u)

(1− uk+1)
3
2

du

 <

<
e
c
4 (k + 1)

3
2

2(k + 2)

 1∫
0

du√
1− uk+1

+

1∫
0

uk+1

√
1− uk+1

du

 <

<
e
c
4 (k + 1)

3
2

k + 2

1∫
0

du√
1− uk+1

=
e
c
4

√
k + 1 B

(
1

k+1 ,
1
2

)
k + 2

,

÷òî îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ðàâíîìåðíî ïî c èëè ñóùå-

ñòâîâàíèå (ϕc)
′ äëÿ ëþáîãî c ≥ 0.

Äàëåå ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïîñòðîåíèÿ ïî øàãàì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

p = p(x) è êîëåáëþùåãîñÿ ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (3.1). Íà êàæäîì øàãå ìû

îïðåäåëÿåì îòðåçîê, çàäàåì íà íåì ôóíêöèþ p, ñòðîèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1)

è îöåíèâàåì ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè xj+1−xj. Ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî ñëåäèòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ p íà çàäàííîì îòðåçêå áûëà íåïðåðûâ-

íîé, à ïîñòðîåííîå ðåøåíèå áûëî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì, òîãäà â ñè-

ëó óðàâíåíèÿ (3.1) îíî ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì. Ïðè

ïîñòðîåíèè ôóíêöèè p è ðåøåíèÿ åñòü äâà òèïà äåéñòâèé: íà îòðåçêå ñ ÷åòíûì
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íîìåðîì è íà îòðåçêå ñ íå÷åòíûì íîìåðîì.

Ðàññìîòðèì p(x) = 1 è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-

ÿìè y(xj) = 0, y′(xj) = vj 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå x′j+1 > xj, â

êîòîðîì y′(x′j+1) = 0, à íà îòðåçêå [xj, x
′
j+1] ðåøåíèå ìîíîòîííî. Îáîçíà÷èì

Hj+1 = |y(x′j+1)|, aj = x′j+1 − xj. Äàëåå ïîñòðîèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

y′′ + q(y)|y|ksgn y = 0,

ãäå q(y) = fcj

(
|y|
Hj+1

)
(çíà÷åíèÿ cj ≥ 0 îïðåäåëèì â ïðèìåðå) ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè |y(x′j+1)| = Hj+1, y
′(x′j+1) = 0. Íàéäåì çíà÷åíèå xj+1 > x′j+1, äëÿ

êîòîðîãî y(xj+1) = 0, è íà ïðîìåæóòêå [x′j+1, xj+1) ïîëîæèì p(x) = q(y(x)).

Òîãäà ïîñòðîåííîå ðåøåíèå y(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1) ñ çàäàííîé

ôóíêöèåé p(x). Îáîçíà÷èì vj+1 = y′(xj+1), bj = xj+1 − x′j+1. Äàëåå ïîñòðîåíèå

îñóùåñòâëÿåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Îïðåäåëÿåì îòðåçîê [xj+1, x
′
j+2], ïîëàãà-

åì, ÷òî p(x) = 1 íà ïðîìåæóòêå [xj+1, x
′
j+2), íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ïîëó÷åííûìè íà ïðåäûäóùåì øàãå è òàê äàëåå.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (3.1) äëÿ ñëåäóþùåé

ôóíêöèè p ïðè âñåõ j ∈ N:

p(x) =


1, x ∈ [xj, x

′
j+1),

e
cj

(
|y(x)|
Hj+1

−
(
y(x)
Hj+1

)2)
, x ∈ [x′j+1, xj+1).

Êðîìå òîãî, â ñèëó (3.10) äëÿ ëþáîãî j ∈ N èìååì:

bj
aj

=

1√
2
ϕcj H

−k−12

j+1

1√
2
ϕ0H

−k−12

j+1

=
ϕcj
ϕ0
,

aj+1

bj
=

ϕ0 2−
1
2+κ v−2κ

j+1 (F0(1))κ

ϕcj 2−
1
2+κ v−2κ

j+1 (Fcj(1))κ
=
ϕ0

ϕcj

(
F0(1)

Fcj(1)

)κ

,

è
aj+1

aj
=
aj+1

bj

bj
aj

=
ϕ0

ϕcj

(
F0(1)

Fcj(1)

)κ ϕcj
ϕ0

=

(
F0(1)

Fcj(1)

)κ

.

Äàëåå ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå cj, vj, Hj. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì

F̃ (c) = Fc(1) è ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (3.1), äîìíîæåííîå íà y′ íà ïðîìå-
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æóòêàõ [xj, x
′
j+1] è [x′j+1, xj+1], áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàÿ, ÷òî y(x) ≥ 0

íà [xj, xj+1] :

v2
j

2
=

x′j+1∫
xj

yk y′dx =

Hj+1∫
0

ykdy =
Hk+1
j+1

k + 1
, (3.11)

v2
j+1

2
= −

xj+1∫
x′j+1

e
cj

(
y

Hj+1
−
(

y
Hj+1

)2)
yk y′dx =

Hj+1∫
0

e
cj

(
y

Hj+1
−
(

y
Hj+1

)2)
ykdy.

Âî âòîðîì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó u = y
Hj+1

, òîãäà ïîëó÷èì

v2
j+1

2
= Hk+1

j+1

1∫
0

ecj(u−u
2) ukdu = Hk+1

j+1 F̃ (cj). (3.12)

Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü k > 1, çàäàäèì cj = C
j , j ∈ N, ãäå C > 2(k+2)(k+3)

k−1 .

Èñïîëüçóÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, ñòðîèì ïî øàãàì ôóíêöèþ p(x) è êîëåá-

ëþùååñÿ ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (3.1).

Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ p(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòà-

òî÷íî ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà x′j+1 è íóëÿõ xj+1 :

p(x′j+1) = lim
x→x′j+1+0

fcj

(
|y(x)|
Hj+1

)
= ecj(1−1) = 1 = lim

x→x′j+1−0
1,

p(xj+1) = lim
x→xj+1+0

1 = 1 = ecj(0−0) = lim
x→xj+1−0

fcj

(
|y(x)|
Hj+1

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííîå ðåøåíèå èìååò ðåçîíàíñíóþ àñèìïòîòó. Äëÿ ýòîãî

èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿäû
+∞∑
j=1

aj,
+∞∑
j=1

bj. Çàìåòèì, ÷òî

lim
j→+∞

Fcj(1)

F0(1)
= lim

j→+∞

1∫
0

e
C
j (u−u2) uk du

1∫
0

uk du

= 1,

ïîýòîìó ïðèçíàê Äàëàìáåðà íå ðàáîòàåò, íî ïðè ýòîì

aj
aj+1

− 1 ∼ ln

(
aj
aj+1

)
= ln

(
Fcj(1)

F0(1)

)κ

= κ ln

(
Fcj(1)

F0(1)

)
= κ ln

(
(k + 1)Fcj(1)

)
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è

lim
j→+∞

j

(
aj
aj+1

− 1

)
= κ lim

j→+∞
j ln

(
(k + 1)Fcj(1)

)
.

Âû÷èñëèì ïîñëåäíèé ïðåäåë, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ïîä ïðîèçâîäíîé

áóäåì ïîíèìàòü ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî j:

(
ln
(
(k + 1)Fcj(1)

))′(
1
j

)′ = −
j2(Fcj(1))′

Fcj(1)
= − j2

Fcj(1)

1∫
0

e
C
j (u−u2) (u−u2)

(
−C
j2

)
uk du =

=
C

Fcj(1)

1∫
0

e
C
j (u−u2) (u− u2)uk du→

C
1∫

0

(u− u2)uk du

1∫
0

uk du

=
C(k + 1)

(k + 2)(k + 3)

ïðè j → +∞.
Òàêèì îáðàçîì,

lim
j→+∞

j

(
aj
aj+1

− 1

)
=

κC(k + 1)

(k + 2)(k + 3)
=

C(k − 1)

2(k + 2)(k + 3)
,

à ïî óñëîâèþ C > 2(k+2)(k+3)
k−1 , ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü ðÿäà

+∞∑
j=1

aj ïî ïðèçíàêó Ðààáå.

Äàëåå

bj+1

bj
=
bj+1

aj+1

aj+1

bj
=
ϕcj+1

ϕ0

ϕ0

ϕcj

(
F0(1)

Fcj(1)

)κ

=
ϕcj+1

ϕcj

(
F0(1)

Fcj(1)

)κ

.

Çàìåòèì, ÷òî lim
j→+∞

Fcj(u) = F0(u) = uk+1

k+1 äëÿ âñåõ u ∈ (0, 1], è ϕc íåïðåðûâíà

ïî c. Òîãäà

lim
j→+∞

ϕcj = ϕ0 =
√
k + 1

1∫
0

du√
1− uk+1

, lim
j→+∞

ϕcj+1

ϕcj
= 1,

ñëåäîâàòåëüíî, lim
j→+∞

bj+1

bj
= 1, ïîýòîìó ïðèçíàê Äàëàìáåðà íå ðàáîòàåò, íî êàê
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è âûøå

bj
bj+1
− 1 ∼ ln

(
bj
bj+1

)
= ln

ϕcj
ϕcj+1

+ κ ln

(
Fcj(1)

F0(1)

)
= ln

ϕcj
ϕcj+1

+ κ ln
(
(k + 1)Fcj(1)

)
è

lim
j→+∞

j

(
bj
bj+1
− 1

)
= lim

j→+∞
j ln

ϕcj
ϕcj+1

+
C(k − 1)

2(k + 2)(k + 3)
.

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü lim
j→+∞

j ln
ϕcj
ϕcj+1

. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì Φ0 = (ϕc)
′
∣∣
c=0
,

òîãäà ϕcj = ϕc0 + Φ0 cj + o(cj) è

lim
j→+∞

j ln
ϕcj
ϕcj+1

= lim
j→+∞

ln
ϕ0+Φ0 cj+o(cj)

ϕ0+Φ0 cj+1+o(cj+1)

1
j

.

Âû÷èñëèì ïîñëåäíèé ïðåäåë, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ïîä ïðîèçâîäíîé

áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîäíóþ ïî j:(
ln

ϕ0+Φ0 cj+o(cj)
ϕ0+Φ0 cj+1+o(cj+1)

)′
(

1
j

)′ = − j2

ϕ0 + Φ0
C
j + o

(
1
j

) (−Φ0C

j2
+ o

(
1

j2

))
+

+
j2

ϕ0 + Φ0
C
j+1 + o

(
1
j+1

) (− Φ0C

(j + 1)2
+ o

(
1

(j + 1)2

))
=

Φ0C − o(1)

ϕ0 + Φ0
C
j + o

(
1
j

)+

+
−Φ0C

j2

(j+1)2 + o
(

j2

(j+1)2

)
ϕ0 + Φ0

C
j+1 + o

(
1
j+1

) → Φ0C

ϕ0
− Φ0C

ϕ0
= 0 ïðè j → +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
j→+∞

j ln
ϕcj
ϕcj+1

= 0 è lim
j→+∞

j
(

bj
bj+1
− 1
)

= κC(k+1)
(k+2)(k+3) = C(k−1)

2(k+2)(k+3) ,

è òàê êàê C > 2(k+2)(k+3)
k−1 , òî ìû ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü ðÿäà

+∞∑
j=1

bj ïî ïðèçíàêó

Ðààáå. Çíà÷èò,
+∞∑
j=1

(aj + bj) =
+∞∑
j=1

(xj+1 − xj) < +∞. Òàê êàê aj, bj → 0 ïðè

j → +∞, òî â ñèëó (3.10) ïîëó÷àåì, ÷òî Hj = |y(xj)| → +∞ ïðè j → +∞,
òî åñòü ïîñòðîåíî ðåøåíèå, èìåþùåå ðåçîíàíñíóþ àñèìïòîòó x = x∗. Äàëåå,

ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ p(x) → 1 ïðè x → x∗ − 0. Äåéñòâèòåëüíî,

â ñèëó ïîñòðîåíèÿ cj → 0 ïðè j → +∞, Êðîìå òîãî, ecj(u−u2) → 1 äëÿ ëþáîãî

u ∈ (0, 1), ïîýòîìó p(x) → 1 ïðè x → x∗ − 0. Äîîïðåäåëèì p(x) ≡ 1 äëÿ
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âñåõ x ≥ x∗. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ p(x) íåïðåðûâíà íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p = p(x) íåïðåðûâíà, ÿâëÿ-

åòñÿ ôóíêöèåé ãëîáàëüíî îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-

ñòâàì (3.2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî ðåøåíèÿ y(x)

óðàâíåíèÿ (3.1) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïðåäåëû lim
j→±∞

|y′(xj)|,
lim
j→±∞

|y(x′j)| è lim
j→±∞

(xj+1 − xj).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.

Ïóñòü y(x) � íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (3.1). Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïðè j → +∞, ñëó÷àé j → −∞ ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèÿìè

mj = min
x∈[xj , xj+1]

p(x), Mj = max
x∈[xj , xj+1]

p(x), j ∈ Z,

îáîçíà÷èì

m′j = min
x∈[x′j , x

′
j+1]

p(x), M ′
j = max

x∈[x′j , x
′
j+1]

p(x), j ∈ Z.

Òîãäà, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1, ïîëó÷èì äëÿ ëþáîãî

j ∈ N àíàëîãè÷íûå (3.7) îöåíêè:

k + 1

2M ′
j

(y′(xj))
2 ≤ |y(x′j)|k+1 ≤ k + 1

2m′j
(y′(xj))

2
,

k + 1

2M ′
j

(y′(xj))
2 ≤ |y(x′j+1)|k+1 ≤ k + 1

2m′j
(y′(xj))

2
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, (
m′j
M ′

j

) 1
k+1

≤

∣∣∣∣∣ y(x′j)

y(x′j+1)

∣∣∣∣∣ ≤
(
M ′

j

m′j

) 1
k+1

.

Áîëåå òîãî, â ñèëó ïîëó÷åííîé îöåíêè è îöåíêè (3.6) äëÿ ëþáîãî j ∈ N èìååì:∣∣∣ ln |y′(xj+1)| − ln |y′(xj)|
∣∣∣ ≤ 1

2
(lnMj − lnmj) ≤

1

2
V[xj , xj+1] ln p(x),
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∣∣∣ ln |y(x′j+1)| − ln |y(x′j)|
∣∣∣ ≤ 1

k + 1
(lnM ′

j − lnm′j) ≤
1

k + 1
V[x′j , x

′
j+1] ln p(x),

+∞∑
j=1

V[xj , xj+1] ln p(x) = V[x1,+∞) ln p(x) < +∞,

+∞∑
j=1

V[x′j , x
′
j+1] ln p(x) = V[x′1,+∞) ln p(x) < +∞,

ãäå V[a, b] ln p(x), V[c,+∞) ln p(x) � âàðèàöèè ôóíêöèè ln p(x) íà ïðîìåæóò-

êàõ [a, b] è [c, +∞) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä
+∞∑
j=1

(ln |y′(xj+1)| − ln |y′(xj)|) ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
j→+∞

ln |y′(xj)|, à, çíà÷èò, è êîíå÷íûé ïîëîæèòåëüíûé ïðåäåë lim
j→+∞

|y′(xj)|.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïðåäåëà

lim
j→+∞

|y(x′j)|.
Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè

xj+1− xj èìååò ïðåäåë ïðè j → +∞. Äîìíîæàÿ óðàâíåíèå (3.1) íà y′, èíòåãðè-
ðóÿ íà [x′j+1, x], x ≤ xj+1, è ñ÷èòàÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî y(x) ≥ 0 íà

[x′j+1, xj+1], ïîëó÷àåì

(y′(x))2 = −2

x∫
x′j+1

p(s) y′(s) yk(s) ds = 2

x∫
x′j+1

p(s) |y′(s)| yk(s) ds ≤

≤
2M ′

j+1

k + 1

(
Hk+1
j+1 − yk+1(x)

)
.

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåì ñíèçó:

(y′(x))2 ≥
2m′j+1

k + 1

(
Hk+1
j+1 − yk+1(x)

)
,

è ïîýòîìó√
2m′j+1

k + 1

√
Hk+1
j+1 − yk+1(x) ≤ |y′(x)| ≤

√
2M ′

j+1

k + 1

√
Hk+1
j+1 − yk+1(x).
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Çàìåòèì, ÷òî

xj+1 − x′j+1 =

x′j+1∫
xj+1

y′(x) dx

|y′(x)|
=

Hj+1∫
0

dy

|y′|
≤
√
k + 1

2m′j+1

Hj+1∫
0

dy√
Hk+1
j+1 − yk+1

è, îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó y = uHj+1 â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå, ïîëó÷àåì

xj+1 − x′j+1 ≤
√
k + 1

2m′j+1

H
−k−12

j+1

1∫
0

du√
1− uk+1

.

Àíàëîãè÷íî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

xj+1 − x′j+1 ≥
√

k + 1

2M ′
j+1

H
−k−12

j+1

1∫
0

du√
1− uk+1

.

Òàê êàê â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ó ôóíêöèè p(x) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïîëîæè-

òåëüíûé ïðåäåë p+ ïðè x→ +∞ è ìû äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïî-

ëîæèòåëüíûé lim
j→+∞

Hj, òî, îñóùåñòâëÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ïîñëåäíèõ íåðà-

âåíñòâàõ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ýêñòðåìóìà äî íóëÿ xj+1 − x′j+1

èìååò êîíå÷íûé ïîëîæèòåëüíûé ïðåäåë ïðè j → +∞. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå x′j+1− xj, à, çíà÷èò, è èõ ñóììà xj+1− xj èìåþò êîíå÷íûé
ïîëîæèòåëüíûé ïðåäåë ïðè j → +∞,

Òåîðåìà 3.3 äîêàçàíà.

Äàëåå ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè p(x),

äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííîå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå:

lim
j→+∞

|y′(xj)| = lim
j→+∞

|y(x′j)| = +∞, è ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè p(x),

äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ïðàâèëüíîå êîëåáëþùååñÿ ðåøåíèå,

ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé íà +∞.
Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü k > 1, ââåäåì ôóíêöèþ fc(u) = cu−u

2

, è âûáåðåì

çíà÷åíèå c òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû c ∈ [1, 16]. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì

F̃ (c) = Fc(1) =

1∫
0

cu−u
2

ukdu.
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Çàìåòèì, ÷òî inf
c∈[1, 16]

F̃ (c) = 1
k+1 , sup

c∈[1, 16]

F̃ (c) = 2
k+1 , òîãäà

1
k+1 ≤ F̃ (c) ≤ 2

k+1 è

F̃ ′(c) =

1∫
0

cu−u
2−1 (1− u)uk+1du > 0, c ∈ [1, 16],

ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ F̃−1(t), t ∈
[

1
k+1 ,

2
k+1

]
, êîòîðàÿ íåïðå-

ðûâíà è ìîíîòîííà. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cj = F̃−1
(

1+ 1
j

k+1

)
, j ∈ N.

Èñïîëüçóÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ íà ñòðàíèöàõ 79�84, ñòðîèì ïî øà-

ãàì ôóíêöèþ p(x) è êîëåáëþùååñÿ ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (3.1). Ïîñòðîåí-

íàÿ ôóíêöèÿ p(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü

íåïðåðûâíîñòü â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà x′j+1 è íóëÿõ xj+1 :

p(x′j+1) = lim
x→x′j+1+0

p(x) = c1−1
j = 1 = lim

x→x′j+1−0
p(x),

p(xj+1) = lim
x→xj+1+0

1 = 1 = c0
j = lim

x→xj+1−0
p(x).

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííîå ðåøåíèå y(x) íåîãðàíè÷åíî è ÿâëÿåòñÿ

ïðàâèëüíûì. Â ñèëó (3.12) èìååì

v2
j+1

2
= Hk+1

j+1 F̃ (cj) = Hk+1
j+1 F̃

(
F̃−1

(
1 + 1

j

k + 1

))
= Hk+1

j+1

(
1 + 1

j

k + 1

)
=
v2
j

2

(
1 +

1

j

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

v2
j+1 =

j + 1

j
v2
j = v2

1 (j + 1)→ +∞ ïðè j → +∞,

à, çíà÷èò, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (3.11) èìååì Hj+1 → +∞ ïðè j → +∞,
òî åñòü ïîñòðîåííîå ðåøåíèå y(x) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì. Îáîçíà÷èì

C = C(m, M, k) = 1
M

(√
m
M + 1

) (
2m
k+1

) k
k+1 . Â ñèëó îöåíêè (3.9) ñïðàâåäëèâî:

+∞∑
j=1

(xj+1 − xj) ≥ C
+∞∑
j=1

(vj+1)
−k−1k+1 = Cv

−k−1k+1

1

+∞∑
j=1

(
1

j + 1

) k−1
2(k+1)

,
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è òàê êàê 0 < k−1
2(k+1) < 1, òî ïîëó÷àåì

+∞∑
j=1

(xj+1 − xj) ≥ Cv
−k−1k+1

1

+∞∑
j=1

1

j + 1
= +∞,

è ðåøåíèå y(x) îïðåäåëåíî íà [x1, +∞).

Òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî p(x) → 1 ïðè x → +∞. Äåéñòâèòåëüíî,
1+ 1

j

k+1 →
1

k+1 ïðè j → +∞, ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F̃−1(t) ïî-

ëó÷àåì, ÷òî cj → F̃−1
(

1
k+1

)
= 1 ïðè j → +∞. Òàêèì îáçðàîì, cj → 1 ïðè

j → +∞, è, ñëåäîâàòåëüíî, p(x)→ 1 ïðè x→ +∞.

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü k > 1, ââåäåì ôóíêöèþ fc(u) = cu−u
2

, è âûáåðåì

çíà÷åíèå c òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû c ∈ (0, 1]. Çàìåòèì, ÷òî inf
c∈(0, 1]

F̃ (c) = 0,

sup
c∈[0, 1]

F̃ (c) = 1
k+1 , òîãäà 0 < F̃ (c) ≤ 1

k+1 è ñíîâà F̃
′(c) > 0 äëÿ ëþáîãî c ∈ (0, 1],

ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ F̃−1(t), t ∈
[

1
k+1 ,

2
k+1

]
, êîòîðàÿ íåïðå-

ðûâíà è ìîíîòîííà. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cj = F̃−1
(
e−j

k+1

)
, j ∈ N.

Èñïîëüçóÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ íà ñòðàíèöàõ 79�84, ñòðîèì ïî øà-

ãàì ôóíêöèþ p(x) è êîëåáëþùååñÿ ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (3.1). Àíàëîãè÷íî

ïðèìåðó 3.2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ p(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-

íîé.

Äàëåå óñòàíîâèì, ÷òî lim
j→+∞

|y(x′j)| = lim
j→+∞

|y′(xj)| = 0. Äåéñòâèòåëüíî, â

ñèëó (3.12) ñïðàâåäëèâî:

v2
j+1

2
= Hk+1

j+1 F̃ (cj) = Hk+1
j+1 F̃

(
F̃−1

(
e−j

k + 1

))
= Hk+1

j+1

e−j

k + 1
=
v2
j

2
e−j.

Òàêèì îáðàçîì,

v2
j+1 = e−jv2

j = v2
1

j∏
l=1

e−l = v2
1 e
−

j∑
l=1

l
→ 0 ïðè j → +∞,

à, çíà÷èò, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (3.11) èìååì Hj+1 → 0 ïðè j → +∞. Ïðè ýòîì â

ñèëó îöåíêè (3.9) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî xj+1−xj → +∞ ïðè j → +∞, ïîýòîìó ðå-
øåíèå y(x) îïðåäåëåíî íà ïîëóïðÿìîé [x1, +∞), è lim

x→+∞
y(x) = lim

x→+∞
y′(x) = 0.

Òàêæå àíàëîãè÷íî ïðèìåðó (3.2) ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî p(x)→ 1 ïðè x→ +∞.
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Ãëàâà 4. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé

òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåîãðàíè÷åííûì

îòðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è

ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòî-

ðîãî ïîðÿäêà

y′′ = p(x, y, y′) |y|k sgn y, (4.1)

ãäå k > 0, k 6= 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) ïîëîæèòåëüíà, íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøè-

öåâà ïî u, v.

Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøå-

íèé óðàâíåíèÿ (4.1) â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé ñâåðõó è íåîòäåëåííîé ñíèçó îò

íóëÿ ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè p(x, u, v). Â ðàáîòå [20] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, ó êîòîðûõ lim
x→a−0

|y′(x)| = +∞, a ∈ R. Îñòàâàëñÿ îòêðûòûì
âîïðîñ, áóäåò ëè ïðè ýòîì ðåøåíèå òàêæå ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè èëè ìî-

æåò ñòðåìèòüñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó ïðè x→ a−0, òî åñòü âîïðîñ ðàçëè÷åíèÿ

äâóõ ñëó÷àåâ:

lim
x→a−0

|y′(x)| = +∞, lim
x→a−0

|y(x)| = +∞, (4.2)

lim
x→a−0

|y′(x)| = +∞, lim
x→a−0

|y(x)| < +∞. (4.3)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ, èçëîæåííûõ â ðàáîòàõ [2, 37], ïîëó÷èì óñëîâèÿ

íà ôóíêöèþ p(x, u, v), ïðè êîòîðûõ âñå íåòðèâèàëüíûå ìàêñèìàëüíî ïðî-

äîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) îáëàäàþò ñâîéñòâîì (4.2), òî åñòü èìå-

þò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó. Òàêæå ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ôóíê-

öèþ p(x, u, v), ïðè êîòîðûõ âñå ðàññìàòðèâàåìûå ðåøåíèÿ îáëàäàþò ñâîé-

ñòâîì (4.3), òî åñòü ÿâëÿþòñÿ black hole ðåøåíèÿìè, è óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ.

Î÷åâèäíûì îáðàçîì èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.1 èç ïåðâîé ãëàâû âûòå-

êàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
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Ëåììà 4.1. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøè-

öåâà ïî u, v è îòäåëåíà ñíèçó îò íóëÿ, à íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðî-

äîëæåííîå ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (4.1) â íåêîòîðîé òî÷êå x0 óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ y(x0) y
′(x0) ≥ 0 èëè y(x0) y

′(x0) ≤ 0. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî

x∗ ∈ (x0, +∞) èëè, ñîîòâåòñòâåííî, x∗ ∈ (−∞, x0) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
x→x∗−0

|y′(x)| = +∞ èëè, ñîîòâåòñòâåííî, lim
x→x∗+0

|y′(x)| = +∞. (4.4)

Ëåììà 4.2. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x,

ëèïøèöåâà ïî u, v, êðîìå òîãî, p(x, u, v)/|v| ïðè v 6= 0 îòäåëåíà ñíèçó

îò íóëÿ, à íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå y(x) óðàâíå-

íèÿ (4.1) â íåêîòîðîé òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ y(x0) y
′(x0) ≥ 0 èëè

y(x0) y
′(x0) ≤ 0, íî íå y(x0) = y′(x0) = 0. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî x∗ ∈ (x0, +∞)

èëè, ñîîòâåòñòâåííî, x∗ ∈ (−∞, x0) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (4.4).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.2.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 èç ïåðâîé ãëàâû äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íåòðèâè-

àëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå âïðàâî ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (4.1), îïðå-

äåëåííîå íà [x0, x̃), ãäå x̃ ≤ +∞, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ 0, y′(x0) ≥ 0,

íî íå y(x0) = y′(x0) = 0.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.1 èç ïåðâîé ãëàâû áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íà

èíòåðâàëå (x0, x̃) ó ðàññìàòðèâàåìîãî ðåøåíèÿ íåò íóëåé è òî÷åê ýêñòðåìóìà

è y′(x) → +∞ ïðè x → x̃ − 0. Òî åñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà x′0 > x0, â êîòîðîé

y(x′0) > 0, y′(x′0) > 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x′0 = 0.

Ðàññìîòðèì òî÷êó x′1 > 0, â êîòîðîé y′(x′1) = 2y′(0). Òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò â

ñèëó îòìå÷åííîãî âûøå. Äëÿ âñåõ x ∈ [0, x′1] ñïðàâåäëèâî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

y′(0) ≤ y′(x) ≤ 2y′(0).

Ïðîèíòåãðèðóåì íåðàâåíñòâî y′(x) ≥ y′(0) íà [0, x], x ≤ x′1 :

y(x) ≥ y(x)− y(0) ≥ y′(0)x,

â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû è âèäà óðàâíåíèÿ (4.1) èìååì

y′′(x) ≥ my′(x) (y′(0))k xk ≥ m(y′(0))k+1 xk.
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Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà [0, x′1] :

y′(0) = y′(x′1)− y′(0) ≥ m(y′(0))k+1

k + 1
(x′1)

k+1,

òîãäà

(x′1)
k+1 ≤ k + 1

m
(y′(0))−k,

èëè

x′1 ≤
(
k + 1

m

) 1
k+1

(y′(0))−
k
k+1 .

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà µ̃, çàâèñÿùàÿ òîëü-

êî îò m è k, òàêàÿ, ÷òî òî÷êå x′1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

x′1 ≤ (µ̃ y′(0))
− k
k+1 .

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {x′i}, i = 0, 1, . . . , âûáèðàÿ y′(x′i) = 2i y′(0).

Òîãäà, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.1 èç ïåðâîé ãëàâû, ïîëó-

÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′i} èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë x∗ = lim
i→+∞

x′i, ïðè÷åì

x∗ =
+∞∑
i=0

(x′i+1 − x′i) ≤ (µ y′(0))
− k
k+1

äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû µ, çàâèñÿùåé òîëüêî îò m è k.

Êîíñòàíòà âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå:

µ(m, k) =

m
(

1− 2−
k
k+1

)k+1

k + 1


1
k

.

Ëåììà 4.2 äîêàçàíà.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 èç ïåðâîé ãëàâû â äàëüíåéøåì äîñòàòî÷íî èññëå-

äîâàòü ïîâåäåíèå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ âïðàâî ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (4.1) âáëèçè ïðàâîé ãðàíèöû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), äëÿ íåêîòîðûõ u0, v0 > 0

ôóíêöèÿ p(x, u, v) ïðè u > u0, v > v0 ïðåäñòàâèìà â âèäå h(u)g(v), ãäå ôóíê-

öèè h(u), g(v) íåïðåðûâíû è îòäåëåíû ñíèçó îò íóëÿ, à â ñëó÷àå 0 < k < 1
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ôóíêöèÿ p(x, u, v) åùå è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 4.2. Òîãäà äëÿ ëþ-

áîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî âïðàâî ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (4.1) ñ íà-

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0, y
′(x0) ≥ v0 è ïåðâûì èç óñëîâèé (4.4) ïðÿìàÿ

x = x∗ ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

+∞∫
v0

v dv

g(v)
= +∞. (4.5)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.

Ïóñòü y(x) � ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå âïðàâî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) = y0 ≥ u0 > 0 è y′(x0) = y1 ≥ v0 > 0. Â ñè-

ëó óñëîâèé òåîðåìû óðàâíåíèå (4.1) èìååò âèä y′′ = h(y) g(y′) yk, è ñóùåñòâóåò

êîíå÷íîå çíà÷åíèå x∗ > 0, äëÿ êîòîðîãî lim
x→x∗−0

|y′(x)| = +∞. Äîìíîæàÿ óðàâ-

íåíèå íà y′ è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà

[x0, x], x < x∗ :
x∫

x0

y′y′′

g(y′)
dx =

x∫
x0

h(y) yk y′ dx,

y′(x)∫
y1

y′

g(y′)
dy′ =

y(x)∫
y0

h(y) yk dy.

Óñòðåìèâ x→ x∗ − 0, ïîëó÷èì

+∞∫
y1

v dv

g(v)
=

lim
x→x∗−0

y(x)∫
y0

h(y) yk dy.

Ïîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4.5), òîãäà

lim
x→x∗−0

y(x)∫
y0

h(y) yk dy = +∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî lim
x→x∗−0

y(x) < +∞. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè h(y) ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå îãðàíè÷åíî ñâåðõó, è, ñëåäîâàòåëüíî, èí-

òåãðàë ïî êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó îò îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ, ïîëó÷à-
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åì ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, y(x) → +∞ ïðè x → x∗ − 0, òî åñòü ïðÿìàÿ

x = x∗ ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé.

Ïîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Åñëè óñëîâèå (4.5) íå âûïîëíåíî, òî

lim
x→x∗−0

y(x)∫
y0

h(y) yk dy < +∞.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû h(y) ≥ m äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû m > 0, è òîãäà

lim
x→x∗−0

y(x)∫
y0

h(y) yk dy ≥ m

lim
x→x∗−0

y(x)∫
y0

yk dy =
m

k + 1

(
lim

x→x∗−0
yk+1(x)− yk+1

0

)
.

Òàêèì îáðàçîì,
m

k + 1

(
lim

x→x∗−0
yk+1(x)− yk+1

0

)
< +∞,

è, ñëåäîâàòåëüíî, lim
x→x∗−0

y(x) < +∞.
Òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü â ñëó÷àå k > 1 èëè 0 < k < 1 ôóíêöèÿ p(x, u, v)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 4.1 èëè 4.2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì äëÿ

íåêîòîðûõ u0, v0 > 0 ïðè u > u0, v > v0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

p(x, u, v) ≤ f(x, u)g(v), ãäå ôóíêöèÿ f(x, u) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-

ìåííûõ, à ôóíêöèÿ g(v) íåïðåðûâíà, îòäåëåíà ñíèçó îò íóëÿ è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (4.5). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî âïðàâî ðåøåíèÿ

y(x) óðàâíåíèÿ (4.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0, y
′(x0) ≥ v0 è ïåðâûì

èç óñëîâèé (4.4) ïðÿìàÿ x = x∗ ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.

Ïóñòü y(x) � ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå âïðàâî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) = y0 ≥ u0 > 0 è y′(x0) = y1 ≥ v0 > 0.

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå x∗ > 0, äëÿ êîòîðîãî

lim
x→x∗−0

|y′(x)| = +∞, è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî: y′′ ≤ f(x, y) g(y′) yk.

Äîêàæåì òðåáóåìîå îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî lim
x→x∗−0

y(x) < +∞.
Òîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû Íàãóìî�Áåðíøòåéíà:
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Ëåììà 4.3. [48, 73] Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

|u′′(t)| ≤ ϕ(|u′(t)|), t ∈ (a, b), (4.6)

ãäå ϕ(s) � íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðè s ≥ 0. Åñëè èíòåãðàë
+∞∫
0

x dx
ϕ(x) ðàñõîäèòñÿ, òî äëÿ ëþáîãî r > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ρ > 0, ÷òî ïðî-

èçâîëüíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà (4.6), óäîâëåòâîðÿþùåãî

óñëîâèþ |u(t)| ≤ r ïðè t ∈ (a, b), óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèþ |u′(t)| ≤ ρ ïðè

t ∈ (a, b),

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
x→x∗−0

y′(x) < +∞. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 4.2 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïóñòü â ñëó÷àå k > 1 èëè 0 < k < 1 ôóíêöèÿ p(x, u, v)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 4.1 èëè 4.2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì äëÿ

íåêîòîðûõ u0, v0 ïðè u > u0, v > v0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî p(x, u, v) ≤ g(v),

ãäå ôóíêöèÿ g(v) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.5). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî âïðàâî ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (4.1) ñ íà÷àëüíû-

ìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0, y
′(x0) ≥ v0 è ïåðâûì èç óñëîâèé (4.4) ïðÿìàÿ x = x∗

ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî çàìå÷àíèÿ 4.1.

Äîñòàòî÷íî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.2 ïîëîæèòü f(x, u) = p(x, u),

g(v) ≡ 1. Òîãäà
+∞∫
v0

v dv
g(v) =

+∞∫
v0

v dv = +∞, è ôóíêöèÿ p(x, u) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òåîðåìû 4.2, òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Çàìå÷àíèå 4.1 äîêàçàíî.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü â ñëó÷àå k > 1 èëè 0 < k < 1 ôóíêöèÿ p(x, u, v)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 4.1 èëè 4.2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì äëÿ

íåêîòîðûõ u0, v0 > 0 ïðè u > u0, v > v0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

p(x, u, v) ≥ g(v), ãäå ôóíêöèÿ g(v) íåïðåðûâíà, îòäåëåíà ñíèçó îò íóëÿ, è óñëî-

âèå (4.5) íå âûïîëíåíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî âïðàâî

ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (4.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0, y
′(x0) ≥ v0
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è ïåðâûì èç óñëîâèé (4.4) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

0 < lim
x→x∗−0

y(x) < +∞, x∗ − x0 <
1

yk(x0)

+∞∫
y′(x0)

dv

g(v)
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3.

Ïóñòü y(x) � ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå âïðàâî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) = y0 ≥ u0 > 0 è y′(x0) = y1 ≥ v0 > 0.

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå x∗ > 0, äëÿ êîòîðîãî

lim
x→x∗−0

|y′(x)| = +∞, è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî: y′′ ≥ g(y′) yk.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.1 ïîëó÷èì

+∞∫
y1

v dv

g(v)
≥

x∗∫
x0

yk y′ dx =
1

k + 1

(
lim

x→x∗−0
yk+1(x)− yk+1

0

)
.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ, ñëåäîâà-

òåëüíî,
1

k + 1

(
lim

x→x∗−0
yk+1(x)− yk+1

0

)
< +∞

è lim
x→x∗−0

y(x) < +∞. Çàìåòèì, ÷òî

+∞∫
y1

dv

g(v)
≥

x∗∫
x0

yk(x) dx ≥ yk0 (x∗ − x0).

òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îöåíèòü ðàññòîÿíèå äî x∗ :

x∗ − x0 <
1

yk0

+∞∫
y1

dv

g(v)
.

Òåîðåìà 4.3 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), ôóíêöèÿ p(x, u, v) ïîëîæè-

òåëüíà, íåïðåðûâíà ïî x è ëèïøèöåâà ïî u, v, è äëÿ íåêîòîðûõ u0, v0, C > 0,

α > k − 1 ïðè u > u0, v > v0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî p(x, u, v) ≤ C|v|−α.
Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (4.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0

99



è y′(x0) ≥ v0 íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåòñÿ âïðàâî è

lim
x→+∞

y(x) = lim
x→+∞

y′(x) = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.4.

Ïóñòü y(x) � ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå âïðàâî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) = y0 ≥ u0 > 0 è y′(x0) = y1 ≥ v0 > 0, îïðåäåëåí-

íîå íà [x0, x̃), ãäå x̃ ≤ +∞. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ u0, v0, C, äëÿ êîòîðûõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

C(α + 2)

k + 1
yk+1

0 > yα+2
1 .

îäíîâðåìåííî ñ íåðàâåíñòâîì y′′ ≤ Cyk

y′α . Äîìíîæàÿ íà y
′ è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå,

ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà [x0, x], x < x̃ :

1

α + 2

(
(y′(x))α+2 − yα+2

1

)
≤ C

k + 1
(yk+1(x)− yk+1

0 ),

è â ñèëó âûáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé è çíà÷åíèÿ C ïîëó÷àåì

y′(x) ≤
(
C(α + 2)

k + 1

(
yk+1(x)− yk+1

0

)
+ yα+2

1

) 1
α+2

<

(
C(α + 2)

k + 1

) 1
α+2

y
k+1
α+2 (x).

Ñíîâà ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóåì íà [x0, x], x < x̃ :

y(x)∫
y(x0)

dy

y
k+1
α+2

<

(
C(α + 2)

k + 1

) 1
α+2

(x− x0).

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì C1 =
(
C(α+2)
k+1

) 1
α+2

, òîãäà

y
α+1−k
α+2 (x) <

C1(α + 1− k)

α + 2
(x− x0) + y

α+1−k
α+2

0 .

Çàìåòèì, ÷òî α+1−k
α+2 > 0, ïîýòîìó

y(x) <

(
C1(α + 1− k)

α + 2
(x− x0) + y

α+1−k
α+2

0

) α+2
α+1−k

,
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ïðè ýòîì y′(x) < C1 y
k+1
α+2 (x). Òàêèì îáðàçîì, íè äëÿ êàêîãî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ

x∗ > x0 ðåøåíèå y(x) íå îáëàäàåò íè ñâîéñòâîì (4.2), íè (4.3), îíî íåîãðàíè-

÷åííî ïðîäîëæàåìî âïðàâî è lim
x→+∞

y(x) = lim
x→+∞

y′(x) = +∞.
Òåîðåìà 4.4 äîêàçàíà.

Äàëåå ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ðÿäå

ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 4.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y′′ − | ln |y||(y′)2|y|3 sgn y = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëü íåëèíåéíîñòè k = 3 è ôóíêöèÿ p = p(u, v) = | ln |u|| v2

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 4.1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü u0 > 1, v0 > 0,

òîãäà ôóíêöèè h(u) = | ln |u|| è g(v) = v2 íåïðåðûâíû è îòäåëåíû ñíèçó îò

íóëÿ ïðè u > u0 è v > v0 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì

+∞∫
v0

v dv

g(v)
=

+∞∫
v0

v dv

v2
=

+∞∫
v0

dv

v
= +∞.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî

óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) > 1, y′(x0) > 0, èìååò âåðòèêàëüíóþ

àñèìïòîòó ñïðàâà.

Ïðèìåð 4.2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y′′ − (2 + sin(xy))(y′)4

| ln |y′||
|y|3 sgn y = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëü íåëèíåéíîñòè k = 3 è ôóíêöèÿ p(x, u, v) = (2+sin(xu)) v4

| ln |v||
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 4.3. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü u0 > 0, v0 > 1,

òîãäà ñïðàâåäëèâî p(x, u, v) ≥ g(v), ãäå ôóíêöèÿ g(v) = v3

| ln |v|| íåïðåðûâíà è

îòäåëåíà ñíèçó îò íóëÿ ïðè v > v0, ïðè÷åì

+∞∫
v0

v dv

g(v)
=

+∞∫
v0

| ln |v||dv
v3

<

+∞∫
v0

dv

v2
< +∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðè-
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âàåìîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) > 0, y′(x0) > 1, ñóùåñòâóåò

êîíå÷íîå çíà÷åíèå x∗ > x0, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî:

lim
x→x∗−0

y′(x) = +∞, lim
x→x∗−0

y(x) < +∞,

òî åñòü ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ black hole ðåøåíèåì.

Ïðèìåð 4.3. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y′′ − p (x, y, y′) (1 + |y′|)2+ε |y|k sgn y = 0, k > 0, k 6= 1, ε > 0,

ãäå ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v, è äëÿ íåêîòîðîé

êîíñòàíòû m > 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó p(x, u, v) ≥ m.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3 âûïîëíåíû. Äåéñòâèòåëüíî,

p(x, u, v) ≥ mg(v), ãäå ôóíêöèÿ g(v) = (1 + |v|)2+ε íåïðåðûâíà è îòäå-

ëåíà ñíèçó îò íóëÿ, ïðè÷åì

+∞∫
v0

v dv

g(v)
=

+∞∫
v0

v dv

(1 + |v|)2+ε
< +∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðè-

âàåìîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâóåò êî-

íå÷íîå çíà÷åíèå x∗ > x0, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî:

lim
x→x∗−0

y′(x) = +∞, lim
x→x∗−0

y(x) < +∞,

òî åñòü ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ black hole ðåøåíèåì.
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Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå

êà÷åñòâåííûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�

Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ïîòåíöèàë, çàâèñÿùèé îò

íåçàâèñèìîé è âñåõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ.

Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ïîëó÷åíà ïîëíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ

êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé òèïà

Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ îò-

ðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ðå-

øåíèÿ îïðåäåëåíû èëè íà ïîëóïðÿìîé, èëè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå è èìåþò

ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðÿìàÿ,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ ãðàíèöó îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëü-

íîé àñèìïòîòîé ðåøåíèÿ, à íà áåñêîíå÷íîñòè âñå ðåøåíèÿ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû;

ïîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû îò íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé.

Â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�

Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ìîãóò èìåòü îñîáîå ïîâåäåíèå íå òîëüêî âáëèçè ãðà-

íèö, íî è âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþòñÿ

µ�ðåøåíèÿ. Â òåðìèíàõ µ�ðåøåíèé ïîëó÷åíà ïîëíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññè-

ôèêàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðà-

íè÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ îòðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì: â ÷àñòíîñòè,

äîêàçàíî, ÷òî âñå µ�ðåøåíèÿ èëè îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, èëè

íà ïîëóïðÿìîé è èìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ. Ïðè ýòîì óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå µ�ðåøåíèÿ èìåþò ëèáî ðîâíî îäèí

íóëü, ëèáî ðîâíî îäèí ýêñòðåìóì, ëèáî âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ â êîíå÷íîé ãðàíè÷íîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìï-

òîòèêîé; ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî íóëÿ, òî÷êè ýêñòðåìóìà è ãðàíè÷íîé

òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî; ïîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü

ïîëîæåíèÿ íóëÿ, òî÷êè ýêñòðåìóìà, ãðàíè÷íîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îò

íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
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Â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè äëÿ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèé òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûì è îòäåëåííûì

îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíûì ïîòåíöèàëîì óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ìàêñèìàëüíî ïðî-

äîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è èõ ïåðâûå ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ, ïðè÷åì

íóëè ðåøåíèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åðåäóþòñÿ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, èññëå-

äîâàíî èõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ èëè íåâûïîëíåíèÿ

ýòèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé. Ïîñòðîåíû ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ïîëîæèòåëüíûõ

ïîòåíöèàëîâ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, èìåþùåå ðåçî-

íàíñíóþ àñèìïòîòó, ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå êîëåáëþùååñÿ ðåøåíèå, îïðåäå-

ëåííîå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñòðåìÿùååñÿ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèç-

âîäíîé ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Êðîìå òîãî, â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè èññëå-

äîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà

âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà íåîãðàíè÷åííûé îòðèöàòåëüíûé

ïîòåíöèàë. Ðàçãðàíè÷åíû ñëó÷àè ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïðè óñëîâèè,

÷òî ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè â êîíå÷íîé ãðàíè÷íîé

òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ: ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàë, ïðè êîòîðûõ âñå

íåòðèâèàëüíûå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èìåþò âåðòè-

êàëüíóþ àñèìïòîòó, óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàë, ïðè êîòî-

ðûõ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ black-hole ðåøåíèÿìè (ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, à ðåøåíèå â ýòîé òî÷êå èìååò

êîíå÷íûé ïðåäåë). Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèé

íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå òåìû äèññåðòàöèè ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ èçó÷å-

íèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèé òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî è íå îòäåëåííîãî îò íó-

ëÿ ïîòåíöèàëà. Áîëüøîé èíòåðåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ

ðåøåíèé ïðè îòðèöàòåëüíîì ïîêàçàòåëå íåëèíåéíîñòè.
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[45] Bartušek M. On proper oscillatory solutions of the nonlinear di�erential

equations of the n-th order // Archivum Mathematicum. 1988. V. 24. � 2.

P. 89�98.
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