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Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå òàêèå a è b, ÷òî |a| + |b| ≥ 2/
√

3 è ïðè âñåõ x
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |a sin x + b sin 2x| ≤ 1.

Ïåðâîíà÷àëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà áûëà òàêîâà:

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðè âñåõ x âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|b1 sin x + b2 sin 2x| ≤ 1,

ãäå bi � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, òî

|b1|+ |b2| ≤ 2/
√

3,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü êîãäà |b1| = 4/
√

27, |b2| = 2/
√

27.

Çàäà÷à 3. Åñëè äëÿ ìíîãî÷ëåíà t(x) = b1 sin x + b2 sin 2x + b3 sin 3x âû-
ïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà





∣∣t (
2π
7

)∣∣ =
∣∣b1 sin 2π

7
+ b2 sin 4π

7
+ b3 sin 6π

7

∣∣ ≤ 1∣∣t (
4π
7

)∣∣ =
∣∣b1 sin 4π

7
− b2 sin π

7
− b3 sin 5π

7

∣∣ ≤ 1∣∣t (
6π
7

)∣∣ =
∣∣b1 sin 6π

7
− b2 sin 5π

7
+ b3 sin 4π

7

∣∣ ≤ 1

,

òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |b1|+ |b2|+ |b3| ≤ 6√
7
.

Çàäà÷à 4. Ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí 2
√

7
7

sin x + 2
√

7
7

sin 2x − 2
√

7
7

sin 3x
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, è, òåì ñàìûì,
íåðàâåíñòâî |b1|+ |b2|+ |b3| ≤ 6√

7
íåëüçÿ óëó÷øèòü.
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Ìîæíî äîáàâèòü åùå íåñêîëüêî ïîäîáíûõ çàäà÷, íî îãðàíè÷èìñÿ ýòè-
ìè. Ïðåæäå, ÷åì ÷èòàòü äàëüøå, ðåêîìåíäóåì ïîïðîáîâàòü ðåøèòü õîòÿ
áû îäíó èç íèõ.

Äàëåå áóäóò äîêàçàíû ñëåäóþùèå çàìå÷àòåëüíûå (è íå çàñëóæåíî
ìàëî èçâåñòíûå) íåðàâåíñòâà äëÿ ñóììû ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ÷àñòíûå ñëó÷àè êîòîðûõ áûëè ñôîðìóëè-
ðîâàíû âûøå.
Òåîðåìà 1 (Ñ.Í.Áåðíøòåéí). Ïóñòü íå÷åòíûé äåéñòâèòåëüíûé òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

tn(x) =
n∑

k=1

bk sin kx

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì |tn(2πk/(2n + 1)| ≤ 1, k = 1, . . . , n. Òîãäà
n∑

k=1

|bk| ≤
√

2n + 1− 1√
2n + 1

.

Íåðàâåíñòâî òî÷íîå è äîñòèãàåòñÿ ïðè íå÷åòíîì n, ïðîñòîì p = 2n+1
è 1

bk =
2√

2n + 1

(
k

2n + 1

)
, k = 1, . . . , n.

Ïóñòü ÷åòíûé äåéñòâèòåëüíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

tn(x) =
n∑

k=1

ak cos kx

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ tn(0) = 0 è íåðàâåíñòâàì |tn(2πk/(2n + 1)| ≤ 1,
k = 1, . . . , n. Òîãäà

n∑

k=1

|ak| ≤
√

2n + 1− 1√
2n + 1

.

Íåðàâåíñòâî òî÷íîå è äîñòèãàåòñÿ ïðè ÷åòíîì n, ïðîñòîì p = 2n + 1
è

ak =
2√

2n + 1

(
k

2n + 1

)
, k = 1, . . . , n.

Ýòè íåðàâåíñòâà (à òàêæå ðÿä äðóãèõ) áûëè íàéäåíû Ñ. Í. Áåðí-
øòåéíîì ÷óòü áîëüøå ñòà ëåò íàçàä (ñì. [1]), ïðè÷åì â èõ äîêàçàòåëüñòâå
íåîæèäàííî îêàçàëèñü çàäåéñòâîâàíû íå ñàìûå òðèâèàëüíûå òåîðåòèêî-
÷èñëîâûå ôàêòû.

1Íèæå
(

a
p

)
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñèìâîëà Ëåæàíäðà, îïðåäåëåíèå åãî

ìîæíî íàéòè äàëåå â òåêñòå.
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Ðèñ. 1: Àêàäåìèê ÀÍ ÑÑÑÐ Ñåðãåé Íàòàíîâè÷ Áåðíøòåéí (1880-1968)

2 Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè
Íàïîìíèì îòíîñÿùèåñÿ ê íåìó ïîíÿòèÿ. Åñëè m � öåëîå, è n > 1 � íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûå öåëûå ÷èñëà k è 0 ≤ l < n,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî m = k · n + l, è ÷èñëî l â ýòîì ðà-
âåíñòâå íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ m íà n. Äâà öåëûõ ÷èñëà a, b
íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 (÷òî îáî-
çíà÷àþò êàê a ≡ b (mod n)), åñëè ïðè äåëåíèè íà n îíè äàþò îäèíàêîâûå
îñòàòêè. Åñëè âñå ñðàâíèìûå ìåæäó ñîáîé öåëûå ÷èñëà îáúåäèíèòü â îä-
íî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, òî ïîëó÷èòñÿ n òàêèõ ïîäìíî-
æåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñòàòêàì 0, 1, 2, . . . , n−1. Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî
ñâîéñòâ ñðàâíåíèé.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a ≡ b (mod n), è c ≡ d (mod n), òî
a + c ≡ b + d (mod n), a− c ≡ b− d (mod n), ac ≡ bd (mod n).

Óêàçàíèå: äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ âûòåêàþò èç ðàâåíñòâ (b +
d) − (a + c) = (b − a) + (d − c), (b − d) − (a − c) = (b − a) − (d − c),
b · d− a · c = (b− a)d + (d− c)a.

Òåì ñàìûì, ñðàâíèìîñòü ÷èñåë íå íàðóøèòñÿ, åñëè ê îäíîìó èç íèõ
ïðèáàâèòü ÷èñëî, ñðàâíèìîå ñ 0 ïî çàäàííîìó ìîäóëþ, åñëè îáà ñðàâ-
íèìûõ ÷èñëà óìíîæèòü íà îäíî è òî æå öåëîå ÷èñëî èëè âîçâåñòè èõ â
îäèíàêîâóþ íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü.

Èç ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî ñðàâíåíèå îñòàåòñÿ âåðíûì,
åñëè êàêîå-ëèáî åãî ñëàãàåìîå ïåðåíîñèòñÿ èç îäíîé ÷àñòè ñðàâíåíèÿ â
äðóãóþ åãî ÷àñòü ñ èçìåíåíèåì çíàêà ýòîãî ñëàãàåìîãî íà ïðîòèâîïîëîæ-
íûé, èëè åñëè âîçâåñòè îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ â îäèíàêîâóþ ñòåïåíü.
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Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ai ≡ bi (mod n), i = 0, 1, . . . , m è x ≡ y
(mod n), òî

amxm + am−1x
m−1 + . . . + a0 ≡ bmym + bm−1y

m−1 + . . . + b0 (mod n).

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó.
Ïóñòü n � ïðîñòîå ÷èñëî. Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå (è îáî-

çíà÷åíèå):(
k
n

)
= 1, åñëè k ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ êâàäðàòà íåêîòîðîãî öåëîãî

÷èñëà íà n;(
k
n

)
= 0, åñëè k äåëèòñÿ íà n

è
(

k
n

)
= −1 â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ.

Òàê îïðåäåëåííàÿ âåëè÷èíà
(

k
n

)
íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì Ëåæàíäðà; ÷èñ-

ëà k, äëÿ êîòîðûõ îí ðàâåí 1 íàçûâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè ïî
ìîäóëþ n, à ÷èñëà äëÿ êîòîðûõ îí ðàâåí −1 � êâàäðàòè÷íûìè íåâû÷å-
òàìè.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2 (Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè Ýéëåðà-Ãàóññà). Äëÿ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë p, q > 2 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)(p−1)(q−1)/4.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë p, q ïðè äåëåíèè íà 4
äàåò îñòàòîê 1, òî ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ïî ìîäóëþ ÷èñëà q åñëè è
òîëüêî åñëè ÷èñëî q ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ïî ìîäóëþ ÷èñëà p. Åñëè æå îáà
÷èñëà p, q ïðè äåëåíèè íà 4 äàåò îñòàòîê 3, òî ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì
ïî ìîäóëþ ÷èñëà q åñëè è òîëüêî åñëè ÷èñëî q íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ïî
ìîäóëþ ÷èñëà p. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî ëåìì, â
êîòîðûõ âåçäå a îáîçíà÷àåò öåëîå ÷èñëî, à p � ïðîñòîå ÷èñëî.
Ëåììà 1 (Màëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå ap ≡ a (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âñå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
(

p

k

)
=

p(p− 1)(p− 2) · . . . · (p− k + 1)

1 · 2 · 3 · . . . · k , k = 1, 2, . . . , p− 1,

äåëÿòñÿ íà p, ïîñêîëüêó ìíîæèòåëü p â ÷èñëèòåëå äðîáè íå ìîæåò ñîêðà-
òèòüñÿ ñî çíàìåíàòåëåì. Åñëè òåïåðü m,n− öåëûå ÷èñëà, òî èç ïðåäû-
äóùåãî íàáëþäåíèÿ è ôîðìóëû áèíîìà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå
ñïðàâà â ðàçëîæåíèè

(m + n)p −mp − np =

(
p

1

)
mp−1n1 +

(
p

2

)
mp−2n2 + . . . +

(
p

p− 1

)
m1np−1
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äåëèòñÿ íà p, ïîýòîìó è ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äåëèòñÿ íà p. Òî÷íî òàê
æå äåëèòñÿ íà p ÷èñëî (l+m+n)p−lp−mp−np, åñëè l, m, n− öåëûå ÷èñëà.
×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðåäûäóùåå íàáëþäåíèå
ê ïðàâîé ÷àñòè çàïèñè

(l+m+n)p−lp−mp−np = (((l+m)+n)p−(l+m)p−np)+((l+m)p−lp−mp).

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âûðàæåíèå
(

n∑
i=1

ai

)p

−
n∑

i=1

ap
i

âñåãäà äåëèòñÿ íà p. Ëåììà ïîëó÷àåòñÿ òåïåðü, åñëè âçÿòü â ïîñëåäíåì
ñðàâíåíèè âñå ñëàãàåìûå ðàâíûìè 1, à n = a.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè p íå äåëèò a, òî ïîñëå äåëåíèÿ ñðàâíåíèÿ ap ≡ a
(mod p) íà a ïîëó÷èòñÿ âåðíîå ñðàâíåíèå ap−1 ≡ 1 (mod p), ïîñêîëüêó
èç óñëîâèÿ a · (ap−1 − 1) = k · p âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèò
èìåííî ap−1 − 1.

×àñòî ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà ôîðìóëèðóþò òàê, êàê â ýòîì ñëåäñòâèè.
Ñðàâíåíèÿ âèäà

anxn + an−1x
n−1 + . . . + a0 ≡ 0 (mod p), an 6= 0,

íàçûâàþò ñðàâíåíèÿìè ñòåïåíè n.

Ëåììà 2. Ëþáîå ñðàâíåíèå

anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a0 ≡ 0 (mod p)

ðàâíîñèëüíî íåêîòîðîìó ñðàâíåíèþ ñòåïåíè íå âûøå p− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì ìíîãî÷ëåí q(x) = anxn + an−1x
n−1 + . . . + a0

íà äâó÷ëåí xp−x, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì q(x) = (xp−x)f(x)+r(x), ïðè÷åì
ñòåïåíü îñòàòêà r(x) íå ïðåâîñõîäèò p−1. Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà âåðíî
ñðàâíåíèå xp − x ≡ 0 (mod p), ïîýòîìó èñõîäíîå ñðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî
ñðàâíåíèþ r(x) ≡ 0 (mod p).

Ëåììà 3. Åñëè ñðàâíåíèå

anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a0 ≡ 0 (mod p)

ñòåïåíè n èìååò áîëåå n ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé, òî âñå êîýôôèöèåíòû
an, an−1, . . . , a0 êðàòíû p (è òîãäà ñðàâíåíèå òðèâèàëüíî, òî åñòü âñå
öåëûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ åãî ðåøåíèÿìè).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàññìàòðèâàåìîå ñðàâíåíèå èìååò ïî ìåíüøåé
ìåðå n + 1 ðàçëè÷íîå ðåøåíèå x1, x2, . . . xn+1, 0 ≤ xi < p, òî ìíîãî÷ëåí
q(x) = anxn + an−1x

n−1 + . . . + a0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

q(x) = bn(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−2)(x− xn−1)(x− xn)+

+bn−1(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−2)(x− xn−1)+

+bn−2(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−2) + . . . + b1(x− x1) + b0.

Â ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü bn = an, çàòåì âçÿòü êîýôôèöèåíò
bn−1 ðàâíûì êîýôôèöèåíòó ïðè xn−1 â ðàçíîñòè

q(x)− an(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−2)(x− xn−1)(x− xn),

ïîñëå ÷åãî âçÿòü êîýôôèöèåíò bn−2 ðàâíûì êîýôôèöèåíòó ïðè xn−2 â
ðàçíîñòè

q(x)− an(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−2)(x− xn−1)(x− xn)−

−bn−1(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−2)(x− xn−1)

è ò.ä. Íî òîãäà q(x1) = b0 ≡ 0 (mod p), òî åñòü p äåëèò b0,

q(x2) = b0 + b1(x2 − x1) ≡ b1(x2 − x1) ≡ 0 (mod p),

è òîãäà p äåëèò b1, ïîñêîëüêó |x2 − x1| < p. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâ-
ëÿÿ äàëåå x = x3, x4, . . . , xn−1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû bi, i =
1, 2, . . . , n, äåëÿòñÿ íà p, íî òîãäà è âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà q(x)
äåëÿòñÿ íà p, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè ïðîèçâåäåíèé ÷èñåë bi, i =
1, 2, . . . , n, íà öåëûå ÷èñëà.

Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêîå íåòðèâèàëüíîå2 ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî
÷èñëà p ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ ñòåïåíè íå âûøå p− 1 è èìååò íå áîëåå
÷åì p− 1 ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäñòâèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ëåìì 2 è 3.

Ëåììà 4 (Êðèòåðèé Ýéëåðà). . Åñëè ÷èñëî a íå êðàòíî p, òî

a
p−1
2 ≡

(
a

p

)
(mod p).

2Ó êîòîðîãî íå âñå öåëûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, ap−1 ≡ 1 (mod p), ÷òî
ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â âèäå

(
a

p−1
2 − 1

)
·
(
a

p−1
2 + 1

)
≡ 0 (mod p).

Ðàçíîñòü ñîìíîæèòåëåé â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñðàâíåíèÿ ðàâíà 2, ïî-
ýòîìó òîëüêî îäèí èç íèõ äåëèòñÿ íà p > 2. Ðàññìîòðèì ïåðâûé èç äâóõ
âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ: ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ
p, òî åñòü ñðàâíåíèå a ≡ x2 (mod p) èìååò ðåøåíèå, òîãäà òî æå ñàìîå
ðåøåíèå èìååò è ñðàâíåíèå a

p−1
2 ≡ xp−1 ≡ 1 (mod p), êîòîðîå ïîëó÷à-

åòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ñðàâíåíèÿ ïî÷ëåííûì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü p−1
2

.
è ïîâòîðíûì ïðèìåíåíèåì ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà. Îñòàëîñü çàìåòèòü,
÷òî ñðàâíåíèå a

p−1
2 ≡ 1 (mod p) èìååò ñòåïåíü p−1

2
, ïîýòîìó, ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 10, îíî íå ìîæåò èìåòü áîëåå p−1
2

ðåøåíèé, òî åñòü ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé ýòîãî ñðàâíåíèÿ èñ÷åðïûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòà-
ìè. Òåì ñàìûì, âñå êâàäðàòè÷íûå íåâû÷åòû óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ
a

p−1
2 ≡ −1 (mod p).

Ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è ïðèãîäÿòñÿ â äàëüíåéøåì.

Çàäà÷à 7 (Ýéëåð-Ëåæàíäð). Äîêàçàòü äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà n òîæäå-
ñòâà

(
k

n

) (m

n

)
=

(
km

n

)
,

(
k

n

)2

= 1,

(
k

n

)(
n− k

n

)
=

(
n− 1

n

)
.

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü êðèòåðèé Ýéëåðà.

Çàäà÷à 8 (Ýéëåð-Ëåæàíäð). Äîêàçàòü äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà n âèäà 4l+3
òîæäåñòâî

(
k
n

)
= − (

n−k
n

)
, à äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà n âèäà 4l + 1 òîæäå-

ñòâî
(

k
n

)
=

(
n−k

n

)
.

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü êðèòåðèé Ýéëåðà.
Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ëåììó, ââåäåì íåîáõîäèìûå

äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ðàíåå óæå ãîâîðèëîñü, ÷òî åñëè âñå öåëûå
÷èñëà, ñðàâíèìûå ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëàn, îáú-
åäèíèòü â îäíî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, òî ïîëó÷èòñÿ n
òàêèõ ïîäìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñòàòêàì 0, 1, 2, . . . , n−1. Çàìåòèì,
÷òî ýòè îñòàòêè ìû ñ÷èòàëè îáîçíà÷åíèÿìè ïîëó÷àþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ.
Ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî ââåñòè è èíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîäìíîæåñòâ ÷èñåë,
ñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé ïî ôèêñèðîâàííîìó ìîäóëþ. Äîñòàòî÷íî ïðîñòî
âûáðàòü ïî îäíîìó ÷èñëó èç êàæäîãî òàêîãî ïîäìíîæåñòâ è íàçíà÷èòü

7



âûáðàííûå ÷èñëà îáîçíà÷åíèÿìè ïîäìíîæåñòâ. Âûáðàííûå ÷èñëà îáðà-
çóþò íàáîð, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
n.

Íàïðèìåð, äëÿ ñðàâíåíèÿ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p > 2 óäîáíî âû-
áðàòü â êà÷åñòâå íàáîðà îáîçíà÷åíèé êëàññîâ ñðàâíèìûõ ÷èñåë íàáîð
{−p−1

2
,−p−3

2
, . . . ,−1, 0, 1, . . . , p−3

2
, p−1

2
}. Òàêîé âûáîð èíòåðåñåí òåì, ÷òî

èç êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà áûë âûáðàí åãî ýëåìåíò, èìåþùèé íàèìåíü-
øóþ àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîäìíîæåñòâà.
Íàáîð âû÷åòîâ ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì íàçûâàþò íàáîðîì àáñîëþòíî
íàèìåíüøèõ âû÷åòîâ.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ω ïîëîæèòåëüíóþ ÷àñòü ýòîãî íàáîðà:

Ω = {1, 2, . . . , (p− 3)/2, (p− 1)/2}.

Äëÿ çàäàííîãî öåëîãî ÷èñëà a è êàæäîãî s ∈ Ω íàéäåì åãî àáñîëþòíî
íàèìåíüøèé âû÷åò ïî ìîäóëþ p: a · s ≡ ts (mod p), ïîñëå ÷åãî ïîëîæèì
εs = 1, åñëè ts > 0 è εs = −1, åñëè ts < 0. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî
ts = εs · rs, rs > 0. Åñëè èç ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ óäàëèòü âñå âû÷å-
òû, êîòîðûå èìåþò îáùèé äåëèòåëü, áîëüøèé 1, ñ ìîäóëåì ñðàâíåíèÿ,
òî îñòàâøèéñÿ íàáîð âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ìîäóëåì âû÷åòîâ íàçûâàåòñÿ
ïðèâåäåííîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ.

×èñëî ýëåìåíòîâ â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n ðàâíî
÷èñëó òåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èç íàáîðà 1, 2, . . . , n− 1, êîòîðûå âçàèìíî
ïðîñòû ñ n. Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ϕ(n), ãäå ϕ �ôóíêöèÿ Ýé-
ëåðà. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå
ϕ(n) ïîïàðíî íå ñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ýòèì ìî-
äóëåì öåëûõ ÷èñåë îáðàçóþò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
n.

Ëåììà 5. Åñëè öåëîå ÷èñëî a âçàèìíî ïðîñòî ñ ìîäóëåì n è ïåðåìåííàÿ
x ïðîáåãàåò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, òî ïðîèçâå-
äåíèå a · x òàêæå ïðîáåãàåò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ýòîìó
ìîäóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x ïîïàðíî
íåñðàâíèìû è âçàèìíî ïðîñòû, êàê è ÷èñëî a, ñ ìîäóëåì, òî è ÷èñëà
ax áóäóò ïîïàðíî íåñðàâíèìû è âçàèìíî ïðîñòû ñ ìîäóëåì, îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî òàêèõ ÷èñåë ðîâíî ϕ(n).

Ëåììà 6 (Ëåììà Ãàóññà). Åñëè p > 2 � ïðîñòîå, òî
(

a
p

)
=

∏
s∈Ω εs.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 5, ìíîæåñòâî ÷èñåë {±a · s|s ∈ Ω}
ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p. Ñîîòâåòñòâóþùèå
àáñîëþòíî íàèìåíüøèå âû÷åòû ñîñòàâëÿþò íàáîð

{±εsrs|s ∈ Ω} = {−ε1r1, ε1r1,−ε2r2, ε2r2,−ε3r3, . . . ,−ε p−1
2

r p−1
2

, ε p−1
2

r p−1
2
}.

Ïîäìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âû÷åòîâ èç ïîñëåäíåãî íàáîðà, òî åñòü
ìíîæåñòâî {r1, r2, . . . , r p−1

2
}, ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ÷èñåë 1, 2, . . . , p−1

2
,

òî åñòü ñî ìíîæåñòâîì Ω. Ïåðåìíîæèì òåïåðü ñðàâíåíèÿ




a · 1 ≡ ε1r1 (mod p)
a · 2 ≡ ε2r2 (mod p)

· · ·
a · p−1

2
≡ ε p−1

2
r p−1

2
(mod p)

è ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ-ïðîèçâåäåíèÿ íà ÷èñëî

1 · 2 · · · (p− 1)/2 = r1r2 · · · r p−1
2

.

Ïîñëå äåëåíèÿ èìååì ñðàâíåíèå a
p−1
2 ≡ ε1ε2 . . . ε p−1

2
(mod p). Îñòàåòñÿ

ïðèìåíèòü êðèòåðèé Ýéëåðà.

Ëåììà 7 (Ëåììà Ýéçåíøòåéíà). Äëÿ êàæäîãî íå÷åòíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà 2n + 1 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

sin(2n + 1)x

sin x
= (−4)n

∏

1≤k≤n

(
sin2 x− sin2 2πk

2n + 1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

sin(2n + 1)x = Im
(
(eix)2n+1

)
= Im

(
(cos x + i sin x)2n+1

)
,

åñëè â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé áèíîìà
Íüþòîíà, òî ìíèìàÿ åäèíèöà ïîÿâèòñÿ òîëüêî â òåõ ñëàãàåìûõ, êîòîðûå
áóäóò ñîäåðæàòü ìíîæèòåëü i sin x â íå÷åòíîé ñòåïåíè, è òîãäà ìíîæè-
òåëü cos x áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü â òàêèõ ñëàãàåìûõ íåïðåìåííî â ÷åòíîé
ñòåïåíè, ïîñêîëüêó ñóììà ñòåïåíåé ýòèõ äâóõ ìíîæèòåëåé âñåãäà ðàâíà
íå÷åòíîìó ÷èñëó 2n + 1. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî cos2 x = 1 − sin2 x, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî òîæäåñòâà ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì
ñòåïåíè n îò ôóíêöèè sin2 x. ×èñëà 2πk

2n+1
, k = 1, 2, . . . , n, îáðàùàþò ëåâóþ

÷àñòü òîæäåñòâà â 0, è èõ ÷èñëî ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ ëåâîé ÷àñòè êàê
ìíîãî÷ëåíà îò sin2 x. ïîýòîìó íóëÿìè ìíîãî÷ëåíà â ëåâîé ÷àñòè äîêàçû-
âàåìîãî òîæäåñòâà ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà sin2 2πk

2n+1
, k = 1, 2, . . . , n, è òîëüêî îíè,
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âåäü èõ êîëè÷åñòâî ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Îñòàëîñü
ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæèòåëü ïåðåä ïðîèçâåäåíèåì â ïðàâîé ÷àñòè òîæäå-
ñòâà âûáðàí ïðàâèëüíî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò ìíîãî÷ëåíà îòíîñèòåëüíî sin2 x â ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà. Òàê êàê
óêàçàííûé ìíîãî÷ëåí ðàâåí

n∑

k=0

(−1)k

(
2n + 1

2k + 1

)
x2k(1− x2)n−k,

åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò (ò.å. êîýôôèöèåíò ïðè x2n) ðàâåí

(−1)n

n∑

k=0

(
2n + 1

2k + 1

)
= (−1)n22n = (−4)n,

ïîòîìó, ÷òî â ñèëó ôîðìóëû áèíîìà
n∑

k=0

(
2n + 1

2k + 1

)
−

n∑

k=0

(
2n + 1

2k

)
= (1−1)2n+1 = 0,

2n+1∑

k=0

(
2n + 1

k

)
= (1+1)2n+1 = 22n+1.

Èçëîæåííîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî çàêîíà âçàèìíîñòè ñîäåðæèòñÿ, íà-
ïðèìåð, â êíèãå Æ.Ï. Ñåððà "Êóðñ àðèôìåòèêè"(Ì.: Ìèð , 1982.)3

Ñîãëàñíî ëåììå 6 äëÿ äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, q > 2 ñïðàâåäëèâî òîæ-
äåñòâî (

q

p

)
=

∏
s∈Ω

εs.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû, èìååì q ·s = εsrs,
ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ íå÷åòíîñòü ñèíóñà,ïîëó÷àåì sin 2πqs

p
= εs sin 2πrs

p
. Ïå-

ðåìíîæàÿ ýòè ðàâåíñòâà äëÿ âñåõ èíäåêñîâ s, èìååì (ñ ó÷åòîì âçàèìíîé
îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ s −→ rs)

(
q

p

)
=

∏
s∈Ω

εs =
∏
s∈Ω

(
sin 2πqs

p

sin 2πs
p

)
.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 7 ê ñîìíîæèòåëÿì ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà
(äëÿ 2n + 1 = q ), ïîëó÷àåì

(
q

p

)
=

∏
s∈Ω

(−4)

q − 1

2
∏

1≤k≤ q−1
2

(
sin2 2πs

p
− sin2 2πk

q

)
=

3Îíî ïðèíàäëåæèò ó÷åíèêó Ãàóññà Ýéçåíøòåéíó.

10



= (−4)
(q−1)(p−1)

4

∏

1≤k≤ q−1
2

,s∈Ω

(
sin2 2πs

p
− sin2 2πk

q

)
.

Ìåíÿÿ ÷èñëà q è p ðîëÿìè, òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåì
(

q

p

)
= (−4)

(q−1)(p−1)
4

∏

1≤k≤ q−1
2

,s∈Ω

(
sin2 2πk

q
− sin2 2πs

p

)
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæèòåëè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ
äâóõ ïîñëåäíèõ òîæäåñòâ ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó, ïðè÷åì ÷èñëî ýòèõ
ìíîæèòåëåé ðàâíî (q−1)(p−1)

4
, ïîýòîìó

(
q

p

)
=

(
p

q

)
(−1)

(q−1)(p−1)
4 ,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ Ñ.Í. Áåðíøòåéíà ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëü-

êî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ òîæäåñòâ.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè l < m ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà
m∑

k=1

sin(x + 2πkl/m) = 0 =
m∑

k=1

cos(x + 2πkl/m).

Óêàçàíèå. Ñóììà âåêòîðîâ, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êè
íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, îáðàçóþùèå ïðàâèëüíûé n−óãîëüíèê, ðàâ-
íà íóëþ. ×òîáû äîêàçàòü ýòîò ôàêò, äîñòàòî÷íî ïîâåðíóòü ïëîñêîñòü ñ
èçîáðàæåííûìè íà íåé âåêòîðàìè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë 2π/m.
Åñëè áû ñóììà ðàññìàòðèâàåìûõ âåêòîðîâ áûëà áû íåíóëåâîé, òî îíà òî-
æå äîëæíà áûëà áû ïîâåðíóòüñÿ íà ýòîò óãîë. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè
òàêîì ïîâîðîòå êàæäûé âåêòîð ïðåâðàòèëñÿ â ñîñåäíèé âåêòîð, òî åñòü
íàáîð âåêòîðîâ íå èçìåíèëñÿ è ñóììà èçìåíèòüñÿ íå äîëæíà. Îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî

m∑

k=1

cos(x + 2πkl/m) +
m∑

k=1

i sin(x + 2πkl/m) =
m∑

k=1

ei(x+2πkl/m),

à ïîñëåäíÿÿ ñóììà ãåîìåòðè÷åñêè èçîáðàæàåòñÿ êàê ðàç êàê ñóììà âåê-
òîðîâ, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êè íà åäèíè÷íîé îêðóæíî-
ñòè, îáðàçóþùèå ïðàâèëüíûé n−óãîëüíèê.

11



Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè l < m/2 âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà
m∑

k=1

sin(x+2πkl/m) cos(y+2πks/m) = 0 =
m∑

k=1

sin(x+2πkl/m) sin(y+2πks/m),

m∑

k=1

cos(x + 2πkl/m) cos(y + 2πks/m) = 0,

m∑

k=1

cos2(x + 2πkl/m) = m/2 =
m∑

k=1

sin2(x + 2πkl/m).

Óêàçàíèå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûðàçèòü êàæäîå ñëàãàåìîå âèäà
cos(x + la) sin(y + sa), cos(x + la) cos(y + sa), sin(x + la) sin(y + sa) â âè-
äå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñèíóñîâ èëè êîñèíóñîâ îò x + y + (l + s)a è
x − y + (l − s)a, à êàæäûé êâàäðàò � ÷åðåç êîñèíóñ äâîéíîãî óãëà, è
ïðèìåíèòü òîæäåñòâà çàäà÷è 9.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

tn(x) =
a0

2
+

n∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

ïðè m > 2n, l ≤ n ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

1

m

m∑

k=1

t2n(x + 2πk/m) =
a2

0

4
+

n∑

k=1

(a2
k + b2

k)/2,

al =
2

m

m∑

k=1

tn(2kπ/m) cos(2klπ/m), bl =
2

m

m∑

k=1

tn(2kπ/m) sin(2klπ/m).

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü òîæäåñòâà çàäà÷è 10.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì m ≤ 2n ñïðà-
âåäëèâû òîæäåñòâà

n∑

k=1

cos(2mkπ/(2n + 1)) =
−1

2
,

n∑

k=1

sin2(mkπ/(2n + 1)) =
2n + 1

4
,

n∑

k=1

cos2(mkπ/(2n + 1)) = (2n− 1)/4.
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Óêàçàíèå: ïåðâîå èç ýòèõ òîæäåñòâ ñðàçó ñëåäóåò èç òîæäåñòâ çàäà÷è
10, îñòàëüíûå äâà òîæäåñòâà ñëåäóþò èç ïåðâîãî, åñëè ïðèìåíèòü ôîð-
ìóëû äâîéíîãî óãëà.

Äàëåå ïîíàäîáèòñÿ çàìå÷àòåëüíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî

Òåîðåìà 3 (Ãàóññ). Ïðè ïðîñòîì n = 4m + 1 è l = 1, . . . , n− 1

n−1∑

k=1

(
k

n

)
cos(2klπ/n) = ±√n

(
l

n

)
,

n−1∑

k=1

(
k

n

)
sin(2klπ/n) = 0.

Ïðè ïðîñòîì n = 4m + 3 è è l = 1, . . . , n− 1

n−1∑

k=1

(
k

n

)
sin(2klπ/n) = ±√n

(
l

n

)
,

n−1∑

k=1

(
k

n

)
cos(2klπ/n) = 0.

Íà ñàìîì äåëå Ãàóññ äîêàçàë, ÷òî â ýòèõ ôîðìóëàõ âåçäå çíàê ïëþñ,
íî äîêàçàòåëüñòâî ñëîæíî, à íàñ óñòðîèò áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå.

Íî ñíà÷àëà äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûå òîæäåñòâà, òàêæå íàéäåííûå
Ãàóññîì.

Çàäà÷à 13. Ïðè ïðîñòîì n è l = 1, . . . , n

n−1∑

k=1

(
k

n

)
cos(2klπ/n) =

(
l

n

) n−1∑

k=1

(
k

n

)
cos(2kπ/n),

n−1∑

k=1

(
k

n

)
sin(2klπ/n) =

(
l

n

) n−1∑

k=1

(
k

n

)
sin(2kπ/n).

Óêàçàíèå. Ïðè l êðàòíîì n îáå ÷àñòè ôîðìóë íóëåâûå, òàê êàê
(

l
n

)
= 0

è
n−1∑

k=1

(
k

n

)
= 0.

Åñëè l íå êðàòíî n, òî
(

l

n

) n−1∑

k=1

(
k

n

)
cos(2klπ/n) =

n−1∑

k=1

(
kl

n

)
cos(2klπ/n) =

n−1∑

k=1

(
k

n

)
cos(2kπ/n).

ïîòîìó ÷òî îñòàòêè îò äåëåíèÿ kl íà n ïðè k = 1, . . . , n−1 ïðîáåãàþò âñå
÷èñëà îò 1 äî n−1 ïî îäíîìó ðàçó. Ñ ñèíóñîì äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
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Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ãàóññà. Óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü êîìïëåêñíîå îáîçíà÷åíèå

eiφ = cos φ + i sin φ

è òîæäåñòâà äîêàçûâàòü îäíîâðåìåííî (ðàâåíñòâî íóëþ â íèõ ëåãêî ïðî-
âåðèòü íåïîñðåäñòâåííî). Òîãäà ýòè òîæäåñòâà ìîæíî çàïèñàòü â êîì-
ïàêòíîì âèäå

n−1∑

k=1

(
k

n

)
e2klπi/n = ±√n

ïðè n = 4m + 1 è
n−1∑

k=1

(
k

n

)
e2klπi/n = ±i

√
n

ïðè n = 4m + 3, èëè â îáùåì ñëó÷àå
(

n−1∑

k=1

(
k

n

)
e2klπi/n

)2

= n(−1)(n−1)/2.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå gl =
n−1∑
k=1

(
k
n

)
e2klπi/n. Èç äîêàçàí-

íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ òîæäåñòâ ñëåäóåò, ÷òî

g2
l =

(
n−1∑

k=1

(
k

n

)
e2klπi/n

)2

= g2
1 = g2 =

(
n−1∑

k=1

(
k

n

)
e2kπi/n

)2

.

Âû÷èñëèì äâóìÿ ñïîñîáàìè ñóììó
n∑

l=1

glgn−l. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî
çàäà÷å 7,

glgn−l =

(
l

n

)(
n− l

n

)
g2 =

(
n− 1

n

)
g2, g0 = gn = 0,

ïîýòîìó ñóììà ðàâíà (n− 1)
(−1

n

)
g2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû íåïîñðåäñòâåííî

ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê èìååì

glgn−l =
n−1∑

k=1

(
k

n

)
e2klπi/n

n−1∑
m=1

(m

n

)
e2m(n−l)πi/n =

n−1∑

k,m=1

(
k

n

) (m

n

)
e2(k−m)lπi/n,

îòêóäà

(n− 1)

(
n− 1

n

)
g2 =

n∑

l=1

glgn−l =
n−1∑

k,m=1

(
k

n

) (m

n

) n∑

l=1

e2(k−m)lπi/n =
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=
n−1∑

k=1

(
k

n

)2

n =
n−1∑

k=1

n = n(n− 1),

è òåîðåìà Ãàóññà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
(b1, b2, . . . , bn) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Êîøè:

|b1|+ |b2|+ . . . + |bn| ≤
√

n(b2
1 + b2

2 + . . . + b2
n),

Ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå ÷èñëà |bi| ðàâíû.

Íàêîíåö, ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó Ñ.Í.Áåðíøòåéíà. Íàïîìíèì åå
ôîðìóëèðîâêó.

Ïóñòü íå÷åòíûé äåéñòâèòåëüíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

tn(x) =
n∑

k=1

bk sin kx

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì |tn(2πk/(2n + 1)| ≤ 1, k = 1, . . . , n. Òîãäà
n∑

k=1

|bk| ≤
√

2n + 1− 1√
2n + 1

.

Íåðàâåíñòâî òî÷íîå è äîñòèãàåòñÿ ïðè ïðîñòîì p = 2n + 1, íå÷åòíîì
n è

bk =
2√

2n + 1

(
k

2n + 1

)
, k = 1, 2, . . . , n.

Ïóñòü ÷åòíûé äåéñòâèòåëüíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

tn(x) =
n∑

k=1

ak cos kx

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ tn(0) = 0 è íåðàâåíñòâàì |tn(2πk/(2n + 1)| ≤ 1,
k = 1, . . . , n. Òîãäà

n∑

k=1

|ak| ≤
√

2n + 1− 1√
2n + 1

.

Íåðàâåíñòâî òî÷íîå è äîñòèãàåòñÿ ïðè ïðîñòîì p = 2n + 1, ÷åòíîì n,
è

ak =
2√

2n + 1

(
k

2n + 1

)
, k = 1, 2, . . . , n

15



Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íå÷åòíîãî ìíîãî÷ëåíà. Âîñïîëü-
çóåìñÿ òîæäåñòâîì èç çàäà÷è 11,â êîòîðîì âûáåðåì x = 0 , m = 2n+1 >
2n , è òîãäà

2n+1∑

k=1

tn(2kπ/(2n + 1))2 =
2n + 1

2

n∑

k=1

b2
k.

Çàìåòèì, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà
[

2kπ
2n+1

, 2(2n+1−k)π
2n+1

]
íàõîäèòñÿ â òî÷êå π, ïî-

ýòîìó tn(2kπ/(2n + 1)) = −tn(2(2n + 1− k)π/(2n + 1)) â ñèëó òîæäåñòâà
tn(x) = −tn(2π − x), ñïðàâåäëèâîãî äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Òàêèì îáðàçîì, âåðõíþþ ãðàíèöó èíäåêñà ñóììèðî-
âàíèÿ â ëåâîé ÷àñòè íàïèñàííîãî âûøå ðàâåíñòâà ìîæíî ïîíèçèòü äî n,
åñëè îäíîâðåìåííî âäâîå óìåíüøèòü åãî ïðàâóþ ÷àñòü (ñëàãàåìîå ïðè
k = 2n + 1 ðàâíî íóëþ). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

n∑

k=1

tn(2kπ/(2n + 1))2 =
2n + 1

4

n∑

k=1

b2
k.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âñå ñëàãàåìûå ëåâîé
÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íå ïðåâîñõîäÿò åäèíèöû, ïîýòîìó èõ ñóììà
íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ñëàãàåìûõ, òî åñòü n. Òåì ñàìûì äîêàçàíî íåðà-
âåíñòâî

n∑

k=1

b2
k ≤

4n

2n + 1
.

×òîáû ïîëó÷èòü âûïèñàííóþ â óñëîâèè òåîðåìû îöåíêó äëÿ ñóììû ìî-
äóëåé êîýôôèöèåíòîâ, âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè. Òîãäà

n∑

k=1

|bk| ≤
√√√√n

n∑

k=1

b2
k ≤

√
4n

2n + 1

√
n =

√
2n + 1− 1√

2n + 1
,

è íåðàâåíñòâî òåîðåìû â ñëó÷àå íå÷åòíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà äîêàçàíî. Êîíå÷íî, âñå èçÿùåñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðîÿâèòñÿ
ëèøü òîãäà, êîãäà ìû äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà � òî÷íàÿ, òî
åñòü åå óæå íå óäàñòñÿ óëó÷øèòü, åñëè ðàññìàòðèâàòü âñå ìíîæåñòâî
íå÷åòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà n ñ íàëîæåííûìè â
óñëîâèè íåðàâåíñòâàìè íà çíà÷åíèÿ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Äëÿ ýòîãî ïîíà-
äîáÿòñÿ òîæäåñòâà Ãàóññà.

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ |bk| = 2/

√
2n + 1, k = 1, . . . , n, íåðàâåíñòâî òåîðåìû ïðåâðàùàåòñÿ

â ðàâåíñòâî. Îñòàåòñÿ äëÿ êàæäîãî ÷èñëà èç íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íîãî
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ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ïðåäúÿâèòü íå÷åòíûé òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêà n, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ýòî-
ìó óñëîâèþ,à åãî çíà÷åíèÿ - óñëîâèþ |tn(2πk/(2n + 1)| ≤ 1, k = 1, . . . , n,
÷òî è äîêàçûâàåò íåóëó÷øàåìîñòü ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðè ïðîñòîì p = 2n + 1 = 4m + 3 è

bk =
2√

2n + 1

(
k

2n + 1

)
, k = 1, . . . , n,

ñîãëàñíî òîæäåñòâó Ãàóññà
n∑

k=1

(
k

2n + 1

)
sin(2klπ/n) = ±

√
(2n + 1)/4

èìååì ïðè ëþáîì l = 1, . . . , n

tn(2lπ/n) =
n∑

k=1

bk sin(2klπ/n) =
2√

2n + 1

n∑

k=1

(
k

2n + 1

)
sin(2klπ/n) = ±1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ×åòíûé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí, è ìû ïðåäëàãàåì
÷èòàòåëþ ðàçîáðàòü åãî ñàìîñòîÿòåëüíî, ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì
äëÿ íå÷åòíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.
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