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Ââåäåíèå

0.1 Âûâîä îáùåãî ðåïëèêàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

Òåîðèÿ ýâîëþöèè áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ áûëà ïðåäëîæåíà ×. Äàðâèíîì â

1859 ãîäó

1

. Â ýòîé ðàáîòå áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà îñíîâíàÿ òðèàäà ýâîëþöèîííî�

ãî ïðîöåññà: íàñëåäñòâåííîñòü, èçìåí÷èâîñòü è åñòåñòâåííûé îòáîð. Íåñìîòðÿ

íà âñå äîñòèæåíèÿ ñîâðåìåííîé áèîëîãèè, ýòè ïîñòóëàòû ýâîëþöèè, äîïîë�

íåííûå ðÿäîì äðóãèõ ïðèíöèïîâ, îñòàþòñÿ îñíîâîïîëàãàþùèìè. Íà ðèñ. 1

ïðèâîäèòñÿ óïðîùåííàÿ ñõåìà ìîäåëè ýâîëþöèè ×. Äàðâèíà, âçÿòàÿ èç ðàáî�

òû

2

[2℄.

�èñ. 1 � Óñëîâíàÿ ñõåìà ýâîëþöèè ×. Äàðâèíà.

Âûâîäû Äàðâèíà îñíîâûâàþòñÿ íà ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ è íàáëþäåíèÿõ, íî ïðè ýòîì íå ïîäêðåïëåíû ýëåìåíòàìè ìàòåìàòè÷å�

ñêîãî àíàëèçà. Õîòÿ èç ëè÷íûõ çàïèñåé Äàðâèíà èçâåñòíî, ÷òî îí áûë çíàêîì ñ

1

Darwin C. On the Origin of Speies by Means of Natural Seletion, or the Preservation of Favoured

Raes in the Struggle for Life. 1859. London: John Murray

2

Çèí÷åíêî Ë. À., Êóðåé÷èê Â. Ì., �åäüêî Â. �. Áèîíè÷åñêèå èí�îðìàöèîííûå ñèñòåìû è èõ

ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ. 2011. Ìîñêâà: Ôèçìàòëèò
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ðàáîòîé Ò. Ìàëüòóñà

3

� àâòîðà òåîðèè �íàðîäîíàñåëåíèÿ� èëè, êàê åå åùå íàçû�

âàþò, òåîðèè �Ìàëüòóçèàíñòâà� , îïóáëèêîâàííîé â 1798 ãîäó è áûë âïå÷àòëåí

ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè. Îñíîâíàÿ èäåÿ òåîðèè Ìàëüòóñà çàêëþ÷àëàñü â

òîì, ÷òî â óñëîâèÿõ íåîãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ, ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ ðàñòåò

ïî çàêîíó ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, â òî âðåìÿ êàê ñêîðîñòü ïðîèçâîäñòâà ïè�

ùåâûõ ïðîäóêòîâ � ëèíåéíà. �åçóëüòàòîì òàêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå,

êîòîðîå ïðèíÿòî íàçûâàòü �Ìàëüòóçèàíñêîé ëîâóøêîé� , òî åñòü ñèòóàöèåé ïðè

êîòîðîé ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâî ïðîèçâåäåííûõ ïðîäóê�

òîâ ïèòàíèÿ.

Íî Äàðâèí íå áûë çíàêîì ñ ðàáîòîé áåëüãèéñêîãî ìàòåìàòèêà Ïüåðà Ôåðõ�

þëüñòà

4

(1838). Ôåðõþëüñò ìîäè�èöèðîâàë ìîäåëü Ìàëüòóñà, äîáàâèâ òóäà

äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí, õàðàêòåðèçóþùèé ïðåäåëüíóþ âåëè÷èíó ÷èñëåííîñòè ïî�

ïóëÿöèè. Âïîñëåäñòâèè åãî çàêîí ïîëó÷èë íàçâàíèå ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

{
dN(t)
dt

= rN(t)
(
1− N(t)

K

)
,

N(0) = N0, N0 > 0,

ãäå N(t) � ÷èñëåííîñòü âèäà, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ ïðåäåëüíîé âåëè÷èíîé K >

0, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà ïèùåâûìè ðåñóðñàìè ýêîëîãè÷åñêîé íèøè,

â êîòîðîé îáèòàåò âèä, à r > 0 � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà. Åñëè ÷èñ�

ëåííîñòü ïîïóëÿöèè N(t) ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàðàìåòðîì K, ìû ïîëó÷àåì

ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå

dN(t)

dt
≈ rN(t),

êîòîðîå èìååò ðåøåíèå N(t) = N0e
rt
. ×òîáû ïîëó÷èòü òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, íóæíî ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ðàçäåëèòü íàN2(t),

ïðèíÿâ n(t) = 1
N (t). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì, ÷òî

dn(t)

dt
= −rn(t) +

r

K
.

Ñäåëàâ åùå îäíó çàìåíó, p(t) = n(t) − 1
K , ïîëó÷èì

dp(t)

dt
= −rp(t),

3

Malthus T. An Essay on the Priniple of Population, as it a�ets the future Improvement of Soiety.

1798. London: J. Johnson

4

Verhlust P. Notie sur la loi que la population poursuit dans son aroissement. 1838. Corresp.

Math. Phys. N 10. P. 113-121
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ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä

p(t) = p(0)e−rt =
( 1

N0
−

1

K

)
e−rt.

Ñäåëàâ îáðàòíóþ çàìåíó, ïîëó÷èì èòîãîâîå ðåøåíèå:

N(t) = N0
K

N0 + (K −N0)e−rt
.

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî â íà÷àëå ïðîèñõîäèò ýêñïîíåíöèàëüíûé

ðîñò ïîïóëÿöèè, ïîñëå ÷åãî ÷èñëåííîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ è îñòàåòñÿ íà çàäàí�

íîì óðîâíå K. Êðîìå òîãî, Ôåðõþëüñò ïîêàçàë, ÷òî â òî÷êå

K

2
ïðîèñõîäèò

èçìåíåíèå êðèâèçíû ãðà�èêà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ñ âûïóêëîãî íà âîãíóòûé,

òî åñòü êðèâàÿ N(t) èìååò S - îáðàçíóþ �îðìó. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî

�àêòà, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé

d2N(t)

dt2
= r
(
1−

2N(t)

K

)dN(t)

dt
,

Â ñèëó òîãî, ÷òî çíàê âûðàæåíèÿ

dN(t)

dt
âñåãäà áîëüøå íóëÿ, èìååì, ÷òî

d2N(t)

dt2
> 0, åñëè N(t) <

K

2
è

d2N(t)

dt2
< 0, åñëè N(t) >

K

2
.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ

ðàáîò À. Ëîòêè

5

(1922) è Â. Âîëüòåððû

6

(1926), â êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ âçàèìî�

äåéñòâèå äâóõ âèäîâ, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ õèùíèêîì, à äðóãîé � æåðòâîé.

Îáû÷íî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ çàïèñûâàëèñü â

÷èñëåííîñòÿõ ñîñòàâëÿþùèõ èõ âèäîâ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè

÷èñëåííîñòåé ãåíîòèïîâ (�åíîòèïîâ) â óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ãåíåòèêè

èñïîëüçîâàëàñü ÷àñòîòíàÿ �îðìà çàïèñè.

Âïåðâûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ ÷àñòîò ÷èñëåííîñòåé ãåíî�

òèïîâ (�åíîòèïîâ) â ïîïóëÿöèè áûëè ïîëó÷åíû Â. À. Êîñòèöèíûì

7

(1937). Â

äàëüíåéøåì óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà ïîëó÷èëè íàçâàíèå ðåïëèêàòîðíûõ óðàâ�

íåíèé.

Ñëîâî ðåïëèêàöèÿ ïðîèñõîäèò îò ëàòèíñêîãî Repliatio, ÷òî ïåðåâîäèòñÿ

êàê âîçîáíîâëåíèå èëè ïîâòîðåíèå. Äàííûé òåðìèí ïðèìåíÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ

5

Lotka A. J. Contribution to the energetis of evolution. 1922. Pro. Nat. Aad. Si. USA. N 6. P.

147-151

6

Volterra V. Variazioni e �uttuazioni del numero d'individui in speie animali onviventi. 1926. Mem.

Aad. Linei. N 2. P. 31-113

7

Kostitzin V. A. La biologie mathematique. 1937. Paris: P. A. Colin
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îáëàñòÿõ. Íàïðèìåð, â âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå � ýòî ìåõàíèçì ñèíõðîíèçàöèè

ñîäåðæèìîãî íåñêîëüêèõ êîïèé îáúåêòà. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðåïëèêàöèÿ

êàê òåðìèí áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ ê ïðîöåññó óäâîå�

íèÿ ìîëåêóëû ÄÍÊ. Äàííûé òåðìèí îïðåäåëÿåò ïîíÿòèå �ðåïëèêàòîð� , êîòîðîå

â ðàçíûõ èñòî÷íèêàõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî - ðàçíîìó. Òàê â ðàáîòå À. Ìàðêîâà

8

([8℄, ñòð. 24) ðåïëèêàòîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáúåêò, îáëàäàþùèé ñïîñîáíîñòüþ

ñàìîâîñïðîèçâîäèòüñÿ è íàñëåäñòâåííîé èçìåí÷èâîñòüþ. Èìåþòñÿ òàêæå è äðó�

ãèå îïðåäåëåíèÿ: �ëþáîé îáúåêò, ïîáóæäàþùèé îñîáûå ñðåäû åãî êîïèðîâàòü�

9

,

�ñóùíîñòü âî âñåëåííîé, ñ êîòîðîé ñäåëàíû êîïèè�

10

.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �îðìàëèçàöèè ðåïëèêàòîðà íåîáõîäèìî çàäàòü çà�

êîí, îïðåäåëÿþùèé èíòåíñèâíîñòü êîïèðîâàíèÿ, à òàêæå äðóãèå çíà÷èìûå

�àêòîðû.

Ïóñòü Ni(t) � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè âèäà Mi, i = 1, n, â ìîìåíò âðåìåíè

t, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò îáùèì óðàâíåíèÿì åñòåñòâåííîãî îòáîðà À. Í. Êîë�

ìîãîðîâà

11

dNi(t)

dt
= Ni(t)gi

(
N(t)

)
, N(t) =

(
N1(t), . . . , Nn(t)

)
, (1)

ãäå gi

(
N(t)

)
� äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, êîòîðûå îïèñûâàþò âçàèìîäåé�

ñòâèå âèäîâ gi : Rn
+ → R. Çäåñü è äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ:

R
n
+ =

{
x ∈ R

n : x > 0
}
, intR

n
+ =

{
x ∈ R

n : x > 0
}
, bdR

n
+ = R

n
+ \ intRn

+,

à âåêòîðíûå íåðàâåíñòâà x > 0,x > 0 ïîíèìàþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.

Åñëè ïåðåéòè îò àáñîëþòíûõ ÷èñëåííîñòåé ê îòíîñèòåëüíûì

ui(t) =
Ni(t)

n∑
k=1

Nk(t)
,

n∑

k=1

uk(t) = 1,

8

Ìàðêîâ À. Â., Íàéìàðê Å. Á. Ýâîëþöèÿ: Êëàññè÷åñêèå èäåè â ñâåòå íîâûõ îòêðûòèé. 2014.

ÀÑÒ: Corpus

9

Deutsh D. The fabri of reality. 1997. New-York: Allen Lane

10

Dawkins R. The sel�sh gene. 1976. New-York: Oxford University Press

11

Kolmogorov A. Sulla teoria di Volerra della lotta per l'esistenze. 1936. G. Inst. Ital. Attuari. N 1(7).

P. 74�80
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òî èç ðàâåíñòâà (1) ñëåäóåò, ÷òî

dui(t)

dt
=

1
(

n∑
k=1

Nk(t)

)2

(
Ni(t)gi

(
N(t)

) n∑

k=1

Nk(t)−

−Ni(t)

n∑

k=1

Nk(t)gk

(
N(t)

))
, i = 1, n. (2)

Åñëè gi

(
N(t)

)
� îäíîðîäíûå �óíêöèè ïîðÿäêà s:

gi

(
ξN(t)

)
= ξsgi

(
N(t)

)
, ξ ∈ R,

òî ñèñòåìà (2) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

dui(t)

dt
=

(
n∑

k=1

Nk(t)

)s(
ui(t)gi

(
u(t)

)
− ui(t)

n∑

k=1

uk(t)gk

(
u(t)

))
, i = 1, n.

(3)

Òàê êàê

n∑
k=1

Nk(t) > 0, òî ñèñòåìà (3) îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíò�

íà

12

ñèñòåìå

dui(t)

dt
= ui(t)

(
gi

(
u(t)

)
− f

(
u(t)

))
, f

(
u(t)

)
=

n∑

k=1

gk

(
u(t)

)
uk(t), (4)

n∑

k=1

uk(t) = 1, ui(0) = u0
i , i = 1, n.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì (3) è (4), â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ñèñòåìû èìå�

þò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îäèíàêîâîãî õàðàêòåðà è êàæäîé

çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3) ñîîòâåòñòâóåò çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòå�

ìû (4), ò.å. êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ýòèõ ñèñòåì îäèíàêîâî. Áîëåå òî÷íî, ýòè

ñèñòåìû èìåþò îäèíàêîâûå �àçîâûå ïîðòðåòû, à îòëè÷àþòñÿ ëèøü ñêîðîñòÿ�

ìè äâèæåíèÿ ïî �àçîâûì òðàåêòîðèÿì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàñ èíòåðåñóåò

òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêîå (ò.å. ïðè t → ∞) ïîâåäåíèå ðåøåíèé, òî áåç ðàçíèöû,

êàêóþ èç ýòèõ ñèñòåì àíàëèçèðîâàòü.

12

Àðíîëüä Â. Îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1971. �ëàâíàÿ ðåäàêöèÿ �èçèêî�

ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû èçäàòåëüñòâà �Íàóêà�
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Åñëè â �îðìóëå (4) ïîëîæèòü

gi

(
u(t)

)
=
(
Au(t)

)
i
=

n∑

j=1

aijuj(t),

ãäå A = ||aij||i,j=1,...,n, òî îíà ïðèìåò âèä

dui(t)

dt
= ui(t)

[(
Au(t)

)
i
− f

(
u(t)

)]
, f

(
u(t)

)
=

(
Au(t),u(t)

)
,

ui(0) = u0
i , i = 1, n,

(5)

è å¼ ðåøåíèÿ ðàçûñêèâàþòñÿ íà ñèìïëåêñå

Sn =

{
ui(t) > 0, i = 1, n,

n∑

i=1

ui(t) = 1

}
.

Çäåñü è äàëåå êðóãëûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

â Rn
.

Âåëè÷èíà

(
Au(t)

)
i
íàçûâàåòñÿ ïðèñïîñîáëåííîñòüþ (�èòíåñîì) i-îãî âè�

äà, à �óíêöèîíàë f
(
u(t)

)
îïðåäåëÿåò ñðåäíþþ ïðèñïîñîáëåííîñòü (�èòíåñ)

ïîïóëÿöèè. Ýëåìåíò aij, i, j = 1, n îïðåäåëÿåò âëèÿíèå j-îãî âèäà íà ïîïóëÿöèþ

âèäà ñ íîìåðîì i, à ñàìà ìàòðèöà A îïðåäåëÿåò, òàê íàçûâàåìûé ëàíäøà�ò

ïðèñïîñîáëåííîñòè ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû. Ñèñòåìó (5) åñòåñòâåííî èíòåðïðå�

òèðîâàòü â òåðìèíàõ óäåëüíîãî âêëàäà êàæäîãî âèäà, êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ

ðàâåí, ñ îäíîé ñòîðîíû, âåëè÷èíå u̇i/ui, à ñ äðóãîé � ðàçíîñòè ìåæäó ïðèñïî�

ñîáëåííîñòüþ ýòîãî ñàìîãî âèäà è ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ âñåé ïîïóëÿöèè.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè �èòíåñ âèäà ìåíüøå, ÷åì ñðåäíèé �èòíåñ ñèñòåìû, òî

îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ñîîòâåòñòâóþùåãî âèäà óáûâàåò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

÷àñòîòà âîçðàñòàåò.

Â êîíòåêñòå ýâîëþöèîííîé òåîðèè, âïåðâûå òàêèå ñèñòåìû áûëè ðàññìîò�

ðåíû â ðàáîòàõ Ì. Ýéãåíà

13

è Ï. Øóñòåðà

14

, à òàêæå â ðàáîòàõ �. À. Ïîëó�

ýêòîâà

15

, Þ. À. Ïûõà

16

, Þ. Ì. Ñâèðåæåâà è Ä. Î. Ëîãî�åòà

17

. Îòìåòèì, ÷òî

13

Eigen M. Self-organization of matter and the evolution of biologial maro-moleules. 1971.

Naturwissenshaften. N 58. P. 465�532

14

Eigen M., Shuster P. The hyperyle. A prinipal of natural self-organization. Part A: Emergene

of the hyperyle. 1977. Naturwissenshaften. N 64. P. 541�565. Èìååòñÿ ïåðåâîä. Ýéãåí Ì., Øóñòåð Ï.

�èïåðöèêë: ïðèíöèïû ñàìîîðãàíèçàöèè ìàêðîìîëåêóë. 1982, Ìîñêâà, Ìèð.

15

Ïîëóýêòîâ �. À. Äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé. 1974. Ìîñêâà: Íàóêà

16

Ïûõ Þ. À. Îáîáù¼ííûå ñèñòåìû Ëîòêè - Âîëüòåððà: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ. 2017. Ñàíêò -

Ïåòåðáóðã: Ñàíêò - Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíñòèòóò ïñèõîëîãèè è ñîöèàëüíîé ðàáîòû

17

Ñâèðåæåâ Þ. Ì., Ëîãî�åò Ä. Î. Óñòîé÷èâîñòü áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ. 1978. Ìîñêâà: Íàóêà
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Ì. Ýéãåí è Ï. Øóñòåð âïåðâûå ðàññìîòðåëè ðåïëèêàòîðíûå ñèñòåìû â ðàì�

êàõ èäåé, òàê íàçûâàåìîé ïðåäáèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè, ò.å. ïðîöåññà ýâîëþöèè

ìàêðîìîëåêóë, êîòîðûé ìîã ïðèâåñòè ê îáðàçîâàíèþ ñëîæíûõ ñàìîâîñïðîèçâî�

äÿùèõñÿ ìàêðîìîëåêóë, ïîäîáíûõ ìàêðîìîëåêóëàì �ÍÊ. Ýòè ðàáîòû âûçâàëè

áîëüøîé èíòåðåñ, êàê ñî ñòîðîíû áèîëîãîâ

18,19
, òàê è ñî ñòîðîíû ìàòåìàòè�

êîâ

20,21
.

0.2 Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå îñíîâíûõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì

Ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì:

1. Íåçàâèñèìàÿ ðåïëèêàöèÿ.

dui

dt
= ui

(
ki − f1(u)

)
, f1(u) =

n∑

i=1

kiui(t),

u(t) ∈ Sn, i = 1, n.

(6)

2. Àâòîêàòàëèòè÷åñêàÿ ðåïëèêàöèÿ.

dui

dt
= ui

(
kiui − f2(u)

)
, f2(u) =

n∑

i=1

kiu
2
i (t),

u(t) ∈ Sn, i = 1, n.

(7)

3. �èïåðöèêëè÷åñêàÿ ðåïëèêàöèÿ.

dui

dt
= ui

(
kiui−1 − f3(u)

)
, f3(u) =

n∑

i=1

kiui(t)ui−1(t),

u(t) ∈ Sn, i = 1, n.

(8)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èíäåêñû ñ÷èòàþòñÿ ïî ìîäóëþ n, ò.å. u0 = un. Çäåñü

è äàëåå êîý��èöèåíòû ki > 0, i = 1, n.

18

Linoln A., Joye G. Self-Sustained Repliation of an RNA Enzyme. 2009. Siene. N 323.

P. 1229�1232

19

Vaidya N., Manapat M., Chen I., Xulvi-Brunet R., Hayden E., Lehman N. Spontaneous network

formation among ooperative RNA repliators. 2012. Nature. N 491(7422). P. 72�77

20

Hofbauer J., Mallet-Paret J. and Smith H. L. Stable periodi solutions for the hyperyle system.

1991. J. of Dyn. and Di�. Eq. N 3. P. 423�436

21

Hofbauer J. Competitive Exlusion of Disjoint Hyperyles. 2002. J. Phys. Chem. N 216. P. 35�39
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�èñ. 2 � �ðà�, îïèñûâàþùèé ãèïåð�

öèêëè÷åñêóþ ðåïëèêàöèþ.

Ñèñòåìû (6), (7) è ñèñòåìà (8)

ïðåäñòàâëÿþò äâå êðàéíèå àëüòåðíàòè�

âû ðåïëèêàöèè. Â ïåðâûõ äâóõ ñèñòåìàõ

ðåïëèêàöèÿ êàæäîãî âèäà ïðîèñõîäèò ñ

ïîìîùüþ åãî ñàìîãî. Â ñëó÷àå ñèñòåìû

(8) ðåïëèêàöèÿ êàæäîãî âèäà ïðîèñõîäèò

ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåãî âèäà â çàìêíó�

òîì öèêëå (ðèñ. 2).

Åñëè ïîâåäåíèå äâóõ ïåðâûõ ñèñòåì

ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ýãîèñòè÷å�

ñêîå, òî ñèñòåìà ãèïåðöèêëè÷åñêîé ðåïëè�

êàöèè äåìîíñòðèðóåò àëüòðóèñòè÷åñêèé

òèï ïîâåäåíèÿ, êîãäà âîñïðîèçâîäñòâî

êàæäîãî âèäà ïðåäñòàâëÿåò ïðîñòåéøóþ �îðìó âçàèìíîé ïîìîùè, ïðè÷åì

êàæäûé âèä, ïðÿìî èëè êîñâåííî, èçâëåêàåò ïîëüçó îò âñåõ äðóãèõ âèäîâ, âêëþ�

÷¼ííûõ â öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ.

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå ýëåìåíòîâ àëüòðóèñòè÷åñêîãî è ýãîèñòè÷åñêîãî

ïîâåäåíèÿ âèäîâ â ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåìàõ îáùåãî âèäà ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì

èçó÷åíèÿ íå òîëüêî â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè, íî è â ìàòåìàòè÷å�

ñêèõ ìîäåëÿõ ýêîíîìèêè, òåîðèè èãð è ñîöèîëîãèè. Áîëåå ïîäðîáíî ðàçëè÷íûå

ìàòåìàòè÷åñêèå ïîäõîäû ê îïèñàíèþ ýãîèñòè÷åñêèõ, àëüòðóèñòè÷åñêèõ è áîëåå

ñëîæíûõ ïîâåäåíèé ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà�èè

22

. Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî

ïîíèìàíèÿ ñàìûõ ýëåìåíòàðíûõ ïîñòàíîâîê, ïðèâåäåííûõ âûøå.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ñèñòåìû íåçàâèñèñìîé ðåïëèêàöèè âûæèâàåò

òîëüêî òîò âèä, çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà ðîñòà (âåëè÷èíà ki) êîòîðîãî ìàêñè�

ìàëüíî.

˙(
ui

uj

)
=

u̇iuj − uiu̇j

u2
j

=
ui(ki − f)uj − uiuj(kj − f)

u2
j

=
ui

uj
(ki − kj).

Åñëè mij =
ui

uj
, òî ïîëó÷àåì ṁij = mij(ki − kj). Äëÿ òàêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå

mij = Ce(ki−kj)t.

Åñëè ki = max(k1, . . . , kn), òî ïðè t → ∞, mij → ∞, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó

îãðàíè÷åííîñòè ui(t), ïîëó÷àåì uj(t) → 0.
22

Sigmund K. The alulus of sel�shness. 2010. Prineton University Press, Prineton



11

Èññëåäóåì äèíàìèêó âåëè÷èíû ñðåäíåãî �èòíåñà ñèñòåìû f(t).

ḟ(t) =

n∑

i=1

kiu̇i(t) =

n∑

i=1

kiui(t)(ki − f(t)) =

n∑

i=1

k2i ui(t)−

n∑

i=1

kiui(t)f(t) =

=
n∑

i=1

k2i ui(t)−
( n∑

i=1

kiui(t)
)2
.

Èçâåñòíî, ÷òî �îðìóëû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè äèñêðåòíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìåþò âèä:

Eξ =

n∑

i=1

piξi,

Dξ = E

(
ξ− Eξ

)2
= Eξ2 −

(
Eξ
)2

=

n∑

i=1

ξ2ipi −
( n∑

i=1

ξipi

)2
,

ãäå pi ∈ (0, 1) è
n∑

i=1

pi = 1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u = (u1, . . . , un) ∈ Sn =
{
ui : ui > 0,

n∑
i=1

ui = 1
}
, ïî�

ëó÷èì, ÷òî ḟ(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ

ñ âåðîÿòíîñòÿìè ui ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ki è, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíèé �èòíåñ

ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé �óíêöèåé. Â íåêîòîðîì ñìûñëå, ýòè ýëåìåí�

òàðíûå ðàññóæäåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòåéøóþ òî÷íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ

�îðìó òàê íàçûâàåìîé �óíäàìåíòàëüíîé òåîðåìû åñòåñòâåííîãî îòáîðà �. Ôè�

øåðà

23

, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî �ñêîðîñòü ðîñòà ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè â

ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíà ãåíåòè÷åñêîé äèñïåðñèè ïðèñïîñîáëåííîñòè â ýòîò

ìîìåíò âðåìåíè� . Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ñàì Ôèøåð ìàòåìàòè÷åñêèõ �îðìóëèðî�

âîê ýòîé òåîðåìû íå ïðèâîäèë. Êðîìå òîãî, ïîíÿòíî, ÷òî íåîáõîäèìî â îáùåì

ñëó÷àå äàòü òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèþ �ãåíåòè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ� . Äëÿ íàøèõ

öåëåé äîñòàòî÷íî äâóõ âàæíûõ �àêòîðîâ: â ñàìîé ïðîñòîé èíòåðïðåòàöèè òåî�

ðåìà Ôèøåðà óòâåðæäàåò, ÷òî ñðåäíÿÿ ïðèñïîñîáëåííîñòü äîëæíà âîçðàñòàòü

ñî âðåìåíåì; îáû÷íî òåîðåìà Ôèøåðà íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áîëåå-ìåíåå ñëîæ�

íûõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì.

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ äèíàìèêè è ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû àâòîêà�

òàëèòè÷åñêîé ðåïëèêàöèè. Ñòàöèîíàðíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ū ∈ intSn ýòîé

23

Fisher R. The Genetial Theory of Natural Seletion. 1930. Oxford: At The Clarendon Press
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ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

k1ū1 = . . . = knūn = f̄ =

n∑

i=1

kiū
2
i , ū ∈ Sn.

Òîãäà

ūj =

n∑
i=1

kiū
2
i

kj
.

Ïîñêîëüêó

n∑
j=1

ūj = 1, òî

n∑

j=1

[ n∑
i=1

kiū
2
i

kj

]
=

n∑

i=1

kiū
2
i ·

n∑

j=1

k−1
j = 1 ⇒ kiūi

n∑

j=1

k−1
j = 1.

Îòñþäà

ūi =
1

ki
n∑

j=1

k−1
j

.

Åñëè ââåñòè áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

24

, êîòîðûå ïåðåâîäÿò ýòî ïîëîæåíèå

â �öåíòð òÿæåñòè� ñèìïëåêñà ñ êîîðäèíàòàìè (n−1, . . . , n−1) ïî �îðìóëå

vi =
kiui

R
, i = 1, n, R =

n∑

j=1

kjuj,

òî â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (7) ïåðåéä¼ò â ñèñòåìó

dvi
dt

= Rvi

(
vi −

n∑

j=1

v2j

)
, i = 1, n, v(t) ∈ Sn.

Òàê êàê R > 0, òî ýòà ñèñòåìà òîïîëîãè÷åñêè îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

dvi
dt

= vi

(
vi −

n∑

j=1

v2j

)
, i = 1, n, v(t) ∈ Sn, (9)

÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò èññëåäîâàíèå äèíàìèêè.

Äåéñòâèòåëüíî, âñå ñòàöèîíàðíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (9) ëåã�

êî íàõîäÿòñÿ. Êðîìå âíóòðåííåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ū1
n = (n−1, . . . , n−1) ∈ intSn

24

Hofbauer J., Sigmund K. The Theory of Evolution and Dynamial Systems. 1978. Cambridge

University Press
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ñèñòåìà èìååò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ëåæàùèå íà ãðàíèöå ñèìïëåêñà Sn, êîòî�

ðûé ïðåäñòàâëÿåò ñèìïëåêñ ìåíüøåé ðàçìåðíîìòè Sn−1 è ò.ä.. Â èòîãå, ïîëó÷èì

2n − 1 íåïîäâèæíûõ òî÷åê ýòîé ñèñòåìû:

ū
j
n−1 =

(
1

(n− 1)
, . . . , 0, . . . ,

1

(n− 1)

)
,

ãäå 0 ðàñïîëàãàåòñÿ íà j-îì ìåñòå,

ū
jk
n−2 =

(
1

(n− 2)
, . . . , 0, . . . ,

1

(n− 2)
, . . . , 0 . . . ,

1

(n− 2)

)
,

ãäå 0 ðàñïîëàãàåòñÿ íà j-îì è k-îì ìåñòàõ è ò.ä.. Âåðøèíû ñèìïëåêñà

ps = (0, . . . , 1, . . . , 0),

â êîòîðûõ 1 íàõîäèòñÿ íà s-îì ìåñòå òàê æå ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êà�

ìè ñèñòåìû.

Ìàòðèöà ßêîáè â òî÷êå ū1
n èìååò âèä

J
(
ū1
n

)
=

1

n2




n− 2 −2 . . . −2

−2 n− 2 . . . −2

. . . . . .

−2 −2 . . . n− 2




.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî λ1 = n−1
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ýòîé ìàòðèöû êðàòíîñòè n − 1. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïðå�

äåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

e1 = (1,−1, 0, . . . , 0), e2 = (1, 0,−1, 0, . . . , 0), . . . , en−1 = (1, 0, . . . , 0,−1).

Ñîáñòâåííûé âåêòîð en = (1, 1, . . . , 1), îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

λ2 = −n−1
íå ïðèíàäëåæèò ñèìïëåêñó Sn, òàê êàê ýòîò âåêòîð îðòîãîíàëåí

âñåì âåêòîðàì, ëåæàùèì â Sn (âåêòîð en ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê ãèïåðïëîñêîñòè

n∑
i=1

ui = 1). Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ū1
n ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì

óçëîì.

�àññìîòðèì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ū
j
n−1, j = 1, n, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âíóò�

ðåííèìè ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ñèìïëåêñîâ Sn−1, ãðàíè÷íûõ ê ñèìïëåêñó Sn.

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïîëíîñòüþ èäåíòè÷åí ïðîâå�

ä¼ííîìó ðàíåå. Ìàòðèöû ßêîáè èìåþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 = (n − 1)−1
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êðàòíîñòè n − 2 è ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ2 = −(n − 1)−1
. Â îòëè÷èå îò

ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2 îòâå÷àåò ñîáñòâåííûé âåêòîð,

êîòîðûé ïðèíàäëåæèò ñèìïëåêñó Sn−1, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ū
j
n−1, j = 1, n ÿâëÿþòñÿ ñåäëîâûìè è èìåþò îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðà�

çèå. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñ¼äëàìè ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ū
jk
n−2, j, k = 1, n. Íàêîíåö â âåðøèíàõ ñèìïëåêñà èìååì

J
(
pj
)
=




−1 0 . . . 0

0 −1 . . . 0

. . . . . .

0 0 . . . −1




.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíû ñèìïëåêñà pj, j = 1, n ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè óçëàìè.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (9) õàðàêòåðèçóåòñÿ òðàåêòîðèÿìè, âûõîäÿùè�

ìè èç öåíòðà ñèìïëåêñà Sn è èäóùèìè â öåíòðû ãðàíè÷íûõ ñèìïëåêñîâ Sn−1,

îòêóäà ýòè òðàåêòîðèè ïîïàäàþò â öåíòðû ñèìïëåêñîâ Sn−2 è ò.ä. âïëîòü äî âåð�

øèí ñèìïëåêñà pj, j = 1, n. Âñå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå èç ñèìïëåêñà Sn, çà

èñêëþ÷åíèåì òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ íà óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ïîïà�

äàþò â îäíó èç âåðøèí pj ñèìïëåêñà Sn. Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû çàâèñèò

îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðîöåññà, ò.å. â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ëèøü

îäèí èç âèäîâ âûèãðûâàåò áîðüáó çà ñóùåñòâîâàíèå, êàê è â ñëó÷àå íåçàâèñèìîé

ðåïëèêàöèè. Òàêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû íàçûâàþò àäàïòèâíûì èëè ìóëüòè�

ñòàáèëüíûì, ò.å. íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò òó âåðøèíó, â êîòîðóþ ìû

ïîïàäåì ïðè t → ∞. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî åñëè â ñëó÷àå íåçàâèñèìîé ðåïëèêàöèè

âñåãäà âûæèâàåò ñèëüíåéøèé (ò.å. âèä ñ íàèáîëüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ), òî

â ñëó÷àå àâòîêàòàëèòè÷åñêîé ðåïëèêàöèè âûæèâàåò íàèáîëåå øèðîêî ïðåäñòàâ�

ëåííûé âèä â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîý��èöèåíòà ïðèñïîñîáëåííîñòè

íà íà÷àëüíóþ ÷àñòîòó ó ýòîãî âèäà ìàêñèìàëüíî. Ñõåìàòè÷åñêè �àçîâûé ïî�

òîê ñèñòåìû â ñëó÷àå n = 3 èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 3.

�àññìîòðèì äèíàìèêó �óíêöèé ñðåäíåãî �èòíåñà ñèñòåìû (7)

df2
dt

= 2
n∑

i=1

kiuiu̇i = 2

(
n∑

i=1

k2i u
3
i −

(
n∑

i=1

kiu
2
i

)2)
.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî

(
n∑

i=1

kiu
3

2

i u
1

2

i

)2

6

n∑

i=1

k2i u
3
i

n∑

i=1

ui =

n∑

i=1

k2i u
3
i ,
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�èñ. 3 � Ôàçîâûé ïîòîê ñèñòåìû (9) â ñëó÷àå n = 3.

ïîýòîìó ḟ2(t) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è â ñëó÷àå íåçàâèñèìîé ðåïëèêàöèè,

ñðåäíèé �èòíåñ ñèñòåìû (7) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé �óíêöèåé.

Ïåðåéä¼ì ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû ãèïåðöèêëà (8). Àíàëîãè÷íî ïðåäû�

äóùåìó ñëó÷àþ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ū ∈ intSn

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ūi =
k−1
i+1

n−1∑
j=0

k−1
j+1

, i = 1, n, kn+1 = k1.

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå àâòîêàòàëèòè÷åñêîé ðåïëèêàöèè, óäîáíî ââåñòè íîâûå

áàðèöåíòðè÷åñêèå ïåðåìåííûå

vi =
ki+1ui

R
, i = 1, n, R =

n−1∑

j=0

kj+1uj,

êîòîðûå ïåðåâîäÿò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè

(n−1, . . . , n−1).

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà (8) ïåðåéä¼ò â îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó âèäà

dvk
dt

= vk

(
vk−1 −

n∑

j=1

vjvj−1

)
, v0(t) = vn(t), k = 1, n, v(t) ∈ Sn. (10)

Óòâåðæäåíèå 1. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ßêîáè â ïîëîæåíèè ðàâ�

íîâåñèÿ v̄ = (n−1, . . . , n−1) ∈ intSn âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå

λj =
1

n
exp

2πj

n
i, j = 0, n− 1,
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ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè j 6= k − 1, òî èç (10) ñëåäóåò, ÷òî â ïîëîæåíèè

ðàâíîâåñèÿ v̄

∂v̇k
∂vj

= −
2

n2
,

è

∂v̇k
∂vj

=
n− 2

n2
, åñëè j = k − 1.

Ìàòðèöà ßêîáè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

J(v̄) =
1

n2




−2 −2 . . . −2 n− 2

n− 2 −2 . . . −2 −2

. . . . . . .

−2 −2 . . . n− 2 −2




.

Ýòà ìàòðèöà ñïåöèàëüíîãî âèäà, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé öèðêóëÿíòîì è å¼ ñîá�

ñòâåííûå ÷èñëà íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëå

25

λj = −2
2

n2

n−1∑

k=0

ξkj +
1

n
ξ(n−1)j = −

ξj

n
, j = 0, n− 1, (11)

ãäå ξ = exp
2πj

n
i. �

Åñëè j = 0, òî λ0 = −n−1
è ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îòâå÷àåò ñîá�

ñòâåííûé âåêòîð (1, 1, . . . , 1), êîòîðûé îðòîãîíàëåí ñèìïëåêñó Sn è òåì ñàìûì

èñêëþ÷àåòñÿ èç àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ v̄ ∈ intSn. Èç

ðàâåíñòâà (11) ñëåäóåò, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ v̄ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâûì ïðè n = 2, 3 è íåóñòîé÷èâûì åñëè n > 5, òàê êàê â ïîñëåäíåì ñëó�

÷àå âñåãäà íàéäóòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðûõ áîëüøå

íóëÿ. Â ñëó÷àå n = 4 èìååì λ1,2 = ±
i

4
, λ3 = −

1

4
è îäíîçíà÷íîãî îòâåòà íà

îñíîâàíèè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ äàòü íåëüçÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ àíàëèçà

èñïîëüçóåì �óíêöèþ

Φ(v) = (v1+v2+v3+v4)
2−4f =

[
(v1+v3)−(v2+v4)

]2
, f = v1v4+v2v1+v3v2+v4v3.

Ïðîèçâîäíàÿ âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (10) îò ýòîé �óíêöèè íåïîëîæèòåëüíà,

òî åñòü Φ̇(v) 6 0. Ìíîæåñòâî íóëåé ýòîé ïðîèçâîäíîé íàõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå

Z =
{
v ∈ Sn : v1 + v3 = v2 + v4

}
.

25

Áåëëìàí �. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìàòðèö. 1976. Ìîñêâà: Íàóêà
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Ïî òåîðåìå Ëàñàëëÿ

26

ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ íà ñèìïëåêñå S4 ñõîäèòñÿ ê èíâàðè�

àíòíîìó ïîäìíîæåñòâó M ìíîæåñòâà Z è ëþáàÿ òî÷êà â ìíîæåñòâå M äîëæíà

óäîâëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíîìó ðàâåíñòâó

d

dt
(v1 + v3) =

d

dt
(v2 + v4).

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

v1v4 + v3v2 − (v1 + v3)f = v2v1 + v4v3 − (v2 + v4)f, åñëè (v1 − v3)(v4 − v2) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî M ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå v1 = v3 èëè v2 = v4.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò òîëüêî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ v̄4 ∈ S4

è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ v ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

�àññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ïðèñïîñîáëåííîñòè

(
Au
)
i
.

Ïóñòü ū ∈ intSn � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (5), êîòîðîå ìû ïðåäïîëà�

ãàåì ñóùåñòâóþùèì. Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Aū = f̄I, f̄ =
(
Aū, ū

)
,
(
u, I
)
= 1, I = (1, 1, . . . , 1) ∈ R

n. (12)

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ

V (u) =

n∑

i=1

[
(ui − ūi)− ūi ln

(ui

ūi

)]
. (13)

Òàê êàê ui − ūi > ūi ln
(
ui

ūi

)
, uiūi > 0, òî �óíêöèÿ V (u) ïîëîæèòåëüíà è îáðà�

ùàåòñÿ â íîëü òîëüêî ïðè u = ū, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ êàíäèäàòîì íà òî, ÷òîáû

áûòü �óíêöèåé Ëÿïóíîâà.

Ïðîèçâîäíàÿ âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (5) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

V̇ (u) =
(
Au,u− ū

)
, u ∈ Sn. (14)

Ïîëîæèì ξ = u − ū. Ïîñêîëüêó
(
u, I
)

= 1, òî
(
ξ, I
)

= 0 è ðàâåíñòâî (14)

ïðèìåò âèä

V̇ (u) =
(
Bξ, ξ

)
.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû A â âèäå ñóììû äâóõ ìàòðèö

B =
A+AT

2
, C =

A−AT

2
, B = BT , CT = −C,

26

Òèõîíîâ À. Í., Âàñèëüåâà À. Á., Ñâåøíèêîâ À. �. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1985. Ìîñêâà:

Íàóêà
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à òàêæå ñâîéñòâî

(
Cξ, ξ

)
= 0, ξ ∈ Rn

, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó êîñîñèì�

ìåòðè÷íîñòè ìàòðèöû C.

Òîãäà óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ū ∈ intSn çàêëþ÷àåòñÿ

â âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà

(
Bξ, ξ

)
6 0, (15)

íà âñåõ âåêòîðàõ ξ ∈ Rn
äëÿ êîòîðûõ

(
ξ, I
)
= 0, I = (1, 1, . . . , 1) ∈ R

n. (16)

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû B äîëæíû

áûòü íåïîëîæèòåëüíû íà (n − 1) - ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, çàäàííîì ðàâåí�

ñòâîì (16).

Åñëè ū ∈ bdSn, íàïðèìåð, ū1 = 0, ū
′

= (ū2, ū3, . . . , ūn) è ū
′

ÿâëÿåòñÿ

âíóòðåííåé òî÷êîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèìïëåêñà Sn−1 =

{
ui :

n∑
i=2

ui = 1

}
,

òî èñïîëüçóÿ �óíêöèþ V ñ i = 2, n ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

ýòîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, àíàëîãè÷íîå óñëîâèÿì (15), (16). Îòìåòèì, ÷òî âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ áîëåå âàæíûì óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

ū ∈ bdSn ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû íà ìíîæå�

ñòâå, çàäàííîì ðàâåíñòâîì (16) áûë ïðåäëîæåí Ì. �. Êðåéíîì

27

è èçëîæåí

â ìîíîãðà�èè [27℄.

Â ñëó÷àå ìàòðèö öèêëè÷åñêîãî âèäà, âñåãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà�

÷åíèå λ1 è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (1, 1, . . . , 1). Â

ñèëó ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû,

ýòîò âåêòîð îðòîãîíàëåí âñåì îñòàëüíûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ýòîé ìàòðèöû.

Ïîýòîìó ñâîéñòâî íåïîëîæèòåëüíîñòè �îðìû

(
Bξ, ξ

)
íà ìíîæåñòâå (16) îïðå�

äåëÿåòñÿ çíàêàìè îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ2, λ3, . . . , λn.
27

Øèëîâ �. Å. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. 1969. Ìîñêâà:

Íàóêà
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0.3 Ýâîëþöèîííûå ïîñòóëàòû ×. Äàðâèíà è ñâîéñòâà ãèïåðöèêëà

Òåîðèÿ ýâîëþöèè áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ áûëà ïðåäëîæåíà ×. Äàðâèíîì

[1℄. Â ýòîé ðàáîòå ñ�îðìóëèðîâàíà îñíîâíàÿ òðèàäà ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà:

íàñëåäñòâåííîñòü � èçìåí÷èâîñòü � åñòåñòâåííûé îòáîð. Ýòè ïîñòóëàòû

ñîâìåñòíî ñ äðóãèìè äîïîëíèòåëüíûìè ïðèíöèïàìè îáðàçóþò îñíîâó ñîâðåìåí�

íîé òåîðèè ýâîëþöèè, íåñìîòðÿ íà âñå îñíîâîïîëàãàþùèå îòêðûòèÿ ïîñëåäíèõ

âåêîâ. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýâîëþöèîííûõ

ïðîöåññîâ, íåîáõîäèìî òî÷íî îïðåäåëèòü, ÷òî èìåííî ñëóæèò îïèñàíèåì íàñëåä�

ñòâåííîñòè, èçìåí÷èâîñòè è åñòåñòâåííîãî îòáîðà â íàøèõ ìîäåëÿõ.

Íàñëåäñòâåííîñòü, êàê äîëæíî áûòü ïîíÿòíî èç ïðåäûäóùåãî îáñóæäå�

íèÿ, �îðìàëèçóåòñÿ â îáùåì âèäå ðåïëèêàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

u̇i

ui
= gi(u)− f(t),

ãäå ñïðàâà ñòîèò ðàçíîñòü ïðèñïîñîáëåííîñòè i-ãî âèäà è ñðåäíåé ïðèñïîñîá�

ëåííîñòè ïîïóëÿöèè.

Óæå íåîäíîêðàòíî óïîìèíàâøèéñÿ òåðìèí ïðèñïîñîáëåííîñòü � ýòî ìà�

òåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿ â íàøèõ ìîäåëÿõ åñòåñòâåííîãî îòáîðà. Â ñàìîì

ïðîñòîì ñëó÷àå íåçàâèñèìîé ðåïëèêàöèè � ïðèñïîñîáëåííîñòè ïîñòîÿííû, à

â îáùåì ñëó÷àå îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîæíóþ �óíêöèþ ñòðóêòóðû ïîïó�

ëÿöèè.

Èçìåí÷èâîñòü äîñòàòî÷íî ÷àñòî çàäàåòñÿ â âèäå ÿâíûõ ïàðàìåòðîâ, êîòî�

ðûå îïèñûâàþò âåðîÿòíîñòü èçìåíåíèÿ âèäà ñ íîìåðîì i â âèä ñ íîìåðîì j.

Îáû÷íî ýòè ïàðàìåòðû íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè ìóòàöèé èëè ìóòàöèîííûì

ëàíäøà�òîì. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, èçìåí÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ñâîéñòâîì

ìîäåëåé. Â ÷àñòíîñòè, êàê áóäåò ïîêàçàíî ïîçäíåå, èçìåí÷èâîñòü íåÿâíûì îá�

ðàçîì âñòðîåíà â ìîäåëü ãèïåðöèêëà.

Â äîïîëíåíèå ê òðåì ïðèâåäåííûì ïîñòóëàòàì ýâîëþöèè Äàðâèíà, äîáà�

âèì, ÷òî íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ìîäåëè, êîòîðûå â ýâîëþöèîííîì ñìûñëå, ìû

ìîãëè áû íàçâàòü íåâûðîæäåííûìè. Ïîä ýòèì òåðìèíîì, ìû áóäåì ïîíèìàòü

òàêèå ðåïëèêàòîðíûå ñèñòåìû, â êîòîðûõ ñî âðåìåíåì íå ïðîèñõîäèò âûðîæ�

äåíèÿ íè îäíîãî èç âèäîâ (â íåêîòîðîì ñìûñëå, ñèñòåìà ñàìà ïîääåðæèâàåò

ñâîþ ñëîæíîñòü). Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå òàêæå èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíû
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permanent è persistent [24℄. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìóëèðîâêà ýòîãî ñâîéñòâà çà�

êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Îïðåäåëåíèå 1. �åïëèêàòîðíàÿ ñèñòåìà (5) íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåí�

íîé, åñëè äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ñèñòåìû u0
i , i = 1, n,u0 ∈ intSn,

ñóùåñòâóåò δ0 > 0, òàêîå ÷òî

lim
t→+∞

inf ui(t) > δ0 > 0, i = 1, n

Èíûìè ñëîâàìè, ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè ãðàíèöà ñèìïëåê�

ñà �îòòàëêèâàåò� òðàåêòîðèè ñèñòåìû.

Èçâåñòíî, ÷òî â ïðîöåññå ýâîëþöèè ìíîãèå âèäû èñ÷åçëè, ïîýòîìó äëÿ

áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè íåëüçÿ ñ÷èòàòü àáñîëþòíî

íåîáõîäèìûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñ÷åçíîâåíèå âèäîâ íàðóøàåò áèîðàçíîîáðà�

çèå, ÷òî òàêæå íåæåëàòåëüíî. Ïîýòîìó, âî ìíîãèõ âîïðîñàõ, ìû áóäåì òðåáîâàòü

îò íàøèõ ðåïëèêàòîðíûõ óðàâíåíèé íåâûðîæäåííîñòè â ñìûñëå ïðèâåäåííîãî

âûøå îïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àòåëüíûé �àêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñèñòåìà ãèïåðöèêëà íåâûðîæäåí�

íà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì

28

[28℄.

Òåîðåìà 1. �åïëèêàòîðíàÿ ñèñòåìà (5) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò p ∈ intSn, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(
p,Aū

)
>
(
ū,Aū

)

äëÿ âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ū ∈ bdSn ñèñòåìû (5).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ñîîáðà�

æåíèÿõ. Åñëè íà ãðàíèöå ñèìïëåêñà èìåþòñÿ íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû,

êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì òðàåêòîðèé, âõîäÿùèõ â ýòó òî÷êó, òî ñèñòå�

ìà áóäåò âûðîæäåííîé. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó p ∈ intSn è �óíêöèþ

v(t) =
(
u(t),p

)
. Òîãäà

v̇ =
(
u̇(t),p

)
=

n∑

i=1

(
Au
)
i
pi − f(t) = |u̇(t)||p| cos

(
˙̂u(t),p

)
= f(t) =

(
Au,u

)
.

28

Hofbauer J., Sigmund K. Evolutionary Games and Population Dynamis. 2003. Cambridge

University Press
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Åñëè ū ∈ bdSn ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñèñòåìû è v̇(ū) 6 0, òî �àçîâàÿ

òðàåêòîðèÿ îáðàçóåò ñ âåêòîðîì p ∈ intSn �òóïîé óãîë� è, ñëåäîâàòåëüíî, âõî�

äèò â òî÷êó ū ∈ bdSn. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, äâèæåíèå ïî ýòîé òðàåêòîðèè áóäåò

ïðîèñõîäèòü âíóòðü ñèìïëåêñà Sn è òî÷êà ū áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåïåëëåðîì. Ïðè�

âåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì äîêàçàòåëüñòâîì

òåîðåìû 1, êîòîðîå ìîæíî íàéòè â [28℄.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè òåîðåìû 1 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâûðîæäåí�

íîñòè ñèñòåìû ãèïåðöèêëà. Êàê è ðàíåå äëÿ ýòîé öåëè äîñòàòî÷íî âîñïîëüçî�

âàòüñÿ ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé (10).

Ïóñòü p = (n−1, n−1, . . . , n−1). Âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (10)

îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

ūi

(
ūi−1 − f̄(ū)

)
= 0, i = 1, n, ū0 = ūn f̄(ū) =

n∑

i=1

ūiūi−1.

Åñëè, íàïðèìåð, ū1 = 0, íî ū2 6= 0, òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

f̄(ū) = 0, ū ∈ bdSn.

Ïîýòîìó âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñîñðåäîòî÷åíû íà ìíîæåñòâå f̄(ū) = 0 ïðè

ū ∈ bdSn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà êîìïîíåíòà òàêîãî âåêòîðà

äîëæíà áûòü îòëè÷íà îò íóëÿ. Ìàòðèöà A ñèñòåìû (10) èìååò âèä

A =




0 0 . . . 0 1

1 0 . . . 0 0

. . . . . . .

0 0 . . . 1 0




,

ïîýòîìó Aū = (ūn, ū1, . . . , ūn−1) è, ñëåäîâàòåëüíî,
(
Aū,p

)
> 0 â òî âðåìÿ êàê

f(ū) = 0. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , un(t)) � ðåøåíèå ñèñòåìû

(8) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ui(0) = u0
i > 0, i = 1, n. Òîãäà êîîðäèíàòû ïîëî�

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ū ∈ intSn îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

ūi = lim
T→+∞

1

T

T∫

0

ui(t)dt.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ñèñòåìó (8) â âèäå

u̇i

ui
=
(
Au
)
i
− f(t)

è ïðîèíòåãðèðóåì ýòî ðàâåíñòâî îò íóëÿ äî T , ïðåäâàðèòåëüíî ðàçäåëèâ åãî íà

âåëè÷èíó T . Ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâà íåâûðîæäåííîñòè ñèñòåìû, ïîëó÷èì, ÷òî

lim
T→+∞

ln ui(T )− ln u0
i

T
= 0.

Ïîýòîìó

(
Aū
)
i
= lim

T→+∞

1

T

T∫

0

f(t)dt =
(
Aū, ū

)
= f̄ , i = 1, n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ū ∈ Sn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé

(
Aū
)
i
= f̄ , i = 1, n,

êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñòàöèîíàðíîå ïîëîæåíèå ñèñòåìû. �

Íà ñàìîì äåëå ñèñòåìà ãèïåðöèêëè÷åñêîé ðåïëèêàöèè îáëàäàåò áîëåå

ñèëüíûì ñâîéñòâîì, ÷åì ñâîéñòâî íåâûðîæäåííîñòè. Ïðè n > 5 â ñèñòåìå âîç�

íèêàåò óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, ò.å. çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ â îêðåñòíîñòè

êîòîðîé íåò äðóãèõ çàìêíóòûõ êðèâûõ è ê êîòîðîé ñòðåìÿòñÿ âñå îñòàëüíûå

òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïðè t → +∞ [20℄. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíî�

âàíî íà èñïîëüçîâàíèè áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà

29

[29℄, êàñàþùåãîñÿ ñèñòåì âèäà

u̇i = fi(ui, ui−1), i = 1, n ñî ñïåöèàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïîâåäåíèå �óíê�

öèé fi(ui, ui−1). Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà äëÿ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì íà ïëîñêîñòè ñ�îðìóëèðîâàíû â èçâåñòíîé òåîðåìå Ïóàíêàðå - Áåí�

äèêñîíà è ÷àñòî, â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ, ïðîâåðêà ýòèõ óñëîâèé ïðåäñòàâëÿåò

äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ çàäà÷ó. Â òî âðåìÿ, êàê â ñëó÷àå ñèñòåìû ãèïåðöèêëè÷å�

ñêîé ðåïëèêàöèè íà ñèìïëåêñå ãàðàíòèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî öèêëà

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n > 5.

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìå ãèïåðöèêëà âíóòðåííå ïðèñóùå ñâîéñòâî èçìåí÷è�

âîñòè. Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêà ñ íîìåðîì i ìàòðèöû A

ñòðîãî äîìèíèðóåòñÿ ñòðîêîé ñ íîìåðîì j ýòîé ìàòðèöû, åñëè

(
Au
)
i
<
(
Au
)
j
, ∀u ∈ Sn.

29

Mallet-Paret J., Smith H. L. The Poinare-Bendixson theorem for monotone yli feedbak systems.

1990. J. of Dyn. and Di�. Eq. N 2. P. 367�421
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Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè i-ÿ ñòðîêà ñòðîãî äîìèíèðóåòñÿ j-îé ñòðîêîé

ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû (5), òî ui(t) → 0, t → +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì i-îå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5) íà uj(t) è âû÷òåì

j-îå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà ui(t), òîãäà

u̇i(t)uj(t)− u̇j(t)ui(t) = ui(t)uj(t)
(
Au(t)

)
i
− ui(t)uj(t)f(t)−

− ui(t)uj(t)
(
Au(t)

)
j
+ ui(t)uj(t)f(t) = ui(t)uj(t)

((
Au(t)

)
i
−
(
Au(t)

)
j

)
.

Äàëåå ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà u2
j(t).

u̇i(t)uj(t)− u̇j(t)ui(t)

u2
j(t)

=

˙(
ui(t)

uj(t)

)
=

(
ui(t)

uj(t)

)((
Au(t)

)
i
−
(
Au(t)

)
j

)
.

Åñëè

(
Au(t)

)
i
<
(
Au(t)

)
j
, ∀u ∈ Sn, òî

ui(t)

uj(t)
→ 0, t → +∞. Òàê êàê u(t) ∈ Sn,

òî ýòî âîçìîæíî, åñëè òîëüêî ui(t) → 0, t → +∞. �

�àññìîòðèì ãèïåðöèêë, ãðà� êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4. Îò îáû÷íîãî

ãðà�à ãèïåðöèêëà, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 4 ãðà� îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî èìåþò�

ñÿ äâå âåòâè êàòàëèçà ïåðâîãî âèäà: ïîñðåäñòâîì âèäà ñ íîìåðîì n è âèäà ñ

íîìåðîì n+1, ïðè÷¼ì èíòåíñèâíîñòè ýòîãî ïðîöåññà ðàçëè÷íû è îïðåäåëÿþòñÿ

êîý��èöèåíòàìè k1, kn è k̄1, k̄n ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòðèöà A ñèñòåìû èìååò âèä

A =




0 0 . . . 0 k1 k̄1

k2 0 . . . 0 0 0

0 k3 . . . 0 0 0

. . . . . . . .

0 0 . . . kn 0 0

0 0 . . . k̄n 0 0




. (17)

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç êîý��èöèåíòîâ kn èëè k̄n îêàçûâàåòñÿ

áîëüøå, ïîñëåäíèå ñòðîêè ìàòðèöû A áóäóò äîìèíèðîâàííûìè. Âèä ñ íîìåðîì

n áóäåò âûìèðàòü, åñëè kn < k̄n, è íàîáîðîò, äàííûé âèä âûæèâàåò, à âûìèðàåò

âèä ñ íîìåðîì n + 1, åñëè kn > k̄n. Ïðè÷¼ì âûæèâàíèå ýòèõ âèäîâ íå çàâèñèò

îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîý��èöèåíòàìè k1 è k̄1.
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�èñ. 4 � �ðà�, îïèñûâàþùèé ãèïåðöèêëè÷åñêóþ ðåïëèêàöèþ ñ ìàòðèöåé (17)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ïðîöåññå ýâîëþöèè ïîÿâëÿåòñÿ âèä ñ �ëó÷øèìè�

ñâîéñòâàìè (k̄n > kn), òî â ãèïåðöèêëå ñ äâóìÿ âåòâÿìè êàòàëèçà ïðîèñõîäèò

îòáîð ëèøü îäíîé âåòâè. Ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå ñïîñîáíîñòè ñèñòåìû ãèïåðöèê�

ëà ê èçìåíåíèÿì, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ â ñèñòåìó ñïîñîáíû âêëþ÷àòüñÿ âèäû ñ

�ëó÷øèìè� ñâîéñòâàìè è îòáðàñûâàþòñÿ âèäû ñ �õóäøèìè� ñâîéñòâàìè. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè òàêîãî ïðîöåññà ñðåäíÿÿ ïðèñïîñîáëåííîñòü ñèñòå�

ìû ìîæåò òîëüêî âîçðàñòàòü.

�àññìîòðèì òåïåðü êàê â ñèñòåìå ãèïåðöèêëè÷åñêîé ðåïëèêàöèè ïðîèñõî�

äèò åñòåñòâåííûé îòáîð ìåæäó îòäåëüíûìè ãèïåðöèêëàìè èìåþùèìè îáùóþ

�óíêöèþ ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè. Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç

äâóõ ãèïåðöèêëîâ, ïðèìåð ãðà�à êîòîðîé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 5. Ìàòðè�

öà A ñèñòåìû èìååò âèä

A =




0 0 k1 0 0

k2 0 0 0 k̄2

0 k3 0 0 0

0 k4 0 0 0

0 0 0 k5 0




. (18)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äîìèíèðîâàíèè ñòðîê, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîâåäåíèå ñèñòå�

ìû çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ êîý��èöèåíòîâ k3 è k4. Åñëè k3 > k4, òî ÷åòâ¼ðòûé

âèä âûìèðàåò, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü âëå÷¼ò çà ñîáîé âûìèðàíèå âñåõ îñòàëüíûõ
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�èñ. 5 � �ðà�, îïèñûâàþùèé ãèïåðöèêëè÷åñêóþ ðåïëèêàöèþ ñ ìàòðèöåé (18)

âèäîâ ýòîãî ãèïåðöèêëà 2 − 4 − 5. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, âûìèðàåò ãèïåðöèêë

1− 2− 3. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â îäíîì îáúåìå ñ îáùåé �óíêöèåé ñðåäíåé ïðè�

ñïîñîáëåííîñòè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ãèïåðöèêëîâ, òî âûæèâàåò òîëüêî îäèí.

Ýòîò âûâîä ñîõðàíÿåòñÿ è â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà

ãèïåðöèêëîâ, íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí, ñ îáùèì ñðåäíèì �èòíåñîì. Äî�

êàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå

ðàçëè÷íûõ ãèïåðöèêëîâ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ àâòîêàòàëèòè÷åñêîé ðåïëè�

êàòîðíîé ñèñòåìû, ãäå êàæäûé âèä ïðåäñòàâëåí îäíèì èç ãèïåðöèêëîâ. Èç ýòèõ

ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ ìîæåò âûæèòü

ëèøü îäèí èç ãèïåðöèêëîâ [21℄. Òî åñòü äâà îòäåëüíûõ ãèïåðöèêëà íå ìîãóò ñî�

ñóùåñòâîâàòü, íî îäèí ãèïåðöèêë ìîæåò áûòü ïðèåìíèêîì äðóãîãî è ïðè ýòîì

óíàñëåäóåò íåêîòîðûå ÷åðòû ïðåäøåñòâåííèêà. Òàêàÿ ýâîëþöèÿ ñîîòâåòñòâó�

åò ïðîöåññó, â êîòîðîì íåò îòâåòâëåíèé è íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ãèïîòåçîé î

âîçìîæíîé ïðåäáèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè íåêîãî îáùåãî ïðèçíàêà, êîòîðûé ìîã

ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçâèâàòüñÿ â ñëîæíóþ ñàìîâîñïðîèçâîäÿùóþñÿ ìàêðîìîëå�

êóëó, ïîäîáíóþ ìàêðîìîëåêóëå �ÍÊ.

Ê ñîæàëåíèþ, â ýòîé êàðòèíå èìååòñÿ îäèí, íî î÷åíü ñóùåñòâåííûé íåäî�

ñòàòîê. Åñëè â ñèñòåìó ãèïåðöèêëè÷åñêîé ðåïëèêàöèè, îñíîâàííîé íà ïðèíöèïå

âçàèìîïîìîùè (àëüòðóèçìà), âêëþ÷àåòñÿ âèä, êîòîðûé ïîëüçóÿñü ðåñóðñàìè

ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ óâåëè÷èòü ñâîþ ÷èñëåííîñòü è íè÷åãî íå îòäà¼ò âçàìåí (ýãî�

èñò), òî, êàê ïðàâèëî, ñèñòåìà ïîãèáàåò.
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�èñ. 6 � �ðà�, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå ãèïåðöèêëà 3-ãî ïîðÿäêà ñ ïàðà�

çèòîì.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ÿâëåíèå íà ïðîñòîì ïðèìåðå. �àññìîòðèì ñèñòåìó,

ãðà� êîòîðîé èçîáðàæ¼í íà ðèñ 6. Ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ãèïåðöèêë 1 − 2 − 3

è âèä ñ íîìåðîì 4, êîòîðûé êàòàëèçèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ âèäà ñ íîìåðîì 2.

Ìàòðèöà A ñèñòåìû èìååò âèä

A =




0 0 k1 0

k2 0 0 0

0 k3 0 0

0 k4 0 0




.

Ìàòðèöà A íåîáðàòèìà, ÷òî èñêëþ÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ū ∈ intSn. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ÷åòûðå âèäà íå ìîãóò óñòîé÷èâî ñîñóùåñòâîâàòü

áåç âûðîæäåíèÿ. Åñëè k3 > k4, òî ÷åòâ¼ðòûé âèä âûìèðàåò è ãèïåðöèêë 1−2−3

âûæèâàåò. Åñëè æå k3 < k4, òî âûìèðàåò òðåòèé âèä, à âìåñòå ñ íèì è îñòàëüíûå

âèäû ãèïåðöèêëà 1 − 2 − 3.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò íåäîñòàòîê ñèñòåìû ãèïåðöèêëà ìîæåò

áûòü óñòðàí¼í, åñëè äîïóñòèòü âîçìîæíîñòü ýâîëþöèîííîãî èçìåíåíèÿ ýëåìåí�

òîâ èñõîäíîé ìàòðèöû A.
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0.4 Îñíîâíàÿ òåîðåìà åñòåñòâåííîãî îòáîðà

Â 1930 ãîäó �. Ôèøåðîì [23℄ áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà, òàê íàçûâàåìàÿ

îñíîâíàÿ òåîðåìà åñòåñòâåííîãî îòáîðà, ïîëîæèâøàÿ íà÷àëî ïðèìåíåíèþ ýêñ�

òðåìàëüíûõ ïðèíöèïîâ â òåîðèè áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè âèäîâ:

�The rate of inrease in �tness of any organism at any time is equal to its

geneti variane in �tness at the time.�

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èäåÿ ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó ñðåäíåé ïðèñïîñîá�

ëåííîñòè â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ïðíàäëåæèò Ñ. �àé�

òó

30,31
[30, 31℄.

Çàìåòèì, ÷òî Ôèøåð íå ïðèâÿçûâàë ñâîþ òåîðåìó ê êàêîé - ëèáî

îïðåäåë¼ííîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìå, ê òîìó æå, ïðÿìî íèãäå èì íå êîí�

êðåòèçèðîâàëîñü ïîíÿòèå �geneti variane in �tness� . Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà

ñëîæèâøèéñÿ â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå òåðìèí �òåîðåìà� , óòâåðæäåíèå Ôèøåðà

íå èìååò ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ è, ñêîðåå, ìîæåò ðàññìàòðè�

âàòüñÿ â âèäå äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòóëàòà ê îáùåé òåîðèè ýâîëþöèè. Òåì íå

ìåíåå, òåîðåìà �. Ôèøåðà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ êàê â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðå�

òè÷åñêîé áèîëîãèè, òàê è â ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé

áèîëîãèè èç êîòîðûõ îòìåòèì ðàáîòû Ä. Ô. Êðîó

32

[32℄, Ó. Äèêìàíà

33

è äð.

[33℄, Ó. Ä. Ýâàíñà

34

[34℄ è À. �ðà�åíà

35

[35℄.

30

Wright S. The roles of mutation, inbreeding, rossbreeding and seletion in evolution. 1932. Pro.

Sixth Internat. Congress Genetis. P. 356�366

31

Wright S. The genetial theory of natural seletion: a review. 1930. Journal of Heredity. N 21(8)

P. 349�356

32

Crow J. F. Here's to Fisher, additive geneti variane, and the fundamental theorem of natural

seletion. 2002. Evolution. N 56. P. 1313�1316

33

Diekmann U., Doebeli M., Metz J. A. J., Tautz D. Adaptive speiation. 2004. Cambridge University

Press

34

Ewens W. J. Mathematial population genetis: I. Theoretial introdution. 2004. Berlin: Springer

- Verlag

35

Grafen A. Fisher the evolutionary biologist. The statistiian. 2003. N 52. P. 319�329
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Ïîäðîáíóþ èñòîðèþ ðàçâèòèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìèçàöèè �èòíåñà â ïîïóëÿ�

öèîííîé ãåíåòèêå ìîæíî íàéòè â ðàáîòå

36

[36℄.

Åñëè îñòàíîâèòüñÿ íà ðàññìîòðåíèè ðåïëèêàòîðíûõ ìîäåëåé, çàäàííûõ

â âèäå (5) è îòîæäåñòâèòü ñðåäíèé �èòíåñ ñ �óíêöèåé f(u), òî, êàê ïîêàçà�

íî â ðàáîòå

37

[37℄, òåîðåìà Ôèøåðà âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ

âçàèìîäåéñòâèå âèäîâ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, òî åñòü â ñëó÷àå äèïëîèäíîé

ïîïóëÿöèè. Îáû÷íî ïîíÿòèå �geneti variane in �tness� îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ �óíê�

öèåé ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ �èòíåñà (ïðèñïîñîáëåííîñòè). Çàìåòèì, ÷òî ìíîãèå

àâòîðû ñ÷èòàþò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå, ýòè ïîíÿòèÿ íå òîæäåñòâåííû

38

.

Â òåîðåòè÷åñêîé áèîëîãèè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ âèçóàëüíîå ïðåäñòàâëå�

íèå ëàíäøà�òà ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè (�èòíåñà) â âèäå ñòàöèîíàðíîãî

ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà, ñîñòîÿùåãî èç âîçâûøåííîñòåé è âïàäèí, à ñàì ïðî�

öåññ ýâîëþöèè âèäîâ îòìå÷àåòñÿ òðàåêòîðèåé, êîòîðàÿ, íåñìîòðÿ íà âðåìåííîå

ñíèæåíèå, ÷åðåç ïåðåâàëû óñòðåìëÿåòñÿ ê îäíîé èç âåðøèí ýòîãî ëàíäøà�òà

(ñì. ðèñ. 7, âçÿòûå èç ðàáîò

39,40
[39℄, [40℄). Ñ ïîçèöèè ìàòåìàòèêè, òåîðåìà Ôèøå�

ðà ïîñòóëèðóåò ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèè ëÿïóíîâñêîãî òèïà, êîòîðàÿ ìîíîòîííî

âîçðàñòàåò íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû â ïðîöåññå âðåìåííîé ýâîëþöèîííîé àäàï�

òàöèè. Îäíàêî, òàêóþ �óíêöèþ óäà¼òñÿ ïîñòðîèòü ëèøü â îòäåëüíûõ ÷àñòíûõ

ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, êîãäà ðåïëèêàòîðíàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå óñòîé÷è�

âîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó, êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, �óíêöèÿ f(u),

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñðåäíèé �èòíåñ ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû (5), ñîîòâåòñòâó�

åò òðåáîâàíèÿì òåîðåìû Ôèøåðà ëèøü â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû A.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è íå ñóùåñòâîâàíèè îáùèõ çàêîíîâ áèîëîãèè, êîòîðûå

ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ �òî÷íûõ� åñòåñòâåííûõ íàóê (ìàòåìàòèêà,

�èçèêà, õèìèÿ) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì äëÿ ìíîãèõ âûäàþùèõñÿ èññëåäîâà�
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íèé

41,42,43,44,45
[34, 41, 42, 43, 44, 45, 31℄. Êàê ïðàâèëî, â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëàíäøà�ò ïðèñïîñîáëåííîñòè �èêñèðîâàí â òå÷åíèå ýâîëþ�

öèîííîãî èçìåíåíèÿ ñèñòåìû âî âðåìåíè, âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ ïðåäåëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ.

�èñ. 7 � Âèçóàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ëàíäøà�òà ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè.

Ñèòóàöèÿ â êîðíå ìåíÿåòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü ñïîñîáíîñòü ê àäàïòèâíî�

ìó èçìåíåíèþ ñàìîãî ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè (ïîâåðõíîñòè �èòíåñà),

êîòîðûé ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ èç íåêîòîðîãî àïðèîðíî çàäàííîãî ìíîæåñòâà

äîïóñòèìûõ ëàíäøà�òîâ [A � G℄. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î

ñïîñîáå, êîòîðûì ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ ýòîò ïðîöåññ. Îñíîâíîé ãèïîòåçîé ïðåä�

ëàãàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âðåìÿ,

â òå÷åíèå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò àäàïòàöèÿ (èçìåíåíèå) ëàíäøà�òà ïðèñïî�

ñîáëåííîñòè äîëæíî áûòü âî ìíîãî ðàç áîëåå ìåäëåííûì, ÷åì âðåìÿ, êîòîðîå

îïèñûâàåò àêòèâíóþ äèíàìèêó ñèñòåìû âïëîòü äî ìîìåíòà å¼ âûõîäà â ñòà�

öèîíàðíîå ñîñòîÿíèå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïîëàãàåì, ÷òî ýâîëþöèÿ ñèñòåìû

ìîæåò ïðîèñõîäèòü â ñïåöèàëüíîì âðåìåíè, êîòîðîå íå ñîâïàäàåò ñî âðåìåíåì

àêòèâíîé äèíàìèêè ñèñòåìû.
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Èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè

ìîæåò áûòü îïèñàí íå òîëüêî óðàâíåíèÿìè äèíàìèêè, íî è ñ ïîìîùüþ óðàâ�

íåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò íåêîòîðîãî

ïàðàìåòðà τ, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ýâîëþöèîííûì ïàðàìåòðîì èëè ýâîëþ�

öèîííûì âðåìåíåì.

Äðóãîé âàæíîé ãèïîòåçîé ïðåäëîæåííîãî ïðîöåññà ñëóæèò ïîëîæåíèå î

òîì, ÷òî èçìåíåíèÿ ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè ïðîèñõîäÿò íà íåêîòîðîì

äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå ëàíäøà�òîâ ïðèñïîñîáëåííîñòè. Èíûìè ñëîâàìè,

ëàíäøà�ò ïðèñïîñîáëåííîñòè â ïðîöåññå èçìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè íå

ÿâëÿåòñÿ �èêñèðîâàííûì.

È, íàêîíåö, òðåòüåé âàæíîé ãèïîòåçîé ïðåäëîæåííîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ

ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî êðèòåðèåì óñïåõà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ÿâëÿåò�

ñÿ ðîñò �óíêöèè ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè (�èòíåñà) â ïðîöåññå èçìåíåíèÿ

ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à

îá ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ îñ�

íîâíîé òåîðåìû �. Ôèøåðà î åñòåñòâåííîì îòáîðå â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ íà

ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ëàíäøà�òîâ â ïðîöåññå èçìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî âðå�

ìåíè. Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûé ïîäõîä îïðàâäàí ëèøü â ñëó÷àå íåâûðîæäåííûõ

(ïåðìàíåíòíûõ) ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä àäàïòèâíîãî èçìåíåíèÿ ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåí�

íîñòè äàëåå áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ê ðàçëè÷íûì òèïàì ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì:

ãèïåðöèêëó [A, D, E, F, G℄, äâóêðàòíîìó ãèïåðöèêëó [B, C℄, â êîòîðîì ðåïëè�

êàöèÿ êàæäîãî âèäà ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíî ñ ïîìîùüþ äâóõ ïðåäûäóùèõ

âèäîâ â çàìêíóòîì öèêëå, à òàêæå äâóì äðóãèì ðåïëèêàòîðíûì ñèñòåìàì ñïå�

öèàëüíîãî âèäà: �ìóðàâåéíèê� è ñåòè �ÍÊ ìîëåêóë [C, D, G℄.

Öåíòðàëüíîå ìåñòî â ðàáîòå çàíèìàåò ðåïëèêàòîðíàÿ ñèñòåìà ãèïåðöèêëà,

ãðà� ñîñòîÿíèé êîòîðîé ðàíåå áûë ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2 â ÷àñòè 0.2.

dui

dt
= ui(t)(kiui−1(t)− f(t)), i = 1, n, u ∈ Sn,

f(t) =
n∑

i=1

kiui(t)ui−1(t), u0(t) = un(t).

Â ýòîé ñèñòåìå ðåïëèêàöèÿ êàæäîãî âèäà ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåãî

âèäà â çàìêíóòîé öåïè. Ýòà ìîäåëü âîçíèêëà â ðàáîòàõ Ì. Ýéãåíà è Ï. Øóñòåðà

â ïîïûòêå îòâåòèòü íà ñëåäóþùèé âîïðîñ:
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�Ïî÷åìó ñóùåñòâóþò ìèëëèîíû âèäîâ æèâîòíûõ è ðàñòåíèé, íåñìîò�

ðÿ íà òî, ÷òî ìîëåêóëÿðíûé àïïàðàò êëåòêè â ñâîåé îñíîâå îäèíàêîâ: îäèí

óíèâåðñàëüíûé êîä è ìàêðîìîëåêóëû îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðû?�

Ñ ýòîé öåëüþ, Ýéãåíîì è Øóñòåðîì áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î ñóùåñòâî�

âàíèè ïðåäáèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ìîãëà ïîÿâèòñÿ ýòà

óíèâåðñàëüíàÿ ìàêðîìîëåêóëà, êîòîðàÿ ïðåäøåñòâîâàëà ýâîëþöèè âñåõ âèäîâ,

êàê ìàêðîîáúåêòîâ áèîëîãèè. Â ðåçóëüòàòå òàêîé ýâîëþöèè ìîãëà âîçíèêíóòü

ìàêðîìîëåêóëà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåäêîì ìàêðîìîëåêóëû �ÍÊ.

Äîëãàÿ èñòîðèÿ èññëåäîâàíèÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèõ ñèñòåì âûÿâèëà, ÷òî îíè

îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, ïðèñóùèõ áèîëîãè÷åñêèì ñèñòåìàì,

óäîâëåòâîðÿþùèì äàðâèíñêîé òðèàäå: íàñëåäñòâåííîñòü, èçìåí÷èâîñòü è áîðü�

áà çà ñóùåñòâîâàíèå. Ïåðâîå èç óêàçàííûõ ñâîéñòâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñâîéñòâîì

ïåðìàíåíòíîñòè ãèïåðöèêëà

46

[46℄: ïðè íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ â ïðîöåñ�

ñå äèíàìèêè íè îäíà èç ìàêðîìîëåêóë ãèïåðöèêëà íå èñ÷åçàåò. Êðîìå òîãî,

�àçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïðè ðàçìåðíîñòè n > 5 ñõîäÿòñÿ ê óñòîé÷èâîìó

ïðåäåëüíîìó öèêëó. Âòîðîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç àäàïòèâíîñòè ãèïåðöèêëà, çà�

êëþ÷àþùåéñÿ â âîçìîæíîñòè çàìåíû îäíîãî èç ýëåìåíòîâ ãèïåðöèêëà ëþáûì

ìóòàíòîì, êîòîðûé àäàïòèðîâàí ê óñëîâèÿì ñðåäû ëó÷øå, ÷åì äðóãèå ýëåìåí�

òû ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíÿÿ ïðèñïîñîáëåííîñòü ñèñòåìû ìîæåò òîëüêî

âîçðàñòè. È, íàêîíåö, òðåòüå ñâîéñòî äàðâèíñêîé òðèàäû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì

òîãî �àêòà, ÷òî â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ñîñòîÿùåé èç ðÿäà ãèïåðöèêëîâ âû�

æèâàåò ëèøü îäèí [46℄.

Âñå ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ãèïåðöèêëè÷åñêèå ñèñòåìû â êà÷åñòâå

ïîäõîäÿùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ïðåäáèîëîãè÷åñêîé ýâî�

ëþöèè. Îäíàêî ñóùåñòâóåò çíà÷èòåëüíîå ïðåïÿòñòâèå äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

äàííîé òåîðèè. Ýòî ñóùåñòâîâàíèå, òàê íàçûâàåìûõ �ïàðàçèòîâ� � ìàêðîìî�

ëåêóë, êîòîðûå ïîëüçóÿñü àëüòðóèçìîì ìàêðîìîëåêóë ãèïåðöèêëà ïîëó÷àþò

áåñïëàòíîå ïèòàíèå çà èõ ñ÷åò, ïðè ýòîì íè÷åãî íå îòäàâàÿ âçàìåí. Â èòîãå, ýòî

ïðèâîäèò ê ïîëíîìó ðàçðóøåíèþ ñèñòåìû [14℄.
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Hofbauer J., Sigmund K. Evolutionary Games and Population Dynamis. 1988. Cambridge

University Press, Cambridge
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Öåëü ðàáîòû è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ:

� Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè íåâûðîæ�

äåííûõ (ïåðìàíåíòíûõ) ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì íà îñíîâå ìîäåëè ãèïåð�

öèêëà Ì. Ýéãåíà è ïîñòóëàòà �óíäàìåíòàëüíîé òåîðåìû åñòåñòâåííîãî

îòáîðà �. Ôèøåðà ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè âåëè÷èíû ñðåäíåé ïðèñïî�

ñîáëåííîñòè (�èòíåñà) ñèñòåìû íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ëàíäøà�òîâ

ïðèñïîñîáëåííîñòè â ïðîöåññå èçìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè.

� �àçâèòèå è ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ðàçëè÷íûì òèïàì ðå�

ïëèêàòîðíûõ ñèñòåì: ãèïåðöèêëó, äâóêðàòíîìó ãèïåðöèêëó, â êîòîðîì

ðåïëèêàöèÿ êàæäîãî âèäà ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíî ñ ïîìîùüþ äâóõ

ïðåäûäóùèõ âèäîâ â çàìêíóòîì öèêëå, à òàêæå ê ñèñòåìå ñïåöèàëüíîãî

âèäà � ñåòè �ÍÊ ìîëåêóë.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè áûëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ëàíä�

øà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè íåâûðîæäåííûõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì, â

ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êîòîðîé, îáåñïå÷èâàåòñÿ ðîñò âåëè÷èíû ñðåä�

íåé ïðèñïîñîáëåííîñòè (�èòíåñà) ñèñòåìû.

2. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè íåâûðîæ�

äåííûõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì â óñëîâèÿõ ïðèñîåäèíåíèÿ ê ýòîìó

ïðîöåññó íîâûõ âèäîâ â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè.

3. Èññëåäîâàí ïðîöåññ ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðå�

ïëèêàòîðíûõ ñèñòåì: ãèïåðöèêëà, äâóêðàòíîãî ãèïåðöèêëà, à òàêæå

ñèñòåìû ñïåöèàëüíîãî âèäà � ñåòè �ÍÊ ìîëåêóë.

4. �àçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîç�

âîëÿþùèé ý��åêòèâíî ðåàëèçîâàòü ïðîöåññ ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè

íåâûðîæäåííûõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:

1. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè íåâûðîæäåííûõ ðå�

ïëèêàòîðíûõ ñèñòåì ïðèìåíåíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî âðåìÿ, â òå÷åíèå

êîòîðîãî ïðîèñõîäèò àäàïòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ âî ìíîãî ðàç áîëåå ìåä�

ëåííûì, ÷åì âðåìÿ, êîòîðîå îïèñûâàåò àêòèâíóþ äèíàìèêó ñèñòåìû

âïëîòü äî åå âûõîäà â ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå.
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2. Èññëåäîâàíî èçìåíåíèå ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè â ýâîëþöè�

îííîì âðåìåíè íà íåêîòîðîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå ëàíäøà�òîâ

ïðèñïîñîáëåííîñòè.

3. Âïåðâûå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ðåïëèêàòîðíûõ

ñèñòåì â óñëîâèÿõ ïðèñîåäèíåíèÿ ê ýòîìó ïðîöåññó íîâûõ âèäîâ â ñëó�

÷àéíûå ìîìåíòû ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè.

4. Èññëåäîâàí ïðîöåññ ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè, òàê íàçûâàåìûõ áèãè�

ïåðöèêëè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ðåïëèêàöèÿ êàæäîãî âèäà ïðîèñõî�

äèò ñ ïîìîùüþ äâóõ ïðåäûäóùèõ âèäîâ â çàìêíóòîé öåïè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âíîñÿò âêëàä â

ðàçâèòèå, òàê íàçûâàåìîé òåîðèè ïðåäáèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè, ïðåäëîæåííîé

Ì. Ýéãåíîì. Ýòè ðåçóëüòàòû äîêàçûâàþò, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðåäëîæåííîãî

ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà ðåïëèêàòîðíàÿ ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ ðåçèñòåíòíîé ê

âîçäåéñòâèþ ïàðàçèòè÷åñêèõ ìàêðîìîëåêóë. �àíåå �àêò íåóñòîé÷èâîñòè ðå�

ïëèêàòîðíûõ ñèñòåì ê âîçäåéñòâèþ ìàêðîìîëåêóë - ïàðàçèòîâ ïðåäñòàâëÿë

îñíîâíîå ïðåïÿòñòâèå â ðàçâèòèè ýòîé òåîðèè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðè�

ìåíåíû â èçó÷åíèè ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ñëîæíûõ ñèñòåì. �àçðàáîòàííàÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è êîìïëåêñû ïðîãðàìì ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â çà�

äà÷àõ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ýâîëþöèîííîãî èçìåíåíèÿ âèðóñîâ è áîëåçíåòâîðíûõ

áàêòåðèé.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü ïðîâåäåííûõ èñ�

ñëåäîâàíèé ïîäòâåðæäàåòñÿ âíóòðåííåé ïðîâåðêîé ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ

è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè äèíàìèêè �óíêöèîíèðî�

âàíèÿ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè íåâûðîæäåííûõ

(ïåðìàíåíòíûõ) ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè íåâûðîæäåííûõ ðå�

ïëèêàòîðíûõ ñèñòåì â óñëîâèÿõ ïðèñîåäèíåíèÿ ê ñèñòåìå íîâûõ âèäîâ.

3. �åçóëüòàò ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîãî ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòà�

öèè: âîçíèêíîâåíèå ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì, óñòîé÷èâûõ ïî îòíîøåíèþ

ê âîçäåéñòâèþ ïàðàçèòè÷åñêèõ âèäîâ, îò âîçäåéñòâèÿ êîòîðûõ ýòè ñè�

ñòåìû ïîãèáàëè äî íà÷àëà ïðîöåññà ýâîëþöèîííîãî èçìåíåíèÿ.
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4. ×èñëåííûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ý��åêòèâíî èññëåäîâàòü ïðîöåññ ýâî�

ëþöèîííîé àäàïòàöèè íåâûðîæäåííûõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì, ðåàëè�

çîâàííûé ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñà êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ

íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà:

� íàó÷íîé êîí�åðåíöèè �Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ 2017� (Ìîñêâà, Ì�Ó èì.

Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, 23 - 27 îêòÿáðÿ 2017 ã.)

� íàó÷íîé êîí�åðåíöèè �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ 2018� (Ìîñêâà, Ì�Ó èì.

Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, 16 - 27 àïðåëÿ 2018 ã)

� ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèîëîãèÿ è áèî�

èí�îðìàòèêà� (Ìîñêâà, Ïóùèíî, 2018 ã.)

� ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè �Evolving life: the evolution with

trade-o�s, frustration in seletion and growing omplexity� (Yerevan,

Armenia, Marh 29 - April 3, 2019)

� íàó÷íîé êîí�åðåíöèè �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ 2019� (Ìîñêâà, Ì�Ó èì.

Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, 15 - 25 àïðåëÿ 2019 ã.)

� íàó÷íûé ñåìèíàð �Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòî�

ðîâ� ïîä ðóêîâîäñòâîì ðåêòîðà Ì�Ó èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, àêàäåìèêà

�ÀÍ, ïðî�åññîðà Â. À. Ñàäîâíè÷åãî (Ìîñêâà, Ì�Ó èì. Ì. Â. Ëîìîíî�

ñîâà, 24 àïðåëÿ 2019 ã.)

� ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 80�ëåòèþ àêà�

äåìèêà Â. À. Ñàäîâíè÷åãî �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è

ìåõàíèêè� (Ìîñêâà, Ì�Ó èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, 13 - 15 ìàÿ 2019 ã.)

� ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

â áèîìåäèöèíå� (Ìîñêâà, �ÓÄÍ, 30 ñåíòÿáðÿ - 4 îêòÿáðÿ 2019 ã.)

� 19th International Symposium on Mathematial and Computational

Biology: BIOMAT 2019 (Szeged, Hungary, 21 - 25 otober 2019)

� III International Seminar dediated to the 75th anniversary of Aademiian

A. I. Subbotin. �Control Theory and Theory of Generalized Solutions of

Hamilton�Jaobi Equations� (Åêàòåðèíáóðã, 26 - 30 îêòÿáðÿ 2020 ã.)

� îáùåðîññèéñêîì ñåìèíàðå �Èí�îðìàòèêà, óïðàâëåíèå è ñèñòåìíûé àíà�

ëèç� (23 ìàðòà 2021 ã.)

� íàó÷íîì èíòåðíåò � ñåìèíàðå �Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìà�

òåìàòèêè� (Íîâîñèáèðñêèé óíèâåðñèòåò, 17 ñåíòÿáðÿ 2021 ã.)
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Ëè÷íûé âêëàä. Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå, ïîñòðîåíèè

è èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýâîëþöèè íåâûðîæäåííûõ ðåïëèêà�

òîðíûõ ñèñòåì [A � G℄, ïðåäñòàâëåííûõ â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè,

ðàçðàáîòêå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé è

åãî ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè, îïèñàííîé â ïðèëîæåíèè, à òàêæå â ðàçâèòèè

è ïðèìåíåíèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ðàçëè÷íûì òèïàì ðåïëèêàòîðíûõ ñè�

ñòåì: ãèïåðöèêëó [A, D, E, F, G℄, äâóêðàòíîìó ãèïåðöèêëó [B, C℄ è ñåòè �ÍÊ

ìîëåêóë [C, G℄. Â ðàáîòàõ [B, C℄ àâòîðîì ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ýâî�

ëþöèîííîé àäàïòàöèè ãèïåðöèêëè÷åñêîé ñèñòåìû â óñëîâèÿõ, êîãäà â ñèñòåìó

â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè ìîãóò áûòü äîáàâëåíû íîâûå ýëåìåíòû.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè óêàçàíû â ðàç�

äåëåÏóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè è èçëîæåíû â 7 ïå÷àòíûõ èçäàíèÿõ,

èç íèõ 4 � â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ ìåæäóíàðîä�

íûìè áàçàìè öèòèðîâàíèÿ Web of Siene, Sopus è RSCI

47,48,49,50
[A, B, C,D℄ è

3 � â òåçèñàõ äîêëàäîâ

51,52,53
[E, F, G℄.,

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ

ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ïðèëîæåíèÿ. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè 119 ñòðàíèö òåêñòà

ñ 37 ðèñóíêàìè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 51 íàèìåíîâàíèå.

47

Bratus A., Drozhzhin S., Yakushkina T. On the evolution of hyperyles. Mathematial Biosienes.

2018. N 306. P. 119�125

48

Bratus A., Drozhzhin S., Yakushkina T. Evolutionary Adaptation of the Permanent Repliator

System. Trends in Biomathematis, Modelling Cells, Flows, Epidemis and Environment. BIOMAT.

Springer. 2019. P. 1�7

49

Drozhzhin S., Bratus A., Yakushkina T. Fitness Optimization and Evolution of Permanent Repliator

Systems. Journal of Mathematial Biology. 2021. N 3(82). P. 1�26. �àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÍÔ

19-11-00008 è Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �Ô 075-15-2019-1621

50

Äðîææèí Ñ. Â., Áðàòóñü À. Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì. Âåñò�

íèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 15. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåðíåòèêà. 2018. N 3. Ñ.

36a�41

51

Bratus A., Yakushkina T., Drozhzhin S., Samokhin I. Mathematial Models of Evolution for

Repliator Systems: Fitness Landsape Adaptation. Proeedings of the International Conferene

�Mathematial Biology and Bioinformatis� . IMPB RAS - Branh of KIAMRAS. 2018. N 7. P. e71.1�e71.4

52

À. Ñ. Áðàòóñü, Ñ. Â. Äðîææèí. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýâîëþöèè ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì.

Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. Ìàòåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ïîñâÿ�

ùåííîé 80�ëåòèþ àêàäåìèêà Â. À. Ñàäîâíè÷åãî. Ìàêñ Ïðåññ, Ìîñêâà. 2019. Òîì N 2. Ñ. 637�640

53

À. Ñ. Áðàòóñü, Ñ. Â. Äðîææèí, Ò. Ñ. ßêóøêèíà. Ýêñòðåìàëüíûå ïðèíöèïû ýâîëþöèîííîé àäàï�

òàöèè â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è òåîðèÿ îáîáùåííûõ

ðåøåíèé óðàâíåíèé �àìèëüòîíà-ßêîáè. Ìàòåðèàëû III ìåæäóíàðîäíîãî ñåìèíàðà, ïîñâÿùåííîãî

75�ëåòèþ àêàäåìèêà À. È. Ñóááîòèíà. Åêàòåðèíáóðã: ÈÌÌ ÓðÎ �ÀÍ. 2020. Ñ. 117�119
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�ëàâà 1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè ñèñòåìû ãèïåðöèêëà

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ ìîäåëè ýâîëþöèîí�

íîé àäàïòàöèè íåâûðîæäåííûõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì [A, D, E, F, G℄. Â ïåðâîé

÷àñòè äàííîé ãëàâû îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè äëÿ ñëó÷àÿ

ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû îáùåãî âèäà (5). Âî âòîðîé ÷àñòè ïîêàçûâàåòñÿ êàê

èñõîäíàÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè �èòíåñà íà èíòåðâàëå ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè

∆τ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â òðåòüåé ÷àñòè ãëàâû

ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé

àäàïòàöèè, à òàêæå îïèñàíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà âàðèàöèþ êîìïîíåíò

íåïîäâèæíîé òî÷êè, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ñîõðàíåíèå ñèñòåìîé ñâîéñòâà ïåð�

ìàíåíòíîñòè. Â ÷åòâåðòîé ÷àñòè âûâîäÿòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ

ìàêñèìóìà �óíêöèè ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ

íà âîçìîæíîå ìíîæåñòâî ëàíäøà�òîâ ïðèñïîñîáëåííîñòè. È â çàêëþ÷èòåëüíîé

÷àñòè ïîêàçàíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà, íà ïðèìåðå

ãèïåðöèêëè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîñëå ýòîãî ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå ðåçþìå ïåðâîé

ãëàâû.

1.1 Ìîäåëü ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ ïðèâåäåííûå â ÷àñòè 0.4, îïèøåì âîçìîæíîå

ìíîæåñòâî ëàíäøà�òîâ ïðèñïîñîáëåííîñòè, êîòîðîå ìîæåò ïðèíèìàòü �óíê�

öèÿ f(u(t)) äëÿ ñëó÷àÿ ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû îáùåãî âèäà (5). Äàííîå

ìíîæåñòâî áóäåì îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ñîâîêóïíîñòè ìàòðèö A(τ), âñå ýëåìåí�

òû êîòîðûõ çàâèñÿò ãëàäêèì îáðàçîì îò çíà÷åíèÿ ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà

τ > 0, ïðè÷¼ì ñ�åðè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû A(τ) îñòà¼òñÿ îãðàíè÷åííîé ïðè

âñåõ τ > 0:

M =

{
A(τ) = (aij)

n
i,j=1 :

n∑

i,j=1

a2ij(τ) 6 Q2 = onst > 0

}
. (1.1)
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Ñòàöèîíàðíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (íåîáÿçàòåëüíî óñòîé÷èâîå) îïèñûâàåòñÿ

ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

A(τ)ū(τ) = f̄
(
ū(τ)

)
I, I = (1, 1, . . . , 1) ∈ R

n,

f̄
(
ū(τ)

)
=
(
A(τ)ū(τ), ū(τ)

)
, ū(τ) ∈ intSn,

(1.2)

êîòîðàÿ îòîáðàæàåò äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû â ýâî�

ëþöèîííîì âðåìåíè.

Ñ ïîçèöèè ìàòåìàòèêè, ãèïîòåçà î ìåäëåííîì èçìåíåíèè ëàíäøà�òà ïðè�

ñïîñîáëåííîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû A ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû

â âèäå

aij = aij(εt) = aij(τ), i, j = 1, n,

ãäå τ = εt � ìåäëåííîå ýâîëþöèîííîå âðåìÿ, ε � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî.

Îáùåå óðàâíåíèå ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä

dui(t, τ)

dt
= ui(t, τ)

[(
A(τ)u(t, τ)

)
i
− f

(
u(t, τ)

)]
,

i = 1, 2, . . . , n, u(t, τ) ∈ Sn,
daij(τ)

dτ
= vij, i, j = 1, 2, . . . , n, |vij| 6 δ.

(1.3)

Çäåñü δ � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,

f
(
u(t, τ)

)
=
(
A(τ)u(t, τ),u(t, τ)

)
.

Åñëè 0 6 t 6 T , òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε ðåøåíèå ñèñòåìû (1.3)

ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû (5).

Åñëè ñèñòåìà íå âûðîæäàåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè τ,

òî ñðåäíèå èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèé ui(t, τ), i = 1, 2, . . . , n è f
(
u(t, τ)

)

ñîâïàäàþò ñî ñòàöèîíàðíûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.3):

ūi(τ) = lim
t→∞

1

t

t∫
0

ui(t, τ)dt, i = 1, n,

f̄
(
ū(τ)

)
= lim

t→∞

1

t

t∫
0

f(u(t, τ))dt.

(1.4)

Ïåðåõîäÿ ê ìåäëåííîìó âðåìåíè ýâîëþöèè τ = εt, 0 6 t 6 T ïîëó÷èì

ñèñòåìó

ε
dui(τ/ε, τ)

dτ
= ui(τ/ε, τ)

[(
A(τ)u(τ/ε, τ)

)
i
− f

(
u(τ/ε, τ)

)]
,

aij(τ)

dτ
= vij, i = 1, 2, . . . , n, u(τ/ε, τ) ∈ Sn.
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Åñëè ε → 0, òî ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (1.4) â ïðåäåëå èç ýòîé ñèñòåìû ïî�

ëó÷èì ñèñòåìó

A(τ)ū(τ) = f̄
(
ū(τ)

)
I, I = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn,

f̄
(
ū(τ)

)
=
(
A(τ)ū(τ), ū(τ)

)
, ū ∈ intSn,

dA(τ)

dτ
= V, V =

(
vij

)n
i,j=1

,

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû A(τ) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.1), ìàòðèöà V îïèñû�

âàåò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè â ýâîëþöè�

îííîì âðåìåíè è

ū(τ) = lim
ε→0

u(τ/ε, τ).

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû

À. Í. Òèõîíîâà [48℄.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à î ïîèñêå ýâîëþöèîííîãî èçìåíå�

íèÿ ñèñòåìû íà ìíîæåñòâå ëàíäøà�òîâ ïðèñïîñîáëåííîñòè (1.1) ñâîäèòñÿ ê

ïîèñêó ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè f
(
u(τ)

)

íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.2), ò.å. ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, çàäà÷à î ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ðåïëè�

êàòîðíîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ îñíîâíîé òåîðåìû �. Ôèøåðà î

åñòåñòâåííîì îòáîðå â ñòàöèîíàðíîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïðè èçìåíåíèè

ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíûé ïîäõîä îïðàâäàí ëèøü â ñëó÷àå íåâû�

ðîæäåííûõ (ïåðìàíåíòíûõ) ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ñðåäíèå

èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèé ui(t) è ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå �èò�

íåñà ñîâïàäàþò ñî ñòàöèîíàðíûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ (1.4).

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ìîæíî âîññòàíîâèòü àêòèâíóþ äèíàìèêó

ñèñòåìû, êîòîðàÿ ìîãëà ðåàëèçîâàòüñÿ íà ýòîé ñòàäèè ýâîëþöèîííîé àäàïòà�

öèè ñèñòåìû. Ïóñòü, íàïðèìåð, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè �èòíåñà

ðåøåíà âïëîòü äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè τ∗. Ýòî îçíà÷à�

åò, ÷òî ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíîé �îðìà àäàïòàöèè ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè,

çàäàííàÿ ìàòðèöåé A(τ∗) èç ìíîæåñòâà M. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ àêòèâíàÿ

äèíàìèêà íà ýòîé ñòàäèè ýâîëþöèîííîãî ðàçâèòèÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâ�

íåíèé

dui(t)

dt
= ui(t)

((
A(τ∗)u(t)

)
i
−
(
A(τ∗)u(t),u(t)

))
,
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ui(0) = u0
i , i = 1, n, u(0) ∈ Sn.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä àäàïòèâíîãî èçìåíåíèÿ ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

äàëåå áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ê ðàçëè÷íûì òèïàì ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì: ãèïåðöèê�

ëó, äâóêðàòíîìó ãèïåðöèêëó, â êîòîðîì ðåïëèêàöèÿ êàæäîãî âèäà ïðîèñõîäèò

ïîñëåäîâàòåëüíî ñ ïîìîùüþ äâóõ ïðåäûäóùèõ âèäîâ â çàìêíóòîì öèêëå, à òàê�

æå äâóì äðóãèì ðåïëèêàòîðíûì ñèñòåìàì ñïåöèàëüíîãî âèäà: �ìóðàâåéíèê� è

ñåòè �ÍÊ ìîëåêóë, îïèñàííûì â ãëàâå 4.

1.2 Âû÷èñëåíèå âàðèàöèè �èòíåñà

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè íåâûðîæäåííîé ðåïëèêà�

òîðíîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà�

íèÿ ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè �èòíåñà

f̄(τ) =
(
A(τ)ū(τ), ū(τ)

)
(1.5)

íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé

A(τ)ū(τ) = f̄(τ)I, I = (1, 1, . . . , 1) ∈ R
n, (1.6)

A(τ) ∈ M,
(
ū(τ), I

)
= 1, ū(τ) > 0. (1.7)

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ýëåìåíòû íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A(τ) è êîìïî�

íåíòû âåêòîðà ū(τ) ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè ýâîëþöèîííî�

ãî ïàðàìåòðà τ:

|a
′

ij(τ)| 6 k1ε, k1 = onst > 0, i, j = 1, n, (1.8)

ãäå ε - äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà íà äîñòàòî÷íî ìàëîì èíòåðâàëå ∆τ èçìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî ïà�

ðàìåòðà ñïðàâåäëèâî

δf̄(τ) = f̄(τ)

(
A−1(τ)δA(τ)ū(τ), I

)
. (1.9)
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Çäåñü ÷åðåç δf̄(τ), δA(τ) îáîçíà÷åíû ãëàâíûå ÷àñòè ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè f̄(τ)

è ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A(τ) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà îò τ äî τ+∆τ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ãëàäêîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A(τ) èìååì ïðè

τ + ∆τ

{
A(τ+∆τ) = A(τ) + δA(τ) + o(∆τ),

f̄(τ+∆τ) = f̄(τ) + δf̄(τ) + o(∆τ),
(1.10)

ãäå

δA(τ) =
dA(τ)

dτ
∆τ, δf̄(τ) =

df̄(τ)

dτ
∆τ.

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2) ìîæåò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåíî â �îðìå

ū(τ+∆τ) = ū(τ) + δū(τ) + o(∆τ),

δū(τ) = dū(τ)
dτ ∆τ, ū(τ+∆τ) ∈ Sn.

(1.11)

Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (1.2) ïðè τ + ∆τ ñëåäóåò ñ òî÷íîñòü äî ÷ëåíîâ ïîðÿä�

êà o(∆τ)

δA(τ)ū(τ) +A(τ)δū(τ) = δf̄(τ)I, I = (1, 1, ..., 1) ∈ R
n. (1.12)

Òàê êàê ū(τ) ∈ Sn è ū(τ + ∆τ) ∈ Sn, òî èç ðàâåíñòâà

(
ū(τ), I

)
= 1 ñëåäó�

åò, ÷òî

(
δū(τ), I

)
= 0. Óìíîæèì ðàâåíñòâî (1.12) ñêàëÿðíî íà

(
A−1(τ)

)T
I è

ó÷òåì ñîîòíîøåíèå

(
A(τ)δū(τ),

(
A−1(τ)

)T
I

)
=
(
δū(τ), I

)
= 0.

Òîãäà èç ðàâåíñòâà (1.12) ïîëó÷èì

(
δA(τ)ū(τ),

(
A−1(τ)

)T
I

)
= δf̄(τ)

(
I,
(
A−1(τ)

)T
I

)
.

Èç óðàâíåíèÿ (1.2) ñëåäóåò, ÷òî

ū(τ) =
(
A−1(τ)I

)
f̄(τ).

Òîãäà (
I,
(
A−1(τ)

)T
I

)
=

(
A−1(τ)I, I

)
=

1

f̄(τ)

(
ū(τ), I

)
=

1

f̄(τ)
.
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ �îðìóëó äëÿ âàðèàöèè �èòíåñà (1.5)

δf̄(τ) = f̄ 2(τ)

(
A−1(τ)δA(τ)

(
A−1(τ)I

)
,I

)
= f̄(τ)

(
A−1(τ)δA(τ)ū(τ),I

)
.

(1.13)

1.3 ×èñëåííûé ìåòîä ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé

àäàïòàöèè

Èç äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ ìàêñèìèçàöèè ñðåä�

íåãî çíà÷åíèÿ �èòíåñà ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà ìîæåò

áûòü ñâåäåí ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Ñëåäñòâèå 1.1. Çàäà÷à î ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ �èòíåñà

ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû íà ìàëîì èçìåíåíèè èíòåðâàëà ýâîëþöèîííîãî ïà�

ðàìåòðà ∆τ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: ñðåäè âñåõ

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ a
′

ij(τ), i, j = 1, n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

A(τ) ∈ M íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì

|a
′

ij(τ)| 6 k1ε, k1 = onst > 0, i, j = 1, n
n∑

i,j=1

aij(τ)a
′

ij(τ) 6 0
(1.14)

ïðè êîòîðûõ ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ δf̄(τ) îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A(τ) äîñòèãà�

åò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû õîòèì ðåøèòü çàäà÷ó ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè

íà áîëåå äëèííîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè, íàïðèìåð, íà

èíòåðâàëå k∆τ, òî â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî áóäåò ðåøèòü ñåðèþ çàäà÷ ëèíåé�

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à èìåííî, ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøèòü k òàêèõ çàäà÷.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, äàííûé ìåòîä ñïðàâåäëèâ ëèøü â ñëó÷àå íåâû�

ðîæäåííûõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì. Ïîýòîìó â ïðîöåññå ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé
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íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

0 < ū(τ+∆τ) < 1,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèþ ū(τ) + δū(τ) ∈ intSn.

Åñëè æå îäíà èëè íåñêîëüêî êîìïîíåíò âåêòîðà ū(τ) íàõîäÿòñÿ âáëèçè

ãðàíèöû ñèìïëåêñà, òî íåîáõîäèìî çàäàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîì�

ïîíåíòû âåêòîðà δū(τ).

Èç ðàâåíñòâà (1.12) ñëåäóåò, ÷òî

δū(τ) =
(
δf̄(τ)

)
A−1(τ)I−A−1(τ)

(
δA(τ)

)
ū(τ).

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû

ū(τ) = f̄(τ)A−1(τ)I, δf̄(τ) =

((
δA(τ)

)
ū(τ),

(
A−1(τ)

)T
I

)
f̄(τ),

ïîëó÷èì, ÷òî

δū(τ) =

((
δA(τ)

)
ū(τ),

(
A−1(τ)

)T
I

)
ū(τ)−A−1(τ)

(
δA(τ)

)
ū(τ). (1.15)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå

(
δū(τ), I

)
= 0

âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü, íàïðèìåð, êîìïîíåíòà ūi(τ) = δi, ãäå δi → 0 äîñòàòî÷íî ìàëîå

÷èñëî. Òîãäà â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ íà äîïóñòèìóþ âàðèàöèþ

δūi(τ) íåîáõîäèìî äîáàâèòü ñëåäóþùåå:

δi + δūi(τ) > 0.

Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî âûïîëíÿòñÿ íåðàâåíñòâî

δi

(
1 +

((
δA(τ)

)
ū(τ),

(
A−1(τ)

)T
I
))

>

(
A−1(τ)

(
δA(τ)

)
ū(τ)

)

i

. (1.16)

Çäåñü èíäåêñ i îáîçíà÷àåò i-þ êîìïîíåíòó ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îäíà èëè íåñêîëüêî êîìïîíåíò âåêòîðà ū(τ) ñòðåìÿò�

ñÿ ê íóëþ, òî ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà�

íèÿ, ïîìèìî îãðàíè÷åíèé (1.14) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèå (1.16).
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Â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç êîìïîíåíò ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå â êà÷åñòâå äîïîë�

íèòåëüíîãî óñëîâèÿ íà äîïóñòèìóþ âàðèàöèþ δūi(τ) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

ñëåäóþùåå:

δi + δūi(τ) < 1.

Òîãäà óñëîâèå (1.16) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

δi

(
1 +

((
δA(τ)

)
ū(τ),

(
A−1(τ)

)T
I
))

< 1 +

(
A−1(τ)

(
δA(τ)

)
ū(τ)

)

i

. (1.17)

Åñëè ïîëîæèòü èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà ∆τ = ε >

0, òî ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (1.8) ïîëó÷èì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ðåøåíèÿ çàäà�

÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âîçíèêàåò ïîãðåøíîñòü â âû÷èñëåíèè íîâîãî

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

A(τ+∆τ)ū(τ+∆τ) = f̄(τ+∆τ)I

ïîðÿäêà ε3, åñëè ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå òîëüêî ëèíåéíûå ÷ëåíû ïî ∆τ = ε.

Åñëè æå ïðèíÿòü âî âíèìàíèå è êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû ïî ïðèðàùåíèþ ∆τ, òà�

êèå ÷òî

|a
′′

ij(τ)| 6 k2ε
2, k2 = onst > 0, i, j = 1, n,

òî ïîãðåøíîñòü ñîñòàâèò ε5.

Äëÿ ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà áûë íàïèñàí êîìïëåêñ ïðî�

ãðàìì, ðàçðàáîòàííûé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++. Äåòàëè ðåàëèçàöèè

è îòðûâêè èç èñõîäíîãî êîäà ìîæíî íàéòè â êîíöå ðàáîòû. Ïîëíûé êîä ðàçìå�

ùåí â ñåòè èíòåðíåò è äîñòóïåí ïî ññûëêå https://github.om/DrozhzhinSV.

Íèæå íà ðèñóíêå 1.1 ïîêàçàíà áëîê � ñõåìà ïðîãðàììíîãî êîäà, êîòîðàÿ

îïèñûâàåò àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè

íåâûðîæäåííîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû.

https://github.com/DrozhzhinSV/Dissertation/tree/main/Hypercycle
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�èñ. 1.1 � Áëîê � ñõåìà ïðîãðàììíîãî êîäà, ðåàëèçóþùåãî ïðîöåññ ýâîëþöèîí�

íîé àäàïòàöèè íåâûðîæäåííîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû.

1.4 Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà �óíêöèè

ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè

Òåîðåìà 1.2. Ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè u∗ ∈ Sn �óíêöèîíàë

f
(
A(τ)

)
=
(
A(τ)u∗,u∗

)
(1.18)

íà ìíîæåñòâå ìàòðèö A ∈ M(τ), çàäàííîì ñîîòíîøåíèåì (1.1) äîñòèãàåò

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà íåêîòîðîì ýëåìåíòå A∗ ∈ M.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî (1.1) ìàòðèö A(τ), îïèñûâàþùåå âîçìîæ�

íûå èçìåíåíèÿ ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû îáùåãî

âèäà (5) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A1(τ),A2(τ) ∈ M. �àññìîòðèì ìàòðèöû Aλ(τ):

Aλ(τ) = λA1(τ) + (1− λ)A2(τ), 0 < λ < 1.

Ïîêàæåì, ÷òî Aλ(τ) ∈ M:

n∑

i,j=1

(
λa

(1)
ij + (1− λ)a

(2)
ij

)2
=

= λ2
n∑

i,j=1

(
a
(1)
ij

)2
+ (1− λ)2

n∑

i,j=1

(
a
(2)
ij

)2
+ 2(1− λ)λ

n∑

i,j=1

a
(1)
ij a

(2)
ij 6

6 (λ2 + (1− λ)2)Q2 + 2(1− λ)λ

(
n∑

i,j=1

(
a
(1)
ij

)2
)1/2( n∑

i,j=1

(
a
(2)
ij

)2
)1/2

=

= (λ2 + 2λ(1− λ) + (1− λ)2)Q2 = Q2.

Ëèíåéíîñòü �óíêöèîíàëà (1.18) î÷åâèäíà. Äîêàæåì åãî îãðàíè÷åííîñòü

íà ýëåìåíòàõ u∗ ∈ Sn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Au∗ = If :

∣∣f
(
A(τ)

)∣∣ 6 ||A(τ)|| · ||u∗||2.

Òàê êàê

||u∗||2 =
n∑

i=1

(
u∗
i

)2
6

(
n∑

i=1

u∗
i

)2

= 1

è ||A(τ)|| 6 Q2
, òî |f(A)| 6 Q2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò A∗ ∈ M, íà êîòîðîì �óíêöè�

îíàë (1.18) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü â ïðîöåññå ïðåäëîæåííîé âûøå ýâîëþöèîííîé

àäàïòàöèè ïðè èçìåíåíèè ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà îò 0 6 τ 6 τ∗ êîìïî�

íåíòû âåêòîðà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.6) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Òîãäà ïðè

τ ∈ [0, τ∗] ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå �èòíåñà ðåïëèêàòîð�

íîé ñèñòåìû, êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì ýëåìåíòå A∗ ∈ M.
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Çàìå÷àíèå 1.1. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ â

ñëåäñòâèå 1.2 ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé â ïðåäëîæåííîì ïðîöåññå ýâîëþöèîííîé àäàï�

òàöèè.

Ñ�îðìóëèðîâàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ ïåðåñòàþò áûòü ñïðàâåäëèâûìè,

åñëè ïðè èçìåíåíèè ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà ìåíÿåòñÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.6).

Òåîðåìà 1.3 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìàêñèìóìà). Íåîáõîäèìîå óñëî�

âèå äîñòèæåíèÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà �óíêöèåé ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè

f̄ íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå ëàíäøà�òîâ M, çàäàííûõ ñîîòíîøåíèåì (1.1)

â òî÷êå τ∗, äëÿ êîòîðîé ū(τ∗) ∈ intSn, çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèé

ūj(τ
∗)v̄i(τ

∗) = µaij(τ
∗), µ = const, i, j = 1, n,

v̄i(τ
∗) =

((
AT (τ∗)

)−1

I

)

i

.
(1.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (τ) = f̄
(
ū(τ)

)
äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìàêñèìó�

ìà â òî÷êå τ∗ > 0 íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå ëàíäøà�òîâ ïðèñïîñîáëåííîñòè

(1.1). Òîãäà äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ∆τ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

íåðàâåíñòâî

F (τ∗ +∆τ)− F (τ∗) = δF (τ∗) 6 0.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ñîîòíîøåíèå (1.13), à òàêæå ïðåäñòàâëåíèå

v̄i(τ
∗) =

((
AT (τ∗)

)−1

I

)

i

ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

δF (τ∗) = F (τ∗)

(
A−1(τ∗)δA(τ∗)ū(τ∗),I

)
=

= F (τ∗)

(
δA(τ∗)ū(τ∗),

(
AT (τ∗)

)−1

I

)
= F (τ∗)

(
δA(τ∗)ū(τ∗),v̄(τ∗)

)
=

= F (τ∗)
n∑

i,j=1

a
′

ij(τ
∗)ūj(τ

∗)v̄i(τ
∗)∆τ 6 0. (1.20)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèíàäëåæíîñòü ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

ìíîæåñòâó M îçíà÷àåò, ÷òî

n∑

i,j=1

a
′

ij(τ
∗)aij(τ

∗)∆τ 6 0. (1.21)

Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâà (1.20) è (1.21) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ äîñòà�

òî÷íî ìàëûõ ∆τ, òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

n∑
i,j=1

a
′

ij(τ
∗)ūj(τ

∗)v̄i(τ
∗) = 0,

n∑
i,j=1

a
′

ij(τ
∗)aij(τ

∗) = 0.

Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.19).

Âîïðîñ î äîñòàòî÷íîñòè ýòèõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì. Â ýòîì

ñëó÷àå, íåîáõîäèìî íàéòè ïðåäñòàâëåíèå âòîðîé âàðèàöèè δ2f̄(τ) íà ìíîæåñòâå

âàðèàöèé δf̄(τ), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå δf̄(τ) = 0.

Òåîðåìà 1.4 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìàêñèìóìà). Äîñòàòî÷íîå óñëî�

âèå äîñòèæåíèÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà �óíêöèåé ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè

f̄ íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå ëàíäøà�òîâ M, çàäàííûõ ñîîòíîøåíèåì (1.1)

â òî÷êå τ∗, äëÿ êîòîðîé ū(τ∗) ∈ intSn, çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèé

n∑

i,j=1

(
a

′′

ij(τ
∗)− 2bij(τ

∗)
)
aij 6 0, (1.22)

ãäå bij(τ
∗), i, j = 1, n� ýëåìåíòû ìàòðèöû B(τ∗) =

(
δA(τ∗)

)
A−1(τ∗)

(
δA(τ∗)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èç âûðàæåíèÿ (1.12) ñëåäóåò, ÷òî

(
δ2A(τ∗)

)
ū(τ∗) + 2

(
δA(τ∗)

)(
δū(τ∗)

)
+A(τ∗)

(
δ2ū(τ∗)

)
=
(
δ2f̄(τ∗)

)
I. (1.23)

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà, òî åñòü δf̄(τ∗) = 0,

òî èç ðàâåíñòâà (1.12) ñëåäóåò, ÷òî

A(τ∗)
(
δū(τ∗)

)
= −

(
δA(τ∗)

)
ū(τ∗),
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èëè

δū(τ∗) = −A−1(τ∗)
(
δA(τ∗)

)
ū(τ∗).

Ïîäñòàâèâ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â �îðìóëó (1.23), à òàêæå äîìíîæèâ åå ñêà�

ëÿðíî íà âåêòîð

v̄(τ∗) =
(
AT (τ∗)

)−1

I

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

(
δ2ū(τ∗), I

)
= 0,

ïîëó÷èì

δ2f̄(τ∗)
(
v̄(τ∗), I

)
=

((
δ2A(τ∗)

)
ū(τ∗), v̄(τ∗)

)
−

− 2

((
δA(τ∗)

)
A−1(τ∗)

(
δA(τ∗)

)
ū(τ∗), v̄(τ∗)

)
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì

(
v̄(τ∗), I

)
=

((
AT (τ∗)

)−1

I,A(τ∗)ū(τ∗)

)
f̄−1(τ∗) =

=

(
I, ū(τ∗)

)
f̄−1(τ∗) = f̄−1(τ) > 0

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà �óíê�

öèè f̄(τ∗) èìååò âèä

n∑

i,j=1

(
a

′′

ij(τ
∗)− 2bij(τ

∗)
)
ūi(τ

∗)v̄j(τ
∗) 6 0,

ãäå bij(τ
∗), i, j = 1, n � ýëåìåíòû ìàòðèöû B(τ∗) =

(
δA(τ∗)

)
A−1(τ∗)

(
δA(τ∗)

)
.

1.5 Ýâîëþöèÿ ãèïåðöèêëà

�àññìîòðèì ðåçóëüòàòû ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè äëÿ ñèñòåìû

ãèïåðöèêëà, èçíà÷àëüíàÿ äèíàìèêà êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé

dui

dt
= ui(t)(ui−1(t)− f(t)), i = 1, n, (1.24)
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ãäå

n∑

i=1

ui(t) = 1, u0 = un

è

f(u) =
n∑

i=1

ui(t)ui−1(t)

íà ìíîæåñòâå M, çàäàííîì ñîîòíîøåíèåì (1.1) ñ Q2 = n.

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïîëàãàëîñü, ÷òî âåëè÷èíà ε, îïðåäåëÿþùàÿ ñêîðîñòü

ýâîëþöèîííîãî èçìåíåíèÿ ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

èç ìíîæåñòâà {1 ·10−3; 5 ·10−4; 1 ·10−4}. Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ ãèïåðöèêëè÷åñêîé

ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà, èçìåíåíèÿ íîðìû ìàòðèöû A ñîñòàâëÿþò 5 · 10−3,

1 · 10−3
è 5 · 10−5

ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ðèñ. 1.2 ïðåäñòàâëåíà äèíàìèêà èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò íåïîäâèæíîé

òî÷êè ñèñòåìû (1.24) â ýâîëþöèîííîì âðåìåíè τ ïðè n = 9. Íà ïåðâûõ

150-òè øàãàõ ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè, êîîðäèíàòû ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿ�

þòñÿ (ui = 1/9, i = 1, 9). Íà÷èíàÿ ñî 150-ãî øàãà ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå

êîìïîíåíò íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïîñëå ÷åãî îäíà èç êîìïîíåíò óñòðåìëÿåòñÿ ê

åäèíèöå, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Çàòåì íàñòóïàåò ïðîöåññ

ñòàáèëèçàöèè è êîîðäèíàòû íåïîäâèæíîé òî÷êè ïåðåñòàþò èçìåíÿòüñÿ.
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�èñ. 1.2 � Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ū ñèñòåìû (1.24) â ýâî�

ëþöèîííîì âðåìåíè τ ïðè n = 9.

Íà ðèñ. 1.3 ïîêàçàíà äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî �èòíåñà ñèñòåìû (1.24)

ïðè n = 9. Êàê âèäíî èç ãðà�èêà, �èòíåñ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé
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�óíêöèåé ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè τ. Åñëè ñðàâíèòü ýòîò ãðà�èê ñ ïðåäûäó�

ùèì, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà ïðîäîëæàåò ýâîëþöèîíèðîâàòü (�èòíåñ

ðàñòåò) äàæå êîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïåðåñòàåò èçìåíÿòüñÿ. Íî ñî âðåìå�

íåì è �èòíåñ âûõîäèò íà ïëàòî è ýâîëþöèîííûé ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ.
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0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

�èñ. 1.3 � Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî �èòíåñà f̄ ñèñòåìû (1.24) â ýâîëþöè�

îííîì âðåìåíè τ ïðè n = 9.

Â ñëó÷àå ãèïåðöèêëà áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà, ìû ìîæåì ëåãêî âèçóàëèçè�

ðîâàòü âëèÿíèå ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû. Òàê, íà ðèñ.

1.4 (a) ïîêàçàí ãðà� âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ñèñòåìû (1.24) ïðè

n = 5, à íà ðèñ. 1.4 (b) ïðîèëëþñòðèðîâàíî âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòîâ ýâî�

ëþöèîííîé ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé íà 350-îé èòåðàöèè. Êàê âèäíî èç ãðà�èêà,

èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðåïëèêàöèè ãèïåðöèêëà, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå àëüòðóèñòè÷å�

ñêîãî ïîâåäåíèÿ ìàêðîìîëåêóë, ïðåòåðïåâàåò êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ. Íàðÿäó

ñ ïðÿìûì öèêëîì âîçíèêàåò îáðàòíûé öèêë, à òàêæå äâîéíûå ñâÿçè ìåæäó

âñåìè ýëåìåíòàìè ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå âîçíèêàþò

àâòîêàòàëèòè÷åñêèå ïðîöåññû.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè�èêàöèè ãèïåðöèêëîâ [14℄, âîçíèêàåò ãèïåðöèêë

øåñòîé ñòåïåíè ñâÿçíîñòè.

Â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì ó êàæäîãî ýëåìåíòà ãèïåðöèêëà ýãîèñòè÷åñêèõ

ñâÿçåé (àâòîêàòàëèç) èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå äèíàìèêè èçìåíåíèÿ

êîý��èöèåíòà ýãîèñòè÷íîñòè â õîäå ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè. Îïðå�

äåëèì êîý��èöèåíò ýãîèñòè÷íîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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a)

b)

�èñ. 1.4 � Âèçóàëèçàöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ (a) èñõîäíîé ãèïåðöèêëè÷å�

ñêîé ñèñòåìû ïÿòîãî ïîðÿäêà è (b) ýâîëþöèîííîé, ïîëó÷åííîé íà 350-îì øàãå.

Self-In�uene Fatori =
a2ii
n∑

j=1

a2ij

.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîé âåëè÷èíû � äîëÿ ðåñóðñîâ i-ãî ýëåìåíòà çàòðà�

÷åííûõ íà íåãî îò âñåõ ðåñóðñîâ çàòðà÷åííûõ íà ýòîò ýëåìåíò.

Íà ðèñ.1.5 ïîêàçàíà äèíàìèêà ââåäåííîãî âûøå ïîêàçàòåëÿ â ïðîöåññå

èçìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè äëÿ ñèñòåìû ãèïåðöèêëà äåâÿòîãî ïîðÿäêà.

Â äàííîì ñëó÷àå, ìàêñèìàëüíàÿ êîìïîíåíòà íåïîäâèæíîé òî÷êè, ïîëó÷åííàÿ â

ïðîöåññå ýâîëþöèè, áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òðåòüåìó ýëåìåíòó.

Êàê âèäíî èç ãðà�èêà, â õîäå ïðîöåññà ýâîëþöèè ìàêñèìàëüíûì ñòà�

íîâèòñÿ êîý��èöèåíò ýãîèñòè÷íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó, êîìïîíåíòà

íåïîäâèæíîé òî÷êè êîòîðîãî ìàêñèìàëüíà. Èíûìè ñëîâàìè, äîìèíèðóþùèé â

ðåçóëüòàòå ýâîëþöèè ýëåìåíò âñå ðåñóðñû ïîëó÷àåò èñêëþ÷èòåëüíî îò ñåáÿ. Âñå

îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ýãîèñòè÷íîñòè áëèçêè ê íóëþ.

Âàæíîå ñâîéñòâî íîâîãî ýâîëþöèîííîãî ãèïåðöèêëà ñîñòîâëÿåò åãî ðå�

çèñòåíòíîñòü (çàùèùåííîñòü) ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàçèòè÷åñêèì âèäàì, îò

âîçäåéñòâèÿ êîòîðûõ ñèñòåìà ïîãèáàëà äî íà÷àëà ïðîöåññà ýâîëþöèîííîãî èç�

ìåíåíèÿ.
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�èñ. 1.5 � Äèíàìèêà ýâîëþöèîííîãî èçìåíåíèÿ êîý��èöèåíòà ýãîèñòè÷íîñòè

ïðè n = 9.

�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ãèïåðöèêëà 5 - ãî ïîðÿäêà

ñ ïàðàçèòîì. Ñèñòåìà (1.24) ïðèíèìàåò âèä:

u̇i = ui(ui−1 − f(u)), i = 1, 5,

u̇6 = u6(1.7u5 − f(u)),
(1.25)

f(u) =

5∑

i=1

uiui−1 + 1.7u5u6,

6∑

i=1

ui = 1, u0 = u5

Èñõîäíûé ãèïåðöèêë ïîãèáàåò ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïàðàçèòîì. Îäíàêî, åñëè

ìû âîçüìåì ýâîëþöèîííûé ãèïåðöèêë, ïîëó÷åííûé íà 200-îì øàãå è äîáàâèì

ê íåìó ïàðàçèòà, òî óâèäèì, ÷òî îí óñòîé÷èâ è ïîãèáàåò óæå ïàðàçèò.

Íà ðèñ. 1.6 (a) ïðåäñòàâëåíà àêòèâíàÿ äèíàìèêà êîìïîíåíò ui, i = 1, 5

ñèñòåìû (1.25): èñõîäíûé ãèïåðöèêë ïîãèáàåò. Íà ðèñ. 1.6 (b) ïîêàçàíà äèíàìè�

êà èçìåíåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò âèäîâ, êîãäà ê ýâîëþöèîííîìó ãèïåðöèêëó

äîáàâëåí ïàðàçèò (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ): ýâîëþöèîííûé ãèïåðöèêë âûæèâàåò è

ïîãèáàåò ïàðàçèò.

Êîëè÷åñòâî ýâîëþöèîííûõ øàãîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýâîëþöè�

îííî óñòîé÷èâîãî ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàçèòàì ãèïåðöèêëà, ñèëüíî çàâèñèò îò

êîý��èöèåíòà ïðèñïîñîáëåííîñòè ïàðàçèòà. Òàê, íàïðèìåð, åñëè â ñèñòåìå
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�èñ. 1.6 � (a) Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ÷àñòîò ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ãèïåðöèêëè�

÷åñêîé ñèñòåìû 5-ãî ïîðÿäêà ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïàðàçèòîì. (b) Äèíàìèêà

èçìåíåíèÿ ÷àñòîò ýëåìåíòîâ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýâîëþöèîííîãî ãèïåðöèêëà

5-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííîãî íà 200-îì øàãå ñ ïàðàçèòîì.

(1.25) çàìåíèòü êîý��èöèåíò ïðèñïîñîáëåííîñòè ïàðàçèòà ñ 1.7 íà 1.8, òî äâóõ�

ñîò èòåðàöèé ýâîëþöèè óæå íå õâàòàåò äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ãèïåðöèêëà

(ðèñ. 1.7 (a)). Â äàííîì ñëó÷àå, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè êàê ìèíèìóì 250 èòåðà�

öèé ýâîëþöèè (ðèñ. 1.7 (b)).
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�èñ. 1.7 � (a) Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ÷àñòîò ýëåìåíòîâ ýâîëþöèîííîãî ãèïåðöèê�

ëà 5-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííîãî íà 200-îì øàãå ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïàðàçèòîì.

(b) Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ÷àñòîò ýëåìåíòîâ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýâîëþöèîííîãî

ãèïåðöèêëà 5-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííîãî íà 250-îì øàãå ñ ïàðàçèòîì.

�àññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå ãèïåðöèêëà 9-ãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ ïàðàçèòàìè:

u̇i = ui(ui−1 − f(u)), i = 1, 9,

u̇j = uj(0.95(u8 + u9)− f(u)), j = 10, 11,
(1.26)

f(u) =

9∑

i=1

uiui−1 + 0.95(u10 + u11)(u8 + u9),

11∑

i=1

ui = 1, u0 = u9
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�èñ. 1.8 � (a) Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ÷àñòîò ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ãèïåðöèêëè÷å�

ñêîé ñèñòåìû 9-ãî ïîðÿäêà ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïàðàçèòàìè. (b) Äèíàìèêà

èçìåíåíèÿ ÷àñòîò ýëåìåíòîâ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýâîëþöèîííîãî ãèïåðöèêëà

9-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííîãî íà 200-îì øàãå ñ ïàðàçèòàìè.

Íà ðèñ. 1.8 (a) ïðåäñòàâëåíà àêòèâíàÿ äèíàìèêà êîìïîíåíò ui, i = 1, 9 ñè�

ñòåìû (1.26): èñõîäíûé ãèïåðöèêë ïîãèáàåò. Íà ðèñ. 1.8 (b) ïîêàçàíà äèíàìèêà

èçìåíåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò âèäîâ, êîãäà ê ýâîëþöèîííîìó ãèïåðöèêëó,

ïîëó÷åííîìó íà 200-îé èòåðàöèè ýâîëþöèè äîáàâëåí ïàðàçèò (ïóíêòèðíàÿ ëè�

íèÿ): ýâîëþöèîííûé ãèïåðöèêë âûæèâàåò è ïîãèáàåò ïàðàçèò.

Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè óëó÷øàåò óñòîé�

÷èâîñòü ãèïåðöèêëîâ äàæå â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïàðàçèòîâ - ìàêðîìîëåêóë.

Ïðîöåññ ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì îãðàíè÷åí íåêî�

òîðûì ïîðîãîì, ïîñëå äîñòèæåíèÿ êîòîðîãî, ìàòðèöà ëàíäøà�òà ïðèñïîñîá�

ëåííîñòè A ñòàáèëèçèðóåòñÿ è èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàêàí÷èâàþòñÿ. Îäèí èç

âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ èçáåæàòü ýòîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîáàâèòü �óíêöèþ

øòðà�à, íàïðèìåð, g =
n∏

i=1

uui

i , ln g =
n∑

i=1

ui ln ui, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ýíòðîïèþ

ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå, êàæäûé øàã èòåðàöèè ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèåé �óíê�

öèîíàëà

F (u) = f(u)−

n∏

i=1

uui

i ,

n∑

i=1

ui = 1. (1.27)

Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîäòâåðæäàþò, ÷òî âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðîöåññ

ñòàáèëèçàöèè íåèçáåæåí. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.9, äëÿ ãèïåðöèêëè÷åñêîé ñè�

ñòåìû (1.24) ñ äëèíîé öèêëà n = 3 è n = 9 íåêîòîðûå ÷àñòîòû ñòðåìÿòñÿ ê

íóëþ, à çíà÷åíèå ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè äîñòèãàåò ïëàòî.

Â ïðîöåññå ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè çíà÷èòåëüíî èçìåíÿåòñÿ ãåîìåòðèÿ

ïîâåðõíîñòè �èòíåñà.
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�èñ. 1.9 � Ñòàáèëèçàöèÿ: (a, ) Äèíàìèêà íåïîäâèæíîé òî÷êè ãèïåðöèêëè÷å�

ñêîé ñèñòåìû (1.24) ïðè n = 3 è n = 9. (b, d) Äèíàìèêà ñðåäíåãî �èòíåñà

ãèïåðöèêëè÷åñêîé ñèñòåìû (1.24) ïðè n = 3 è n = 9

Íà ðèñ. 1.10 (a) ïîêàçàíî èçìåíåíèå âåëè÷èíû �èòíåñà â âåðøèíàõ ñèì�

ïëåêñà

(1, 0, 0, 0, 0) (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0) (0, 0, 0, 1, 0) (0, 0, 0, 01),

à òàêæå â åãî öåíòðå

(
1
5,

1
5,

1
5,

1
5,

1
5

)
.

À íà ðèñ. 1.10 (b) ïîêàçàíî èçìåíåíèå âåëè÷èíû �èòíåñà â öåíòðàõ ãðà�

íèö ñèìïëåêñà

(
1

2
,
1

2
, 0, 0, 0

) (
0,

1

2
,
1

2
, 0, 0

)
,

(
0, 0,

1

2
,
1

2
, 0

) (
0, 0, 0,

1

2
,
1

2

) (
1

2
, 0, 0, 0

1

2

)
,

à òàêæå â åãî öåíòðå ïðè èçìåíåíèè ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà τ äëÿ ãèïåðöèêëà

ðàçìåðíîñòè 5. Ýâîëþöèÿ öåíòðà îòìå÷åíà ïóíêòèðîì.

Àíàëèç ïîâåäåíèÿ �àçîâûõ òðàåêòîðèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîèñõîäèò èç�

ìåíåíèå îò óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà â íà÷àëå, äî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî

öèêëà â êîíöå ïðîöåññà. Îòìåòèì, ÷òî ïîäðîáíîå èçó÷åíèå èçìåíåíèÿ ãåîìåòðèè

ïîâåðõíîñòè �èòíåñà â ïðîöåññå åãî ìàêñèìèçàöèè òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäî�

âàíèÿ è âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû.
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a)

b)

�èñ. 1.10 � Èçìåíåíèå âåëè÷èíû �èòíåñà (a) â öåíòðå ñèìïëåêñà è â åãî âåð�

øèíàõ (b) â öåíòðå ñèìïëåêñà è öåíòðàõ åãî ãðàíèö.

1.6 Âûâîäû ê ïåðâîé ãëàâå

Â äàííîé ãëàâå áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì äëÿ ïðîöåññà ýâîëþöèè ñðåäíåé

ïðèñïîñîáëåííîñòè ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû. Îäíî èç öåíòðàëüíûõ ïðåäïîëî�

æåíèé, ñäåëàííûõ äëÿ ýòîãî àíàëèçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýâîëþöèîííîå âðåìÿ

àäàïòàöèè ãîðàçäî ìåäëåííåå, ÷åì âðåìÿ îïèñûâàþùåå âíóòðåííþþ äèíàìè�

êó ñèñòåìû. Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà

Ôèøåðà î åñòåñòâåííîì îòáîðå ñïðàâåäëèâà äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì áûë ïðèìåíåí ê ãèïåðöèêëè÷åñêîé ñèñòåìå. Àíàëèç

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñâèäåòåëüñòâóåò î ñëåäóþùåì:

� Ýâîëþöèîííûé ãèïåðöèêë óñòîé÷èâ ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàçèòè÷åñêèì

âèäàì, îò êîòîðûõ ñèñòåìà ïîãèáàëà äî íà÷àëà ïðîöåññà ýâîëþöèîííî�

ãî èçìåíåíèÿ. Ïðè÷åì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ýâîëþöèè, íåîáõîäèìîå äëÿ

ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ãèïåðöèêëà, íàïðÿìóþ çàâèñèò îò êîý��èöèåí�

òîâ ïðèñïîñîáëåííîñòè ýãîèñòîâ è èõ êîëè÷åñòâà;

� Â ðåçóëüòàòå ýâîëþöèîííûõ èçìåíåíèé çíà÷èòåëüíî èçìåíÿåòñÿ ñòðóê�

òóðà ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè: íàðÿäó ñ ïðÿìûì öèêëîì

âîçíèêàåò îáðàòíûé öèêë, à òàêæå äâîéíûå ñâÿçè ìåæäó âñåìè ýëå�

ìåíòàìè ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå âîçíèêàþò

àâòîêàòàëèòè÷åñêèå ïðîöåññû;
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� Â íà÷àëå ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè êîìïîíåíòû ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè. Çàòåì

ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå êîìïîíåíò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, â ðåçóëü�

òàòå ÷åãî, îäíà èç êîìïîíåíò óñòðåìëÿåòñÿ ê åäèíèöå, à îñòàëüíûå

ñõîäÿòñÿ ê íóëþ, ïðè ýòîì ñðåäíèé �èòíåñ ñèñòåìû â òå÷åíèå äîëãîãî

âðåìåíè ïðîäîëæàåò ðàñòè. Âûáîð äîìèíèðóþùåãî ýëåìåíòà îñóùåñòâ�

ëÿåòñÿ ñëó÷àéíî è âàðüèðóåòñÿ îò ýêñïåðèìåíòà ê ýêñïåðèìåíòó;

� Íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà ïðîèñõîäèò ñòàáèëè�

çàöèÿ ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè. Äàííûé ïðîöåññ àíàëîãè÷åí ÿâëåíèþ

�ïîðîãà êàòàñòðî�� â ìîäåëè êâàçèâèäîâ Ýéãåíà.
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�ëàâà 2. Ýâîëþöèîííàÿ ñèñòåìû ãèïåðöèêëà â óñëîâèÿõ

ïðèñîåäèíåíèÿ íîâûõ âèäîâ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ ìîäåëè ýâîëþöèè

ãèïåðöèêëè÷åñêîé ñèñòåìû, êîãäà â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè â ñèñòåìó

ìîãóò áûòü äîáàâëåíû íîâûå ýëåìåíòû [B, C℄. Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû îïèñàíà

ïîñòàíîâêà çàäà÷è, àëãîðèòì ïåðåîïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ïîñëå ïîÿâëåíèÿ íîâî�

ãî ýëåìåíòà, à òàêæå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà îñòàåòñÿ ïåðìàíåíòíîé

â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ íîâîãî ýëåìåíòà. Âî âòîðîé ÷àñòè âèçóàëèçèðóþòñÿ

÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ñèñòåìû. Â çàêëþ÷åíèè ïðèâî�

äÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå îïèñàííîãî ïðîöåññà.

2.1 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèñîåäèíåíèÿ íîâûõ âèäîâ â

ðåïëèêàòîðíóþ ñèñòåìó

Â ÷àñòè 0.3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ãèïåðöèêëà îáëàäàåò ñïîñîáíî�

ñòüþ ê èçìåíåíèþ. Òî åñòü, åñëè âìåñòî îäíîãî èç âèäîâ ïîÿâèòñÿ äðóãîé âèä

ñ �ëó÷øèìè� ñâîéñòâàìè, òî â ãèïåðöèêëå ñ äâóìÿ ïåòëÿìè êàòàëèçà ïðîèñ�

õîäèò îòáîð ëèøü îäíîé âåòâè. Ñâîéñòâî èçìåí÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿåò îäèí èç

îñíîâíûõ ïîñòóëàòîâ òåîðèè ýâîëþöèè ×. Äàðâèíà. Ïîýòîìó áîëüøîé èíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ïðåäëîæåííîãî ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè â ñëó�

÷àå, êîãäà â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå âèäû, ñïîñîáíûå

âñòðîèòñÿ â ðåïëèêàòîðíóþ ñèñòåìó. Î âàæíîñòè ðåàëèçàöèè èìåííî òàêîãî

ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà íàñòàèâàþò ìíîãèå àâòîðû [8℄, [47℄. ×èñëåííûå ýêñïå�

ðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðèñîåäèíåíèÿ íîâîãî âèäà â ïðîöåññå ýâîëþöèîííîé

àäàïòàöèè äàëåêî íå âñåãäà ïðèâîäèò ê âêëþ÷åíèþ ýòîãî âèäà â ðåïëèêàòîð�

íóþ ñèñòåìó. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íîâûé âèä èãðàåò ðîëü ïàðàçèòà è ñïîñîáåí

ðàçðóøèòü ñèñòåìó, à â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ñàìà ñèñòåìà óáèâàåò íîâûé âèä, èäåíòè�

�èöèðîâàâ åãî êàê ïàðàçèòà. Íèæå ñ�îðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè

êîòîðûõ ãàðàíòèðóåòñÿ âñòðàèâàíèå íîâîãî âèäà â óæå ñóùåñòâóþùóþ ñèñòåìó.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íîâûé ýëåìåíò äîáàâëÿåòñÿ â ñèñòåìó â ñëó÷àéíûé

ìîìåíò âðåìåíè τk = k∆τ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak ∈ R(n+1)×(n+1)
� ìàòðèöó,

âîçíèêàþùóþ íà k-îé èòåðàöèè ïðè äîáàâëåíèè íîâîãî âèäà â ñèñòåìó (5)

ðàçìåðíîñòè n. ×åðåç ūk = (uk
1, u

k
2, . . . , u

k
n+1) îáîçíà÷èì âåêòîð êîìïîíåíò ïî�

ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà k-îé èòåðàöèè.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1. Ñðåäíåå çíà÷åíèå �èòíåñà f̄(τk) â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ íà k-îé èòå�

ðàöèè òàêîå æå, êàêèì îíî áûëî áû íà ýòîé èòåðàöèè áåç ïîÿâëåíèÿ

íîâîãî âèäà:

f̄(τk) = f̄k. (2.1)

2. Ïåðâûå n ñòðîê è n ñòîëáöîâ ìàòðèöûAk
ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùè�

ìè ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöû Ak−1
, ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåì

øàãå:

akij = ak−1
ij , i, j = 1, n. (2.2)

3. Ïåðâûå n ýëåìåíòîâ âåêòîðà ū íà k-îé è (k − 1)-îé èòåðàöèÿõ óäîâëå�

òâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:

uk
i

uk
j

=
uk−1
i

uk−1
j

, i, j = 1, n. (2.3)

4. Âêëàä ñóùåñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ â íîâûé îäèíàêîâ:

akn+1,ju
k
j = akn+1,iu

k
i , i, j = 1, n+ 1. (2.4)

Â óñëîâèÿõ ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé, ïðè âñòðàèâàíèè â ñèñòåìó íîâîãî ýëå�

ìåíòà íåîáõîäèìî ïåðåîïðåäåëèòü ìàòðèöó ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè (à

òî÷íåå òîëüêî åå íîâûå ñòðîêó è ñòîëáåö) è âåêòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ (2.3) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðàìåòð αk:

0 < αk < 1

è òàêîé, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà ūk
îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uk
n+1 = 1− αk, uk

i = αku
k−1
i , i = 1, n. (2.5)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.5) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

n+1∑

i=1

uk
i = αk

n∑

i=1

uk−1
i + (1− αk) = 1,
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f̄k =
n+1∑

j=1

akiju
k
j = αkf̄k−1 + (1− αk)a

k
i,n+1.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ìîæíî îïðåäåëèòü âñå ýëåìåíòû ïîñëåäíåãî

ñòîëáöà íîâîé ìàòðèöû Ak
çà èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòà akn+1,n+1

aki,n+1 =
f̄k − αkf̄k−1

1− αk
, i = 1, n. (2.6)

Íàêîíåö èç �îðìóëû (2.4) ìîæíî ïîëó÷èòü ýëåìåíòû ïîñëåäíåé ñòðîêè ìàò�

ðèöû Ak





akn+1,j =
f̄k

αkuk
j (n+ 1)

, j = 1, n,

akn+1,n+1 =
f̄k

(1− αk)(n+ 1)
,

(2.7)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ïîÿâëåíèÿ íîâîãî ýëåìåíòà íà èòåðàöèè ñ íîìå�

ðîì k, äëÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äîñòàòî÷íî çàäàòü ëèøü îäèí ïàðàìåòð

0 < αk < 1.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàâàþò, ÷òî ïðè αk >
1

uk
min+1

, uk
min =

= min (uk
1, . . . , u

k
n) ðåïëèêàòîðíàÿ ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ äîáàâëåíèåì íîâîãî

(n + 1)-ãî âèäà, ïåðåñòà¼ò áûòü ïåðìàíåíòíîé. Åñëè æå ÷àñòîòà íîâîãî âèäà

áóäåò ìàêñèìàëüíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòàìè óæå èìåþùèõñÿ âèäîâ, ÷òî

ðåàëèçóåòñÿ ïðè αk < 1
uk
max+1

, uk
max = max (uk

1, . . . , u
k
n), òî ïðåäëîæåííûé ýâî�

ëþöèîííûé ïðîöåññ ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåãî ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ �èòíåñà

ïðîèñõîäèò áåç íàðóøåíèÿ ïåðìàíåíòíîñòè ðàñøèðåííîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòå�

ìû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ øàãîâ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, íà êîòîðûõ â ñèñòåìó

áóäóò äîáàâëÿòüñÿ íîâûå âèäû, èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåññ Ïóàññîíà. Êðîìå òîãî,

ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ è ïàðàìåòð αk. Äëÿ ýòîãî ãåíåðèðóåòñÿ ðàâíî�

ìåðíî ðàñïðåäåë¼ííàÿ íà èíòåðâàëå (0, 1) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà βk, ïîñëå ÷åãî

αk âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

αk = βk
1

uk
max + 1

, βk ∼ U(0, 1).

Äëÿ ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà áûë íàïèñàí êîìïëåêñ ïðî�

ãðàìì, ðàçðàáîòàííûé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++. Äåòàëè ðåàëèçàöèè

è îòðûâêè èç èñõîäíîãî êîäà ìîæíî íàéòè â êîíöå ðàáîòû. Ïîëíûé êîä ðàçìå�

ùåí â ñåòè èíòåðíåò è äîñòóïåí ïî ññûëêå https://github.om/DrozhzhinSV.

https://github.com/DrozhzhinSV/Dissertation/tree/main/New_type
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Íèæå íà ðèñóíêå 2.1 ïîêàçàíà áëîê � ñõåìà ïðîãðàììíîãî êîäà, êîòîðàÿ

îïèñûâàåò àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè

íåâûðîæäåííîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû â óñëîâèÿõ ïðèñîåäèíåíèÿ íîâûõ ýëå�

ìåíòîâ â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

�èñ. 2.1 � Áëîê � ñõåìà ïðîãðàììíîãî êîäà, ðåàëèçóþùåãî ïðîöåññ ýâî�

ëþöèîííîé àäàïòàöèè íåâûðîæäåííîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû â óñëîâèÿõ

ïðèñîåäèíåíèÿ íîâûõ ýëåìåíòîâ â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

2.2 �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà íà ïðè�

ìåðå ãèïåðöèêëè÷åñêîé ñèñòåìû ïÿòîãî ïîðÿäêà. Â äàííîì ñëó÷àå, ñ ïîìîùüþ



62

ïðîöåññà Ïóàññîíà, áûëî ñãåíåðèðîâàíî, ÷òî â ñèñòåìó áóäåò äîáàâëåíî äâà

íîâûõ âèäà è èõ äîáàâëåíèå ïðîèçîéä¼ò íà 682-îé è 1240-îé èòåðàöèÿõ ýâî�

ëþöèîííîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû βk èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

β682 = 0.829 è β1240 = 0.557.

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0.2

0.22

0.24

0.26

0.28

0.3

0.32

0.34

0.36

a)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

b)

�èñ. 2.2 � Äèíàìèêà ýâîëþöèîííîãî èçìåíåíèÿ (a) ñðåäíåãî �èòíåñà è (b) íåïî�

äâèæíîé òî÷êè ãèïåðöèêëè÷åñêîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû ðàçìåðíîñòè n = 5

ïðè äîáàâëåíèè â ñèñòåìó äâóõ íîâûõ ýëåìåíòîâ

Íà ðèñ. 2.2 (a) è 2.2 (b) ïðåäñòàâëåíû äèíàìèêè ñðåäíåãî �èòíåñà è íåïî�

äâèæíîé òî÷êè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Âèäíî, ÷òî äàæå ïîñëå äîáàâëåíèÿ

íîâûõ âèäîâ, ñèñòåìà ïðîäîëæàåò ýâîëþöèîíèðîâàòü, óâåëè÷èâàÿ ñâîþ ïðèñïî�

ñîáëåííîñòü.

Íà ðèñ. 2.3, 2.4 è 2.5 ïîêàçàíà àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû íà 681 (òî

åñòü íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä äîáàâëåíèåì ïåðâîãî íîâîãî âèäà), 1239 (òî åñòü

íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä äîáàâëåíèåì âòîðîãî íîâîãî âèäà) è 1735-îì øàãàõ ýâî�

ëþöèîííîé àäàïòàöè.

Íà ðèñ. 2.6 è 2.7 èçîáðàæ¼íû ãðà�û âçàèìîäåéñòâèÿ âèäîâ â ñëó÷àå, êîãäà

èñõîäíàÿ ãèïåðöèêëè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîÿëà èç òð¼õ âèäîâ. Â äàííîì ñëó÷àå, â

ñèñòåìó òàêæå áûëî äîáàâëåíî äâà íîâûõ âèäà: íà 68-îé è 529-îé èòåðàöèÿõ. Íà

ðèñ. (a) � ãðà�û âçàèìîäåéñòâèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä äîáàâëåíèåì ïåðâîãî

è âòîðîãî íîâûõ âèäîâ, à íà ðèñ. (b) ñðàçó ïîñëå äîáàâëåíèÿ íîâûõ âèäîâ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðèñîåäèíåíèè íîâîãî âèäà ñðåäíèé

�èòíåñ ñèñòåìû ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñêà÷êîîáðàçíî. ×àñòîòû íîâûõ âèäîâ, âñòðà�

èâàÿñü â îáùóþ êàðòèíó êîëåáàíèé, ëîêàëèçóþòñÿ â îïðåäåë¼ííûõ çîíàõ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áîëåå óçêèìè ïî àìïëèòóäå êîëåáàíèé, ÷åì êîëåáàíèÿ èñ�

õîäíîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû.
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�èñ. 2.3 � Àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû íà 681-îé èòåðàöèè ïðè ðàçìåðíîñòè

ñèñòåìû n = 5.
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�èñ. 2.4 � Àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû íà 1239-îé èòåðàöèè ïðè ðàçìåðíîñòè

ñèñòåìû n = 5. Íîâûé ýëåìåíò èçîáðàæ¼í ãîëóáîé ëèíèåé ñíèçó.

Èñïîëüçóåìûå óñëîâèÿ âûäåëÿþò ñðàâíèòåëüíî óçêèé ñåãìåíò ñèñòåì, êî�

òîðûå äîïóñêàþò âñòðàèâàíèå íîâîãî âèäà. Ïîýòîìó çàäà÷à ïîèñêà óñëîâèé,

êîòîðûå ìîãóò îáåñïå÷èòü ýòîò ïðîöåññ â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ àêòó�

àëüíîé.
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�èñ. 2.5 � Àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû íà 1735-îé èòåðàöèè ïðè ðàçìåðíîñòè

ñèñòåìû n = 5. Íîâûå ýëåìåíòû èçîáðàæåíû ãîëóáîé è áîðäîâîé ëèíèÿìè.

a)

b)

�èñ. 2.6 � �ðà�û âçàèìîäåéñòâèÿ íà 67 (a) è 68-îé (b) èòåðàöèÿõ ýâîëþöèîí�

íîãî ïðîöåññà ïðè ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû n = 3.

2.3 Âûâîäû êî âòîðîé ãëàâå

Â äàííîé ãëàâå áûë èññëåäîâàí ïðîöåññ ýâîëþöèè ãèïåðöèêëè÷åñêîé ñè�

ñòåìû, â ñëó÷àå, êîãäà â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè â ñèñòåìó ìîãóò áûòü

äîáàâëåíû íîâûå ýëåìåíòû. �åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå èññëåäîâàíèÿ ñëå�

äóþùèå:
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a)

b)

�èñ. 2.7 � �ðà�û âçàèìîäåéñòâèÿ íà 528 (a) è 529-îé (b) èòåðàöèÿõ ýâîëþöè�

îííîãî ïðîöåññà ïðè ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû n = 3.

� ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîñëå äîáàâëåíèÿ

íîâîãî ýëåìåíòà ðåïëèêàòîðíàÿ ñèñòåìà îñòàåòñÿ íåâûðîæäåííîé ëèøü

â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòîòà íîâîãî ýëåìåíòà ìàêñèìàëüíà ïî îòíîøåíèþ ê

ñóùåñòâóþùèì ýëåìåíòàì. Äàííûå óñëîâèÿ âûäåëÿþò ñðàâíèòåëüíî óç�

êèé ñåãìåíò ñèñòåì, êîòîðûå îñòàþòñÿ ïåðìàíåíòíûìè. Çàäà÷à ïîèñêà

óñëîâèé, êîòîðûå ìîãóò îáåñïå÷èòü ýòîò ïðîöåññ â áîëåå îáùåì ñëó÷àå

ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé;

� Â ðåçóëüòàòå ýâîëþöèîííûõ èçìåíåíèé çíà÷èòåëüíî èçìåíÿåòñÿ ñòðóê�

òóðà ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè: ïîìèìî èñõîäíûõ ñâÿçåé

âîçíèêàåò îáðàòíûé öèêë, à òàêæå äâîéíûå ñâÿçè ìåæäó âñåìè ýëå�

ìåíòàìè ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå âîçíèêàþò

àâòîêàòàëèòè÷åñêèå ïðîöåññû;

� Ñðåäíèé �èòíåñ ñèñòåìû ïðîäîëæàåò ðàñòè è ïîñëå ïîÿâëåíèÿ íîâûõ

ýëåìåíòîâ.



66

�ëàâà 3. Ýâîëþöèîííàÿ àäàïòàöèÿ äâîéíîãî ãèïåðöèêëà

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ ìîäåëè ýâîëþ�

öèè ñèñòåìû äâîéíîãî ãèïåðöèêëà (áè-ãèïåðöèêëà) [B, C℄. Ïåðâàÿ ÷àñòü

ãëàâû ïîñâÿùåíà ïîñòàíîâêå çàäà÷è ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ýëåìåíòîâ ðàñ�

ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Âî âòîðîé ÷àñòè ïîêàçûâàåòñÿ êàê èñõîäíàÿ çàäà÷à

ìàêñèìèçàöèè �èòíåñà íà èíòåðâàëå ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà ∆τ ñâîäèòñÿ

ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â òðåòüåé ÷àñòè îïèñàíû äîïîëíèòåëü�

íûå óñëîâèÿ íà âàðèàöèþ êîìïîíåíò íåïîäâèæíîé òî÷êè, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò

ñîõðàíåíèå ñèñòåìîé ñâîéñòâà íåâûðîæäåííîñòè. Â ÷åòâåðòîé ÷àñòè êðàòêî

îïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ ýêñòðåìóìà �óíêöèåé ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåí�

íîñòè. Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â äàííîé

ãëàâå, à òàêæå êðàòêîå ðåçþìå.

3.1 Ìîäåëü ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè

�àññìîòðèì ñèñòåìó, êîòîðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü áè-ãèïåðöèê�

ëîì

u̇i(t) = ui(t)(aiai−1ui−1(t)ui−2(t)− f(t)), i = 1, n,

f(t) =
n∑

i=1

aiai−1ui(t)ui−1(t)ui−2(t),
(3.1)

ãäå

ai > 0 , a0 = an,

u0(t) = un(t) , u−1(t) = un−1(t),

è u ∈ Sn =
{
ui : ui > 0,

n∑
i=1

ui = 1
}
.

Â ãèïåðöèêëå äàííîãî òèïà, êàòàëèç âèäà ñ íîìåðîì i îñóùåñòâëÿåòñÿ

ñ ïîìîùüþ äâóõ âèäîâ ñ íîìåðàìè i − 1 è i − 2. Êàê è â ñëó÷àå îáû÷íîãî

ãèïåðöèêëà, ÷àñòîòû ui ïðèíàäëåæàò ñèìïëåêñó Sn.

Â [49℄ äîêàçàíî, ÷òî äâîéíîé ãèïåðöèêë íåâûðîæäåí (ïåðìàíåíòåí) ïðè

n > 5. Äâîéíîé ãèïåðöèêë íå÷åòíîé ñòåïåíè ïðè n > 5 èìååò åäèíñòâåí�

íîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå óñòîé÷èâî ïðè n = 5 è íåóñòîé÷èâî ïðè

n > 5. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ �àçîâûõ



67

òðàåêòîðèé äâîéíîãî ãèïåðöèêëà àíàëîãè÷åí ïîâåäåíèþ òðàåêòîðèé îáû÷íîãî

ãèïåðöèêëà. Îäíàêî, àâòîðó íåèçâåñòíî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.1) â ìàòðè÷íîé �îðìå. Äëÿ ýòîãî ââå�

ä¼ì ìàòðèöû

A =




0 0 . . . 0 a1

a2 0 . . . 0 0

0 a3 . . . 0 0

. . . . . . .

0 0 . . . an 0




è U(t) = diag(u1(t), u2(t), . . . , un(t)),

à òàêæå âåêòîðû

u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , un(t)) è I = (1, 1, . . . , 1)

.

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

u̇i(t) = ui(t)

(((
AU(t)

)2
I
)
i
− f(t)

)
, i = 1, n,

f
(
u(t)

)
=

((
AU(t)

)2
I,u(t)

)
,
(
U(t)I, I

)
= 1.

(3.2)

Ñòàöèîíàðíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì:

(
AŪ

)2
I = f̄I,

(
ŪI, I

)
= 1. (3.3)

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî, îïèñûâàþùåå ýâîëþöèîííóþ àäàïòàöèþ ñèñòåìû ïðè

èçìåíåíèè ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè èìååò âèä:

(
A(τ)Ū(t, τ)

)2
I = f̄

(
ū(t, τ)

)
I,

f̄
(
ū(t, τ)

)
=

((
A(τ)Ū(t, τ)

)2
I,u(t, τ)

)
,

(
Ū(t, τ)I, I

)
= 1.

(3.4)

Åñëè ñèñòåìà áè-ãèïåðöèêëà íå âûðîæäàåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ýâîëþöèîííî�

ãî âðåìåíè τ, òî ñðåäíèå èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèé ui(t, τ), i = 1, 2, . . . , n

è f
(
u(t, τ)

)
ñîâïàäàþò ñî ñòàöèîíàðíûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ (3.4):
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ūi(τ) = lim
t→∞

1

t

t∫
0

ui(t, τ)dt, i = 1, n,

f̄
(
ū(τ)

)
= lim

t→∞

1

t

t∫
0

f(u(t, τ))dt.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöûA ãëàäêèì îáðàçîì çàâèñÿò îò ïà�

ðàìåòðà τ ∈ [0,+∞) è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.1), ïîëó÷èì, ÷òî çàäà÷à î ïîèñêå

ýâîëþöèîííîãî èçìåíåíèÿ ñèñòåìû íà ìíîæåñòâå ëàíäøà�òîâ ïðèñïîñîáëåííî�

ñòè ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìàêñèìóìà �óíêöèè f̄
(
ū(τ)

)
íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (3.4).

3.2 Âû÷èñëåíèå âàðèàöèè �èòíåñà

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ýëåìåíòû íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A(τ) è êîìïî�

íåíòû âåêòîðà ū(τ) ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè ýâîëþöèîííî�

ãî ïàðàìåòðà τ è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.8):

|a
′

ij(τ)| 6 k1ε, k1 = onst > 0, i, j = 1, n.

Òîãäà íà äîñòàòî÷íî ìàëîì èíòåðâàëå ∆τ èçìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî ïàðà�

ìåòðà äëÿ ïðèðàùåíèÿ δf̄(τ) �óíêöèè f̄(τ), îïðåäåëåííîé â ðàâåíñòâå (3.4)

ñïðàâåäëèâî

δf̄ =

((
ŪA +V

)−1(
A−1(δA)ŪA+ Ū(δA)

)
ū, I

)

((
ŪA+V

)−1

A−1I, I

) . (3.5)

Çäåñü ÷åðåç δf̄(τ), δA(τ) îáîçíà÷åíû ãëàâíûå ÷àñòè ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè f̄(τ)

è ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A(τ) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà îò τ äî τ+∆τ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ãëàäêîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A(τ) ñïðàâåäëè�

âî ðàçëîæåíèå (1.10). Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (3.4) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà

ìàëîñòè o(∆τ) èìååì:
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((
A+ δA

)(
Ū+ δŪ

))2

I =

(
AŪ+A

(
δŪ
)
+
(
δA
)
Ū

)(
AŪ+

+A
(
δŪ
)
+
(
δA
)
Ū

)
=
(
AŪ

)2
I+AŪA

(
δŪ
)
I+AŪ

(
δA
)
ŪI+

+A
(
δŪ
)
AŪI+

(
δA
)
ŪAŪI = f̄I+AŪA

(
δū
)
+AŪ

(
δA
)
ū+

+A
(
δŪ
)
Aū+

(
δA
)
ŪAū, (3.6)

ãäå δA, δŪ, δū è δf̄ ãëàâíûå ëèíåéíûå ÷àñòè ïðèðàùåíèé ìàòðèö A(τ), Ū(τ),

âåêòîðà ū(τ) è �óíêöèè f̄(τ) ñîîòâåòñòâåííî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ýâîëþ�

öèè îò τ äî τ + ∆τ.

Ïóñòü

v̄ = (v1, v2, ..., vn) = Aū, V = diag(v1, v2, ..., vn).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

(
δŪ
)
Aū =

(
δU
)
v̄ = V

(
δū
)
. (3.7)

Òîãäà èñïîëüçóÿ óñëîâèå (3.7) ìîæåì ïåðåïèñàòü �îðìóëó (3.6) ñëåäóþùèì

îáðàçîì

(
δf̄
)
I = A

(
ŪA+V

)
δū+

(
AŪ

(
δA
)
+
(
δA
)
ŪA

)
ū. (3.8)

Óìíîæèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà

((
AŪA+AV

)−1
)T

I

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

((
δŪ
)
I, I

)
= 0,

ïîëó÷èì �îðìóëó (3.5) äëÿ âàðèàöèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ �èòíåñà ïðè ìàëîì

èçìåíåíèè ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà τ.
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3.3 ×èñëåííûé ìåòîä ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé

àäàïòàöèè

Èç äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ ìàêñèìèçàöèè ñðåä�

íåãî çíà÷åíèÿ �èòíåñà ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà ìîæåò

áûòü ñâåäåí ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Ñëåäñòâèå 3.1. Çàäà÷à î ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ �èòíåñà ñè�

ñòåìû (3.4) íà ìàëîì èçìåíåíèè èíòåðâàëà ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà ∆τ

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ çíà�

÷åíèé ïðîèçâîäíûõ a
′

ij(τ), i, j = 1, n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A(τ) ∈ M íàéòè

òàêèå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (1.14), ïðè êîòîðûõ

ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ δf̄(τ) îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A(τ) äîñòèãàåò ìàêñèìàëü�

íîãî çíà÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû õîòèì ðåøèòü çàäà÷ó ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè

íà áîëåå äëèííîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè, íàïðèìåð, íà

èíòåðâàëå k∆τ, òî â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî áóäåò ðåøèòü ñåðèþ çàäà÷ ëèíåé�

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à èìåííî, ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøèòü k òàêèõ çàäà÷.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, äàííûé ìåòîä ñïðàâåäëèâ ëèøü â ñëó÷àå íåâû�

ðîæäåííûõ ñèñòåì. Ïîýòîìó â ïðîöåññå ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî

ïðîâåðÿòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

0 < ū(τ+∆τ) < 1,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèþ ū(τ) + δū(τ) ∈ intSn.

Åñëè æå îäíà èëè íåñêîëüêî êîìïîíåíò âåêòîðà ū(τ) íàõîäÿòñÿ âáëèçè

ãðàíèöû ñèìïëåêñà, òî íåîáõîäèìî çàäàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîì�

ïîíåíòû âåêòîðà δū(τ).

Ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèÿìè êîìïîíåíò âåêòîðà δū(τ) è ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

δA(τ) ìîæíî ïîëó÷èòü èç �îðìóëû (3.8):

δū =
(
ŪA+V

)−1

A−1

((
δf̄
)
I−

(
AŪ

(
δA
)
+
(
δA
)
ŪA

)
ū

)
, (3.9)
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ãäå âåëè÷èíà δf̄ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (3.5).

Ïóñòü, íàïðèìåð, êîìïîíåíòà ūi(τ) = δi → 0. Â ýòîì ñëó÷àå, íà äîïóñòè�

ìóþ âàðèàöèþ δūi(τ) íåîáõîäèìî äîáàâèòü ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå

δi + δūi(τ) > 0.

Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

δf̄

((
ŪA+V

)−1

A−1I

)

i

>

((
ŪA+V

)−1

A−1
(
AŪ

(
δA
)
+
(
δA
)
ŪA

)
ū

)

i

−δi.

(3.10)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îäíà èëè íåñêîëüêî êîìïîíåíò âåêòîðà ū(τ) ñòðåìÿò�

ñÿ ê íóëþ, òî ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà�

íèÿ, ïîìèìî îãðàíè÷åíèé (1.14) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèå (3.10).

Â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç êîìïîíåíò ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, óñëîâèå (3.10)

ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

δf̄

((
ŪA+V

)−1

A−1I

)

i

< 1+

((
ŪA+V

)−1

A−1
(
AŪ

(
δA
)
+
(
δA
)
ŪA

)
ū

)

i

−δi.

(3.11)

Äëÿ ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà áûë íàïèñàí êîìïëåêñ ïðî�

ãðàìì, ðàçðàáîòàííûé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++. Äåòàëè ðåàëèçàöèè

è îòðûâêè èç èñõîäíîãî êîäà ìîæíî íàéòè â êîíöå ðàáîòû. Ïîëíûé êîä ðàçìå�

ùåí â ñåòè èíòåðíåò è äîñòóïåí ïî ññûëêå https://github.om/DrozhzhinSV.

Áëîê � ñõåìà ïðîãðàììíîãî êîäà äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé

àäàïòàöèè áèãèïåðöèêëè÷åñêîé ñèñòåìû âî ìíîãîì ñõîæà ñ òîé, ÷òî áûëà ïðåä�

ñòàâëåíà äëÿ ñèñòåìû îáû÷íîãî ãèïåðöèêëà â ãëàâå 1 íà ðèñ. 1.1.

3.4 Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà �óíêöèè

ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè

Òåîðåìà 3.2. Ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè u∗ ∈ Sn �óíêöèîíàë

f
(
A(τ)

)
=

((
A(τ)U∗

)2
I,u∗

)
(3.12)

https://github.com/DrozhzhinSV/Dissertation/tree/main/Behypercycle
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íà ìíîæåñòâå ìàòðèö A ∈ M(τ), çàäàííîì ñîîòíîøåíèåì (1.1) äîñòèãàåò

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà íåêîòîðîì ýëåìåíòå A∗ ∈ M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèîíàë (3.12) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ�

íûì è îãðàíè÷åííûì íà ìíîæåñòâå M, çàäàííûì ñîîòíîøåíèåì (1.1), êîòîðîå,

êàê áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìå 1.2 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Ïîêàæåì, ÷òî f
(
A(τ)

)
ÿâëÿåòñÿ âûïóëûì. Ïîñêîëüêó f

(
A(τ)

)
> 0

∀A(τ) ∈ M, òî ∀A1(τ),A2(τ) ∈ M ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

f
(
A1(τ)−A2(τ)

)
=

(((
A1(τ)−A2(τ)

)
U∗
)2
I,u∗

)
=

=

((
A1(τ)U

∗
)2
I,u∗

)
− 2
(
A1(τ)U

∗A2(τ)U
∗I,u∗

)
+

((
A2(τ)U

∗
)2
I,u∗

)
=

= f
(
A1(τ)

)
− 2
(
A1(τ)U

∗A2(τ)U
∗I,u∗

)
+ f
(
A2(τ)

)
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f
(
A1(τ)

)
+ f
(
A2(τ)

)
> 2
(
A1(τ)U

∗A2(τ)U
∗I,u∗

)
.

Òîãäà

f
(
λA1(τ) + (1− λ)A2(τ)

)
=

(((
λA1(τ) + (1− λ)A2(τ)

)
U∗
)2
I,u∗

)
=

= λ2

((
A1(τ)U

∗
)2
I,u∗

)
+ 2λ(1− λ)

(
A1(τ)U

∗A2(τ)U
∗I,u∗

)
+

+ (1− λ)2

((
A2(τ)U

∗
)2
I,u∗

)
= λ2f

(
A1(τ)

)
+

+ 2λ(1− λ)
(
A1(τ)U

∗A2(τ)U
∗I,u∗

)
+ (1− λ)2f

(
A2(τ)

)
6

6 λ2f
(
A1(τ)

)
+ (1− λ)2f

(
A2(τ)

)
+ λ(1− λ)f

(
A1(τ)

)
+

+ λ(1− λ)f
(
A2(τ)

)
= λf

(
A1(τ)

)
+ (1− λ)f

(
A2(τ)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò A∗ ∈ M, íà êîòîðîì �óíêöèîíàë

(3.12) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.
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Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü â ïðîöåññå ïðåäëîæåííîé âûøå ýâîëþöèîííîé

àäàïòàöèè ïðè èçìåíåíèè ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà îò 0 6 τ 6 τ∗ êîìïî�

íåíòû âåêòîðà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.4) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Òîãäà ïðè

τ ∈ [0, τ∗] ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå �èòíåñà áèãèïåð�

öèêëè÷åñêîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû, êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì

ýëåìåíòå A∗ ∈ M.

Çàìå÷àíèå 3.1. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ â

ñëåäñòâèå 3.2 ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé â ïðåäëîæåííîì ïðîöåññå ýâîëþöèîííîé àäàï�

òàöèè.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îáû÷íîãî ãèïåðöèêëà, ñ�îðìóëèðîâàííûå âûøå

óòâåðæäåíèÿ ïåðåñòàþò áûòü ñïðàâåäëèâûìè, åñëè ïðè èçìåíåíèè ýâîëþöèîí�

íîãî ïàðàìåòðà ìåíÿåòñÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.4).

Çàìå÷àíèå 3.2. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìàêñèìóìà �èòíåñà ìîæíî íàéòè

èñïîëüçóÿ �îðìóëó (3.5) ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â òåîðåìå 1.3 äëÿ

ñëó÷àÿ îáû÷íûõ ãèïåðöèêëè÷åñêèõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì.

Çàìå÷àíèå 3.2. Äëÿ íàõîæäåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà íåîá�

õîäèìî èññëåäîâàòü çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé δ2f̄(τ), ïðè óñëîâèè δf̄(τ) = 0.

Äëÿ ýòèõ öåëåé ïðåäñòàâèì ïåðâîå ðàâåíñòâî â ñèñòåìå (3.4) â âèäå

Bd̄ = f̄(τ)I,

ãäå B = AŪ, d̄ = AŪI.

Åñëè δf̄(τ) = 0, òî
(
δB
)
d̄ +B

(
δd̄
)
= 0 è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(
δB
)
d̄ = −B

(
δd̄
)
.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿþò ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â

òåîðåìå 1.4 ïðè çàìåíå ìàòðèö A, δA, δ2A è âåêòîðîâ δū, δ2ū íà ìàòðèöû

B, δB, δ2B è âåêòîðû δd̄, δ2d̄ ñîîòâåòñòâåííî.



74

3.5 Ýâîëþöèÿ áè-ãèïåðöèêëè÷åñêîé ñèñòåìû

�àññìîòðèì ýâîëþöèþ ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè áè-ãèïåðöèêëè÷å�

ñêîé ñèñòåìû (3.2) ñ n = 5 è ìàòðèöåé

A =




0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0




. (3.13)
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b)

�èñ. 3.1 � Äèíàìèêà ýâîëþöèîííîãî èçìåíåíèÿ (a) ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè

è (b) íåïîäâèæíîé òî÷êè ñèñòåìû (3.2) ñ ìàòðèöåé A (3.13).

Íà ðèñ. 3.1 (a) èçîáðàæåíî ýâîëþöèîííîå èçìåíåíèå ñðåäíåé ïðèñïîñîá�

ëåííîñòè f̄ . Èç ãðà�èêà äëÿ �óíêöèè f̄ âèäíî, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî

èòåðàöèé âåëè÷èíà ñðåäíåãî �èòíåñà ñõîäèòñÿ ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ. Íà

ðèñ. 3.1 (b) ïðåäñòàâëåíà äèíàìèêà èçìåíåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ñèñòåìû.

Êîìïîíåíòû íåïîäâèæíîé òî÷êè îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè íà ïðîòÿæåíèè ïî�

ðÿäêà 300 èòåðàöèé ýâîëþöèè, ïîñëå ÷åãî, ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå êîîðäèíàò

íà ðàçíûå òðàåêòîðèè, îäíà èç êîòîðûõ óñòðåìëÿåòñÿ ê 1, â òî âðåìÿ êàê îñòàëü�

íûå ê ãðàíèöå ñèìïëåêñà.

Íà ðèñ. 3.2 (a) ïîêàçàíà àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (3.2) ñ ìàòðèöåé A

(3.13) íà 200-îì øàãå ýâîëþöèè. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè, â äàííîì ñëó÷àå, ñõîäÿòñÿ

ê óñòîé÷èâîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ūi = 0.2, i = 1, 5. Íà ðèñ. 3.2 (b) èçîáðà�

æåíà äèíàìèêà ñèñòåìû áè-ãèïåðöèêëà íà 450-îì øàãå ýâîëþöèè. Â îòëè÷èå îò

ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, çäåñü íå íàáëþäàåòñÿ íèêàêèõ óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé, à

òðàåêòîðèè ñèñòåìû èìåþò öèêëû.
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�èñ. 3.2 � Àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (3.2) ñ ìàòðèöåé A (3.13) (a) íà 200-îé

è (b) 450-îé èòåðàöèÿõ ýâîëþöèè.

Íà ðèñ. 3.3 ïðåäñòàâëåíû ãðà�û, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåñòâèå âèäîâ äëÿ

èñõîäíîãî áè-ãèïåðöèêëà ïÿòîãî ïîðÿäêà è ýâîëþöèîííîãî áè-ãèïåðöèêëà, ïî�

ëó÷åííîãî 300-îé èòåðàöèè ýâîëþöèè. Êàê âèäíî èç ãðà�èêà, ñèñòåìà çàìåòíî

óñëîæíÿåòñÿ: âîçíèêàåò îáðàòíûé öèêë, à òàêæå àâòîêàòàëèòè÷åñêèå ðåàêöèè.

Êðîìå òîãî, ãðà� ñòàíîâèòñÿ ïîëíûì, ò.å. ìåæäó êàæäîé ïàðîé âåðøèí âîçíè�

êàþò âçàèìíî îáðàòíûå ñâÿçè.

a)

b)

�èñ. 3.3 � Âèçóàëèçàöèÿ ãðà�à âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ (a) èñõîäíîé áè�

ãèïåðöèêëè÷åñêîé ñèñòåìû ïÿòîãî ïîðÿäêà è (b) ýâîëþöèîííîé, ïîëó÷åííîé

íà 300-îì øàãå.

Èçó÷èì ïðîöåññ ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè äâîéíîãî ãèïåðöèêëà ïÿòîãî ïî�

ðÿäêà â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äâóìÿ ïàðàçèòè÷åñêèìè âèäàìè.
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Â ýòîì ñëó÷àå, ê óðàâíåíèÿì ñîñòîÿíèÿ ñ ìàòðèöåé (3.13) äîáàâÿòñÿ óðàâ�

íåíèÿ

du6

dt = u6(1.1u5u4 − f(u)),
du7

dt = u7(1.1u6u5 − f(u)),

f(u) =
5∑

i=1

uiui−1ui−2 + 1.1(u4u5u6 + u7u6u5),

(3.14)

ãäå u0 = u5, u−1 = u4.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ðàñøèðåííîé ñèñòåìû èìååò âèä

Ã =




0 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1.1 0 0 0

0 0 0 0 1.1 0 0




. (3.15)

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, äëÿ îáû÷íûõ ãèïåðöèêëîâ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé

èòåðàöèè, ïîëó÷åííûé ýâîëþöèîííûé ãèïåðöèêë ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì ïî îò�

íîøåíèþ ê ïàðàçèòàì. Òî æå ñâîéñòâî èìåþò è áè-ãèïåðöèêëè÷åñêèå ñèñòåìû.

Íà ðèñ. 3.4 (a) ïðåäñòàâëåíà àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû ïðè âçàèìîäåéñòâèè

èñõîäíîãî áè-ãèïåðöèêëà ñ äâóìÿ ïàðàçèòàìè: èñõîäíûé áè-ãèïåðöèêë ïîãèáà�

åò. Íà ðèñ. 3.4 (b) èçîáðàæåíà àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû ïðè âçàèìîäåéñòâèè

ýâîëþöèîííîãî áè-ãèïåðöèêëà, ïîëó÷åííîãî íà 30-îì øàãå ýâîëþöèè ñ äâóìÿ

ïàðàçèòàìè: â äàííîì ñëó÷àå, 30 øàãîâ ýâîëþöèè äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïîëó÷èòü áè-ãèïåðöèêë óñòîé÷èâûé ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàçèòàì. Åñëè æå â ñè�

ñòåìå (3.14) èçìåíèòü êîý��èöèåíòû ïðèñïîñîáëåííîñòè ïàðàçèòîâ ñ 1.1 íà 1.2,

òî 30 èòåðàöèé ýâîëþöèè óæå íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâîé ñèñòåìû

(ðèñ. 3.4 ()). Â äàííîì ñëó÷àå, íåîáõîäèìî óæå 55 èòåðàöèé (ðèñ. 3.4 (d)). Íèæå

òàêæå ïðåäñòàâëåí âèä ìàòðèöû ðàñøèðåííîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ áûëà ïîëó÷å�

íà èç ìàòðèöû (3.15) â ðåçóëüòàòå 30 øàãîâ ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè èñõîäíîé

ñèñòåìû äâîéíîãî ãèïåðöèêëà.
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�èñ. 3.4 � (a) Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ÷àñòîò ýëåìåíòîâ ïðè âçàèìîäåéñòâèè

èñõîäíîãî áè-ãèïåðöèêëà 5-ãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ ïàðàçèòàìè. (b) Äèíàìèêà èç�

ìåíåíèÿ ÷àñòîò ýëåìåíòîâ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýâîëþöèîííîãî áè-ãèïåðöèêëà

5-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííîãî íà 30-îé èòåðàöèè ñ äâóìÿ ïàðàçèòàìè. () Äèíàìèêà

èçìåíåíèÿ ÷àñòîò ýëåìåíòîâ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýâîëþöèîííîãî áè-ãèïåðöèê�

ëà 5-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííîãî íà 30-îé èòåðàöèè ñ äâóìÿ ïàðàçèòàìè ïîñëå

óâåëè÷åíèÿ èõ êîý��èöèåíòîâ ïðèñïîñîáëåííîñòè. (d) Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ

÷àñòîò ýëåìåíòîâ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýâîëþöèîííîãî áè-ãèïåðöèêëà 5-ãî ïî�

ðÿäêà, ïîëó÷åííîãî íà 55-îé èòåðàöèè ñ äâóìÿ ïàðàçèòàìè ïîñëå óâåëè÷åíèÿ

èõ êîý��èöèåíòîâ ïðèñïîñîáëåííîñòè.

Ã30 =




0.03 0.03 0.03 0.03 0.998096 0 0

0.999063 0.03 0.03 0.03 0.03 0 0

0.03 0.998857 0.03 0.03 0.03 0 0

0.03 0.03 0.997774 0.03 0.03 0 0

0.03 0.03 0.03 0.997564 0.03 0 0

0 0 0 1.1 0 0 0

0 0 0 0 1.1 0 0




. (3.16)
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3.6 Âûâîäû ê òðåòüåé ãëàâå

Â äàííîé ãëàâå áûë èññëåäîâàí ïðîöåññ ýâîëþöèè ëàíäøà�òà ïðèñïî�

ñîáëåííîñòè ïåðìàíåíòíîé áèãèïåðöèêëè÷åñêîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû. Äëÿ

åãî èññëåäîâàíèÿ áûëà èñïîëüçîâàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ýâîëþöèîííîå âðåìÿ

àäàïòàöèè áèãèïåðöèêëè÷åñêîé ñèñòåìû ãîðàçäî ìåäëåííåå, ÷åì âðåìÿ îïèñû�

âàþùåå âíóòðåííþþ äèíàìèêó ñèñòåìû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî ïðèíöèïû ýâîëþöèè Äàðâèíà, îñíîâàííûå íà �óíäàìåíòàëüíîé òåîðåìå Ôè�

øåðà î åñòåñòâåííîì îòáîðå âåðíû äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. �åçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå â õîäå èññëåäîâàíèÿ àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì ãëàâû 1:

� Ýâîëþöèîííûé áèãèïåðöèêë ïðèîáðåòàåò ñâîéñòâî ðåçèñòåíòíîñòè ïî

îòíîøåíèþ ê ïàðàçèòè÷åñêèì âèäàì, îò êîòîðûõ ïîãèáàë äî íà÷àëà

ïðîöåññà ýâîëþöèîííîãî èçìåíåíèÿ;

� Â ðåçóëüòàòå ýâîëþöèîííûõ èçìåíåíèé çíà÷èòåëüíî èçìåíÿåòñÿ ñòðóê�

òóðà ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè: ïîìèìî àëüòðóèñòè÷åñêî�

ãî òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ âîçíèêàåò àâòîêàòàëèòè÷åñêàÿ ðåïëèêàöèÿ, ÷òî

ñïîñîáñòâóåò ïîÿâëåíèþ ýëåìåíòîâ ýãîèñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Êðîìå òî�

ãî, ìåæäó êàæäîé ïàðîé âåðøèí âîçíèêàþò âçàèìíî îáðàòíûå ñâÿçè;

� Â íà÷àëå ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè êîìïîíåíòû ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè. Çàòåì

ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå êîìïîíåíò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, â ðåçóëüòà�

òå ÷åãî, îäíà èç êîìïîíåíò íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ, â òî âðåìÿ êàê

îñòàëüíûå óìåíüøàþòñÿ, ïðè ýòîì ñðåäíèé �èòíåñ ñèñòåìû â òå÷åíèå

äîëãîãî âðåìåíè ïðîäîëæàåò ðàñòè. Âûáîð äîìèíèðóþùåãî ýëåìåíòà

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëó÷àéíî è âàðüèðóåòñÿ îò ýêñïåðèìåíòà ê ýêñïåðèìåí�

òó;

� Íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà ïðîèñõîäèò ñòàáèëè�

çàöèÿ ñèñòåìû è îíà ïåðåñòàåò èçìåíÿòüñÿ. Äàííûé ïðîöåññ àíàëîãè÷åí

ÿâëåíèþ �ïîðîãà êàòàñòðî�� â ìîäåëè êâàçèâèäîâ Ýéãåíà.
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�ëàâà 4. Ýâîëþöèîííàÿ àäàïòàöèÿ ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû

�ìóðàâåéíèê� è ñåòè �ÍÊ ìîëåêóë

Â äàííîé ãëàâå îòäåëüíî ðàññìîòðåíû ñëó÷àè äâóõ ðåïëèêàòîðíûõ ñè�

ñòåì, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ íàïîìèíàåò ñòðóêòóðó áèîëîãè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà,

óïðàâëåíèå êîòîðûì ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ îäíîãî öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà -

�ìóðàâåéíèê� [C, D, G℄. Âòîðàÿ ñèñòåìà âçÿòà èç ðåçóëüòàòîâ êîíêðåòíîé ñèñòå�

ìû [19℄, ïîëó÷åííîé áèîõèìè÷åñêèì ïóòåì è çàäàþùàÿ ðåïëèêàöèþ ðåàëüíûõ

îáúåêòîâ.

4.1 Ìîäåëü ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ñèñòåìû �ìóðàâåéíèê�

�àññìîòðèì ðåïëèêàòîðíóþ ñèñòåìó, êîòîðóþ óñëîâíî ìîæíî îõàðàêòåðè�

çîâàòü èìåíåì �ìóðàâåéíèê� èëè �óëåé� , èìåÿ ââèäó õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ

âèäîâ â ýòîé ñèñòåìå. �ðà� ñèñòåìû èçîáðàæ¼í íà ðèñ 4.1.

Âèäû 0− 1− . . .− n− 1 îáðàçóþò ãèïåðöèêë. Êàæäûé èç ýòèõ âèäîâ äî�

ïîëíèòåëüíî êàòàëèçèðóåòñÿ âèäîì ñ íîìåðîì n, êîòîðûé èãðàåò ðîëü �ìàòêè� .

Â ñâîþ î÷åðåäü âèä ñ íîìåðîì n êàòàëèçèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñåõ îñòàëüíûõ

ýëåìåíòîâ ãèïåðöèêëà.

Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èìåþò âèä

u̇i = ui

(
αun + kiui−1 − f(t)

)
, i = 0, n− 1,

u̇n = un

(
n−1∑
i=0

βiui − f(t)

)
, u ∈ Sn+1,

(4.1)

f(t) = αun

n−1∑

i=0

ui +

n−1∑

i=0

kiuiui−1 + un

n−1∑

i=0

βiui,

α,βi, ki > 0, i = 0, n− 1, u−1 = un−1.

Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà n = 3, 4, . . .. Ñèñòåìà (4.1) èìååò åäèí�

ñòâåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ū ∈ intSn, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì

íåâûðîæäåííîñòè [28℄.
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�èñ. 4.1 � �ðà�, îïèñûâàþùèé ðåïëèêàòîðíóþ ñèñòåìó �ìóðàâåéíèê� .

Èç óðàâíåíèé (4.1) ñëåäóåò, ÷òî

kiūi−1 = f − αūn, i = 0, n− 1.

Ïîýòîìó

k1ū0 = k2ū1 = . . . = kn−1ūn−2 = k0ūn−1,

ūi =
k1
ki+1

ū0, i = 1, n− 1, kn = k0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

αūn + k1ū0 = β0ū0 + ū0

n−1∑

j=1

βj
k1
kj+1

, kn = k0.

Òàê êàê ūn = 1 −
n−1∑
j=0

ūj, òî

ū0 = α

[(
(α+ 1)

n−1∑

j=1

1

kj+1
− 1

)
k1 + α + β0

]−1

> 0.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû (4.1) âû�

ïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè.



81

Óòâåðæäåíèå 4.1. Ïóñòü

km = min{k0, k1, . . . , kn−1}, kM = max{k0, k1, . . . , kn−1},

βm = min{β0,β1, . . . ,βn−1}, βM = max{β0,β1, . . . ,βn−1}.

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

kM < βm, α+ βm >
km
n

> βM , n = 3, 4, . . .N, (4.2)

òî ñèñòåìà (4.1) íåâûðîæäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèþ

Φ(u) = ln

n−1∏

i=0

(
ui(t)

) 1

n

− lnun(t).

Òîãäà

Φ̇(u) =
1

n

n−1∑

i=0

u̇i

ui
−

u̇n

un
= αun + n

n−1∑

i=0

kiui−1 − n
n−1∑

i=0

βiui.

Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

n−1∑
i=0

kiui−1 > km
n−1∑
i=0

ui = km(1− un),

n−1∑
i=0

βiui 6 βM

n−1∑
i=0

ui = βM(1− un).
(4.3)

Ïîýòîìó, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.2), òî

Φ̇(u) > δ0 > 0, δ0 =
km
n

− βM > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

n−1∏

i=0

(
ui(t)

) 1

n

> Ceδ0tun(t). (4.4)

�àññìîòðèì �óíêöèþ S(t) =
n−1∑
i=0

ui(t) = 1 − un.

Ṡ(t) = αS(1− S)− α(1− S)S2 + (1− S)
n−1∑

i=0

kiuiui−1 − S(1− S)
n−1∑

i=0

βiui.
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Â ñèëó îöåíîê (4.3) è îöåíêè

n−1∑
i=0

kiuiui−1 6 kMS ïîëó÷àåì, ÷òî

Ṡ(t) 6 (α+ βm)S(S − 1)(S − r2),

çäåñü r2 =
kM + α

βm + α
< 1, â ñèëó òîãî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4.3).

Èç òåîðåìû ñðàâíåíèÿ [26℄ ñëåäóåò, ÷òî

S(t) 6 max{r2,ϕ2},

ãäå ϕ2 = S(0) =
n−1∑
i=0

ui(0) < 1, un(0) = 1 − ϕ2 > ε0 > 0.

Ïîýòîìó un(t) = 1 − S(t) > min{1 − r2, 1 − ϕ2}.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ýâîëþöèîííîé àäàï�

òàöèè ê ñèñòåìå �ìóðàâåéíèê� .

Ïîëîæèì â ñèñòåìå (4.1) α = 0.1,βi = 0.8, ki = 1, n = 5. Òîãäà ìàòðèöà

ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè èìååò âèä

A =




0 0 0 1 0.1

1 0 0 0 0.1

0 1 0 0 0.1

0 0 1 0 0.1

0.8 0.8 0.8 0.8 0




. (4.5)

Ýâîëþöèîííûå èçìåíåíåíèÿ âî âðåìÿ àäàïòàöèè ñèñòåìû è ìàêñèìèçàöèè

ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè ïðèâîäÿò ê óìåíüøåíèþ ïàðàìåòðîâ βi, êîòîðûå

îïðåäåëÿþò êàòàëèç äîìèíèðóþùåé ìàêðîìîëåêóëû (�ìàòêè� ) (ðèñ. 4.2). Êîîð�

äèíàòà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ äîìèíèðóþùåé ìàêðîìîëåêóëå

ñõîäèòñÿ ê íóëþ (ïðèìåðíî íà 310-îì øàãå).

Íà ðèñ. 4.3 ïîêàçàíà àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (4.1) ñ ìàòðèöåé

A (4.5) íà 50, 175, 250 è 400-îé èòåðàöèÿõ ïðîöåññà ýâîëþöèè ñðåäíåé ïðè�

ñïîñîáëåííîñòè. Êîìïîíåíòà âåêòîðà îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

äîìèíèðóþùåé ìàêðîìîëåêóëå ïðåäñòàâëåíà ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Ñòîèò îòìå�

òèòü, ÷òî âëèÿíèå �ìàòêè� ñ êàæäûì øàãîì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñíèæàåòñÿ,

â òî âðåìÿ êàê àìïëèòóäà îñòàëüíûõ ìàêðîìîëåêóë âîçðàñòàåò.
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a)

b)

�èñ. 4.2 � Âèçóàëèçàöèÿ ãðà�à âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ (a) èñõîäíîé ñèñòåìû

�ìóðàâåéíèê� è (b) ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû �ìóðàâåéíèê� , ïîëó÷åííîé íà 300-îì

øàãå.
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d)

�èñ. 4.3 � Àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (4.1) ñ ìàòðèöåé A (4.5) íà øàãå ýâî�

ëþöèè N : (a) N = 50 (b) N = 175 () N = 250 (d) N = 400.

4.2 Ìîäåëü ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ñåòè �ÍÊ ìîëåêóë

�åïëèêàòîðíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ íå òîëüêî òåîðå�

òèêîâ, ìàòåìàòèêîâ è áèîëîãîâ, íî è îáúåêòîì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îïûòîâ ñ

ïðèâëå÷åíèåì ðåàëüíûõ áèîõèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Òàê â ðàáîòå [18℄ áûëà ñîçäà�

íà ãèïåðöèêëè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Â ðàáîòå [19℄ áûëà
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ïðåäñòàâëåíà ðåïëèêàòîðíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç øåñòè âèäîâ ìàêðîìîëåêóë,

ãðà� êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ íèæå (ðèñ. 4.4).

�èñ. 4.4 � �ðà�, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå øåñòè ðàçëè÷íûõ �ÍÊ - ìîëå�

êóë.

Çäåñü ýëåìåíòû 4− 5− 6 îáðàçóþò ãèïåðöèêë, à ýëåìåíòû 1− 2− 3 íàðÿ�

äó ñ ó÷àñòèåì â ãèïåðöèêëå, îáëàäàþò òàêæå ñâîéñòâàìè àâòîêàòàëèòè÷åñêîé

ðåïëèêàöèè, ò.å. èìåþò äâîéñòâåííóþ ïðèðîäó. Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èìåþò âèä

u̇1 = u1(r1u1 + k1u4 − f(t)),

u̇2 = u2(r2u2 + k2u5 − f(t)),

u̇3 = u3(r3u3 + k3u6 − f(t)),

u̇4 = u4(k4u3 + k̄4u5 − f(t)),

u̇5 = u5(k5u1 + k̄5u6 − f(t)),

u̇6 = u6(k6u2 + k̄6u4 − f(t)),

u ∈ S6, ki, k̄i > 0.

(4.6)

Ñðåäíèé �èòíåñ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(t) =
3∑

i=1

riu
2
i + k1u1u4 + k2u2u5 + k3u3u6 + k̄4u4u5 + k̄5u5u6 + k̄6u6u4.

Êàæäûé âèä ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàêðîìîëåêóëîé, èìåþùåé îïðåäåë¼ííûå áèîõè�

ìè÷åñêèå ñâîéñòâà. �åàëüíûå îïûòû, ïðîâåä¼ííûå â [19℄ ïîäòâåðæäàþò, ÷òî
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äèíàìèêà ñèñòåìû àíàëîãè÷íà äèíàìèêå íåâûðîæäåííîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòå�

ìû.

Ïîëîæèì â ñèñòåìå (4.6)

r1 = r2 = r3 = −0.3 = α,

k1 = k2 = k3 = 0.4 = β,

k4 = k5 = k6 = 0.1 = σ,

k̄4 = k̄5 = k̄6 = 0.05 = γ.

Òîãäà ìàòðèöà ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè èìååò âèä

A =




−0.3 0 0 0.4 0 0

0 −0.3 0 0 0.4 0

0 0 −0.3 0 0 0.4

0 0 0.1 0 0.05 0

0.1 0 0 0 0 0.05

0 0.1 0 0.05 0 0




. (4.7)

a)

b)

�èñ. 4.5 � Âèçóàëèçàöèÿ ãðà�à âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ (a) èñõîäíîé ñèñòåìû

(4.6) ñ ìàòðèöåéA (4.7) è (b) ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû (4.6) ïîëó÷åííîé íà 200-îì

øàãå.

�ðà�, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå âèäîâ äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (4.6) ñ

ìàòðèöåé A (4.7) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.5 (a). Íà ðèñ. 4.5 (b) ïîêàçàí ãðà�, îïè�

ñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòîâ ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé íà

200-îì øàãå ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ïðîöåññå ýâîëþöèè



86

óâåëè÷èâàåòñÿ êîý��èöèåíò α, ñ êîòîðûì ìîëåêóëû ïåðâîé ãðóïïû (1−2−3) êà�

òàëèçèðóþò ñåáÿ. Êîý��èöèåíò γ, ñ êîòîðûì ìîëåêóëû âòîðîé ãðóïïû (4−5−6)

êàòàëèçèðóþò ñîñåäà ñâîåé ãðóïïû òàê æå óâåëè÷èâàåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê êî�

ý��èöèåíò σ, ñ êîòîðûì ìîëåêóëû âòîðîé ãðóïïû (4 − 5 − 6) êàòàëèçèðóþò

ñîñåäà äðóãîé ãðóïïû (1 − 2 − 3) óìåíüøàåòñÿ.

Íà ðèñ. 4.6 ïðåäñòàâëåíà àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (4.6) äî íà÷àëà ïðî�

öåññà ýâîëþöèè, à òàêæå íà 125, 175 è 200-îì øàãàõ ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî íà ïåðâûõ èòåðàöèÿõ ïðîöåññà ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå ÷àñòîò

ìîëåêóë âòîðîé ãðóïïû (4− 5− 6), çàòåì æå äèíàìèêà òðàåêòîðèé õàðàêòåðè�

çóåòñÿ öèêëè÷åñêèìè ñêà÷êàìè, àìïëèòóäà êîòîðûõ ó ìîëåêóë ïåðâîé ãðóïïû

(1 − 2 − 3) çíà÷èòåëüíî íèæå.

a)

b)

)

d)

�èñ. 4.6 � Àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (4.6) ñ ìàòðèöåé A (4.7) íà øàãå ýâî�

ëþöèè N : (a) N = 0 (b) N = 125 () N = 175 (d) N = 200.
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4.3 Âûâîäû ê ÷åòâåðòîé ãëàâå

Â äàííîé ãëàâå áûëè ðàññìîòðåíû äâå ðåïëèêàòîðíûå ñèñòåìû: �ìóðàâåé�

íèê� è ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå øåñòè ðàçëè÷íûõ �ÍÊ-ìîëåêóë.

Äëÿ ñèñòåìû �ìóðàâåéíèê� áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

� Ýâîëþöèîííûå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ

ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè ïðèâîäÿò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé ïàðàìåò�

ðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ïðîöåññ êàòàëèçàöèè öåíòðàëüíîé ìàêðîìîëåêó�

ëû;

� Êîìïîíåíòà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåíòðàëüíîé ìàê�

ðîìîëåêóëå, ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ;

� Â ýâîëþöèîííîé ñèñòåìå âëèÿíèå öåíòðàëüíîé ìàêðîìîëåêóëû ïðàêòè�

÷åñêè èñ÷åçàåò (ðèñ.4.3), â òî âðåìÿ êàê àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïðîñòûõ

ìàêðîìîëåêóë óâåëè÷èâàåòñÿ;

� Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñ ãèïåðöèêëè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ðàññìîòðåííû�

ìè â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, â äàííîì ñëó÷àå òàêæå íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå

àíàëîãè÷íîå ÿâëåíèþ �ïîðîãà êàòàñòðî�� â ìîäåëè êâàçèâèäîâ Ýéãåíà.

Äëÿ âòîðîé ñèñòåìû õàðàêòåðíî çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ,

ñëîæèâøåãîñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîöåññà ýâîëþöèè. Åñëè �àçîâûå òðàåêòîðèè èñ�

õîäíîé ñèñòåìû äîâîëüíî áûñòðî âûõîäèëè íà ïîñòîÿííûé óðîâåíü, òî äëÿ

ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû õàðàêòåðíî öèêëè÷íîå ïîâåäåíèå �àçîâûõ òðàåêòîðèé,

ïðè÷åì àìïëèòóäà ñêà÷êîâ ìîëåêóë âòîðîé ãðóïïû ãîðàçäî âûøå.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ýâîëþöèè ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû, îñíîâàííûé íà òðåõ îñíîâíûõ ãèïîòåçàõ:

1. âðåìÿ â òå÷åíèå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò àäàïòàöèÿ ëàíäøà�òà ïðèñïîñîá�

ëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ âî ìíîãî ðàç áîëåå ìåäëåííûì, ÷åì âðåìÿ, êîòîðîå

îïèñûâàåò àêòèâíóþ äèíàìèêó ñèñòåìû;

2. èçìåíåíèÿ ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè ïðîèñõîäÿò íà íåêîòîðîì äî�

ïóñòèìîì ìíîæåñòâå ëàíäøà�òîâ ïðèñïîñîáëåííîñòè;

3. êðèòåðèåì óñïåõà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðîñò �óíêöèè

ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ëàíäøà�òîâ

ïðèñïîñîáëåííîñòè â ïðîöåññå èçìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè.

Â ðåçóëüòàòå èñõîäíàÿ çàäà÷à î ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííî�

ñòè ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè â

ñòàöèîíàðíîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòå�

ìû â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîñòè çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê

ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ ñåðèè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòî�

ðûå ðåøàþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñ�åðè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû ëàíäøà�òà

ïðèñïîñîáëåííîñòè îãðàíè÷åíà. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêà�

çûâàþò, ÷òî ïðîöåññ ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè äëÿ ñèñòåìû

áèãèïåðöèêëà êà÷åñòâåííî ñõîæ ñ àíàëîãè÷íûì ïðîöåññîì äëÿ ñèñòåìû îáû÷�

íîãî ãèïåðöèêëà: â íà÷àëå ïðîöåññà àäàïòàöèè ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå îñòàåòñÿ

íåèçìåííûì â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè. Òåì íå ìåíåå, çíà÷èòåëüíî èçìå�

íÿåòñÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè: ïîìèìî èñõîäíûõ

ñâÿçåé, ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå òèïû âçàèìîäåéñòâèÿ, òàêèå êàê àâòîêàòèëèç, îá�

ðàòíûé öèêë, à òàêæå äâîéíûå ñâÿçè ìåæäó âñåìè ýëåìåíòàìè ñèñòåìû.

Òàêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê áîëåå ðàçíîîáðàçíîå

è óñòîé÷èâîå ýâîëþöèîííîå ñîñòîÿíèå. Ïîñëå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé,

êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äåëÿòñÿ íà äâå ÷àñòè: îäèí èç ýëåìåíòîâ

íà÷èíàåò äîìèíèðîâàòü, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó êîìïîíåíòà ïîëîæåíèÿ ðàâ�

íîâåñèÿ óñòðåìëÿåòñÿ ê åäèíèöå. Ýòîò ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷èòåëüíûì

óâåëè÷åíèåì àâòîêàòàëèòè÷åñêîãî êîý��èöèåíòà äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà. Â òî

æå âðåìÿ, ÷àñòîòû îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñõîäÿòñÿ ê ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ.
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Âûáîð äîìèíèðóþùåãî ýëåìåíòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëó÷àéíî è âàðüèðóåòñÿ îò

ýêñïåðèìåíòà ê ýêñïåðèìåíòó. Àâòîð ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòîò âûáîð çàâèñèò îò

âû÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê. Íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà

ïðîèñõîäèò ñòàáèëèçàöèÿ ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè. Ýòîò ïðîöåññ àíàëîãè÷åí

ÿâëåíèþ �ïîðîãà êàòàñòðî�� â ìîäåëè êâàçèâèäîâ Ýéãåíà.

Èç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî ÷åì áîëüøå ðåñóðñ ìàòðèöû

A, îïðåäåëåííûé ïîñòîÿííîé Q2
â ñîîòíîøåíèè (1.1), òåì ïîçäíåå íàñòóïàåò

ïðîöåññ ñòàáèëèçàöèè è òåì âûøå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå �èòíåñà.

Ñóùåñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðåäëîæåííîãî ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé

àäàïòàöèè ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî ñèñòåìà ïðèîáðåòàåò ñâîéñòâî ðåçèñòåíòíî�

ñòè (çàùèùåííîñòè) îò ïàðàçèòè÷åñêèõ âèäîâ, îò âîçäåéñòâèÿ êîòîðûõ ýòà æå

ñèñòåìà ïîãèáàëà äî íà÷àëà ýòîãî ïðîöåññà. Ïðè÷åì ÷åì áîëüøå ðåñóðñ ìàò�

ðèöû A, òåì áîëüøå ïîòåíöèàëüíàÿ çàùèùåííîñòü ñèñòåìû îò âîçäåéñòâèÿ

ïàðàçèòè÷åñêèõ âèäîâ.

Åñëè ñðàâíèâàòü ïðåäëîæåííûé ïðîöåññ ñ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûìè ìî�

äåëÿìè ýâîëþöèè, îñíîâàííûìè íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåòèêî�èãðîâîãî ïîäõîäà

[28, 51℄, òî ìîæíî çàêëþ÷èòü ñëåäóþùåå. Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, òàê æå

êàê è óñëîâèå ýâîëþöèîííî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèâîäÿò ê óñëîâèÿì óñòîé�

÷èâîñòè (è äàæå ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè) ýòîãî ñîñòîÿíèÿ â ñìûñëå Ëÿïóíîâà,

÷òî �àêòè÷åñêè îçíà÷àåò ïîëíîå äîìèíèðîâàíèå îäíîé ãðóïïû ñòðàòåãèé íàä

äðóãèìè. Ïðè ýòîì ñàìà ñèñòåìà, íàõîäÿñü â óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâå�

ñèÿ, çàñòûâàåò â ñâîåì ðàçâèòèè.

Ñ ýòèõ ïîçèöèé ïðåäëîæåííûé ïðîöåññ ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè îêàçû�

âàåòñÿ áîëåå àäåêâàòíûì â ñëó÷àå íåâûðîæäåííûõ (ïåðìàíåíòíûõ) ñèñòåì,

ïîñêîëüêó íå òðåáóåò îò ñèñòåìû âûïîëíåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè. Ïðè ýòîì

ñàì ïðîöåññ ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû �èòíåñà ìîæíî òðàêòî�

âàòü êàê ìàêñèìèçàöèþ �îáùåñòâåííîé ïîëüçû� âñåãî ñîîáùåñòâà âèäîâ â öåëîì

è íå ñâîäèòñÿ ê äîìèíèðîâàíèþ êàêîé-òî îäíîé ãðóïïû âèäîâ.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ê ñèñòåìå

ïðèñîåäèíÿþòñÿ íîâûå ýëåìåíòû, âîçìîæíû òðè âàðèàíòà: óñïåøíîå ïðèñî�

åäèíåíèå íîâîãî ýëåìåíòà ê ñèñòåìå, àííèãèëÿöèÿ ñàìîãî ïðèñîåäèíÿåìîãî

ýëåìåíòà, àííèãèëÿöèÿ âñåé ñèñòåìû â öåëîì. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ãàðàíòèðó�

þùèå âñòðàèâàíèå íîâîãî ýëåìåíòà â óæå ñóùåñòâóþùóþ ñèñòåìó. Ïðè ýòîì

ïðèñïîñîáëåííîñòü ñèñòåìû ïðîäîëæàåò ðàñòè, à ñòðóêòóðà ìàòðèöû ëàíäøà��

òà ïðèñïîñîáëåííîñòè çíà÷èòåëüíî èçìåíÿåòñÿ.
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Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó �èçèêî-ìàòåìàòè�

÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîðó À. Ñ. Áðàòóñþ è êàíäèäàòó �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê Ò. Ñ. ßêóøêèíîé, à òàêæå âñåì ñîòðóäíèêàì êà�åäðû ñèñòåìíîãî àíàëè�

çà ÂÌÊ Ì�Ó çà ïîìîùü è ïîääåðæêó.
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ïîðÿäêà, ïîëó÷åííîãî íà 30-îé èòåðàöèè ñ äâóìÿ ïàðàçèòàìè ïîñëå

óâåëè÷åíèÿ èõ êîý��èöèåíòîâ ïðèñïîñîáëåííîñòè. (d) Äèíàìèêà

èçìåíåíèÿ ÷àñòîò ýëåìåíòîâ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýâîëþöèîííîãî

áè-ãèïåðöèêëà 5-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííîãî íà 55-îé èòåðàöèè ñ

äâóìÿ ïàðàçèòàìè ïîñëå óâåëè÷åíèÿ èõ êîý��èöèåíòîâ

ïðèñïîñîáëåííîñòè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.1 �ðà�, îïèñûâàþùèé ðåïëèêàòîðíóþ ñèñòåìó �ìóðàâåéíèê� . . . . . . 80
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4.2 Âèçóàëèçàöèÿ ãðà�à âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ (a) èñõîäíîé

ñèñòåìû �ìóðàâåéíèê� è (b) ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû �ìóðàâåéíèê� ,

ïîëó÷åííîé íà 300-îì øàãå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.3 Àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (4.1) ñ ìàòðèöåé A (4.5) íà øàãå

ýâîëþöèè N : (a) N = 50 (b) N = 175 () N = 250 (d) N = 400. . . . 83

4.4 �ðà�, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå øåñòè ðàçëè÷íûõ �ÍÊ -

ìîëåêóë. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.5 Âèçóàëèçàöèÿ ãðà�à âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ (a) èñõîäíîé

ñèñòåìû (4.6) ñ ìàòðèöåé A (4.7) è (b) ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû (4.6)

ïîëó÷åííîé íà 200-îì øàãå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.6 Àêòèâíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (4.6) ñ ìàòðèöåé A (4.7) íà øàãå

ýâîëþöèè N : (a) N = 0 (b) N = 125 () N = 175 (d) N = 200. . . . . 86
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Ïðèëîæåíèå A

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå è ëèñòèíãè ïðîãðàìì

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû äåòàëè ðåàëèçàöèè è îòðûâêè èç èñõîäíîãî

êîäà ïðîãðàìì, èñïîëüçîâàâøèõñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåñ�

ñà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè íåâûðîæäåííîé

ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû, ñèñòåìû áèãèïåðöèêëè÷åñêîé ðåïëèêàöèè, à òàêæå

ãèïåðöèêëè÷åñêîé ñèñòåìû â óñëîâèÿõ ïðèñîåäèíåíèÿ íîâûõ âèäîâ. �åàëèçà�

öèÿ âñåõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âûïîëíåíà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++, äëÿ

âèçóàëèöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçîâàëèñü ñïåöèàëèçèðîâàííûå êîì�

ïëåêñû ïðîãðàìì Matlab.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëèñü áèáëèîòåêè ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé

GNU Sienti� Library è GNU Linear Programming Kit.

A.1 Ýâîëþöèîííàÿ àäàïòàöèÿ ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû

Èñõîäíûé êîä, èñïîëüçîâàâøèéñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåñ�

ñà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè íåâûðîæäåííîé

ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû ðàçìåùåí â ñåòè èíòåðíåò è äîñòóïåí ïî ññûëêå

https://github.om/DrozhzhinSV/Hyperyle. �àíåå, â ãëàâå 1, áûëà ïîêàçàíà

áëîê-ñõåìà (ðèñ. 1.1), îïèñûâàþùàÿ ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ ýòîãî ïðîöåññà.

Íà ëèñòèíãå 4.1 ïðåäñòàâëåíà �óíêöèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò ïîëî�

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû íà êàæäîé èòåðàöèè ïðåäëîæåííîãî ïðîöåññà.

1 /* Ôóíêöèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

2 *

3 *

4 * Ïîñêîëüêó â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñðåäíèè ïðèñïîñîáëåííîñòè

5 * âñåõ âèäîâ ðàâíû, òî äëÿ îòûñêàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

6 * äîñòàòî÷íî ðåøèòü ÑËÀÓ, â êîòîðîé ïåðâûå (sizeA - 1) óðàâíåíèé

7 * - ýòî ðàçíîñòü ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè 1-ãî ýëåìåíòà

8 * ñî ñðåäíèìè ïðèñïîñîáëåííîñòÿìè îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ,

9 * à ïîñëåäíåå óðàâíåíèå - ýòî óñëîâèå íîðìèðîâêè - ñóììà

10 * âñåõ ÷àñòîò ðàâíà 1

11 *

12 *

13 * Âõîä:

14 * sizeA - ðàçìåð ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

https://www.gnu.org/software/gsl/
https://www.gnu.org/software/glpk/
https://github.com/DrozhzhinSV/Dissertation/tree/main/Hypercycle
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15 * A - ìàòðèöà ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

16 *

17 * Âûõîä:

18 * x - êîîðäèíàòû íåïîäâèæíîé òî÷êè

19 */

20

21

22

23 gsl_vetor *get_freq (int sizeA , gsl_matrix *A)

24 {

25 gsl_matrix *left_part = gsl_matrix_allo(sizeA , sizeA);

26

27 gsl_vetor *v1 = gsl_vetor_allo(sizeA);

28 gsl_vetor *v2 = gsl_vetor_allo(sizeA);

29

30 for(int j = 1; j < sizeA; j++)

31 {

32 gsl_matrix_get_row(v1, A, 0);

33 gsl_matrix_get_row(v2, A, j);

34 gsl_vetor_sub(v1, v2);

35 gsl_matrix_set_row(left_part , (j - 1), v1);

36 }

37 gsl_vetor_set_all(v1, 1);

38 gsl_matrix_set_row(left_part , (sizeA - 1), v1);

39 gsl_vetor_free(v1);

40 gsl_vetor_free(v2);

41

42 gsl_vetor *right_part = gsl_vetor_allo(sizeA);

43 gsl_vetor_set(right_part , (sizeA - 1), 1);

44

45 gsl_vetor *x = gsl_vetor_allo(sizeA);

46

47 int s;

48 gsl_permutation *p = gsl_permutation_allo(sizeA);

49 gsl_linalg_LU_deomp(left_part , p, &s);

50 gsl_linalg_LU_solve(left_part , p, right_part , x);

51

52 gsl_vetor_free(right_part);

53 gsl_matrix_free(left_part );

54 gsl_permutation_free(p);

55

56 return x;

57 }

Ëèñòèíã 4.1: Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Íà ëèñòèíãå 4.2 ïîêàçàíà �óíêöèÿ, ðåàëèçóþùàÿ ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåé�

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

1 /* �åøàåì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàõîäèì ïðèðàùåíèÿ

2 * ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

3 *

4 *

5 * Âõîä:



102

6 * A - ìàòðèöà ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

7 * x - êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

8 * sizeA - ïîðÿäîê ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

9 *

10 * Âûõîä:

11 * B - ìàòðèöà ïðèðàùåíèé ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

12 */

13

14

15 gsl_matrix *solve_lin_prog(gsl_matrix *A, gsl_vetor *x, int sizeA)

16 {

17 /* Íàõîäèì îáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ ìàòðèöû A */

18 gsl_matrix *invA = gsl_matrix_allo(sizeA , sizeA);

19 gsl_matrix *A2 = gsl_matrix_allo(sizeA , sizeA);

20 gsl_matrix_mempy(A2, A);

21 int s;

22

23 gsl_permutation *p = gsl_permutation_allo(sizeA);

24 gsl_linalg_LU_deomp(A2, p, &s);

25 gsl_linalg_LU_invert(A2, p, invA);

26 gsl_matrix_free(A2);

27 gsl_permutation_free(p);

28

29 /* Íàõîäèì êîý��èöèåíòû ïåðåä ïðèðàùåíèÿìè */

30 gsl_matrix *B = gsl_matrix_allo(sizeA , sizeA);

31 gsl_matrix_set_zero(B);

32 double a;

33

34 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

35 {

36 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

37 {

38 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

39 {

40 a = 0;

41 for(int m = 0; m < sizeA; m++)

42 {

43 a = a + gsl_matrix_get(invA , j, m);

44 }

45

46 gsl_matrix_set(B, i, j, gsl_matrix_get(B, i, j)

47 + a * gsl_matrix_get(invA , k, i));

48 }

49 }

50 }

51

52 /* Ñòàâèì ÇËÏ */

53 glp_prob *lp;

54 lp = glp_reate_prob();

55 glp_set_obj_dir(lp, GLP_MAX );

56

57 /* Äîáàâëÿåì îãðàíè÷åíèÿ:

58 * - íà ïðèðàùåíèÿ (îíè äîëæíû áûòü ìåíüøå íåêîòîðîé ìàëîé

59 * âåëè÷èíû onstr , çàäàííîé ãëîáàëüíî)
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60 * - íà ñóììó ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ëàíäøà�òà

61 * ïðèñïîñîáëåííîñòè è ïðèðàùåíèé

62 * - íà ýëåìåíòû íåïîäâèæíîé òî÷êè: ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íîâîé

63 * ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè îíè íå äîëæíû

64 * ïîïàäàòü íà ãðàíèöó, ò.å. ñèñòåìà íå äîëæíà âûðîæäàòüñÿ

65 */

66 int ount_hng = 0, ount_hng2 = 2;

67 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

68 {

69 if(( gsl_vetor_get(x, i) <= EPS) ||

70 (gsl_vetor_get(x, i) >= (1 - EPS))) ount_hng++;

71 }

72

73 glp_add_rows(lp, 1 + ount_hng);

74 glp_set_row_bnds(lp, 1, GLP_UP , 0.0, 0.0);

75

76 if(ount_hng > 0)

77 {

78 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

79 {

80 if(gsl_vetor_get(x, i) <= EPS)

81 {

82 glp_set_row_bnds(lp, ount_hng2 , GLP_LO , 0, 0);

83 ount_hng2++;

84 }

85

86 if(gsl_vetor_get(x, i) >= (1 - EPS))

87 {

88 glp_set_row_bnds(lp, ount_hng2 , GLP_UP , 0, 0);

89 ount_hng2++;

90 }

91

92 if(( ount_hng2 - 2) >= ount_hng) break;

93 }

94 }

95

96 int ia[( ount_hng + 1) * sizeA * sizeA + 1℄;

97 int ja[( ount_hng + 1) * sizeA * sizeA + 1℄;

98 double ar[( ount_hng + 1) * sizeA * sizeA + 1℄;

99 int ind1 = 1;

100 ount_hng2 = 1;

101

102 for(int k = 1; k <= (sizeA + 1); k++)

103 {

104 if((k == 1) ||

105 (gsl_vetor_get(x, k - 2) <= EPS) ||

106 (gsl_vetor_get(x, k - 2) >= (1 - EPS)))

107 {

108 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

109 {

110 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

111 {

112 ia[ind1℄ = ount_hng2;

113 ja[ind1℄ = i * sizeA + j + 1;
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114 if (ount_hng2 == 1)

115 ar[ind1℄ = gsl_matrix_get(A, i, j);

116 else

117 {

118 ar[ind1℄ = 0;

119 for(int m = 0; m < sizeA; m++)

120 {

121 ar[ind1℄ = ar[ind1℄

122 + gsl_matrix_get(invA , m, i)

123 * gsl_vetor_get(x, j)

124 * gsl_vetor_get(x, k - 2);

125 }

126 ar[ind1℄ = ar[ind1℄

127 - gsl_matrix_get(invA , k - 2, i)

128 * gsl_vetor_get(x, j);

129 }

130 ind1 = ind1 + 1;

131 }

132 }

133 ount_hng2++;

134 }

135 }

136 gsl_matrix_free(invA);

137

138

139 ind1 = 1;

140 glp_add_ols(lp, sizeA * sizeA);

141 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

142 {

143 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

144 {

145 glp_set_ol_bnds(lp, ind1 , GLP_DB , -onstr , onstr);

146 ind1 = ind1 + 1;

147 }

148 }

149

150 /*�åøàåì ÇËÏ*/

151 ind1 = 1;

152 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

153 {

154 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

155 {

156 glp_set_obj_oef(lp, ind1 , gsl_matrix_get(B, i, j));

157 ind1 = ind1 + 1;

158 }

159 }

160

161 glp_load_matrix(lp, (ount_hng + 1) * sizeA * sizeA , ia, ja, ar);

162 glp_simplex(lp, NULL);

163

164 ind1 = 1;

165 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

166 {

167 for(int j = 0; j < sizeA; j++)
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168 {

169 gsl_matrix_set(B, i, j, glp_get_ol_prim(lp, ind1));

170 ind1 = ind1 + 1;

171 }

172 }

173

174 glp_delete_prob(lp);

175

176 return B;

177 }

Ëèñòèíã 4.2: �åàëèçàöèÿ ÇËÏ

Âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòà ýãîèñòè÷íîñòè (äîëÿ ðåñóðñîâ âèäà, çàòðà÷åí�

íàÿ íà ñåáÿ îò âñåõ ðåñóðñîâ, ïðèõîäÿùèõñÿ íà ýòîò âèä) ïðåäñòàâëåíî íà

ëèñòèíãå 4.3.

1 /* Ôóíêöèÿ äëÿ ðàñ÷åòà êîý��èöèåíòà, îïðåäåëÿþùåãî êàêàÿ äîëÿ

2 * ðåñóðñîâ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà âèä, èäåò îò íåãî ñàìîãî

3 *

4 *

5 * Âõîä:

6 * sizeA - ðàçìåð ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

7 * A - ìàòðèöà ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

8 *

9 * Âûõîä:

10 * selfish_fator - âåêòîð êîý��èöèåíòîâ ýãîèñòè÷íîñòè

11 */

12

13

14 gsl_vetor *get_self_influene_fator(int sizeA , gsl_matrix *A)

15 {

16 gsl_vetor *self_influene_fator = gsl_vetor_allo(sizeA);

17

18 double denominator , numenator ;

19 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

20 {

21 denominator = 0;

22 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

23 {

24 denominator = denominator + gsl_matrix_get(A, i, j)

25 * gsl_matrix_get(A, i, j);

26 if(j == i)

27 numenator = gsl_matrix_get(A, i, i)

28 * gsl_matrix_get(A, i, i);

29 }

30 gsl_vetor_set(self_influene_fator , i, numenator / denominator);

31 }

32

33 return self_influene_fator;

34 }

Ëèñòèíã 4.3: Âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòà ýãîèñòè÷íîñòè
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Íà ëèñòèíãå 4.4 ïîêàçàí êîä, ðåàëèçóþùèé ïðîöåññ ýâîëþöèîííîé àäàï�

òàöèè ïîâåðõíîñòè �èòíåñà íåâûðîæäåííîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû.

1 /* Îñíîâíîé ïðîöåññ ýâîëþöèè ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè*/

2 for(int i = 0; i <= ount_iter; i++)

3 {

4 /*Íàõîäèì íåïîäâèæíóþ òî÷êó*/

5 x = get_freq (sizeA , A);

6

7 /*Íàõîäèì êîý��èöèåíòû ýãîèñòè÷íîñòè*/

8 gsl_matrix_set_ol(oef_self_influene_fator , i,

9 get_self_influene_fator(sizeA , A));

10

11 /*Ñìîòðèì, ÷òî âñå êîìïîíåíòû íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðèíàäëåæàò åä

èíè÷íîìó ñèìïëåêñó*/

12 if(gsl_vetor_min(x) >= 0)

13 {

14 /*Ñîõðàíÿåì íàéäåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó*/

15 gsl_matrix_set_ol(U, i, x);

16

17 /*Âû÷èñëÿåì ñðåäíèé �èòíåñ*/

18 gsl_vetor_set(fitness_ve , i, 0);

19 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

20 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

21 gsl_vetor_set(fitness_ve , i,

22 gsl_vetor_get(fitness_ve , i)

23 + gsl_matrix_get(A, k, j)

24 * gsl_vetor_get(x, k)

25 * gsl_vetor_get(x, j));

26

27 /*Âû÷èñëÿåì ñ�åðè÷åñêóþ íîðìó*/

28 gsl_vetor_set(matrix_norm_ve , i, 0);

29 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

30 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

31 gsl_vetor_set(matrix_norm_ve , i,

32 gsl_vetor_get(matrix_norm_ve , i)

33 + gsl_matrix_get(A, k, j)

34 * gsl_matrix_get(A, k, j));

35

36 /*Ñîõðàíÿåì âèä ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè íà êàæ

äîé èòåðàöèè*/

37 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

38 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

39 gsl_matrix_set(A_time , k * sizeA + j, i,

40 gsl_matrix_get(A, k, j));

41

42 /*Ñìîòðèì íóæíî ëè ðåøàòü ÎÄÓ*/

43 if (i == 0 ||

44 i == ount_iter ||

45 solve_step2 == solve_step)

46 {

47 sys = {fun , ja , sizeA , A};

48 d = gsl_odeiv2_driver_allo_y_new (

49 &sys , gsl_odeiv2_step_rk8pd , 1e-6, 1e-6, 0.0);
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50

51 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

52 {

53 y[k℄ = gsl_vetor_get(u0, k);

54 gsl_matrix_set(U_ontinuos , ount_solve_step2 ,

55 k * (ount_step + 1), y[k℄);

56 }

57

58 t0 = 0.0;

59 for(int k = 0; k < ount_step; k++)

60 {

61 double ti = h * (k + 1);

62 int status = gsl_odeiv2_driver_apply(d, &t0,

63 ti, y);

64 if (status != GSL_SUCCESS)

65 {

66 printf ("error , return value=%d\n", status);

67 break;

68 }

69 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

70 gsl_matrix_set(U_ontinuos , ount_solve_step2 ,

71 j * (ount_step + 1) + k + 1,

72 y[j℄);

73 }

74

75 /*Âû÷èñëÿåì ñðåäíèé èíòåãðàëüíûé �èòíåñ*/

76 gsl_vetor_set(fitness_ve_avg , ount_solve_step2 ,

77 get_avg_integral_fitness(U_ontinuos ,

78 A, sizeA ,

79 ount_solve_step2 ,

80 ount_step));

81

82 gsl_odeiv2_driver_free(d);

83 ount_solve_step2++;

84 }

85 solve_step2++;

86 if (solve_step2 > solve_step) solve_step2 = 1;

87 }

88

89 else

90 {

91 ount_iter = i - 1;

92 ount_solve_step = ount_solve_step2;

93 out << "COMPONENTS LESS 0" << endl;

94

95 for(int ii = 0; ii < sizeA; ii++)

96 out << gsl_vetor_get(x, ii) << " ";

97 break;

98 }

99

100 /*�åøàåì ÇËÏ*/

101 B = solve_lin_prog(A, x, sizeA);

102 /*Ïåðåïèñûâàåì ìàòðèöó ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè*/

103 gsl_matrix_add(A, B);
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104 gsl_matrix_free(B);

105 gsl_vetor_free(x);

106 }

107 }

Ëèñòèíã 4.4: �åàëèçàöèÿ ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè

A.2 Ýâîëþöèîííàÿ àäàïòàöèÿ ãèïåðöèêëè÷åñêîé ðåïëèêàòîðíîé

ñèñòåìû â óñëîâèÿõ ïðèñîåäèíåíèÿ íîâûõ âèäîâ

Ïîëíûé èñõîäíûé êîä, èñïîëüçîâàâøèéñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè íåâûðîæ�

äåííîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû â óñëîâèÿõ ïðèñîåäèíåíèÿ íîâûõ ýëåìåíòîâ â

ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè ðàçìåùåí â ñåòè èíòåðíåò è äîñòóïåí ïî ññûë�

êå https://github.om/DrozhzhinSV/NewType. �àíåå, â ãëàâå 2, áûëà ïîêàçàíà

áëîê-ñõåìà (ðèñ. 2.1), îïèñûâàþùàÿ ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ ýòîãî ïðîöåññà.

Íà ëèñòèíãå 4.5 ïðåäñòàâëåíà �óíêöèÿ äëÿ ïåðåðàñ÷åòà ýëåìåíòîâ ìàò�

ðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè â ñëó÷àå äîáàâëåíèÿ â ñèñòåìó íîâîãî

ýëåìåíòà.

1

2 /* Ôóíêöèÿ äëÿ ïåðåðàñ÷åòà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ëàíäøà�òà

3 * ïðèñïîñîáëåííîñòè â ñëó÷àå, êîãäà â ñèñòåìó

4 * áóäóò âíåñåíû èçìåíåíèÿ

5 *

6 *

7 * Âõîä:

8 * A - ìàòðèöà ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

9 * sizeA - ïîðÿäîê ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

10 * x - êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

11 * num_view - âåêòîð, ñ íîìåðàìè äîáàâëåííûõ ýëåìåíòîâ

12 * size_ve - êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ äîáàâëåííûõ íà òåêóùèé

13 * ìîìåíò

14 * old_f - çíà÷åíèå �èòíåñà íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè

15 * beta - çíà÷åíèå beta

16 *

17 * Âûõîä:

18 * newA - íîâûé âèä ìàòðèöà ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

19 */

20

21

22 gsl_matrix *get_new_matrix_A(gsl_matrix *A, int sizeA , gsl_vetor *x,

23 gsl_vetor *num_view , int size_ve ,

24 double old_f , double beta)

25 {

https://github.com/DrozhzhinSV/Dissertation/tree/main/New_type
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26 gsl_matrix *newA = gsl_matrix_allo(sizeA , sizeA);

27

28 gsl_vetor_set(num_view , size_ve , sizeA);

29

30 double new_f = 0;

31

32 /*�åøàåì ÇËÏ*/

33 gsl_matrix *B = gsl_matrix_allo(sizeA - 1, sizeA - 1);

34 gsl_matrix *A_opy = gsl_matrix_allo(sizeA - 1, sizeA - 1);

35 B = solve_lin_prog(A, x, sizeA - 1);

36 gsl_matrix_mempy(A_opy , A);

37

38 /*Ïåðåïèñûâàåì ìàòðèöó ëàíäøà�òà */

39 gsl_matrix_add(A_opy , B);

40 gsl_matrix_free(B);

41

42 /*Íàõîäèì íåïîäâèæíóþ òî÷êó*/

43 gsl_vetor *y = gsl_vetor_allo(sizeA - 1);

44 y = get_freq (sizeA - 1, A_opy);

45

46 /*Ñ÷èòàåì �èòíåñ*/

47 for(int i = 0; i < sizeA - 1; i++)

48 for(int j = 0; j < sizeA - 1; j++)

49 new_f = new_f + gsl_matrix_get(A_opy , i, j)

50 * gsl_vetor_get(y, i) * gsl_vetor_get(y, j);

51 gsl_matrix_free(A_opy);

52 gsl_vetor_free(y);

53

54 for(int i = 0; i < sizeA - 1; i++)

55 for(int j = 0; j < sizeA - 1; j++)

56 gsl_matrix_set(newA , i, j, gsl_matrix_get(A, i, j));

57

58 double alpha = 1 / (gsl_vetor_max(x) + 1) * beta;

59

60 for(int i = 0; i < sizeA - 1; i++)

61 {

62 gsl_matrix_set(newA , i, sizeA - 1,

63 (new_f - alpha * old_f) / (1 - alpha));

64 gsl_matrix_set(newA , sizeA - 1, i,

65 new_f / (alpha * sizeA * gsl_vetor_get(x, i)));

66 }

67 gsl_matrix_set(newA , sizeA - 1, sizeA - 1,

68 new_f / ((1 - alpha) * sizeA));

69

70 return newA;

71 }

Ëèñòèíã 4.5: Ïåðåîïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ëàíäøà�òà

ïðèñïîñîáëåííîñòè â ñëó÷àå äîáàâëåíèÿ â ñèñòåìó íîâîãî ýëåìåíòà

Íèæå íà ëèñòèíãå 4.6 ïîêàçàíà ðåàëèçàöèÿ ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàï�

òàöèè ïîâåðõíîñòè �èòíåñà.

1 /*Îñíîâíîé ïðîöåññ ýâîëþöèè ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè*/
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2 for(int i = 0; i <= ount_iter; i++)

3 {

4 /*Íàõîäèì íåïîäâèæíóþ òî÷êó*/

5 x = get_freq (sizeA , A);

6

7 if(gsl_vetor_min(x) >= 0)

8 {

9 /*Çàïèñûâàåì êîëè÷åñòâî âèäîâ,

10 êîòîðîå áóäåò íà äàííîé èòåðàöèè*/

11 gsl_vetor_set(ount_view , i, sizeA);

12

13 /*Ñîõðàíÿåì íàéäåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó*/

14 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

15 {

16 gsl_vetor_set(U, sizeU2_ , gsl_vetor_get(x, k));

17 sizeU2_ ++;

18 }

19

20 /*Âû÷èñëÿåì ñðåäíèé �èòíåñ*/

21 gsl_vetor_set(fitness_ve , i, 0);

22 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

23 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

24 gsl_vetor_set(fitness_ve , i,

25 gsl_vetor_get(fitness_ve , i)

26 + gsl_matrix_get(A, k, j)

27 * gsl_vetor_get(x, k)

28 * gsl_vetor_get(x, j));

29

30 /*Âû÷èñëÿåì ñ�åðè÷åñêóþ íîðìó*/

31 gsl_vetor_set(matrix_norm_ve , i, 0);

32 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

33 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

34 gsl_vetor_set(matrix_norm_ve , i,

35 gsl_vetor_get(matrix_norm_ve , i)

36 + gsl_matrix_get(A, k, j)

37 * gsl_matrix_get(A, k, j));

38

39 /*Ñîõðàíÿåì âèä ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè íà êàæäîé

èòåðàöèè*/

40 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

41 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

42 {

43 gsl_vetor_set(A_time , sizeA2_ ,

44 gsl_matrix_get(A, k, j));

45 sizeA2_ ++;

46 }

47

48 /*Ñìîòðèì íóæíî ëè ðåøàòü ÎÄÓ*/

49 if (gsl_vetor_get(solve_odu_vetor , i) == 1)

50 {

51 double y[sizeA℄;

52 sys = {fun , ja , sizeA , A};

53 d = gsl_odeiv2_driver_allo_y_new

54 (&sys , gsl_odeiv2_step_rk8pd , 1e-6, 1e-6, 0.0);
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55

56 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

57 {

58 y[k℄ = gsl_vetor_get(u0, k);

59 gsl_vetor_set(U_ontinuos , sizeU_ , y[k℄);

60 sizeU_ ++;

61 }

62

63 t0 = 0.0;

64 for(int k = 0; k < ount_step; k++)

65 {

66 double ti = h * (k + 1);

67 int status = gsl_odeiv2_driver_apply (d, &t0, ti, y);

68 if (status != GSL_SUCCESS)

69 {

70 printf ("error , return value=%d\n", status);

71 break;

72 }

73

74 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

75 {

76 gsl_vetor_set(U_ontinuos , sizeU_ , y[j℄);

77 sizeU_ ++;

78 }

79 }

80

81 /*Âû÷èñëÿåì ñðåäíèé èíòåãðàëüíûé �èòíåñ*/

82 gsl_vetor_set(fitness_ve_avg , ount_solve_step2 ,

83 get_avg_integral_fitness(U_ontinuos ,

84 A, sizeA ,

85 ount_step ,

86 sizeU_));

87

88 gsl_odeiv2_driver_free(d);

89 ount_solve_step2++;

90 }

91 }

92

93 else

94 {

95 out << "COMPONENTS LESS 0" << endl;

96 for(int l = 0; l < sizeA; l++)

97 out << gsl_vetor_get(x, l) << " ";

98 out << endl << endl;

99 break;

100 }

101

102 if(i < ount_iter)

103 {

104 /* Ïðîâåðÿåì áóäåò ëè ñèñòåìà èçìåíåíà */

105 if(gsl_vetor_get(poisson_vetor , (i + 1)) > 0)

106 {

107 sizeA++;

108 /*ïåðåçàïèñûâàåì ìàòðèöó ëàíäøà�òà*/
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109 gsl_matrix *newA = gsl_matrix_allo(sizeA , sizeA);

110 newA = get_new_matrix_A(A, sizeA , x, num_view , size_ve ,

111 gsl_vetor_get(fitness_ve , i),

112 gsl_vetor_get(beta_vetor , i + 1));

113

114 gsl_matrix_free(A);

115 A = gsl_matrix_allo(sizeA , sizeA);

116 gsl_matrix_mempy(A, newA);

117 gsl_matrix_free(newA);

118

119 /*ïåðåçàïèñûâàåì âåêòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè*/

120 double alpha = 1 / (gsl_vetor_max(x) + 1)

121 * gsl_vetor_get(beta_vetor , i + 1);

122

123 gsl_vetor *newX = gsl_vetor_allo(sizeA);

124 for(int k = 0; k < sizeA - 1; k++)

125 gsl_vetor_set(newX , k, gsl_vetor_get(x, k) * alpha);

126

127 gsl_vetor_set(newX , sizeA - 1, (1 - alpha));

128 gsl_vetor_free(x);

129 x = gsl_vetor_allo(sizeA);

130 gsl_vetor_mempy(x, newX);

131 gsl_vetor_free(newX);

132

133 /*ïåðåçàïèñûâàåì âåêòîð íà÷àëüíûõ äàííûõ*/

134 gsl_vetor *new_u0 = gsl_vetor_allo(sizeA);

135 gsl_vetor_set(new_u0 , (sizeA - 1), 0);

136 for(int k = 0; k < (sizeA - 1); k++)

137 gsl_vetor_set(new_u0 , k,

138 0.9 * gsl_vetor_get(u0, k));

139

140 gsl_vetor_set(new_u0 , (sizeA - 1), 0.1);

141 gsl_vetor_free(u0);

142 u0 = gsl_vetor_allo(sizeA);

143 gsl_vetor_mempy(u0, new_u0);

144 gsl_vetor_free(new_u0);

145 size_ve ++;

146 }

147 }

148

149 if(i < ount_iter)

150 {

151 if(gsl_vetor_get(poisson_vetor , (i + 1)) == 0)

152 {

153 /* �åøàåì ÇËÏ */

154 B = solve_lin_prog(A, x, sizeA);

155 gsl_matrix_add(A, B);

156 gsl_matrix_free(B);

157 }

158 }

159 gsl_vetor_free(x);

160 }

Ëèñòèíã 4.6: �åàëèçàöèÿ ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè
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A.3 Ýâîëþöèîííàÿ àäàïòàöèÿ áè-ãèïåðöèêëè÷åñêîé ðåïëèêàòîðíîé

ñèñòåìû

Ïîëíûé èñõîäíûé êîä, èñïîëüçîâàâøèéñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè íåâûðîæäåí�

íîé áè-ãèïåðöèêëè÷åñêîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû ðàçìåùåí â ñåòè èíòåðíåò è

äîñòóïåí ïî ññûëêå https://github.om/DrozhzhinSV/Behyperyle.

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ïðîöåññà âî ìíîãîì ñõîæà ñ òîé, ÷òî áûëà

ïðåäëîæåíà äëÿ ðåàëèçàöèè ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ëàíäøà�òà ïðèñïîñîá�

ëåííîñòè íåâûðîæäåííîé ãèïåðöèêëè÷åñêîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû. Çíà÷èìîå

îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â �óíêöèè, îáåñïå÷èâàþùåé ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåé�

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ëèñòèíã 4.7). Çäåñü, ïîìèìî ïðèðàùåíèé ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû ëàíäøà�òà, îíà âû÷èñëÿåò òàêæå ïðèðàùåíèÿ ýëåìåíòîâ íåïîäâèæ�

íîé òî÷êè.

1

2 /* �åøàåì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

3 * íàõîäèì ïðèðàùåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

4 * è ýëåìåíòîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè

5 *

6 * Âõîä:

7 * A - ìàòðèöà ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

8 * x - êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

9 * sizeA - ïîðÿäîê ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè

10 * f - òåêóùåå çíà÷åíèå ñðåäíåãî �èòíåñà

11 *

12 * Âûõîä:

13 * B - ìàòðèöà ðàçìåðà (sizeA + 1) * sizeA ,

14 * ãäå ïåðâûå n ñòðîê - ïðèðàùåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

15 * ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè, à ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà -

16 * ïðèðàùåíèå êîìïîíåíò íåïîäâèæíîé òî÷êè

17 */

18

19

20 gsl_matrix *solve_lin_prog(gsl_matrix *A, gsl_vetor *x,

21 int sizeA , float f)

22 {

23 /* Íàõîäèì âåêòîð v */

24 gsl_vetor *v = gsl_vetor_allo(sizeA);

25 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

26 {

27 double s = 0;

28 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

29 s = s + gsl_matrix_get(A, i, j) * gsl_vetor_get(x, j);

30 gsl_vetor_set(v, i, s);

31 }

https://github.com/DrozhzhinSV/Dissertation/tree/main/Behypercycle
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32

33 /* Íàõîäèì ìàòðèöó C = UA + V */

34 gsl_matrix *C = gsl_matrix_allo(sizeA , sizeA);

35 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

36 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

37 if (i == j)

38 gsl_matrix_set(C, i, i,

39 gsl_matrix_get(A, i, i)

40 * gsl_vetor_get(x, i)

41 + gsl_vetor_get(v, i));

42 else

43 gsl_matrix_set(C, i, j,

44 gsl_matrix_get(A, i, j)

45 * gsl_vetor_get(x, i));

46

47

48 /* Íàõîäèì îáðàòíóþ ìàòðèöó ê ìàòðèöå C */

49 gsl_matrix *invC = gsl_matrix_allo(sizeA , sizeA);

50 int s_;

51 gsl_permutation *p_ = gsl_permutation_allo(sizeA);

52 gsl_linalg_LU_deomp(C, p_ , &s_);

53 gsl_linalg_LU_invert(C, p_ , invC);

54 gsl_matrix_free(C);

55 gsl_permutation_free(p_);

56

57 /* Íàõîäèì îáðàòíóþ ìàòðèöó ê ìàòðèöå A */

58 gsl_matrix *invA = gsl_matrix_allo(sizeA , sizeA);

59 gsl_matrix *A2 = gsl_matrix_allo(sizeA , sizeA);

60 gsl_matrix_mempy(A2, A);

61 int s_a;

62

63 gsl_permutation *p_a = gsl_permutation_allo(sizeA);

64 gsl_linalg_LU_deomp(A2, p_a , &s_a);

65 gsl_linalg_LU_invert(A2, p_a , invA);

66 gsl_matrix_free(A2);

67 gsl_permutation_free(p_a);

68

69 /* Íàõîäèì çíàìåíàòåëü: (C^(-1) * A^(-) * I, I) */

70 double onst_ = 0;

71 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

72 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

73 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

74 onst_ = onst_

75 + gsl_matrix_get(invA , i, j)

76 * gsl_matrix_get(invC , k, i);

77

78 /* Íàõîäèì êîý��èöèåíòû ïåðåä ïðèðàùåíèÿìè */

79 gsl_matrix *B = gsl_matrix_allo(sizeA , sizeA);

80 gsl_matrix_set_zero(B);

81

82 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

83 {

84 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

85 {
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86

87 double s1 = 0, s2 = 0;

88 for(int l = 0; l < sizeA; l++)

89 {

90 s2 = s2

91 + gsl_matrix_get(invC , l, i)

92 * gsl_vetor_get(x, i)

93 * gsl_vetor_get(x, j);

94

95 for(int m = 0; m < sizeA; m++)

96 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

97 s1 = s1

98 + gsl_matrix_get(invA , k, i)

99 * gsl_matrix_get(A, j, m)

100 * gsl_vetor_get(x, j)

101 * gsl_matrix_get(invC , l, k)

102 * gsl_vetor_get(x, m);

103 }

104 gsl_matrix_set(B, i, j, (s1 + s2) / onst_);

105

106 }

107 }

108

109 /* Ñòàâèì ÇËÏ */

110 glp_prob *lp;

111 lp = glp_reate_prob();

112 glp_set_obj_dir(lp, GLP_MAX );

113

114 /* Äîáàâëÿåì îãðàíè÷åíèÿ:

115 * - íà ïðèðàùåíèÿ (îíè äîëæíû áûòü ìåíüøå íåêîòîðîé ìàëîé

116 * âåëè÷èíû onstr , çàäàííîé ãëîáàëüíî)

117 * - íà ñóììó ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ëàíäøà�òà

118 * ïðèñïîñîáëåííîñòè è ïðèðàùåíèé

119 * - íà ýëåìåíòû íåïîäâèæíîé òî÷êè: ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íîâîé

120 * ìàòðèöû ëàíäøà�òà ïðèñïîñîáëåííîñòè îíè íå äîëæíû ïîïàäàòü

121 * íà ãðàíèöó, ò.å. ñèñòåìà íå äîëæíà âûðîæäàòüñÿ

122 */

123

124 int ount_hng = 0, ount_hng2 = 2;

125 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

126 if(( gsl_vetor_get(x, i) <= EPS)

127 || (gsl_vetor_get(x, i) >= (1 - EPS)))

128

129 ount_hng++;

130

131 glp_add_rows(lp, 1 + ount_hng);

132 glp_set_row_bnds(lp, 1, GLP_UP , 0.0, 0.0);

133

134 if(ount_hng > 0)

135 {

136 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

137 {

138 if(gsl_vetor_get(x, i) <= EPS)

139 {
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140 glp_set_row_bnds(lp, ount_hng2 , GLP_LO , 0, 0);

141 ount_hng2++;

142 }

143

144 if(gsl_vetor_get(x, i) >= (1 - EPS))

145 {

146 glp_set_row_bnds(lp, ount_hng2 , GLP_UP , 0, 0);

147 ount_hng2++;

148 }

149

150 if(( ount_hng2 - 2) >= ount_hng)

151 break;

152 }

153 }

154

155 int ia[( ount_hng + 1) * sizeA * sizeA + 1℄;

156 int ja[( ount_hng + 1) * sizeA * sizeA + 1℄;

157 double ar[( ount_hng + 1) * sizeA * sizeA + 1℄;

158 int ind1 = 1;

159 ount_hng2 = 1;

160

161 for(int k = 1; k <= (sizeA + 1); k++)

162 {

163 if((k == 1) || (gsl_vetor_get(x, k - 2) <= EPS)

164 || (gsl_vetor_get(x, k - 2) >= (1 - EPS)))

165 {

166 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

167 {

168 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

169 {

170 ia[ind1℄ = ount_hng2;

171 ja[ind1℄ = i * sizeA + j + 1;

172

173 if (ount_hng2 == 1)

174 ar[ind1℄ = gsl_matrix_get(A, i, j);

175 else

176 {

177 double s3 = 0, s4 = 0, s5 = 0;

178 for(int l = 0; l < sizeA; l++)

179 {

180 for(int m = 0; m < sizeA; m++)

181 {

182 s3 = s3

183 + gsl_matrix_get(invC , k - 2, m)

184 * gsl_matrix_get(invA , m, l);

185

186 s4 = s4

187 + gsl_matrix_get(invC , k - 2, m)

188 * gsl_matrix_get(invA , m, l)

189 * gsl_matrix_get(A, l, i)

190 * gsl_vetor_get(x, i)

191 * gsl_vetor_get(x, j);

192

193 s5 = s5
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194 + gsl_matrix_get(invC , k - 2, m)

195 * gsl_matrix_get(invA , m, i)

196 * gsl_matrix_get(A, j, l)

197 * gsl_vetor_get(x, l)

198 * gsl_vetor_get(x, j);

199 }

200 }

201 ar[ind1℄ = s3

202 * gsl_matrix_get(B, i, j)

203 - s4 - s5;

204 }

205

206 ind1 = ind1 + 1;

207 }

208 }

209 ount_hng2++;

210 }

211 }

212

213 ind1 = 1;

214 glp_add_ols(lp, sizeA * sizeA);

215 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

216 {

217 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

218 {

219 glp_set_ol_bnds(lp, ind1 , GLP_DB , -onstr , onstr);

220 ind1 = ind1 + 1;

221 }

222 }

223

224 /*�åøàåì ÇËÏ*/

225 ind1 = 1;

226 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

227 {

228 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

229 {

230 glp_set_obj_oef(lp, ind1 , gsl_matrix_get(B, i, j));

231 ind1 = ind1 + 1;

232 }

233 }

234

235 glp_load_matrix(lp, (ount_hng + 1) * sizeA * sizeA , ia, ja, ar);

236 glp_simplex(lp, NULL);

237

238 ind1 = 1;

239 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

240 {

241 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

242 {

243 gsl_matrix_set(B, i, j, glp_get_ol_prim(lp, ind1));

244 ind1 = ind1 + 1;

245 }

246 }

247
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248 /*Íàõîäèì ïðèðàùåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè*/

249 gsl_vetor *u = gsl_vetor_allo(sizeA);

250 double z = glp_get_obj_val(lp);

251

252 for(int k = 0; k < sizeA; k++)

253 {

254 double s6 = 0, s7 = 0;

255 for(int l = 0; l < sizeA; l++)

256 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

257 {

258 s7 = s7 + gsl_matrix_get(invC , k, j)

259 * gsl_matrix_get(invA , j, l);

260

261 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

262 for(int m = 0; m < sizeA; m++)

263 s6 = s6 + gsl_matrix_get(invC , k, m)

264 * gsl_matrix_get(invA , m, l)

265 * (gsl_matrix_get(A, l, i)

266 * gsl_vetor_get(x, i)

267 * gsl_matrix_get(B, i, j)

268 + gsl_matrix_get(B, l, i)

269 * gsl_vetor_get(x, i)

270 * gsl_matrix_get(A, i, j))

271 * gsl_vetor_get(x, j);

272 }

273

274 gsl_vetor_set(u, k, z * s7 - s6);

275 }

276

277 gsl_matrix_free(invA);

278 gsl_matrix_free(invC);

279 gsl_vetor_free(v);

280 glp_delete_prob(lp);

281

282 gsl_matrix *B2 = gsl_matrix_allo(sizeA + 1, sizeA);

283 for(int i = 0; i < sizeA; i++)

284 {

285 for(int j = 0; j < sizeA; j++)

286 gsl_matrix_set(B2, i, j, gsl_matrix_get(B, i, j));

287

288 gsl_matrix_set(B2, sizeA , i, gsl_vetor_get(u, i));

289 }

290

291 gsl_matrix_free(B);

292 gsl_vetor_free(u);

293 return B2;

294 }

Ëèñòèíã 4.7: �åàëèçàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèðàùåíèé ìàòðèöû ëàíäøà�òà

ïðèñïîñîáëåííîñòè è êîìïîíåíò íåïîäâèæíîé òî÷êè
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