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Введение

Общая характеристика работы

Актуальность темы

Матричные мажоризации являются важнейшим и динамично развивающимся
направлением линейной алгебры, как представляющим самостоятельный интерес,
так и имеющим приложения в экономике, математической статистике, комбина-
торном анализе и других областях математики.

Развитие теории началось с исследований векторной мажоризации — способа
формально определить возникающее во множестве различных контекстов пред-
ставление о том, что элементы одного вектора менее разбросаны между собой,
чем элементы другого. Пусть v↓ — вектор, полученный из вектора v перестанов-
кой координат в порядке невозрастания.

Определение. Для x, y ∈ Rn говорим, что y мажорируется x (y ⪯ x), если
k∑

j=1

y↓j ≤
k∑

j=1

x↓j для k = 1, . . . , n− 1 и
n∑

j=1

yj =
n∑

j=1

xj.

Первое условие, эквивалентное современной векторной мажоризации, возник-
ло в работе Мюрхеда [33] о неравенствах симметрических многочленов. Другой
важной предпосылкой к возникновению теорий мажоризаций стали исследования
в области экономики. Сравнение различных распределений совокупного дохода
лежит в основе экономики благосостояния. Идеи Далтона [15], Лоренца [28] и Пи-
жу (Пигу) [34] вплотную связаны с понятием мажоризации векторов, введенным
Харди, Литлвудом и Пойа (Полиа) [19]. Аткинсон [3] и Колм [23] ввели матема-
тическое понятие мажоризации в обиход экономической теории. Многие другие
авторы внесли свой вклад в развитие этого направления. Однако они рассматри-
вали только одномерный индикатор экономического статуса, а именно, доход. В
современных теориях общественного выбора в большинстве случаев рассматрива-
ется множество различных показателей, таких как образование, свободное время,
здоровье, жилье, финансовые активы. Это привело к тому, что мажоризации век-
торов стали обобщаться на случай матриц. Существует множество видов таких
обобщений, приведем некоторые из них.
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Пусть e ∈ Rn — вектор, все координаты которого равны 1. Множество дей-
ствительных матриц размера n × m обозначается Mn,m, пишем Mn при m = n.
Матрица R ∈ Mn называется строчно-стохастической, если все ее элементы неот-
рицательны и Re = e. Множество всех таких матриц обозначается Ωrow

n . Если, к
тому же, etR = et, то R называется дважды стохастической. Множество дважды
стохастических матриц обозначается Ωn.

Определение. Пусть A,B ∈ Mn,m.

• Сильная мажоризация: A ⪯s B, если существует такая D ∈ Ωn, что
A = DB.

• Мажоризация по направлению: A ⪯d B, если Av ⪯ Bv для любого v ∈ Rm.

• Слабая мажоризация: A ⪯w B, если существует такая R ∈ Ωrow
n , что

A = RB.

• Строчная мажоризация: A ⪯r B, если существует такая R ∈ Ωrow
m , что

A = BR.

Мажоризации матриц стали важным инструментом в экономике, математи-
ческой статистике и других областях математики. Экономические аспекты, свя-
занные с мажоризациями матриц рассматривались Арнольдом [2], Аткинсоном и
Бургиньоном [4], Бхандари [7], Кольмом [24], Кошевым [25], Маасуми [29], Моз-
лером [31], Ритвелдом [37] и другими. Кроме того, мажоризации матриц играют
важную роль в исследованиях стохастических матриц, см. [38].

Некоторые виды мажоризаций матриц, например, строчная мажоризация, ухо-
дят корнями в функциональный подход к базовым понятиям статистики, связан-
ным с теорией статистических экспериментов [40]. Такие виды мажоризаций и их
геометрические свойства были исследованы в [13] и [14].

В данной диссертации вводится новое понятие мажоризации классов матриц,
обобщающее мажоризацию на случай множеств матриц.

Определение. Пусть A, B — два конечных класса (множества) действитель-
ных матриц из Mn,m. Тогда класс A мажорируется классом B (A⊴B), если для
любой A ∈ A найдется такая B ∈ B, что A ⪯ B.
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Мотивацией к изучению такого понятия служат прикладные вопросы теории
статистических экспериментов. Следующий пример иллюстрирует эти приложе-
ния.

Пример. Рассмотрим два медицинских прибора для измерения давления. Прибо-
ры имеют простую шкалу: низкое (L), среднее (M) и высокое (H) давление. Из-за
качества приборов показания могут быть неточны. Вероятности разных ответов
для разных исходных значений можно описать строчно-стохастическими матрица-
ми, в которых и строки, и столбцы отвечают L, M, и H. Приборы можно задавать
квадратными матрицами следующим образом: (i, j)-й элемент матрицы есть ве-
роятность того, что прибор покажет j, если правильный ответ — i. Предположим,
два эксперимента заданы матрицами E и F ,

E =

0.7 0.3 0

0 1 0

0 0 1

 , F =

0.55 0.39 0.06

0.2 0.6 0.2

0 0.3 0.7

 .

Рассмотрим прибор, задаваемый матрицей E. Предположим, что он предска-
зал j. Если j = 1 (т. е. L), мы можем точно заключить, что верное значение
параметра i есть 1, а если j = 3, то возможно только i = 3. Если, однако, j = 2,
то i может быть как 1, так и 2. Поскольку прибор говорит, что j = 2 с вероятно-
стью 0.3, если i = 1 и всегда, когда i = 2, мы можем заключить, что i = 2 более
вероятно, хотя это зависит от априорных вероятностей i = 1 и i = 2.

Таким образом, эксперимент E дает много информации о неизвестном пара-
метре i, и прибор можно считать хорошим. Что же касается прибора, заданного
матрицей F , то здесь ситуация другая: для любой реализации j существует по
крайней мере два возможных значения i, и вероятности разных истинных ответов
достаточно близки. Итак, прибор/эксперимент E кажется лучше, чем F . На самом
деле, можно проверить, что E более информативен, чем F , используя следующий
метод.

Пусть

X =

0.7 0.3 0

0.2 0.6 0.2

0 0.3 0.7

 .

Заметим, что X также строчно-стохастическая. Кроме того, легко проверить, что
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EX = F . Из этого следует, что F ⪯r E. Так называемый, рандомизационный кри-
терий в теории статистических экспериментов говорит, что (относительно неко-
торых слабых предположений, выполненных в этом случае) эксперимент E более
информативен, чем эксперимент F тогда и только тогда, когда F ⪯r E, см. [13].

Теперь мы расширим описанное упорядочивание пар экспериментов до сравне-
ния множеств экспериментов. Пусть A = {E1, E2, . . . , Ep} и B = {F1,F2, . . . ,Fq}
— два множества приборов, исследующих одну и ту же величину. Предположим,
что статистик A выбирает прибор из множества A, а другой статистик B из мно-
жества B. Кто из них может получить больше информации о неизвестном пара-
метре? Мы можем ввести следующее понятие, чтобы смоделировать эту ситуацию:
говорим, что B более информативно, чем A, если для любого Ej (j ≤ p), суще-
ствует такое i ≤ q, что Fi более информативен, чем Ej. Другими словами, какой
бы эксперимент статистик A ни выбрал из A, статистик B может найти более ин-
формативный из B, то есть B имеет больше информации для принятия решений.
Таким образом, естественной интерпретацией большего качества B по сравнению
с A является отношение A⊴r B.

Подробное изложение теории статистических экспериментов, включающее тео-
рию игр, выпуклый и функциональный анализ, приведено в [41]. Роль мажориза-
ций матриц в этой теории описана в [12] и [40].

В диссертации исследуются свойства введенного понятия. В частности, постав-
лена и решена задача нахождения минимального покрывающего класса для раз-
личных типов мажоризации. Значительную роль в этих исследованиях играют
геометрические методы.

В данной диссертации также исследуются мажоризации (0, 1)-матриц, то есть
матриц, все элементы которых равны 0 или 1. Такое ограничение зачастую поз-
воляет найти новые критерии исследуемых мажоризаций. Они позволяют лучше
понять мажоризации действительных матриц. Кроме того, (0, 1)-матрицы игра-
ют ключевую роль в задании многих комбинаторных объектов. Таким образом,
представляет особенный интерес отношение мажоризации двух комбинаторных
объектов (заданных (0, 1)-матрицами). В работе [13] впервые был поставлен во-
прос существования комбинаторных интерпретаций мажоризаций (0, 1)-матриц. В
частном случае (0, 1)-матриц с ровно двумя единицами в каждой строке был най-
ден критерий строчной мажоризации в терминах теории графов. Общий случай
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оставался открытым.
В диссертации получены характеризации сильной, по направлению, слабой и

строчной мажоризаций (0, 1)-матриц. Были найдены новые приложения мажо-
ризаций (0, 1)-матриц в теории графов, в частности, связь мажоризаций таких
матриц с паросочетаниями в двудольных и произвольных графах.

В теории мажоризаций важно строить новые упорядоченные в смысле разных
типов мажоризации пары матриц. Одним из подходов к нахождению новых пар
является использование линейных операторов, сохраняющих мажоризацию мат-
риц или конвертирующих одну мажоризацию матриц в другую. Это позволяет
по уже известным упорядоченным парам строить новые. Такой подход к иссле-
дованию функций и отношений на векторных и матричных пространствах при-
меняется во множестве разделов линейной алгебры и функционального анализа.
Так сформировалась теория линейных отображений, сохраняющих инварианты
(Linear Preserver Problems). Начало этой теории положил Фробениус в 1897 году,
дав полное описание линейных операторов, сохраняющих определители комплекс-
ных матриц [17].

Теорема. Пусть Φ — линейный оператор на пространстве Mn(C).
Тогда det(Φ(A)) = det(A) для любого A ∈ Mn(C) тогда и только тогда, когда
существуют такие M,N ∈ Mn(C), что det(MN) = 1 и выполнено одно из
условий:

1. Φ(X) = MXN ;

2. Φ(X) = MX tN .

Также одним из первых результатов в этой области является характеризация
биективных линейных операторов, сохраняющих вырожденные матрицы, полу-
ченная Дьедонне [16].

Теорема. Пусть Φ — биективный линейный оператор на пространстве Mn(F),
где F — произвольное поле. Тогда Φ переводит вырожденные матрицы в вырож-
денные тогда и только тогда, когда существуют такие M,N ∈ Mn(C), что
det(MN) ̸= 0 и выполнено одно из условий:

1. Φ(X) = MXN ;
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2. Φ(X) = MX tN .

Теория линейных операторов, сохраняющих инварианты, продолжает активно
развиваться. Можно выделить три основных типа задач. Пусть V — пространство
n×m матриц над полем F.

A Изучение линейных операторов, сохраняющих некоторую функцию f , опре-
деленную на V . То есть таких операторов ϕ на V , что ϕ(f(A)) = f(A) для
любого A ∈ V ;

B Изучение линейных операторов, сохраняющих некоторое множество S ⊆ V .
То есть таких операторов ϕ на V , что ϕ(S) ⊆ S;

C Изучение линейных операторов, сохраняющих некоторое бинарное отноше-
ние ≺ на V . То есть таких операторов ϕ на V , что из A ≺ B следует
ϕ(A) ≺ ϕ(B) для любых A,B ∈ V .

Первое такое исследование в теории мажоризаций можно встретить в статье
Андо 1989 года [1], в которой была найдена характеризация линейных отображе-
ний, сохраняющих векторную мажоризацию.

Пусть P (n) обозначает множество матриц перестановки порядка n, а J обо-
значает n× n матрицу, все элементы которой равны 1, т. е. J = eet.

Теорема. [1, следствие 2.7] Пусть Φ — линейный оператор на Rn. Тогда следу-
ющие утверждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет векторную мажоризацию.

2. Выполнено одно из следующих условий:

(a) Φ(x) = (etx)s для некоторого s ∈ Rn.

(b) Φ(x) = αPx+ βJx для некоторых α, β ∈ R и P ∈ P (n).

Этот результат положил начало исследованиям линейных отображений, со-
храняющих мажоризацию матриц. В прикладных задачах рассматривается много
различных типов мажоризаций, и для большинства из них задачи характериза-
ции линейных отображений, сохраняющих конкретный тип мажоризации, были
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решены. В решении этих задач участвовали многие выдающиеся математики, на-
пример, Бисли [5, 6], Кошевой [26], Ли, Пун [27], Раджабалипур [20, 21].

В тех разделах математики, в которых возникают семейства функций или от-
ношений, становится актуальным исследование линейных операторов, конверти-
рующих одну функцию (отношение) этого семейства в другую. Такие исследова-
ния особенно востребованы в случае, когда разные объекты такого семейства, с
одной стороны, наделены общими свойствами, а с другой, существенно отличают-
ся по методам работы с ними. Таким образом, задачи A, B, C можно обобщить
следующим образом:

A′ Для функций f1, f2, определенных на V , исследовать такие операторы ϕ на
V , что ϕ(f1(A)) = f2(A) для любого A ∈ V ;

B′ Для множеств S1, S2 ⊆ V исследовать такие операторы ϕ на V , что ϕ(S1) ⊆
S2;

C′ Для бинарных отношений ≺1,≺2 на V исследовать такие операторы ϕ на V ,
что из A ≺1 B следует ϕ(A) ≺2 ϕ(B) для любых A,B ∈ V .

Например, задачу нахождения линейных конвертеров из перманента в определи-
тель поставил Пойа в 1913 году, [35], см. также [10]. Существует множество типов
мажоризаций матриц, поэтому естественным образом возникает задача характе-
ризации соответствующих конвертеров. Разные типы мажоризаций отличаются по
методам исследования, однако имеют множество общих свойств. Один из таких
конвертеров был получен в статье Ли и Пуна [27].

В данной диссертационной работе была поставлена и решена задача характери-
зации линейных конвертеров между сильной, слабой, столбцовой мажоризациями
и мажоризацией по направлению.

В диссертации введено новое понятие мажоризации кортежей матриц, обобща-
ющее матричный случай.

Определение. Пусть A = (A1, . . . , Ak),B = (B1, . . . , Bk) — два кортежа мат-
риц из Mn,m. Тогда A ⪯ B, если Ai ⪯ Bi для любого i ≤ k.

В диссертации получены характеризации линейных операторов, сохраняющих
различные типы мажоризаций кортежей матриц. Кроме того, получены характе-
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ризации линейных операторов, сохраняющих комбинаторные матричные множе-
ства, в том числе, линейные операторы, сохраняющие множество (0, 1)-матриц,
играющее существенную роль в теории мажоризаций.

Цели и задачи работы

1. Исследовать мажоризацию классов матриц.

2. Исследовать мажоризации (0, 1)-матриц.

3. Найти характеризации линейных отображений, меняющих тип мажориза-
ции.

4. Найти характеризации линейных отображений, сохраняющих мажоризации
кортежей матриц.

Положения, выносимые на защиту

На защиту выносятся следующие положения:

1. Новое понятие мажоризации классов матриц и решение задачи нахождения
минимального покрывающего класса для слабой мажоризации и мажориза-
ции по направлению.

2. Характеризации слабой, по направлению, сильной и строчной мажоризаций
(0, 1)-матриц.

3. Исследование линейных операторов, конвертирующих мажоризации матриц.
В частности,

• Характеризация линейных конвертеров из векторной мажоризации в
слабую мажоризацию и усиление классического результата Андо о ли-
нейных отображениях, сохраняющих векторную мажоризацию.

• Характеризация линейных операторов, конвертирующих сильную ма-
жоризацию в слабую и усиление теоремы Ли-Пуна о линейных отобра-
жениях, сохраняющих мажоризации матриц.
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Объект и предмет исследования

Объектом исследования являются мажоризации действительных матриц и свя-
занные с ними линейные операторы.

Предметом исследования являются мажоризации кортежей матриц, мажори-
зации специальных матриц и линейные конвертеры мажоризаций.

Научная новизна

Полученные в диссертации результаты являются новыми. Автором диссерта-
ции введено новое понятие мажоризации классов матриц и решена задача на-
хождения минимальных покрывающих классов в смысле слабой мажоризации и
мажоризации по направлению. Впервые даны полные характеризации различных
типов мажоризации (0, 1)-матриц. Получены характеризации линейных отобра-
жений, меняющих типы мажоризаций и линейных отображений, сохраняющих
мажоризацию кортежей матриц. В частности, были усилены некоторые классиче-
ские результаты теории линейных операторов, сохраняющих мажоризации.

Методы исследования

В диссертации используются методы линейной алгебры, теории линейных опе-
раторов, сохраняющих инварианты, комбинаторные методы и выпуклый анализ.
Предложенные в диссертации методы позволяют доказывать некоторые известные
результаты теории мажоризаций в значительно более слабых предположениях.

Теоретическая и практическая значимость

Диссертация имеет теоретический характер. Результаты, полученные в диссер-
тации, представляют интерес для специалистов в абстрактной и линейной алгебре,
теории операторов, математической статистике, теории оптимизации и их прило-
жениях.
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Степень достоверности и апробация результатов

Соискатель имеет 10 опубликованных работ, в том числе 6 статей по теме дис-
сертации [42, 43, 44, 45, 46, 47], из них 6 опубликованы в научных журналах,
входящих в базы данных Scopus, Web of Science и RSCI.

Основные результаты диссертации докладывались на следующих семинарах и
конференциях:

• на «Научно-исследовательском семинаре по алгебре» (механико-математический
факультет МГУ имени М.В. Ломоносова) в 2022 году.

• на научном семинаре «Кольца, модули и матрицы» (механико-математический
факультет МГУ имени М.В. Ломоносова) в 2017, 2018, 2019, 2020, 2021, 2022
годах.

• на научном семинаре «Algebra», Alfréd Rényi Institute of Mathematics, Буда-
пешт, Венгрия, 2019, 2021.

• на международной научной конференции студентов, аспирантов и молодых
ученых «Ломоносов», МГУ имени М.В. Ломоносова в 2016, 2018, 2019, 2020,
2021 годах.

• на конференции «A Tropical Panorama», Max Planck Institute for Mathematics
in the Sciences, Лейпциг, Германия, 2018.

• на международной алгебраической конференции, посвященной 110-летию со
дня рождения профессора А.Г. Куроша, МГУ имени М.В. Ломоносова, 2018.

• на международной алгебраической конференции, посвященной 90-летию ка-
федры высшей алгебры, МГУ имени М.В. Ломоносова, 2019.

• на конференции «Preserver Weekend in Szeged», Сегед, Венгрия, 2019.

• на конференции международных математических центров мирового уровня,
Сириус, Сочи 2021.
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Структура работы

Диссертация состоит из введения, четырех глав, списка литературы и списка
публикаций автора по теме диссертации. Общий объем работы составляет 127
страниц. Список литературы включает 51 наименование.

Содержание работы

Введение посвящено краткой истории вопроса, актуальности рассматривае-
мых проблем, изложению цели работы, методов и основных результатов.

В главе 1 собраны основные понятия теории мажоризаций матриц и теории
линейных операторов, сохраняющих мажоризации. Приводятся известные резуль-
таты этих теорий, которые используются в диссертации.

В главе 2 рассматривается новое понятие мажоризации классов матриц, вве-
денное в данной диссертации и обобщающее различные типы мажоризаций мат-
риц.

Определение 2.1. Пусть A и B — два конечных класса матриц из Mn,m.
Говорим, что A мажорируется B (A ⊴ B), если для любой A ∈ A существует
такая матрица BA ∈ B, что A ⪯ BA.

Раздел 2.1 посвящен статистическим приложениям мажоризаций матриц, в
рамках которых возникает потребность в изучении введенного понятия мажо-
ризации классов матриц. Раздел 2.2 содержит основные свойства мажоризаций
классов матриц, обобщающих многие свойства мажоризаций матриц. В разделе
2.3 формулируются и решаются задачи 2.24, 2.40 нахождения минимального по
числу элементов покрывающего класса. В случае слабой мажоризации эта зада-
ча решена геометрическими методами, в частности, изложенными в теореме 2.23.
Доказана теорема 2.37, позволяющая свести задачу нахождения минимального
покрывающего класса в случае мажоризации по направлению к случаю слабой
мажоризации.

Теорема 2.37. Пусть A — класс матриц из Mn,m. Предположим, что суще-
ствует такая матрица B ∈ Mn,m, что A⊴w {B} и векторы столбцовых сумм
всех Ai ∈ A совпадают, то есть etAi = etAj для любых i, j. Тогда существует
такая C ∈ Mn,m, что A⊴d {C}.

В главе 3 изучаются мажоризации (0, 1)-матриц. В разделе 3.1 доказаны
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Теорема 3.2. Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1). Тогда следующие утверждения эк-
вивалентны:

1. A ⪯w B,

2. R(A) ⊆ R(B), где R(X) — множество строк X,

3. A = RB для некоторой (0, 1)-матрицы R ∈ Ωrow
n .

Теорема 3.4; следствие 3.5. Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1). Тогда

1. A ⪯d B, если и только если A — перестановка строк матрицы B, т. е.
A = PB для некоторой P ∈ P (n),

2. ⪯d есть отношение эквивалентности на Mn,m(0, 1).

3. Для (0, 1)-матриц отношения ⪯d и ⪯s эквивалентны.

Таким образом, в разделе 3.1 получены характеризации слабой, по направ-
лению и сильной мажоризаций (0, 1)-матриц. Кроме того, показано, что сильная
мажоризация и мажоризация по направлению на множестве (0, 1)-матриц совпа-
дают между собой и являются простыми отношениями эквивалентности.

В разделе 3.2 изучается строчная мажоризация (0, 1)-матриц. Приводятся раз-
личные необходимые и различные достаточные условия такой мажоризации. Мно-
гие из них имеют комбинаторный смысл. Например, лемма 3.16 показывает связь
строчной мажоризации (0, 1)-матриц с двудольными графами. В Теореме 3.24 по-
лучен геометрический критерий строчной мажоризации (0, 1)-матриц.

Также доказан следующий критерий:
Следствие 3.30. Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1). Тогда A ⪯r B, если и только

если ∑
i,j : aij=1

yij ≤
∑
j

max
k

(
∑

i : bij=1

yik).

для любых Y ∈ Mn,m.
В главе 4 исследуются вопросы теории линейных операторов, сохраняющих

и конвертирующих мажоризации матриц. В разделе 4.1 исследуются важные для
этой теории свойства мажоризаций матриц. В частности, леммы 4.9 и 4.10 позво-
ляют обобщить на случай матриц произвольного размера n × m, n ≥ 4, m ≥ 2
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контрпример [32, пример 2], показывающий, что сильная мажоризация и мажори-
зация по направлению не совпадают.

В разделе 4.2 получена характеризация линейных операторов, конвертирую-
щих мажоризацию по направлению в сильную мажоризацию.

Теорема 4.17. Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m, где n > 3. Следую-
щие утверждения эквивалентны:

1. Φ конвертирует мажоризацию по направлению в сильную.

2. Выполнено одно из условий:

(a) Существуют такие S1, . . . , Sm ∈ Mn,m, что Φ(X) =
m∑
j=1

(etX(j))Sj.

(b) Существуют такие S ∈ Mm, P ∈ P (n) и R ∈ Mm, что rankR ≤ 1 и
Φ(X) = PXR + JXS.

Теорема 4.22 раздела 4.3 дает характеризацию линейных операторов, конвер-
тирующих слабую мажоризацию в сильную мажоризацию и мажоризацию по на-
правлению. В разделе 4.4 решается задача характеризации конвертеров в слабую
мажоризацию. Теорема 4.38 дает ответ в векторном случае. Оказывается, все та-
кие операторы должны сохранять векторную мажоризацию.

Теорема 4.38. Пусть ϕ — линейный оператор на Rn. Тогда следующие
утверждения эквивалентны:

1. ϕ сохраняет векторную мажоризацию.

2. ϕ конвертирует векторную мажоризацию в слабую.

3. Выполнено одно из условий:

(a) ϕ(x) = (etx)s для некоторого s ∈ Rn.

(b) ϕ(x) = αPx+ βJx для некоторых α, β ∈ R и P ∈ P (n).

Теорема 4.44 дает полную характеризацию в матричном случае.
Теорема 4.44. Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m. Тогда следующие

утверждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет сильную мажоризацию.
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2. Φ сохраняет мажоризацию по направлению.

3. Φ конвертирует сильную мажоризацию в мажоризацию по направлению.

4. Φ конвертирует сильную мажоризацию в слабую.

5. Φ конвертирует мажоризацию по направлению в слабую.

6. Выполнено одно из условий:

(a) Φ(X) =
m∑
j=1

(etX(j))Sj для некоторых S1, . . . , Sm ∈ Mn,m.

(b) Φ(X) = PXR + JXS для некоторых R, S ∈ Mm и P ∈ P (n).

Раздел 4.5 исследует конвертеры столбцовой мажоризации. Теорема 4.50 дает
полную характеризацию линейных конвертеров из столбцовой мажоризации. В
секции 4.5.3 найдены первые примеры линейных конвертеров, не сохраняющих
конвертируемые мажоризации.

В разделе 4.6 исследуются линейные операторы, сохраняющие мажоризацию
кортежей матриц. Теорема 4.81 дает соответствующий результат для слабой мажо-
ризации, теорема 4.78 — для сильной и по направлению. В разделе 4.7 изучаются
линейные операторы, сохраняющие матрицы с коэффициентами из заданного мно-
жества. В частности, в теореме 4.112 дается полный ответ для любого конечного
подмножества R.

Основные результаты диссертации

Основные результаты диссертации заключаются в следующем:

1. Решена задача нахождения минимального покрывающего класса для слабой
мажоризации и мажоризации по направлению. В частности, доказано, что
класс матриц с одинаковыми столбцовыми суммами, слабо мажорирующий-
ся одной матрицей, мажорируется одной матрицей по направлению.

2. Получены характеризации слабой, по направлению, сильной и строчной ма-
жоризаций (0, 1)-матриц. Доказано, что если A,B ∈ Mn,m(0, 1), то

• A ⪯w B ⇔ R(A) ⊆ R(B), где R(X) — множество строк X.
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• A ⪯s B ⇔ A ⪯d B ⇔ A = PB для некоторой P ∈ P (n).

• A ⪯r B ⇔
∑

i,j : aij=1

yij ≤
∑
j

max
k

(
∑

i : bij=1

yik) для любых Y ∈ Mn,m.

3. Исследованы линейные операторы, конвертирующие мажоризации матриц.
В частности,

• Доказано, что любой линейный конвертер из векторной мажоризации в
слабую должен сохранять векторную мажоризацию. Тем самым, усилен
классический результат Андо о линейных отображениях, сохраняющих
векторную мажоризацию.

• Получена характеризация линейных операторов, конвертирующих силь-
ную мажоризацию в слабую. Доказано, что все такие отображения со-
храняют сильную мажоризацию.

• Теорема Ли-Пуна о линейных отображениях, сохраняющих сильную ма-
жоризацию, доказана в более слабых предположениях.
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Глава 1

Основные понятия

Обозначения

• R — множество действительных чисел.

• Mn,m — множество всех действительных n×m матриц.
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• Mn — множество всех действительных n× n матриц.

• Mn,m(X) — множество n×m матриц с коэффициентами из множества X.

• GLn — множество обратимых матриц из Mn.

• aij — элемент i-й строки, j-го столбца матрицы A.

• A(j) — j-й столбец матрицы A.

• A(i) — i-я строка матрицы A.

• A(J ) — подматрица A, составленная из столбцов с индексами из J .

• A(I) — подматрица A, составленная из строк с индексами из I.

• A
(J )
(I) — подматрица A, составленная из строк с индексами из I и столбцов с

индексами из J .

• A ≥ B — aij ≥ bij для любых i, j.

• R(A) — множество строк матрицы A.

• C(A) — множество столбцов матрицы A.

• At — транспонированная матрица матрицы A.

• I — единичная матрица.

• O — нулевая матрица.

• Eij — матричная единица. Матрица с 1 в позиции (i, j) и 0 в остальных
позициях.

• P (n) — множество матриц перестановки порядка n.

• P(ij) — матрица транспозиции (ij), то есть P(ij) = I − Eii − Ejj + Eij + Eji.

• |X| — мощность множества X

• max(v) — максимальная координата вектора v.
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• min(v) — минимальная координата вектора v.

• v↓ — вектор, полученный из вектора v перестановкой координат в порядке
невозрастания.

• e — вектор-столбец, все координаты которого равны единице.

• J — квадратная матрица, все элементы которой равны единице.

• [Φ] — матрица оператора Φ в стандартном базисе.

• Ωn — множество дважды стохастических матриц порядка n.

• Ωrow
n — множество строчно-стохастических матриц порядка n.

• Ωcol
n — множество столбцово-стохастических матриц порядка n.

1.1 Мажоризация матриц и векторов

Определение 1.1. Матрица X ∈ Mn называется строчно-стохастической, если
все ее элементы неотрицательны и Xe = e. Множество всех строчно-стохастических
матриц порядка n обозначим Ωrow

n .

Определение 1.2. Матрица X ∈ Mn называется столбцово-стохастической,
если все ее элементы неотрицательны и etX = et. Множество всех столбцово-
стохастических матриц порядка n обозначим Ωcol

n .

Определение 1.3. Матрица X ∈ Mn называется дважды стохастической, если
она строчно-стохастическая и столбцово-стохастическая. Множество всех дважды
стохастических матриц порядка n обозначим Ωn.

Теорема Биркгофа — фон Ноймана дает описание множества Ωn.

Теорема 1.4. [30, теорема I.2.A.2] Множество Ωn есть выпуклая оболочка мно-
жества P (n).

Определение 1.5. Вектор a ∈ Rn мажорируется вектором b ∈ Rn (a ⪯ b), если

k∑
j=1

a↓j ≤
k∑

j=1

b↓j для k = 1, 2, . . . , n− 1 и
n∑

j=1

a↓j =
n∑

j=1

b↓j .
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Существует множество эквивалентных условий для векторной мажоризации.
Например, теорема Харди, Литлвуда и Пойа дает критерий мажоризации в тер-
минах дважды стохастических матриц.

Теорема 1.6. [30, теорема I.2.B.2], [19, теорема 46]
Пусть a, b ∈ Rn. Тогда a ⪯ b, если и только если a = Db для некоторой

D ∈ Ωn.

В различных задачах математики и ее приложений рассматривается множе-
ство подходов к обобщению мажоризации векторов на случай матриц. Приведем
некоторые из них.

Определение 1.7. Пусть A,B ∈ Mn,m.

• Сильная мажоризация: A ⪯s B, если существует такая D ∈ Ωn, что A =

DB.

• Мажоризация по направлению: A ⪯d B, если Av ⪯ Bv для любых v ∈ Rm.

• Слабая мажоризация: A ⪯w B, если существует такая R ∈ Ωrow
n , что A =

RB.

• Дважды-стохастическая мажоризация: A ⪯ds B, если существует такая
D ∈ Ωm, что A = BD.

• Строчная мажоризация: A ⪯r B, если существует такая R ∈ Ωrow
m , что

A = BR.

Классическая векторная мажоризация — частный случай сильной мажориза-
ции и мажоризации по направлению, когда матрицы A и B имеют лишь один
столбец. Векторная мажоризация также является частным случаем строчной ма-
жоризации, когда матрицы A и B состоят из двух строк, причем первые строки
равны et, см. [13].

Между собой введенные типы мажоризаций матриц соотносятся следующим
образом, см [13] и [32].

Теорема 1.8. [42, теорема 3.1] Пусть A,B ∈ Mn,m. Тогда

• A ⪯s B тогда и только тогда, когда At ⪯ds Bt,
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• Из A ⪯s B следует A ⪯d B, a из A ⪯d B следует A ⪯w B. Ни одна из
обратных импликаций, вообще говоря, не верна.

• Из A ⪯ds B следует A ⪯r B.

Лемма 1.9. Пусть A,B ∈ Mn,m и A ⪯ B, где ⪯ — один из типов мажоризации
из определения 1.7. Тогда rankA ≤ rankB.

Доказательство. По теореме 1.8 из A ⪯ B следует, что существует такая строчно-
стохастическая X, что A = XB или A = BX.

В работе будут использованы следующие характеризации мажоризаций мат-
риц.

Теорема 1.10. [32, предложение 3.3] Пусть A,B ∈ Mn,m. Тогда A ⪯w B, если
и только если R(A) ⊆ conv (R(B)).

Для матрицы A ∈ Mn,m и целого числа k, обозначим за A(k) матрицу размера(
n
k

)
×n, где строки A(k) есть средние арифметические всевозможных комбинаций

из k строк A.

Теорема 1.11. ([32, следствие 3.13]) Пусть A,B ∈ Mn,m. Тогда A ⪯d B тогда и
только тогда, когда

A(k) ⪯w B(k) (k ∈ {1, 2, . . . , [n
2
], n}).

Частный случай k = n дает следующее необходимое условие мажоризации по
направлению.

Следствие 1.12. Пусть A,B ∈ Mn,m и A ⪯d B. Тогда etA = etB.

Следующая теорема была доказана Далем в [13]. Мы приводим другую ее фор-
мулировку, которую можно найти в [32].

Теорема 1.13. [32, теорема 3.9] Пусть A,B ∈ Mn,m. Тогда A ⪯s B, если и
только если для любой выпуклой функции f : V → R выполнено

n∑
j=1

f(A(j)) ≤
n∑

j=1

f(B(j)),

где V ⊆ Rm — такое выпуклое множество, что R(A) ∪ R(B) ⊆ V . Здесь про-
странство строк матрицы рассматривается как подпространство Rm.
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1.2 Линейные операторы, сохраняющие мажори-
зацию матриц

Изучение линейных операторов, сохраняющих инварианты, началось с работ
Фробениуса [17], Шура [39] и Дьедонне [16]. Такие операторы играют важную
роль в теории мажоризаций. Они, в частности, позволяют строить новые пары,
упорядоченные в смысле мажоризации, из других уже известных упорядоченных
пар.

Определение 1.14. Пусть V — векторное пространство над полем F, а ≺ —
бинарное отношение на пространстве V . Линейный оператор ϕ на V сохраняет
отношение ≺, если для любых a, b ∈ V из a ≺ b следует ϕ(a) ≺ ϕ(b).

Теория линейных операторов, сохраняющих мажоризации матриц, стала ак-
тивно развиваться, начиная с работы Андо [1].

Теорема 1.15. [1, следствие 2.7] Пусть Φ — линейный оператор на Rn. Тогда
следующие утверждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет векторную мажоризацию.

2. Выполнено одно из следующих утверждений

(a) Φ(x) = (etx)s для некоторого s ∈ Rn.

(b) Φ(x) = αPx+ βJx для некоторых α, β ∈ R и некоторой P ∈ P (n).

После работы Андо многие авторы внесли свой вклад в нахождение операто-
ров, сохраняющих различные типы мажоризаций матриц, см. [5, 6, 27, 20, 21, 36,
44] и содержащиеся в них ссылки. Приведем некоторые из этих результатов.

Теорема 1.16. [27, теорема 2] Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m. Следу-
ющие утверждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет мажоризацию по направлению.

2. Φ сохраняет сильную мажоризацию.

3. Для любых A,B ∈ Mn,m из A ⪯s B следует Φ(A) ⪯d Φ(B).
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4. Выполнено одно из следующих утверждений:

(a) Φ(X) =
m∑
j=1

(etX(j))Sj для некоторых S1, . . . , Sm ∈ Mn,m.

(b) Φ(X) = PXR + JXS для некоторых R, S ∈ Mm и P ∈ P (n).

Теорема 1.17. [20] Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m. Следующие утвер-
ждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет слабую мажоризацию.

2. Выполнено одно из следующих утверждений:

(a) Φ(X) = PXL для некоторых L ∈ Mm и P ∈ P (n).

(b) n = 2 и Φ(X) =

(
a b

b a

)
XL для некоторых L ∈ Mm и a, b ∈ R, ab ≤ 0.

Характеризация линейных операторов, сохраняющих строчную мажоризацию
была найдена в [21].

Существует множество типов мажоризаций, которые можно определить на
пространстве матриц. Естественным образом возникает задача характеризации
отображений, конвертирующих один тип мажоризации в другой.

Определение 1.18. Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m, а ⪯x,⪯y — два типа
мажоризации. Тогда Φ конвертирует мажоризацию ⪯x в мажоризацию ⪯y, если
для любых A,B ∈ Mn,m из A ⪯x B следует Φ(A) ⪯y Φ(B).

Заметим, что один из типов таких отображений, а именно, конвертеры из силь-
ной мажоризации в мажоризацию по направлению найден в теореме 1.16, пункт
3.

Глава 2

Мажоризация классов матриц
В этой главе мы вводим понятие мажоризации классов матриц и изучаем свой-

ства этого отношения.
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Определение 2.1. Пусть A и B — два конечных класса матриц из Mn,m. Говорим,
что A мажорируется B, если

для любой A ∈ A существует такая матрица BA ∈ B, что A ⪯ BA. (1)

Если это условие выполнено, пишем A⊴B, и называем такое отношение мажори-
зацией классов матриц. Мы также используем обозначение ⊴s, когда ⪯ есть ⪯s,
и аналогично для других типов мажоризации.

Пример 2.2. 1. Если A = {A} и B = {B}, то A⊴ B означает, что A ⪯ B. Та-
ким образом, мажоризация классов матриц обобщает мажоризацию матриц
и векторную мажоризацию.

2. Предположим, что B = {B}. Тогда A ⊴ B означает, что A ⪯ B для любых
A ∈ A.

3. Предположим, что A = {A}. Тогда A⊴B означает, что A ⪯ B для некоторой
B ∈ B.

2.1 Приложения

Понятия, вводимые в этой главе, мотивированы некоторыми базовыми вопро-
сами математической статистики. Ниже мы коротко их опишем.

Основная идея теории статистических экспериментов — сравнивать два ста-
тистических эксперимента по отношению к понятию “риска”. Наиболее полное из-
ложение этой теории можно прочитать в монографии Торгерсена [40]. Первона-
чальное развитие этой области происходило в 1950-х годах, и появилось в работах
Халмоса и Бахадура [18], Блэквела [8] и ЛеКама [11].

Рассмотрим пример использования мажоризаций матриц в теории статистиче-
ских экспериментов.

Пример 2.3. Рассмотрим два медицинских прибора для измерения давления.
Приборы имеют простую шкалу: низкое (L), среднее (M) и высокое (H) давление.
Из-за качества приборов показания могут быть неточны. Вероятности разных от-
ветов для разных исходных значений можно описать строчно-стохастическими
матрицами, в которых и строки, и столбцы отвечают L, M, и H. Приборы можно
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задавать квадратными матрицами следующим образом: (i, j)-й элемент матрицы
есть вероятность того, что прибор покажет j, если правильный ответ — i. Пред-
положим, два эксперимента заданы матрицами E и F ,

E =

0.7 0.3 0

0 1 0

0 0 1

 , F =

0.55 0.39 0.06

0.2 0.6 0.2

0 0.3 0.7

 .

Рассмотрим прибор, задаваемый матрицей E. Предположим, что он предска-
зал j. Если j = 1 (т. е. L), мы можем точно заключить, что верное значение
параметра i есть 1, а если j = 3, то возможно только i = 3. Если, однако, j = 2,
то i может быть как 1, так и 2. Поскольку прибор говорит, что j = 2 с вероятно-
стью 0.3, если i = 1 и всегда, когда i = 2, мы можем заключить, что i = 2 более
вероятно, хотя это зависит от априорных вероятностей i = 1 и i = 2.

Таким образом, эксперимент E дает много информации о неизвестном пара-
метре i, и прибор можно считать хорошим. Что же касается прибора, заданного
матрицей F , то здесь ситуация другая: для любой реализации j существует по
крайней мере два возможных значения i, и вероятности разных истинных ответов
достаточно близки. Итак, прибор/эксперимент E кажется лучше, чем F . На самом
деле, можно проверить, что E более информативен, чем F , используя следующий
метод.

Пусть

X =

0.7 0.3 0

0.2 0.6 0.2

0 0.3 0.7

 .

Заметим, что X также строчно-стохастическая. Кроме того, легко проверить, что
EX = F . Из этого следует, что матрица E строчно мажорирует матрицу F . Так
называемый, рандомизационный критерий в теории статистических эксперимен-
тов говорит, что (относительно некоторых слабых предположений, выполненных в
этом случае) E более информативен, чем F тогда и только тогда, когда существует
строчно-стохастическая матрица X, такая, что EX = F .

Теперь мы расширим описанное упорядочивание пар экспериментов до сравне-
ния множеств экспериментов. Пусть A = {E1, E2, . . . , Ep} и B = {F1,F2, . . . ,Fq}
— два множества приборов, исследующих одну и ту же величину. Предположим,
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что статистик A выбирает прибор из множества A, а другой статистик B из мно-
жества B. Кто из них может получить больше информации о неизвестном пара-
метре? Мы можем ввести следующее понятие, чтобы смоделировать эту ситуацию:
говорим, что B более информативно, чем A, если для любого Ej (j ≤ p), суще-
ствует такое i ≤ q, что Fi более информативен, чем Ej. Другими словами, какой
бы эксперимент статистик A ни выбрал из A, статистик B может найти более ин-
формативный из B, то есть B имеет больше информации для принятия решений.
Таким образом, естественной интерпретацией большего качества B по сравнению
с A является отношение A⊴r B.

2.2 Основные свойства мажоризации классов мат-
риц

Лемма 2.4. Пусть A и B — два класса матриц из Mn,m. Тогда

• Из A ⪯s B следует A ⪯d B.

• Из A ⪯d B следует A ⪯w B.

• Из A ⪯ds B следует A ⪯r B.

Кроме того, ни одна из обратных импликаций, вообще говоря, не верна.

Доказательство. Следует из соответствующего утверждения для матриц, теоре-
ма 1.8.

Рассмотрим подробнее пункт 2 примера 2.2 в случае векторной мажоризации,
то есть ⪯s при m = 1.

Предложение 2.5. Пусть b = (b1, b2, . . . , bn)
t и aj = (aj1, a

j
2, . . . , a

j
n)

t — векторы
в Rn (j ≤ p). Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1. {a1, a2, . . . , ap}⊴s {b}.

2. max
j≤p

k∑
i=1

aj[i] ≤
k∑

i=1

b[i] для любого k < n и
n∑

i=1

aji =
n∑

i=1

bi для любого j ≤ p.

3. Существуют такие матрицы Xj ∈ Ωn, что aj = Xjb для любого j ≤ p.
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4. {Paj : P ∈ P (n), j ≤ p} ⊆ conv (Pb : P ∈ P (n)).

Доказательство. Это непосредственно следует из общей теории мажоризаций,
см., например, Теорему P1 в [32].

Рассмотрим два матричных класса U ⊆ Mn,m и V ⊆ Mm,k. Определим

A ◦ B = {AB : A ∈ A, B ∈ B} ⊆ Mn,k,

множество попарных произведений.
Напомним, что Ωrow

n (соответственно, Ωn) обозначает множество всех строчно-
стохастических (соответственно, дважды стохастических) матриц порядка n. То-
гда для матричных классов A,B ⊆ Mn,m имеют место следующие критерии ма-
жоризации классов матриц:

• Дважды-стохастическая мажоризация: A ⊴ds B, если и только если A ⊆
B ◦ Ωm.

• Строчная мажоризация: A⊴r B, если и только если A ⊆ B ◦ Ωrow
m .

• Слабая мажоризация: A⊴w B, если и только если A ⊆ Ωrow
n ◦ B.

• Сильная мажоризация: A⊴s B, если и только если A ⊆ Ωn ◦ B.

Предложение 2.6. Пусть A, B и C – классы матриц из Mn,m. Тогда

1. A⊴A.

2. Если A⊴ B и B ⊴ C, то A⊴ C.

3. Если A⊴ B, то
max
A∈A

rankA ≤ max
B∈B

rankB.

4. Если A⊴ B, то
max
A∈A

| detA| ≤ max
B∈B

| detB|.

29



Доказательство. Утверждения 1 и 2 выполнены по определению.
3. По лемме 1.9 из A ⪯ B следует, что rankA ≤ rankB. Тогда для любой A ∈ A

существует такая B ∈ B, что rankA ≤ rankB.
4. Если X строчно-стохастическая, то | detX| ≤ 1, поэтому из A ⪯ B следует,

что | detA| ≤ | detB|. Тогда для любой A ∈ A существует такая B ∈ B, что
| detA| ≤ | detB|.

Существует аналог предложения 1.10 для классов матриц. Напомним, что R(A)

обозначает множество строк матрицы A. Определим также для класса матриц
A ⊆ Mn,m множество R(A) =

⋃
{R(A) : A ∈ A}. Аналогично, множество столб-

цов матрицы или класса матриц обозначается C(A) и C(A), соответственно.

Предложение 2.7. Пусть A, B — классы матриц из Mn,m. Тогда из A⊴B, где
⊴ есть ⊴s, ⊴d или ⊴w, следует, что R(A) ⊆ conv (R(B)).

Доказательство. Для матриц A и B, если A ⪯ B для одного из порядков ⪯s

или ⪯d, то A ⪯w B. По предложению 1.10 каждая строка A является выпуклой
комбинацией строк B. В итоге, для любого xt ∈ R(A) существует такая B ∈ B,
что xt ∈ conv (R(B)), то есть xt ∈ conv (R(B)).

Пусть A, B — классы матриц в Mn,m. Тогда из R(A) ⊆ conv (R(B)), вообще
говоря, не следует A ⪯w B, как показывает следующий пример.

Пример 2.8. Пусть A = {A1} = {

(
1 0

−1 0

)
} и B = {

(
2 0

0 0

)
,

(
−2 0

0 0

)
}.

Тогда R(A1) ⊆ conv (R(B)), но
(
1 0

)
̸∈ conv (R(B2)) и

(
−1 0

)
̸∈ conv (R(B1)).

Из этого следует, что A1 ̸⪯w Bi, i = 1, 2 и, в результате, A ⋬wB.

Пусть A ∈ Mn,m, v ∈ Rn. Обозначим через [A, v] ∈ Mn,m+1 матрицу, в которой
первые m столбцов совпадают с A, а последний столбец равен вектору v. Пусть
[ Avt ], где v ∈ Rm, обозначает аналогичную конкатенацию строки.

Для A = {Ai : 1 ≤ i ≤ p} и v ∈ Rn (соответственно, v ∈ Rm) класс
[A, v] (соответственно, [ Avt ]) обозначает класс, полученный из расширенных мат-
риц: {[Ai, v] : 1 ≤ i ≤ p} (соответственно, {[ Ai

vt
] : 1 ≤ i ≤ p}). Напомним, что e —

вектор из единиц.

Предложение 2.9. Пусть A и B — классы матриц из Mn,m. Тогда,
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• Если ⊴ есть ⊴s, ⊴d или ⊴w, то A⊴B тогда и только тогда, когда [A, e]⊴

[B, e].

• A⊴ds B тогда и только тогда, когда [ Aet ]⊴
ds [ Bet ].

Доказательство. Напрямую следует из определений.

Пусть A ∈ Mn,m. Напомним, что для J ⊂ {1, 2, . . . ,m} A(J ) обозначает подмат-
рицу A, столбцы которой состоят из столбцов A с индексами из J . Аналогично,
для I ⊂ {1, 2, . . . , n} A(I) обозначает подматрицу A, строки которой есть строки
A с индексами из I.

Для A = {Ai, i ∈ {1, 2, . . . , p}} A(I) обозначает класс, состоящий из соответ-
ствующих матриц, A(I) = {Ai(I), i ∈ {1, 2, . . . , p}}, и аналогично для столбцов.

Лемма 2.10. Пусть A и B — классы матриц из Mn,m, I ⊆ {1, . . . , n} и J ⊆
{1, . . . ,m}. Тогда верны утверждения:

• Если ⊴ есть ⊴s, ⊴d или ⊴w, то из A⊴ B следует A(J ) ⊴ B(J ).

• Если ⊴ есть ⊴ds или ⊴r, то из A⊴ B следует A(I) ⊴ B(I).

Доказательство. Эта лемма следует из аналогичного результата для матриц (см.
[13, теорема 2.1(iii)] для ⪯ds и ⪯r и [32, предложение 3.5] для ⪯s, ⪯d и ⪯w).

Напомним, что для матрицы A ∈ Mn,m и целого числа k, A(k) обозначает
матрицу размера

(
n
k

)
×m, где строки A(k) есть средние арифметические всевоз-

можных комбинаций из k строк A.
Для A = {Ai, i ∈ {1, 2, . . . , p}} и целого числа k, положим A(k) = {Ai(k), i ∈

{1, 2, . . . , p}}.

Следствие 2.11. Пусть A и B — два класса матриц из Mn,m. Тогда из A⊴d B
следует A(k)⊴w B(k) для k = 1, 2, . . . , [n2 ] и k = n.

Доказательство. Получается из аналогичного результата для матриц, теорема
1.11.

Обратное утверждение неверно, как показывает следующий пример.
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Пример 2.12. Пусть A = {A1} = {

(
0 0

2 0

)
} и B = {B1, B2}, где B1 =

(
0 0

3 0

)
, B2 =(

1 1

1 −1

)
. Легко видеть, что A1 ⪯w B1 и etA1 = etB2, т. е. A1(1) ⪯w B1(1) и

A1(2) ⪯w B2(2). Тогда A(k) ⊴w B(k) для k = 1, 2. Но etA1 ̸= etB1 и A1 ̸⪯w B2, то
есть A ⋬dB.

Теорема 2.13. Пусть A и B — два класса матриц из Mn,m. Если A⊴ B, где ⊴

есть ⊴s, ⊴d или ⊴w, то ⋂
B∈B

kerB ⊆
⋂
A∈A

kerA.

Доказательство. Эта теорема следует из того, что kerB ⊆ kerA при A ⪯w B.

2.3 Минимальные покрывающие классы

Идея, лежащая в основе мажоризации классов матриц, мотивирует исследо-
вать вопрос, которому посвящен этот раздел: насколько маленьким может быть
множество B при условии, что A ⊴ B. Формально, для заданного класса матриц
A определить

min{|B| : A⊴ B} (2)

и, если возможно, предъявить пример такого класса.
Это один из видов задач покрытия, задача зависит от типа мажоризации ⪯.

Говорим, что B — минимальный покрывающий класс для A, если A ⊴ B и коли-
чество матриц в B минимально (2).

2.3.1 Слабая мажоризация

Вообще говоря, для класса матриц A может не существовать такой матрицы
B, что A⊴w B, где B = {B}. Следующий пример это демонстрирует.

Пример 2.14. Пусть A = {A1, A2} = {

(
0 1

1 1

)
,

(
0 2

1 2

)
}. Тогда для любого

B ∈ M2 множество conv (R(B)) — отрезок на плоскости, поскольку conv (R(B))

является выпуклой оболочкой двух точек в двухмерном пространстве. Тогда он не
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может содержать одновременно R(A1) и R(A2). Следовательно, по теореме 1.10,
не существует такой B, что A⊴w {B}.

Замечание 2.15. Конструкция, построенная в примере выше показывает, что
для любого p существует такой класс матриц A = {A1, A2, . . . , Ap}, что min{|B| :
A⊴w B} = p.

Чтобы это продемонстрировать, рассмотрим следующий пример.

Пример 2.16. Пусть A = {A1, A2, . . . , Ap}, такой, что As =

(
0 s

1 s

)
, s = 1, . . . , p.

Тогда, как и в примере выше, по теореме 1.10 не существует такой B, что |B| < p

и A⊴w B.

Пусть A — такой класс матриц, что A ⊴w {B} для некоторой матрицы B.
Тогда, вообще говоря, может не существовать такой матрицы C, что A ⊴s {C},
как показывает следующий пример.

Пример 2.17. Пусть A = {A1, A2}, где A1 =

(
1 0

0 1

)
, A2 =

(
1/2 0

1/2 1

)
. Тогда

A⊴w {A1}. Предположим, что существует такая матрица C, что A1 ⪯s C и A2 ⪯s

C. Из этого следует, что A1 =

(
x 1− x

1− x x

)
C для некоторого x, 0 ≤ x ≤ 1, и

A2 = DC для некоторой D ∈ Ω2. Тогда C−1 =

(
x 1− x

1− x x

)
. Из этого следует,

что D = A2C
−1 =

(
x
2

1−x
2

1− x
2

1+x
2

)
. Но тогда De ̸= e и D ̸∈ Ω2, противоречие.

Классическая векторная мажоризация имеет красивую геометрическую интер-
претацию, которая получается из теоремы Радо([30]): для y, x ∈ Rn, y мажорирует-
ся x, если и только если y лежит в выпуклой оболочке всех векторов, полученных
перестановками элементов x. Геометрия строчной мажоризации была исследована
в [13, 14]. Следующие результаты продолжают геометрический подход к мажори-
зациям.

Напомним, что мы рассматриваем конечные классы матриц.

Лемма 2.18. Пусть A — класс матриц из Mn,m. Тогда следующие утверждения
эквивалентны:
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• Существует такая B ∈ Mn,m, что A⊴w {B}

• Все точки R(Ai), соответствующие строкам всех матриц Ai ∈ A, лежат
в одной аффинной плоскости размерности не больше n− 1.

Доказательство. В силу конечности класса A утверждение напрямую следует из
теоремы 1.10.

В частности, получаем

Следствие 2.19. Пусть A — класс матриц в Mn,m, где n > m. Тогда

min{|B| : A⊴w B} = 1.

Лемма 2.18 и следствие 2.19 и дают полную характеризацию классов мат-
риц, слабо мажорирующихся одной матрицей. Опишем явный способ нахождения
покрывающей матрицы. Задача сводится к нахождению множества не более n

вектор-строк, выпуклая оболочка которых содержит все строки матриц класса A.
Центр тяжести (или барицентр) множества — центр масс всех его точек.

Определение 2.20. Пусть α > 0. Назовем α-гомотетией множества

{v0, . . . , vk} ⊆ Rm множество {αv0+ 1−α
k+1

k∑
i=0

vi, . . . , αvk+
1−α
k+1

k∑
i=0

vi}. Другими слова-

ми, это точки, получающиеся из исходных α-гомотетией с центром в барицентре
v0, . . . , vk.

Лемма 2.21. Пусть v0, . . . , vk ∈ Rm и α2 > α1 > 0. Тогда α1-гомотетия мно-
жества {v0, . . . , vk} содержится в выпуклой оболочке α2-гомотетии этого мно-
жества.

То есть для любого q ∈ {0, . . . , k} выполнено

α1vq +
1− α1

k + 1

k∑
i=0

vi ∈ conv ({α2v0 +
1− α2

k + 1

k∑
i=0

vi, . . . , α2vk +
1− α2

k + 1

k∑
i=0

vi}).

Доказательство. Рассмотрим произвольное q ∈ {0, . . . , k}. Определим β0, . . . , βk

системой

βq =
kα1+α2

α2(k+1)

βj =
α2−α1

α2(k+1) , j ̸= q
. Заметим, что β0, . . . , βk ≥ 0 поскольку α2 > α1.

Кроме того,
k∑

j=0

βj =
k(α2−α1)+kα1+α2

α2(k+1) = 1.
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Рассмотрим выпуклую оболочку α2-гомотетии с коэффициентами β0, . . . , βk.

Получаем β0(α2v0+
1−α2

k+1

k∑
i=0

vi)+ . . .+βk(α2vk+
1−α2

k+1

k∑
i=0

vi) = β0α2v0+ . . .+βkα2vk+

1−α2

k+1

k∑
i=0

vi =
k∑

i=0

(βiα2+
1−α2

k+1 )vi = (βqα2+
1−α2

k+1 )vq+
∑
j ̸=q

(βjα2+
1−α2

k+1 )vj =
kα1+α2+1−α2

k+1 vq+∑
j ̸=q

α2−α1+1−α2

k+1 vj = (α1 +
1−α1

k+1 )vq +
∑
j ̸=q

1−α1

k+1 vj = α1vq +
1−α1

k+1 (v0 + . . . + vk), что и

требовалось доказать.

Определение 2.22. Точки v0, . . . , vk аффинной плоскости называются аффин-
но зависимыми, если они лежат в плоскости размерности меньше k, и аффинно
независимыми в противном случае.

Следующая теорема дает явный способ найти k+1 точку k-мерного простран-
ства, выпуклая оболочка которых содержит заданное конечное множество точек
этого пространства.

Теорема 2.23. Пусть u1, . . . , us ∈ Rm лежат в аффинной плоскости P размер-
ности k. Пусть v0, . . . , vk — произвольные аффинно независимые точки плос-
кости P . Тогда существует такое α > 0, что все точки u1, . . . , us лежат в
выпуклой оболочке α-гомотетии {v0, . . . , vk}.

Доказательство. Рассмотрим барицентрические координаты произвольной точ-

ки u ∈ {u1, . . . , us}, u = λ0v0 + . . . + λkvk,
k∑

i=0

λi = 1. Если все координаты λi

неотрицательны, то u ∈ conv (v0, . . . , vk) и доказывать нечего. В противном слу-
чае, не ограничивая общности, предположим, что λ0 — минимальная координата.
Заметим, что λ0 < 0.

Пусть α = 1 − λ0(k + 1). Тогда u = λ0v0 + . . . + λkvk = (λ1 − λ0)v1 + . . . +

(λk − λ0)vk + λ0(
k∑

i=0

vi) = λ1−λ0

α αv1 + . . . + λk−λ0

α αvk + λ0(
k∑

i=0

vi) = λ1−λ0

1−λ0(k+1)αv1 +

. . .+ λk−λ0

1−λ0(k+1)αvk+λ0(
k∑

i=0

vi). Заметим, что λi−λ0

1−λ0(k+1) ≥ 0 для любого i ∈ {0, . . . , k},

поскольку λi ≥ λ0. Кроме того,
k∑

i=1

λi−λ0

1−λ0(k+1) =
k∑

i=0

λi−λ0

1−λ0(k+1) =

k∑
i=0

λi−λ0(k+1)

1−λ0(k+1) = 1 и

λ0 =
1−α
k+1 .
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В итоге, u =
k∑

i=1

λi−λ0

1−λ0(k+1)αvi +
1−α
k+1

k∑
l=0

vl =
k∑

i=1

λi−λ0

1−λ0(k+1)(αvi +
1−α
k+1

k∑
l=0

vl) лежит в

выпуклой оболочке α-гомотетии {v0, . . . , vk}.
В силу произвольности u, для любого ui, i = 1, . . . , s существует такое αi > 0,

что ui лежит в выпуклой оболочке αi-гомотетии {v0, . . . , vk}. Пусть α = max
i

αi.
Тогда, по лемме 2.21, множество {u1, . . . , us} лежит в выпуклой оболочке α-гомотетии
множества {v0, . . . , vk}.

Лемма 2.18 позволяет решить задачу нахождения минимального покрывающе-
го класса в случае слабой мажоризации.

Задача 2.24. Для произвольного конечного класса A в Mn,m найти минималь-
ный покрывающий класс в смысле слабой мажоризации.

Решение.

1. Перебираем возможные размеры минимального покрывающего класса s =

1, . . . , |A|.

2. Рассмотрим все возможные разбиения A на s. подмножеств

3. С помощью критерия в лемме 2.18 для каждого подмножества проверяем,
существует ли такая B ∈ Mn,m, что {Ai1, Ai2, . . . , Aiq}⊴wB. Если существует,
то соответствующую матрицу можно найти по теореме 2.23. Действительно,
по лемме 2.18 все точки {R(Ai1), . . . ,R(Aiq)} лежат в одной аффинной плос-
кости размерности k ≤ n− 1. Тогда теорема 2.23 позволит найти k + 1 ≤ n

точек v1, . . . , vk+1 ∈ Rm (рассматриваемых как вектор-строки), в выпуклой
оболочке которых содержатся все строки матриц Ai1, . . . , Aiq . Тогда матрица

B =


v1
v2
...

vk+1

0
...
0

 мажорирует класс {Ai1, . . . , Aiq}.

Таким образом, в случае слабой мажоризации, решена задача нахождения ми-
нимального покрывающего класса B для произвольного класса A ⊆ Mn,m.
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Замечание 2.25. Если точки Rm, соответствующие строкам матрицы A1 ∈ Mn,m,
аффинно независимы, то гиперплоскость, содержащая выпуклую оболочку строк
A1 определяется однозначно. Предположим, что строки A2 ∈ Mn,m тоже аффинно
независимы. Тогда существует такая B, что Ai ⪯w B, если и только если гипер-
плоскости, содержащие A1 и A2 совпадают.

2.3.2 Мажоризация по направлению

Перейдем к рассмотрению мажоризации по направлению.

Предложение 2.26. Пусть A — класс матриц из Mn,m. Тогда

min{|B| : A⊴d B} ≥ ΣA,

где ΣA — количество матриц в A с различными столбцовыми суммами.

Доказательство. Если A ⪯d B, то столбцовые суммы A и B совпадают по след-
ствию 1.12, т. е. etA = etB. Из этого следует, что для любой Ai ∈ A существует
такая Bj ∈ B, что etAi = etBj, тогда min{|B| : A⊴d B} ≥ ΣA.

Как показывает следующий пример, неравенство в предложении выше может
быть строгим.

Пример 2.27. Пусть A1 =

(
2 2

0 0

)
, A2 =

(
2 1

0 1

)
. Тогда etA1 = etA2 =

(
2 2

)
,

то есть ΣA = 1. Однако, по теореме 1.10, не существует такой матрицы B, что
A1 ⪯w B и A2 ⪯w B, а поскольку из ⪯d следует ⪯w, не существует такой матрицы
B, что A1 ⪯d B и A2 ⪯d B, что и требовалось доказать.

Напомним, что для заданной матрицы A ∈ Mn,m, матрица A(k) ∈ M(nk),m
— это

матрица, строки которой есть средние арифметические всевозможных комбинаций
из k строк A.

Определение 2.28. Для любой матрицы X ∈ Mn,m, PX обозначает политоп в
Rm с n вершинами, отвечающими строкам X. Для удобства предположим, что
вершин у PX ровно n, даже если некоторые из них совпадают.
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Лемма 2.29. Пусть X ∈ Mn,m. Тогда 1
ne

tX — барицентр PX .

Доказательство. По определению, PX имеет ровно n вершин.
Заметим, что лемма 2.29, вообще говоря, неверна для conv (R(X)), как пока-

зывает следующий пример:

Пример 2.30. Пусть X =

0 0

0 0

3 0

 . Тогда conv (R(X)) — отрезок с началом в

(
0 0

)
и концом в

(
3 0

)
, а PX — политоп с тремя вершинами

(
0 0

)
,
(
0 0

)
и
(
3 0

)
. Из этого следует, что барицентр conv (R(X)) отличается от

(
1 0

)
=

1
3e

tX.

Рассмотрим следующее достаточное условие покрытия класса одной матрицей
в смысле мажоризации по направлению.

Лемма 2.31. Пусть A — класс матриц из Mn,m. Предположим, что существу-
ет такая матрица B ∈ Mn,m, что A⊴w {B} и etB = etAi для любой Ai ∈ A.

Если существует такая C ∈ Mn,m, что

etB = etC и conv (R(B)) ⊆
⋂

k=1,...,[n2 ]

conv (R(C(k))),

то A⊴d {C}.

Доказательство. Нетрудно проверить, что для любого X ∈ Mn,m и всех k ≤
n выполнено R(X(k)) ⊆ conv (R(X)), поскольку строки X(k) есть выпуклые
комбинации строк X.

Рассмотрим произвольную Ai ∈ A. По условию, etC = etB = etAi и Ai ⪯w B.
Последнее означает, что R(Ai) ⊆ conv (R(B)). В итоге, для любого k ≤ [n2 ]:

R(Ai(k)) ⊆ conv (R(Ai)) ⊆ conv (R(B)) ⊆ conv (R(C(k))).

Получается, etAi = etC и Ai(k) ⪯w C(k) для любого k ≤ [n2 ]. Значит Ai ⪯d C

по теореме 1.11. В силу произвольности i получаем A⊴d {C}.
Пусть D ∈ Mn,m. Для k ≤ [n2 ] обозначим вершины PD(k) через Dk

(i), i =

1, 2, . . . ,
(
n
k

)
. Вершины PD обозначаются D(i). Пусть точка O — барицентр PD.
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Лемма 2.32. Пусть D ∈ Mn,m, k ≤ [n2 ]. Тогда барицентры PD и PD(k) совпадают.

Доказательство. Следует из определения D(k).

Лемма 2.33. Пусть D ∈ Mn,m, k ≤ [n2 ]. Тогда векторы
−−−→
ODk

(i), i = 1, 2, . . . ,
(
n
k

)
,

линейно выражаются через векторы
−−−→
OD(q), q = 1, 2, . . . , n.

Доказательство. По определению D(k), для любого i ∈ {1, 2, . . . ,
(
n
k

)
} выполнено

−−−→
ODk

(i) =
1

k

(−−−−→
OD(i1) + · · ·+

−−−−→
OD(ik)

)
(3)

для некоторых различных i1, . . . , ik ≤ n.
Тогда для произвольного j = 1, 2, . . . , n существует ровно

(
n−1
k−1

)
вершин Dk

(i),
таких, что соответствующее выражение (3) содержит D(j). Такие вершины обозна-
чим jD

k
(u), u = 1, 2, . . . ,

(
n−1
k−1

)
. Следовательно таких вершин Dk

(i), что соответству-
ющее им выражение (3) не содержит D(j) ровно

(
n
k

)
−
(
n−1
k−1

)
=
(
n−1
k

)
. Обозначим их

AAj
Dk

(v), v = 1, 2, . . . ,
(
n−1
k

)
. Просуммируем все векторы

−−−−→
O jD

k
(u) и выразим их через

(3). Тогда получается

(n−1
k−1)∑
u=1

−−−−→
O jD

k
(u) = s

−−−→
OD(j) + t(

−−−→
OD(1) + · · ·+

−−−−−→
OD(j−1) +

−−−−−→
OD(j+1) + · · ·+

−−−→
OD(n)) (4)

для некоторых s и t. Заметим, что s > t, поскольку разложение (3) каждого
−−−−→
O jD

k
(i)

содержит
−−−→
OD(j). Теперь просуммируем все векторы

−−−−→
O

AAj
Dk

(v), чтобы получить

(n−1
k )∑

v=1

−−−−→
O

AAj
Dk

(v) = l
(−−−→
OD(1) + · · ·+

−−−−−→
OD(j−1) +

−−−−−→
OD(j+1) + · · ·+

−−−→
OD(n)

)
(5)

для некоторого l.
Таким образом, домножая (4) на l, а (5) на t, получаем

s · l ·
−−−→
OD(j) = l ·

(n−1
k−1)∑
u=1

−−−−→
O jD

k
(u) − t ·

(n−1
k )∑

v=1

−−−−→
O

AAj
Dk

(v). (6)

Теперь найдем s, l и t из равенства (6).
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Лемма 2.34. Параметры s, l и t леммы 2.33 удовлетворяют равенствам:

s =

(
n−1
k−1

)
k

, t =

(
n−2
k−2

)
k

и l =

(
n− 2

k − 1

)
.

Доказательство. Как было отмечено в доказательстве леммы 2.33, векторов
−−−−→
O jD

k
(u)

ровно
(
n−1
k−1

)
. Тогда вектор

−−−→
OD(j) появляется в левой части равенства (4)

(
n−1
k−1

)
раз

с множителем 1/k, то есть s =
(n−1
k−1)
k .

Фиксируем i ̸= j, i ≤ n. Таких векторов
−−−−→
O jD

k
(u), в разложение (3) которых

входят
−−−→
OD(i) и

−−−→
OD(j) ровно

(
n−2
k−2

)
, поскольку мы выбираем (k− 2) векторов

−−−→
OD(q)

среди (n− 2) оставшихся векторов. Таким образом, t = (n−2
k−2)
k .

Наконец, векторов
−−−−→
O

AAj
Dk

(i) ровно
(
n−1
k

)
. Тогда из равенства (5) получаем k

(
n−1
k

)
=

l(n− 1). Следовательно l =
(
n−2
k−1

)
.

Лемма 2.35. Пусть D ∈ Mn,m и точка O — барицентр PD. Положим α =

max
k=1,...,[n2 ]

(k + (k−1)
k (
(
n
k

)
− 1)). Пусть C ∈ Mn,m — такая матрица, что PC получа-

ется из PD α-гомотетией с центром O. Тогда

conv (R(D)) ⊆
⋂

k=1,...,[n2 ]

conv (R(C(k))).

Доказательство. Заметим, что
(nk)∑
i=1

−−−→
ODk

(i) =
−→
OO = 0, поскольку O — барицентр P .

Тогда −
−−−→
ODk

(j) =
∑
i ̸=j

−−−→
ODk

(i).

В таком случае, из равенства (6) следует
−−−→
OD(j) =

1
s

∑−−−−→
O jD

k
(i) +

t
sl

∑
q∈Q

∑
i̸=q

−−−→
ODk

(i),

где Q — множество всех таких индексов q, что
−−−→
ODk

(q) есть
−−−−→
O

AAj
Dk

(v) для некоторого
v ∈ {1, 2, . . . ,

(
n−1
k

)
}.

Тогда
−−−→
OD(j) — линейная комбинация векторов

−−−→
ODk

(i) с положительными ска-
лярами. Сумма всех скаляров равна(

n−1
k−1

)
s

+
t

sl

(
n− 1

k

)
(

(
n

k

)
− 1) =: α(k).
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Подставив значения s, l, t, найденные в лемме 2.34, получим

α(k) = k +

(
n−2
k−2

)(
n−1
k−1

)(
n−2
k−1

)n− 1

k

(
n− 2

k − 1

)
(

(
n

k

)
− 1) =

= k +
(k − 1)

(
n−2
k−2

)
(n− 1)

(
n−2
k−2

)n− 1

k
(

(
n

k

)
− 1) = k +

(k − 1)

k
(

(
n

k

)
− 1).

Пусть α = max
k=1,...,[n2 ]

α(k). Тогда

−−−→
OD(j) =

1
s

∑
α
−−−−→
O jD

k
(i) +

t
sl

∑
q∈Q

∑
i̸=q

α
−−−→
ODk

(i)

α

−−−→
OD(j) =

1
s

∑−−−−→
O jC

k
(i) +

t
sl

∑
q∈Q

∑
i̸=q

−−−→
OCk

(i)

α

для любого j ≤ n. Заметим, что сумма коэффициентов в числителе равна α(k) ≤
α.

Из этого следует, что каждый
−−−→
OD(j) есть выпуклая комбинация векторов

−−−→
OCk

(j).
В самом деле, мы уже показали, что это линейная комбинация с положительными
коэффициентами, и, по определению α, сумма этих коэффициентов не больше 1.
Если она равна 1, то утверждение доказано, иначе можем добавить к линейной
комбинации

∑
i

−−−→
OCk

(i) = 0 с подходящим коэффициентом. Итак, conv (R(D)) ⊆⋂
k=1,...,[n2 ]

conv (R(C(k))).

Лемма 2.36. Пусть B ∈ Mn,m и v ∈ Rm. Если vt ∈ conv (R(B)), то существует
такая матрица D ∈ Mn,m, что 1

ne
tD = vt и B ⪯w D.

Доказательство. Рассмотрим матрицы Di =



B(1)

...
B(i−1)

(n+1)B(i)−
n∑

i=1

B(i)

B(i+1)

...
B(n)

, i = 1, . . . , n. За-

метим, что 1
ne

tDi = B(i).
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Поскольку vt ∈ conv (R(B)), имеем vt = α1B(1) + . . .+ αnB(n), где
n∑

j=1

αj = 1 и

αj ≥ 0 для любого j. Пусть D = α1D1 + . . . αnDn. Тогда 1
ne

tD = 1
n(α1e

tD1 + . . .+

αne
tDn) = α1B(1) + . . .+ αnB(n) = vt.
Осталось доказать, что B ⪯w D. По теореме 1.10 достаточно показать, что

PB ⊆ PD. Пусть точка O — барицентр PB, т. е. O = 1
n(B(1)+ . . .+B(n)). Фиксируем

произвольное i ≤ n. Заметим, что

D(i) = αi((n+ 1)B(i) −
n∑

i=1

B(i)) + (1− αi)B(i),

причем (n+1)B(i)−
n∑

i=1

B(i) =
1
n

n∑
i=1

B(i)+(n+1)(B(i)− 1
n

n∑
i=1

B(i)) = O+(n+1)
−−−→
OB(i).

Таким образом, D(i) = O+ λOB(i) для некоторого λ ∈ [1, n+ 1]. Следовательно, в
силу произвольности i, получаем PB ⊆ PD, что и требовалось доказать.

Теорема 2.37. Пусть A — класс матриц из Mn,m. Предположим, что суще-
ствует такая матрица B ∈ Mn,m, что A⊴w {B} и векторы столбцовых сумм
всех Ai ∈ A совпадают, то есть etAi = etAj для любых i, j. Тогда существует
такая C ∈ Mn,m, что A⊴d {C}.

Доказательство. Пусть A1 ∈ A. Поскольку etA1 ∈ conv (R(A1)) ⊆ conv (R(B)),
то лемма 2.36 позволяет найти такую матрицу D ∈ Mn,m, что B ⪯w D и etA1 =

etD.
Таким образом, A⊴w {D}. Тогда лемма 2.35 позволяет найти такую матрицу

C, что etC = etD и conv (R(D)) ⊆
⋂

k=1,...,[n2 ]

conv (R(C(k))). В итоге, для любой

Ai ∈ A и для любого k ∈ {1, . . . , [n2 ]} имеем

R(Ai(k)) ⊆ conv (R(Ai)) ⊆ conv (R(B)) ⊆ conv (R(D)) ⊆ conv (R(C(k))).

Таким образом, A⊴d {C} по теореме 1.11.

Лемма 2.38. Пусть A = {A1, A2} — такой класс, что etA1 ̸= etA2. Тогда не
существует такой B, что A⊴d {B}.

Доказательство. Предположим, что такая матрица B существует, т. е. A⊴d {B}.
Тогда A1 ⪯d B, A2 ⪯d B. Значит etA1 = etB = etA2 по следствию 1.12, противо-
речие.
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Замечание 2.39. Чтобы найти матрицу C в доказательстве теоремы 2.37 мы
практически не используем класс A. Достаточно знать матрицу B, слабо мажо-
рирующую класс A, и etA(1).

Теорема 2.37 позволяет решить задачу нахождения минимального покрываю-
щего класса для A ⊆ Mn,m в случае мажоризации по направлению.

Задача 2.40. Для произвольного конечного класса A в Mn,m найти минималь-
ный покрывающий класс в смысле мажоризации по направлению.

Решение.

1. Разделим класс A на классы эквивалентности A1, . . . ,As по значениям столб-
цовых сумм. То есть для X ∈ Ai, Y ∈ Aj имеем etX = etY тогда и только
тогда, когда i = j.

По лемме 2.38 минимальный покрывающий класс для класса A — объеди-
нение минимальных покрывающих классов для A1, . . . ,As.

2. Для каждого класса эквивалентности Ai, i = 1, . . . , s найдем минимальный
покрывающий класс Bi = {B1

i , . . . , B
k
i } в смысле слабой мажоризации, зада-

ча 2.24.

3. Получаем разбиение класса Ai на подклассы, слабо мажорируемые одной
матрицей. То есть Ai = {Ai11

, . . . , Ai1q}∪. . .∪{Aik1
, . . . , Aikq

}, где {Aij1
, . . . , Aijq

}⊴w

{Bj
i }, j = 1, . . . , k.

4. Используя теорему 2.37, для каждого класса {Aij1
, . . . , Aijq

}, j = 1, . . . , k на-
ходим такую Cj

i ∈ Mn,m, что {Aij1
, . . . , Aijq

}⊴d {Cj
i }.

5. Минимальный покрывающий класс для класса A в смысле мажоризации по
направлению есть C = {Cj

i | i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , k}.

Следующее свойство позволяет найти минимальный покрывающий класс в слу-
чае сильной мажоризации для класса A, если строки любой матрицы A ∈ A яв-
ляются вершинами симплекса.

Предложение 2.41. ([32, следствие 3.21]) Пусть A,B ∈ Mn,m, такие, что
строки A — вершины симплекса. Тогда, если A ⪯w B и etA = etB, то A ⪯s B.
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Частные случаи, в которых из слабой мажоризации следует сильная, описаны
в [32, параграф 3.2]. Следующая теорема показывает, когда сильная мажоризация
следует из мажоризации по направлению.

Теорема 2.42. Пусть A,B ∈ Mn, где B обратима. Тогда A ⪯d B, если и только
если A ⪯s B.

Доказательство. Достаточно доказать, что из A ⪯d B следует A ⪯s B. Пред-
положим, что A ⪯d B. Из этого следует, что Ax ⪯ Bx для любого x ∈ Rm.
Поскольку B обратима, то y = Bx пробегает все Rm, если x пробегает все Rm.
Тогда Ax = AB−1y ⪯ y для любого y ∈ Rm, что, по теореме Островского (см.
теорему 2.A.4 в [30]), означает, что AB−1 ∈ Ωn. Тогда AB−1 = D для некоторой
D ∈ Ωn, то есть A = DB. Это значит, что A ⪯s B, что и требовалось.

Замечание 2.43. Если A,B ∈ Mn, A обратима и A ⪯d B, то B тоже обратима.

Как следствие теоремы 2.42 получается следующий результат.

Лемма 2.44. Пусть A,B — матричные классы из Mn, причем A⊴d B,

|B| = min{|C| : A⊴d C}

и каждая B ∈ B обратима. Тогда |B| = min{|C| : A⊴s C}.

Замечание 2.45. В общем случае, для некоторой A ∈ Mn может не существовать
обратимой B ∈ Mn, такой, что A ⪯w B.

Пример 2.46. Пусть A =

(
0 0

1 1

)
. Пусть B =

(
a b

c d

)
обратима и A ⪯w B.

Из этого следует, что существует такая строчно-стохастическая матрица R =(
x 1− x

y 1− y

)
, что

(
0 0

1 1

)
=

(
x 1− x

y 1− y

)
B. Тогда R вырождена. Из этого следует,

что x = y и строки R равны. С другой стороны, строки A различны, противоре-
чие.

Результаты, приведенные в этой главе, были опубликованы в [42].
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Глава 3

Мажоризация (0, 1)-матриц
В этой главе мы рассматриваем различные типы мажоризаций (0, 1)-матриц.

Напомним, что множество (0, 1)-матриц размера n×m обозначается Mn,m(0, 1).

3.1 Слабая мажоризация, мажоризация по направ-
лению и сильная мажоризация (0, 1)-матриц

Лемма 3.1. Пусть v1, v2, . . . , vn и w1, w2, . . . , wm — (0, 1)-векторы одного размера,
такие, что {v1, v2, . . . , vn} ⊆ conv ({w1, w2, . . . , wm}). Тогда {v1, v2, . . . , vn} ⊆
{w1, w2, . . . , wm}.

Доказательство. Используем математическую индукцию по размеру векторов.
Если векторы размера 1, то результат очевиден. Предположим, что утвержде-
ние верно для векторов длины k. Перейдем к векторам длины k + 1. Рассмот-
рим первую координату vi для произвольного i. Поскольку vi — выпуклая ком-

бинация wj, то vi =
m∑
j=1

λjwj. Легко видеть, что если первая координата некото-

рого wj отличается от первой координаты vi, то λj = 0. Из этого следует, что
vi есть выпуклая комбинация векторов с одинаковой первой координатой. Для
остальных координат можно воспользоваться предположением индукции. Итак,
vi ∈ {w1, w2, . . . , wm}.

Это позволяет получить простой критерий слабой мажоризации (0, 1)-матриц.

Теорема 3.2. Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1). Тогда следующие утверждения эквива-
лентны:

1. A ⪯w B,

2. R(A) ⊆ R(B),

3. A = RB для некоторой (0, 1)-матрицы R ∈ Ωrow
n .
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Доказательство. Если выполнено условие 1, то R(A) ⊆ conv (R(B)) по теореме
1.10. Тогда, по лемме 3.1, R(A) ⊆ R(B), то есть выполнено условие 2, из которого
очевидно следует условие 3 Наконец, из условия 3 следует условие 1, поскольку R

строчно-стохастическая.

Теперь перейдем к мажоризации по направлению.

Лемма 3.3. Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1) и A ⪯d B. Тогда количество 0 (соответ-
ственно, 1) в A(j) совпадает с количеством 0 (соответственно, 1) в B(j) для
каждого j ≤ m.

Доказательство. Следует из следствия 1.12.

Ниже мы даем характеризацию отношения A ⪯d B для (0, 1)-матриц A и B,
используя исключительно комбинаторные методы.

Теорема 3.4. Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1). Тогда:

1. A ⪯d B, если и только если A — перестановка строк матрицы B, т. е.
A = PB для некоторой P ∈ P (n).

2. ⪯d есть отношение эквивалентности на Mn,m(0, 1).

Доказательство. Пусть x ∈ {0, 1}m. Обозначим xA = |{1 ≤ i ≤ n : A(i) = xt}| и
xB = |{1 ≤ i ≤ n : B(i) = xt}|, то есть количество строк, равных xt в A и в B,
соответственно. Тогда количество строк в матрицах A и B равно

n =
∑

x∈{0,1}m
xA =

∑
x∈{0,1}m

xB. (7)

Для того чтобы доказать, что xA = xB для любого x ∈ {0, 1}m, достаточно
доказать, что xA ≤ xB для любого x ∈ {0, 1}m.

Для произвольного x ∈ {0, 1}m определим вектор vx ∈ Rn системой(vx)i = 1, если xi = 1

(vx)i = −1, если xi = 0
.

Пусть y ∈ {0, 1}m. Легко видеть, что yvx ≤ xvx и yvx = xvx = etx, если и только
если x = y. Отсюда следует, что наибольшие элементы Avx и Bvx равны etx, а их
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количество в Avx (соответственно„ Bvx) равно xA (соответственно„ xB). Поскольку

Avx ⪯ Bvx, то xA ≤ xB. Действительно, в противном случае
xA∑
i=1

(Avx)
↓
i >

xA∑
i=1

(Bvx)
↓
i ,

противоречие.
Из равенства (7) следует, что xA = xB для любого x ∈ {0, 1}m. Значит матрицы

A и B совпадают с точностью до перестановки строк.
Обратно, если A = PB для некоторого P ∈ P (n), то A ⪯s B и, в частности,

A ⪯d B. Таким образом, утверждение 1 полностью доказано.
Наконец, поскольку матрицы перестановки обратимы, из утверждения 1 следу-

ет, что A ⪯d B, если и только если B ⪯d A, то есть мажоризация по направлению
является отношением эквивалентности на множестве Mn,m(0, 1).

Следствие 3.5. Для (0, 1)-матриц отношения ⪯d и ⪯s эквивалентны.

Для матриц из трех и более элементов такие критерии неверны, как показывает
следующий пример.

Пример 3.6. Рассмотрим Mn,m(−1, 0, 1). Пусть B =

(
1 −1

−1 1

)
. Тогда легко ви-

деть, что O =

(
0 0

0 0

)
⪯ B для любого типа мажоризации из определения 1.7. В

самом деле, O =

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
B = B

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
.

3.2 Строчная мажоризация (0, 1)-матриц

Перейдем к рассмотрению строчной мажоризации ⪯r. Этот тип мажоризации
был предложен Далем в работе [13] 1999 года. Там же содержатся различные кри-
терии того, что A ⪯r B, когда A и B — (0, 1)-матрицы либо с ровно двумя едини-
цами в каждой строке, либо ровно двумя единицами в каждом столбце. Строчная
мажоризация в случае (0, 1)-матриц устроена гораздо сложнее, чем слабая, по
направлению и сильная мажоризации.

Строчная мажоризация не имеет аналогов приведенных выше критериев, как
показывают следующие примеры.
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Пример 3.7. Пусть A =

(
0 0 1

0 0 1

)
, B =

(
1 0 0

0 1 0

)
, R =

0 0 1

0 0 1

0 0 1

. Тогда A =

BR, т. е. A ⪯r B. Как можно видеть, A(3) =

(
1

1

)
̸∈ C(B). Более того, B(1) =(

1

0

)
̸∈ C(A) и R(A) ∩R(B) = ∅, т. е. A ̸⪯w B.

Пример 3.8. Пусть A =

1 1 0 0

1 1 0 0

1 1 1 1

 и B =

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

. Тогда Ae = Be и

C(A) ⊆ C(B). Но A ̸⪯r B. В самом деле, предположим, что существует такая

R =


a b . . . . . .

d e . . . . . .

g h . . . . . .

j k . . . . . .

, что A = BR. Поскольку

BR =

 a+ g b+ h . . . . . .

a+ d b+ e . . . . . .

a+ d+ g + j b+ h+ e+ k . . . . . .

 ,

получается, что a + g = a + d = a + d + g + j = 1. Тогда d = g = j = 0 и
a = 1. Из аналогичных соображений, b = 1, но тогда R не строчно-стохастическая
матрица.

Следующий пример показывает, что существуют такие A,B ∈ Mn,m(0, 1), что
A ⪯r B, но не существует (0, 1)-матрицы R ∈ Ωrow

m , для которой A = BR.

Пример 3.9. Пусть A =

1 1 0

1 1 0

1 1 0

 и B =

1 1 0

1 0 1

0 1 1

. Если A = BR для неко-

торой R ∈ M3, то R = AB−1 =

0.5 0.5 0

0.5 0.5 0

0.5 0.5 0

. В итоге, A ⪯r B и не существует

такой (0, 1)-матрицы R ∈ Ωrow
3 , что A = BR.
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Следующий пример показывает, что возможен случай A ⪯r B, A = BR, где B

и R — (0, 1)-матрицы, но A не (0, 1)-матрица.

Пример 3.10. Пусть B =

(
1 1

0 0

)
и R =

(
1 0

1 0

)
. Тогда A = BR =

(
2 0

0 0

)
.

Дважды стохастическая мажоризация — частный случай строчной мажориза-
ции. По теореме 1.8 дважды стохастическая мажоризация эквивалентна сильной
мажоризации транспонированных матриц. Поэтому из следствия 3.5 получаем,
что A ⪯ds B, если и только если A = BP для некоторой P ∈ P (m). Таким об-
разом, далее мы можем рассматривать пары матриц A,B ∈ Mn,m, для которых
A ⪯r B, но A ̸⪯ds B.

3.2.1 Необходимые условия

Лемма 3.11. Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1). Если A ⪯r B, то, для любого i, количе-
ство единиц в A(i) и B(i) совпадает.

Доказательство. Аналогично лемме 3.3 получаем, что если A = BR для некото-
рого R ∈ Ωrow

m , то Ae = BRe = Be.

Лемма 3.12. Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1). Предположим, что A ⪯r B, но A ̸⪯ds B.
Тогда:

1. Существует такая R ∈ Ωrow
m , что:

(a) A = BR.

(b) Хотя бы один столбец R нулевой.

(c) В каждом столбце R сумма элементов либо равна 0, либо не меньше
1.

2. Если B не содержит нулевого столбца, то пункты (b) и (c) выполнены
для всех R ∈ Ωrow

m , удовлетворяющих A = BR.

3. A содержит нулевой столбец.
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Доказательство. Пусть A = BR. Тогда A(j) есть линейная комбинация столбцов
B с коэффициентами из R(j). Поскольку R ∈ Ωrow

m , то сумма всех элементов R

равна m. По предположению, A ̸⪯ds B. Тогда существуют такие j, k ∈ {1, . . . ,m},
что etR(j) < 1 и etR(k) > 1.

Если etR(j) < 1 то A(j) = 0. Действительно, каждый элемент A(j) не превосхо-
дит etR(j). Значит A(j) = 0.

1. Построим такую матрицу R′ ∈ Ωrow
m , что A = BR′ и R′(j) = 0. Фиксиру-

ем такое k, что etR(k) > 1. Предположим, что rpj ̸= 0. Поскольку 0 = A(j) =
m∑
i=1

rijB
(i) ≥ rpjB

(p), получаем B(p) = 0. Отсюда следует, что A не зависит от

R(p). В самом деле, рассмотрим произвольное axy. Поскольку A = BR, получаем

axy =
m∑
z=1

bxzrzy =
∑
z ̸=p

bxzrzy + bxprpy =
∑
z ̸=p

bxzrzy.

Рассмотрим матрицу R′, где r′pk = rpk + rpj, r′pj = 0, а остальные элементы
R′ и R совпадают. Напомним, что k — некоторый фиксированный индекс, для
которого etR(k) > 1. При этом R′ ∈ Ωrow

m , A = BR′, etR′(k) > 1 etR′(j) < 1, а
остальные столбцы R и R′ совпадают.

Аналогичную процедуру проделаем для любого ненулевого элемента R(j). В
итоге, получим такую матрицу R′ ∈ Ωrow

m , что A = BR′, R′(j) = 0, etR′(k) > 1 и
R(l) = R′(l) при l ̸= j, k.

Аналогичным образом мы можем преобразовать все столбцы R(q), для которых
etR(q) < 1. В итоге, получим такую матрицу R′ ∈ Ωrow

m , что A = BR′, хотя бы один
столбец R′ нулевой, и сумма элементов в любом столбце R′ либо равна 0, либо не
меньше 1. Таким образом, утверждение 1 доказано.

2. Предположим, что ни один столбец B не нулевой. Пусть j ≤ m — такой
индекс, что etR(j) < 1. Как и в доказательстве пункта 1 получаем, что A(j) = 0.

Поскольку A(j) =
m∑
i=1

rijB
(i) и все слагаемые неотрицательные, получаем, что rij =

0 для любого i ≤ m.
В итоге, если etR(j) < 1, то R(j) = 0. Кроме того, хотя бы один столбец R

нулевой.
3. Следует из утверждения 1.

Замечание 3.13. Заметим, что, вообще говоря, если в B есть нулевой столбец,
то утверждение 2 леммы 3.12 может не выполняться для некоторой R ∈ Ωrow

m ,
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удовлетворяющей A = BR. Например, пусть

A =

0 1 0

0 1 0

0 1 0

 и B =

0 1 0

0 1 0

0 0 1

 .

Тогда

A = B

0.5 0 0.5

0 1 0

0 1 0

 .

Лемма 3.14. Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1) и R — такая неотрицательная матрица,
что A = BR и rij ̸= 0 для некоторых i, j. Тогда A(j) ≥ B(i).

Доказательство. Заметим, что A(j) = rijB
(i) + v, где v — некоторый неотрица-

тельный вектор. Действительно, v есть линейная комбинация столбцов B с неот-
рицательными коэффициентами rkj.

Лемма 3.15. Пусть A,B ∈ Mn,m, R ∈ Ωrow
m и A = BR. Кроме того, предполо-

жим, что A(i) = B(i) =
k∑

j=1

etj для некоторых i ≤ n, k ≤ m. Тогда rpj = 0, если

p ≤ k и j > k.

Доказательство. Имеем aij =
m∑
p=1

biprpj =
k∑

p=1
biprpj =

k∑
p=1

rpj = 0 при j > k.

Для B ∈ Mn,m(0, 1) через supp(B(i)) обозначим носитель i-й строки B, рассмат-
риваемый как подмножество {1, 2, . . . ,m}. Напомним, что для матрицы A ∈ Mn,m

и множества J ⊆ {1, . . . ,m}, A(J ) обозначает матрицу, составленную из столбцов
A с индексами из J .

Лемма 3.16. Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1), такие, что A ⪯r B. Тогда для любого
i = 1, . . . , n существует такая матрица перестановки P , что A(supp(A(i))) ≥
B(supp(B(i)))P .

Доказательство. Пусть в A(i) ровно k единиц. По лемме 3.11 в B(i) тоже ровно k

единиц. Пусть K = {1, . . . , k} и P1, P2 ∈ P (m) — такие матрицы, что A(supp(A(i))) =

(AP1)
(K) и B(supp(B(i))) = (BP2)

(K). Обозначим A′ := AP1 и B′ = BP2.
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Заметим, что A ⪯r B, если и только если A′ ⪯r B′, то есть A′ = B′R для неко-
торой R ∈ Ωrow

m . Рассмотрим D, подматрицу матрицы R размера k×k, состоящую
из первых k строк и k столбцов R. Мы можем записать B′ и R как блочные мат-
рицы: B′ =

(
X Y

)
, где X размера n× k и её i-я строка состоит из единиц, а Y

размера n× (m−k) и её i-я строка состоит из нулей. По лемме 3.15 R =

(
D O

U V

)
,

где D — квадратная матрица порядка k, O — нулевая матрица размера k×(m−k).
Заметим, что для любого j ≤ k выполнено a′ij = A′

(1)R
(j) = etD(j) = 1. Значит

матрица D дважды стохастическая.
Наконец, по лемме 3.14, из rjs > 0 следует A′(s) ≥ B′(j). По теореме 1.4 D =

λP + Q для некоторой P ∈ P (m) и неотрицательной Q ∈ Mm. Из этого следует,
что A(supp(A(i))) = A′(K) ≥ B′(K)P = B(supp(B(i)))P .

Следующий пример показывает, что в утверждении леммы 3.16 можно рас-
сматривать только столбцы с единицами в некоторой строке i.

Пример 3.17. Пусть A =

1 0 0

1 0 0

1 0 0

 , B =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

. Легко видеть, что A ⪯r B.

В этом случае supp(A(i)) = {1}, supp(B(i)) = {i}. При этом A(1) ≥ B(i), но A(2) ̸≥
B(j)P ни для какой P ∈ P (3).

Замечание 3.18. Существует полиномиальный алгоритм проверки необходимого
условия из леммы 3.15. Дело в том, что выполнение этого условия сводится к
проверке существования максимального паросочетания в двудольном графе.

1. Рассмотрим необходимое условие для произвольной строки B(i).

2. Построим граф: рассмотрим столбцы B с единицами в выбранной строке i

как вершины первой доли графа, а столбцы A с единицами в строке i как
вершины второй доли.

3. Соединяем ребром вершины A(q) и B(j), если A(q) ≥ B(j).

4. Необходимое условие для строки i выполнено тогда и только тогда, когда
размер максимального паросочетания равен |supp(B(i))|.
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Покажем, что необходимые условия, приведенные в леммах 3.11, 3.12 и 3.16,
выполненные одновременно, все равно не являются достаточными.

Пример 3.19. Покажем, что

A =


1 1 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

1 0 1 0

 ̸⪯r B =


1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

1 0 0 1

 .

Предположим, что существует такая строчно-стохастическая R = (rij), что
A = BR. Из этого равенства следует, что:

• r11 + r21 = r11 + r41 = 1 и r21 + r31 = r31 + r41 = 0. Получается, r11 = 1 и
r21 = r31 = r41 = r12 = r13 = r14 = 0.

• r12 + r22 = 1, т. е. r22 = 1. Также r22 + r32 = 1, т. е. r32 = 0. Кроме того,
r32+r42 = 1. Из этого следует, что r42 = 1 и a42 = r12+r42 = 1, противоречие.

Пусть A,B ∈ Mn,m. определим (0, 1)-матрицу Z = Z(A,B) = (zij) ∈ Mm(0, 1)

следующим образом: zkj = 0, если k ∈
⋃

i:aij=0

supp(B(i)) (j ≤ m); остальные эле-

менты Z положим равными 1. Другими словами, zkj = 0, если

aij = 0

bik = 1
для

некоторого i ≤ n и zkj = 1 иначе.

Лемма 3.20. Пусть A,B ∈ Mn,m и предположим, что A ⪯r B. Тогда для любой
такой R = (rij) ∈ Ωrow

m , что A = BR выполнено

R ≤ Z.

В частности, все строки Z ненулевые.

Доказательство. Фиксируем произвольные k, j ≤ m.
Предположим, что zkj = 0. Тогда для некоторого i ≤ n выполнено aij = 0,

bik = 1. Значит из A = BR следует, что aij = B(i)R
(j) =

∑
p∈supp(B(i))

rpj = 0.

Поскольку R неотрицательна и k ∈ supp(B(i)), получаем rkj = 0.
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Если zkj = 1, то rkj ≤ zkj, поскольку R строчно-стохастическая. Итак R ≤ Z.
Кроме того, из строчной стохастичности R в этом случае следует, что никакая
строка Z не нулевая.

В некоторых случаях лемма 3.20 позволяет легко проверить, что A не мажо-
рируется B, как показывает следующий пример.

Пример 3.21. Пусть

A =


1 0 0 0

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 0

 , B =


1 1 0 0

0 1 1 0

0 1 1 1

0 0 1 1

 .

Тогда Z = Z(A,B) =


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

 . Итак, Z имеет нулевую строку, и, по лемме

3.20, A ̸⪯r B.

Пример 3.22. Пусть

A =


1 1 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

1 0 1 0

 , B =


1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

1 0 0 1

 . Тогда Z = Z(A,B) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 0

 .

Например, a13 = 0, и supp(B(1)) = {1, 2}, то есть z13 = z23 = 0. Итак, строчно-
стохастическая матрица R = (rij), для которой A = BR, должна иметь вид

R =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 a a′ 0

0 0 1 0


для некоторого 0 ≤ a ≤ 1 и a′ = 1−a. Но если a > 0, то (BR)22 > 1, а если a′ > 0,
то (BR)33 > 1, противоречие. Следовательно A ̸⪯r B.
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3.2.2 Комбинаторные и геометрические критерии

Определение 3.23. Пусть m ∈ N, Nm := {1, 2, . . . ,m}. Упорядоченным m-
разбиением называется m-кортеж π = (S1, S2, . . . , Sm) множеств, где S1, S2, . . . , Sm

— попарно не пересекающиеся, возможно пустые подмножества Nm и
m⋃
i=1

Si = Nm.

Пусть Pm обозначает множество всевозможных m-разбиений.

Например, в P3 ровно 27 разбиений, в частности, π1 = ({1, 3}, ∅, {2}) и π2 =

(∅, ∅, {1, 2, 3}).
Пусть B = (B(1)B(2) · · ·B(m)) — n × m матрица, а π = (S1, S2, . . . , Sm) ∈ Pm.

Определим n×m матрицу

Bπ =

(∑
j∈S1

B(j)
∑
j∈S2

B(j) · · ·
∑
j∈Sm

B(j)
)
,

где считаем сумму по Si нулевым вектором, если Si пусто.
Свяжем эти понятия со строчной мажоризацией. Пусть A,B ∈ Mn,m. Опреде-

лим (0, 1)-строчную мажоризацию: A (0, 1)-строчно мажорируется B (A ⪯r
0,1 B),

если существует целочисленная R ∈ Ωrow
m , для которой A = BR. Очевидно, такая

R есть (0, 1)-матрица с ровно одной единицей в каждой строке.
Пусть π = (S1, S2, . . . , Sm), π

′ = (S ′
1, S

′
2, . . . , S

′
m) ∈ Pm. Пишем π ⪰ π′, если

π′ есть доразбиение π, т. е. оно получено доразбиением некоторых подмножеств.
Иными словами, для любого непустого S ′

i существует единственное Sj с условием
S ′
i ⊆ Sj. Это частичный порядок на Pm, максимальные элементы которого есть

разбиение (Nm, ∅, . . . , ∅) и его перестановки, а минимальные элементы — разбиение
({1}, {2}, . . . , {m}) и его перестановки.

Теорема 3.24. Пусть A,B ∈ Mn,m. Тогда верны утверждения:

1. Если A ⪯r
0,1 B, то A ⪯r B.

2. A ⪯r
0,1 B, если и только если A = Bπ для некоторого π ∈ Pm.

3. A ⪯r B, если и только если A ∈ conv ({Bπ : π ∈ Pm}).

4. Если π ⪰ π′, то Bπ ⪯r Bπ′.
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Доказательство. Утверждение 1 очевидно.
2. Предположим, что A ⪯r

0,1 B, т. е. A = BR для целочисленной строчно-
стохастической R = (rij). Пусть Sj = {i : rij = 1} (j ≤ m). Поскольку R —
строчно-стохастическая, множества Sj (j ≤ m) попарно не пересекаются, и π =

(S1, S2, . . . , Sm) есть упорядоченное m-разбиение. Кроме того, BR(j) =
∑
k∈Sj

B(k).

Значит BR = Bπ, что и требовалось. Обратное утверждение следует из тех же
рассуждений.

Утверждение 3 было доказано в [13, следствие 3.2].
4. Предположим, что π, π′ ∈ Pm и π ⪰ π′, и пусть π = (S1, S2, . . . , Sm),

π′ = (S ′
1, S

′
2, . . . , S

′
m). Поскольку π ⪰ π′, для любого непустого S ′

i существует
единственное Sj с условием S ′

i ⊆ Sj. Определим матрицу R ∈ Mm следующим
образом. Если S ′

i = ∅, то R(i) = et1. Если ∅ ≠ S ′
i ⊆ Sj, то R(i) = etj. Тогда R ∈ Ωrow

m

и Bπ = Bπ′R.
Заметим, что пример 3.9 показывает, что утверждение, обратное к утвержде-

нию 1 теоремы 3.24, вообще говоря, неверно.

Следствие 3.25. Пусть B ∈ Mn,m(0, 1). Множество таких n×m (0, 1)-матриц
A, что A ⪯r

0,1 B состоит из всех матриц

A = Bπ,

где π = (S1, S2, . . . , Sm) ∈ Pn — такое разбиение, что для любого (i ≤ m) столбцы
B(j) для j ∈ Si имеют попарно непересекающиеся носители.

Доказательство. Если A ⪯r
0,1 B, то Bπ для некоторого π ∈ Pm по утверждению

2 теоремы 3.24. Заметим, что B и Bπ — (0, 1)-матрицы тогда и только тогда, когда
для любого (i ≤ m) столбцы B(j) для j ∈ Si имеют попарно непересекающиеся
носители.

Следующий пример показывает комбинаторное значение следствия 3.25.

Пример 3.26. Пусть G = (V,E) — граф, а B — его матрица инцидентности
вершин ребрам. То есть столбцы B отвечают ребрам G, и каждый столбец име-
ет два ненулевых элемента, оба равных 1, они находятся в строках, отвечающих
вершинам, которые это ребро соединяет.

56



Рассмотрим следствие 3.25. Пусть A — (0, 1)-матрица, удовлетворяющая A ⪯r
0,1

B. Тогда ненулевые столбцы A соответствуют разбиению множества ребер E на
паросочетания Mk (k ≤ t) так, что столбец, отвечающий Mk содержит единицы в
строках, отвечающих V (Mk), т. е. в вершинах, покрытых паросочетанием Mk.

Утверждение 3 теоремы 3.24 можно использовать следующим образом.

Следствие 3.27. Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1) и π = (S1, S2, . . . , Sm) ∈ Pm. Пред-
положим, что каждое подмножество Si отвечает |Si| столбцам A: A(i1) =

· · · = A(ik) = 1
k

∑
j∈Si

B(j) для некоторого k ∈ {1, . . . , |Si|} и A(ix) = 0 при x =

k+1, . . . , |Si|. Здесь все индексы iy ∈ {1, . . . ,m} для различных i ∈ {1, . . . ,m}, y ∈
{1, . . . , |Si|} различны.

Тогда A ⪯r B.

Пример 3.28. Пусть

A =


1 1 0 0 0

1 1 0 0 0

1 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 1 0

 и B =


1 1 0 0 0

1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 .

Кроме того, пусть

R =


0.5 0.5 0 0 0

0.5 0.5 0 0 0

0.5 0.5 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 1 0

 .

Тогда легко видеть, что A = BR. В этом случае {B1, B2, B3} отвечает {A1, A2, A3},
поскольку A1 = A2 = 1

2(B
1 + B2 + B3) и A3 = 0. {B4, B5} отвечает {A4, A5},

поскольку B4 +B5 = A4 и A5 = 0.

Следующая характеризация была получена в [13]. Для n×m матриц U = (uij)

и V = (vij) обозначим ⟨U, V ⟩ =
∑
i,j

uijvij. Определим также

ρ(U) =
∑
j

max
i

uij.

57



Теорема 3.29. [13, теорема 3.6] Пусть A,B ∈ Mn,m. Тогда A ⪯r B, если и
только если

⟨A, Y ⟩ ≤ ρ(Y TB) (8)

для любых Y ∈ Mn,m.

Ограничивая этот результат на (0, 1)-матрицы, получаем следующий крите-
рий.

Следствие 3.30. Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1). Тогда A ⪯r B, если и только если∑
i,j : aij=1

yij ≤
∑
j

max
k

(
∑

i : bij=1

yik). (9)

для любых Y ∈ Mn,m.

Пример 3.31. Пусть

A =

(
1 0

0 1

)
, B =

(
1 0

1 0

)
.

Тогда B ⪯r A, поскольку B = Aπ, где π = ({1, 2}, ∅). Однако A ̸⪯r B по следствию
3.30. Действительно, в этом случае условие (9) означает

y11 + y22 ≤ max{y11 + y21, y12 + y22},

что неверно для y11 = y22 = 1, y12 = y21 = 0. Аналогичный вывод можно было
получить из леммы 3.20, поскольку первая строка Z(A,B) нулевая.

Результаты, приведенные в этой главе, были опубликованы в [43].

Глава 4

Линейные эндоморфизмы
матричных мажоризаций

4.1 Cвойства мажоризаций матриц

Замечание 4.1. Пусть a, b ∈ Rn. Тогда a ⪯d b, если и только если a ⪯s b.
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Теорема 1.8 показывает, что из сильной мажоризации следует мажоризация
по направлению, а из мажоризации по направлению следует слабая. Следующий
пример показывает, что обратное, вообще говоря, неверно.

Пример 4.2. [32, примеры 1 и 2] Пусть E =

(
2 0
−2 0
0 −2
0 2

)
, F =

(
0 0
3 −2
−3 −2
0 4

)
и X =(

1 0
1/2 1/2

)
. Тогда X ⪯w I и E ⪯d F , но X ̸⪯d I и E ̸⪯s F .

Однако, если n ≤ 3, то сильная мажоризация и мажоризация по направлению
эквивалентны.

Лемма 4.3. [32, следствие 3.22] Пусть A,B ∈ Mn,m и 1 ≤ n ≤ 3. Тогда A ⪯d B,
если и только если A ⪯s B.

Из теоремы 1.10 получается следующая характеризация слабой мажоризации
векторов.

Следствие 4.4. Пусть a, b ∈ Rn. Тогда a ⪯w b, если и только если max(a) ≤
max(b) и min(a) ≥ min(b).

Лемма 4.5. Пусть A,B ∈ M1,m. Следующие утверждения эквивалентны:

• A = B,

• A ⪯w B,

• A ⪯d B,

• A ⪯s B.

Доказательство. Из A ⪯w B следует A = B, поскольку Ωrow
1 = {1}. Оставшиеся

импликации следуют из теоремы 1.8.
Таким образом, сильная, по направлению и слабая мажоризации совпадают

на M1,m и любой линейный оператор на M1,m их сохраняет. В дальнейшем мы
всегда предполагаем, что n > 1. Заметим, что случай m = 1 из рассмотрения не
исключается.

Лемма 4.6. Пусть A,B ∈ Mn,m. Тогда верны утверждения:

1. Если A ⪯w B, то AX ⪯w BX для любой X ∈ Mm,k.
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2. Если A ⪯d B, то AX ⪯d BX для любой X ∈ Mm,k.

3. Если A ⪯s B, то AX ⪯s BX для любой X ∈ Mm,k.

Доказательство. По определению слабой и сильной мажоризаций, A ⪯w B (A ⪯s

B), если A = RB для некоторой R ∈ Ωrow
n (R ∈ Ωn). Тогда AX = RBX и

утверждения 1, 3 выполнены.
По определению мажоризации по направлению, A ⪯d B, если Au ⪯ Bu для

любого u ∈ Rm. Пусть v ∈ Rk. Тогда (AX)v = A(Xv) ⪯ B(Xv) = (BX)v,
поскольку Xv ∈ Rm, что доказывает утверждение 2.

Следующий пример показывает, что обратное, вообще говоря, неверно.

Пример 4.7. Пусть O′ ∈ Mm,k и O′′ ∈ Mn,k — нулевые матрицы. Предположим,
что A,B ∈ Mn,m и A ̸⪯w B. Тогда A ̸⪯d B и A ̸⪯s B. Но AO′ = BO′ = O′′ и, как
следствие, AO′ ⪯w BO′, AO′ ⪯d BO′ и AO′ ⪯s BO′.

Следствие 4.8. Пусть A,B ∈ Mn,m. Тогда выполнены следующие утверждения:

1. A ⪯w B, если и только если AY ⪯w BY для любой обратимой Y ∈ Mm.

2. A ⪯d B, если и только если AY ⪯d BY для любой обратимой Y ∈ Mm.

3. A ⪯s B, если и только если AY ⪯s BY для любой обратимой Y ∈ Mm.

Доказательство. Предположим, что A,B ∈ Mn,m и A ⪯ B, где ⪯ — один из
типов мажоризации ⪯w,⪯d или ⪯s. Тогда, по лемме 4.6, AY ⪯ BY . Следовательно
A = (AY )Y −1 ⪯ (BY )Y −1 = B.

Лемма 4.9. Пусть A,B ∈ Mn,m и A′, B′ ∈ Mn,m+r — матрицы, полученные, со-
ответственно, из A и B присоединением r нулевых столбцов. Тогда A ⪯ B, если
и только если A′ ⪯ B′ для любой мажоризации ⪯ из множества {⪯w, ⪯d, ⪯s}.

Доказательство. Для любой X ∈ Mn выполнено A = XB, если и только если
A′ = XB′. Таким образом, для слабой и сильной мажоризаций требуемый резуль-
тат получается из определений. Пусть v = (v1, . . . , vm)

t ∈ Rm — произвольный
вектор. Положим v′ = (v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vm+r)

t ∈ Rm+r, где vm+1, . . . , vm+r ∈ R
произвольны. Тогда Av = A′v′ и Bv = B′v′. Из этого следует, что A′v′ ⪯ B′v′ для
любого v′ ∈ Rm+r, если и только если Av ⪯ Bv для любого v ∈ Rm. Тогда, по опре-
делению мажоризации по направлению, мы получаем требуемый результат.

Рассмотрим аналог леммы 4.9 для строк.
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Лемма 4.10. Пусть A,B ∈ Mn,m. Пусть A′, B′ ∈ Mn+r,m — матрицы, полу-
ченные, соответственно, из A и B добавлением r нулевых строк. Тогда верны
утверждения:

1. Если A ⪯w B, то A′ ⪯w B′.

2. A ⪯ B, если и только если A′ ⪯ B′ для ⪯d и ⪯s.

Доказательство. Предположим, что A = XB для некоторого X ∈ Mn. Положим
X ′ =

(
X On,r

Or,n Ir

)
. Тогда A′ = X ′B′. Кроме того, X ∈ Ωrow

n , если и только если
X ′ ∈ Ωrow

n+r и X ∈ Ωn, если и только если X ′ ∈ Ωn+r. Таким образом, из A ⪯ B

следует A′ ⪯ B′ для ⪯w и ⪯s. Обратная импликация для сильной мажоризации
следует из теоремы 1.13.

Теперь рассмотрим мажоризацию по направлению. По определению, A ⪯d B,
если и только если Av ⪯ Bv для любого v ∈ Rm, то есть Av ⪯s Bv для любого
v ∈ Rm по теореме 1.6. Поскольку A′v =

(
Av
0r

)
и B′v =

(
Bv
0r

)
, то из доказанной

эквивалентности для сильной мажоризации получается, что Av ⪯s Bv для любого
v ∈ Rm, если и только если A′v ⪯s B′v для любого v ∈ Rm, если и только если
A′ ⪯d B′.

Оказывается, что обратное к первому утверждению леммы 4.10, вообще говоря,
неверно.

Пример 4.11. По теореме 1.10 ( 1 1
0 0 ) ̸⪯w ( 1 1

1 1 ), но
(

1 1
0 0
0 0

)
⪯w

(
1 1
1 1
0 0

)
.

Лемма 4.12. Пусть n > 3 и R ∈ Mm. Тогда следующие условия эквиваленты.

1. rankR ≤ 1.

2. Для любых A,B ∈ Mn,m из A ⪯d B следует AR ⪯s BR.

Доказательство. Если m = 1, то мажоризация по направлению и сильная ма-
жоризация эквивалентны по замечанию 4.1. В этом случае rankR ≤ 1, поскольку
R ∈ M1. Предположим, что m > 1.

Пусть rankR ≤ 1. Если rankR = 0, то AR = BR = O ∈ Mn,m. Предпо-
ложим, что rankR = 1. Тогда R = r1r

t
2 для некоторых r1, r2 ∈ Rm. Рассмот-

рим произвольные A,B ∈ Mn,m с условием A ⪯d B. Тогда Ar1 ⪯ Br1. По
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теореме 1.6 существует такая Q ∈ Ωn, что Ar1 = QBr1. Из этого следует, что
AR = (Ar1)r

t
2 = (QBr1)r

t
2 = QBR, то есть AR ⪯s BR.

Теперь докажем, что из условия 2 следует условие 1. Предположим, что суще-
ствует такая R ∈ Mm, что rankR ≥ 2 и для любых A,B ∈ Mn,m из A ⪯d B следует
AR ⪯s BR. Пусть A ⪯d B. Тогда, по лемме 4.6, AX ⪯d BX для любой X ∈ Mm.
Тогда, по предположению, (AX)R ⪯s (BX)R. В этом случае из леммы 4.6 следу-
ет, что AXRY ⪯s BXRY для любой Y ∈ Mm. Рассмотрим такие X, Y ∈ GLm,
что XRY =

(
Ir Or,m−r

Om−r,r Om−r

)
, где r = rankR ≥ 2.

Положим A =
(

E O4,m−2

On−4,2 On−4,m−2

)
и B =

(
F O4,m−2

On−4,2 On−4,m−2

)
, где E =

(
2 0
−2 0
0 −2
0 2

)
, F =(

0 0
3 −2
−3 −2
0 4

)
. Непосредственными вычислениями можно убедиться, что A(XRY ) = A

и B(XRY ) = B.
В примере 4.2 показывается, что E ⪯d F , но E ̸⪯s F . По лемме 4.9 из этого

следует, что (E O4,m−2) ⪯d (F O4,m−2), но (E O4,m−2) ̸⪯s (F O4,m−2). Итак, по
лемме 4.10 получается, что A ⪯d B, но A ̸⪯s B, противоречие.

Лемма 4.13. Пусть ⪯x и ⪯y — два типа мажоризаций на Mn,m и из ⪯y следует
⪯x.

Предположим, что линейный оператор Φ на Mn,m конвертирует более сла-
бую мажоризацию ⪯x в более сильную мажоризацию ⪯y. Тогда Φ сохраняет и
⪯x, и ⪯y.

Доказательство. Рассмотрим произвольные A,B ∈ Mn,m. Предположим, что
A ⪯y B. Тогда A ⪯x B и, как следствие, Φ(A) ⪯y Φ(B). Тогда Φ(A) ⪯x Φ(B).
В частности, из A ⪯x B следует Φ(A) ⪯x Φ(B), и из A ⪯y B следует Φ(A) ⪯y

Φ(B).
Заметим, что теорема 1.16 дает характеризацию линейных конвертеров из

сильной мажоризации в мажоризацию по направлению. Следующий пример де-
монстрирует существование нелинейного конвертера из сильной мажоризации в
мажоризацию по направлению, не сохраняющего сильную мажоризацию.

Пример 4.14. Пусть E =

(
2 0
−2 0
0 −2
0 2

)
, F =

(
0 0
3 −2
−3 −2
0 4

)
— матрицы из примера 4.2.

Пусть Φ — оператор на M4,2, определяемый равенством
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Φ(X) =

F, если rankX = 2,

E, иначе.
. Тогда Φ не является линейным и

• Φ сохраняет мажоризацию по направлению.

• Φ не сохраняет сильную мажоризацию.

• Φ конвертирует сильную мажоризацию в мажоризацию по направлению.

Доказательство. Оператор Φ не является линейным, поскольку Φ(O) ̸= O. Пред-
положим, что A ⪯d B для некоторых A,B ∈ M4,2. Существует три возможности:

• Если rankA = 2, то rankB = 2 то по лемме 1.9. Тогда Φ(A) = Φ(B).

• Если rankA, rankB ≤ 1, то Φ(A) = Φ(B).

• Если rankB = 2, а rankA ≤ 1, то Φ(A) = E ⪯d F = Φ(B).

Таким образом, Φ сохраняет мажоризацию по направлению, и, как следствие, Φ
конвертирует сильную мажоризацию в мажоризацию по направлению.

Предположим, что A =

(
1
2

1
2

1
2

1
2

0 0
0 0

)
и B =

(
1 0
0 1
0 0
0 0

)
. Тогда A ⪯s B, но Φ(A) = E ̸⪯s

F = Φ(B). Таким образом, Φ не сохраняет сильную мажоризацию.

4.2 Линейные операторы, конвертирующие ма-
жоризацию по направлению в сильную мажо-
ризацию

Замечание 4.15. По лемме 4.13 любой линейный оператор, конвертирующий ма-
жоризацию по направлению в сильную мажоризацию, сохраняет обе мажориза-
ции.

Лемма 4.16. Пусть A,B ∈ Mn,m и A ⪯d B. Тогда JAS = JBS для любой
S ∈ Mm.
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Доказательство. Если A ⪯d B, то etA = etB по следствию 1.12. Тогда JAS =

eetAS = eetBS = JBS.
Напомним, что при n ≤ 3 мажоризация по направлению и сильная мажо-

ризация эквивалентны по лемме 4.3. Следующая теорема дает характеризацию
линейных конвертеров из мажоризации по направлению в сильную мажоризацию
при n > 3.

Теорема 4.17. Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m, где n > 3. Следующие
утверждения эквивалентны:

1. Φ конвертирует мажоризацию по направлению в сильную мажоризацию.

2. Выполнено одно из условий:

(a) Существуют такие S1, . . . , Sm ∈ Mn,m, что Φ(X) =
m∑
j=1

(etX(j))Sj.

(b) Существуют такие S ∈ Mm, P ∈ P (n) и R ∈ Mm, что rankR ≤ 1 и
Φ(X) = PXR + JXS.

Доказательство. Предположим, что Φ конвертирует мажоризацию по направле-
нию в сильную. Тогда Φ сохраняет обе эти мажоризации по лемме 4.13. Тогда, по
теореме 1.16, одно из следующих условий выполнено: или Φ имеет вид (a), или Φ

имеет вид (b) для произвольного R ∈ Mm. Таким образом, достаточно доказать,
что во втором случае rankR ≤ 1.

Предположим, что Φ(X) = PXR + JXS. Покажем, что для любых A,B ∈
Mn,m из A ⪯d B следует AR ⪯s BR. В самом деле, если A ⪯d B, то Φ(A) ⪯s Φ(B)

и, по определению сильной мажоризации, существует такая Q ∈ Ωn, что PAR +

JAS = QPBR+QJBS. Поскольку QJ = J , то по лемме 4.16 имеем JAS = JBS =

QJBS. Следовательно PAR = QPBR. Тогда AR = P−1QP (BR). Поскольку
P−1QP ∈ Ωn, получаем, что AR ⪯s BR по определению сильной мажоризации.

Тогда, по лемме 4.12, rankR ≤ 1.
Докажем обратное утверждение. Предположим, что Φ имеет вид (a). Тогда

для любых A,B ∈ Mn,m с условием A ⪯d B получаем Φ(A) = Φ(B) по следствию
1.12.

Наконец, пусть Φ имеет вид (b). Предположим, что A ⪯d B для некоторых
A,B ∈ Mn,m. Тогда, по лемме 4.12, AR ⪯s BR, то есть AR = DBR для некоторой
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D ∈ Ωn. Напомним, что JAS = JBS по лемме 4.16. Тогда Φ(A) = PAR+ JAS =

PDBR + JBS = (PDP−1)PBR + (PDP−1)JBS. Из этого следует, что Φ(A) =

(PDP−1)Φ(B) и, таким образом, Φ(A) ⪯s Φ(B), так как P−1DP ∈ Ωn.
Заметим, что теорема 4.17 позволяет строить пары, упорядоченные в смысле

сильной мажоризации, используя пары, упорядоченные в смысле мажоризации по
направлению.

Пример 4.18. Пусть E =

(
2 0
−2 0
0 −2
0 2

)
, F =

(
0 0
3 −2
−3 −2
0 4

)
— матрицы из примера 4.2.

Пусть Φ(X) = X ( 1 1
2 2 ). Тогда, по теореме 4.17, Φ конвертирует мажоризацию по

направлению в сильную мажоризацию. В частности, Φ(E) ⪯s Φ(F ). Таким обра-

зом,
(

2 2
−2 −2
−4 −4
4 4

)
⪯s

(
0 0
−1 −1
−7 −7
8 8

)
.

4.3 Линейные конвертеры из слабой мажориза-
ции

Лемма 4.19. Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m, определяемый равенством
Φ(X) = PXL для некоторых P ∈ P (n) и L ∈ Mm. Предположим, что Φ конвер-
тирует слабую мажоризацию в мажоризацию по направлению.

Тогда Φ(X) = O для любой X ∈ Mn,m.

Доказательство. Пусть B ∈ Mn,m и R ∈ Ωrow
n произвольны. Рассмотрим A =

RB. Тогда A ⪯w B и PAL = Φ(A) ⪯d Φ(B) = PBL. Тогда из следствия 1.12
получается, что etRBL = etAL = etPAL = etPBL = etBL.

Рассмотрим B = E1k для произвольного k ∈ {1, . . . ,m}. Тогда BL — матрица,
первая строка которой равна (lk1, lk2, . . . , lkm), а остальные строки нулевые. Для

любого j ∈ {1, . . . ,m} имеем (etRBL)j = (etBL)j и, таким образом, lkj(
n∑

i=1

rij) =

lkj для любой R ∈ Ωrow
n .

Тогда выберем такую R ∈ Ωrow
n , что

n∑
i=1

rij ̸= 1. Получается, что lkj = 0, причем

j, k ∈ {1, . . . ,m} произвольны. Таким образом, Φ(X) = O.

Лемма 4.20. Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m, где n > 2. Предположим,
что Φ конвертирует слабую мажоризацию в мажоризацию по направлению.
Тогда Φ(X) = O для любой X ∈ Mn,m.
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Доказательство. По лемме 4.13 Φ сохраняет слабую мажоризацию. Поскольку
n > 2, то по теореме 1.17 получаем, что Φ(X) = PXL для некоторых P ∈ P (n) и
L ∈ Mm. Наконец, по лемме 4.19, Φ(X) = O.

Лемма 4.21. Пусть n = 2 и Φ — линейный оператор на M2,m. Предположим,
что Φ конвертирует слабую мажоризацию в мажоризацию по направлению.
Тогда существует такая L ∈ Mm, что Φ(X) =

(
1 −1
−1 1

)
XL.

Доказательство. По лемме 4.13 Φ сохраняет слабую мажоризацию. Тогда, по
теореме 1.17, Φ(X) = ( a b

b a )XL′ для некоторых L′ ∈ Mm, a, b ∈ R, ab ≤ 0. Если
ab = 0, то Φ(X) = PXL для некоторой P ∈ P (2) и L ∈ Mm. В этом случае
Φ(X) = O по лемме 4.19. В частности, Φ(X) =

(
1 −1
−1 1

)
XO.

Предположим, что ab < 0, то есть a, b ̸= 0. Пусть L = −bL′ и положим s =

−a
b > 0. Тогда Φ(X) =

(
s −1
−1 s

)
XL.

Пусть A = ( 1 0 ... 0
1 0 ... 0 ), B = ( 1 0 ... 0

0 0 ... 0 ) (если m = 1, то A = ( 11 ), B = ( 10 )). Тогда
A ⪯w B, поскольку A = ( 1 0

1 0 )B. Тогда Φ(A) ⪯d Φ(B) и, по следствию 1.12, имеем
etΦ(A) = etΦ(B). С одной стороны, etΦ(A) = (s − 1)etAL. С другой стороны,
etΦ(B) = (s−1)etBL. Таким образом, (s−1)etAL = (s−1)etBL. Из этого следует,
что либо s = 1, либо etAL = etBL. Если s ̸= 1, то etAL = 2L(1) = etBL = L(1).
Таким образом, L(1) = 0. Повторяя те же рассуждения для A′ = AP(1j) и B′ =

BP(1j), получаем, что L(j) = 0 для любого j ∈ {1, . . . ,m}.
В итоге, или s = 1, или L = O. Если s = 1, то Φ(X) =

(
1 −1
−1 1

)
XL. Если

L = O, то Φ(X) =
(

1 −1
−1 1

)
XO.

Теорема 4.22. Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m. Следующие утвержде-
ния эквивалентны:

1. Φ конвертирует слабую мажоризацию в сильную мажоризацию.

2. Φ конвертирует слабую мажоризацию в мажоризацию по направлению.

3. Выполнено одно из условий:

(a) Φ(X) = O.

(b) n = 2 и существует такая L ∈ Mm, что Φ(X) =
(

1 −1
−1 1

)
XL.
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Доказательство. Импликация (1 ⇒ 2) верна, поскольку из сильной мажоризации
следует мажоризация по направлению.

Импликация (2 ⇒ 3) следует из леммы 4.21 при n = 2 и из леммы 4.20 при
n > 2.

Докажем импликацию (3 ⇒ 1) Если Φ(X) = O, то условие 1 выполнено. Таким
образом, достаточно рассмотреть Φ(X) =

(
1 −1
−1 1

)
XL.

Пусть A,B ∈ M2,m — такие, что A ⪯w B, то есть A =
(
r1 1−r1
r2 1−r2

)
B, где

0 ≤ r1, r2 ≤ 1.
Тогда Φ(A) =

(
r1−r2 r2−r1
r2−r1 r1−r2

)
BL. Пусть D =

(
d 1−d

1−d d

)
, где d = 1+r1−r2

2 . Легко убе-
диться, что 0 ≤ d ≤ 1, поскольку 0 ≤ r1, r2 ≤ 1. Как следствие, D ∈ Ω2. Кроме
того, DΦ(B) =

(
2d−1 1−2d
1−2d 2d−1

)
BL =

(
r1−r2 r2−r1
r2−r1 r1−r2

)
BL = Φ(A). В итоге, Φ(A) ⪯s Φ(B).

Теорема 4.22 позволяет строить пары матриц, упорядоченные в смысле сильной
мажоризации или мажоризации по направлению, используя пары, упорядоченные
в смысле слабой мажоризации.

Пример 4.23. Пусть A =
(

1 0
1/2 1/2

)
. Тогда A ⪯w I, поскольку A ∈ Ωrow

2 .
Пусть Φ(X) =

(
1 −1
−1 1

)
X ( 1 5

2 3 ). Тогда, по теореме 4.22, Φ конвертирует сла-
бую мажоризацию в мажоризацию по направлению и в сильную мажоризацию. В
частности, Φ(A) ⪯s Φ(I). То есть

(
−1/2 1
1/2 −1

)
⪯d
( −1 2

1 −2

)
и
(

−1/2 1
1/2 −1

)
⪯s
( −1 2

1 −2

)
.

Следующий пример демонстрирует нелинейный оператор, конвертирующий
слабую мажоризацию в сильную мажоризацию.

Пример 4.24. Пусть Φ — оператор на M2, заданный равенством

Φ(X) =


(

1 −1
−1 1

)
X, если X ∈ GL2

O, иначе.
. Тогда Φ не является линейным и

• Φ конвертирует слабую мажоризацию в сильную.

• Φ сохраняет слабую мажоризацию.

• Φ сохраняет сильную мажоризацию.

Доказательство. Оператор Φ не является линейным, поскольку Φ(I) =
(

1 −1
−1 1

)
̸=

Φ(E11)+Φ(E22) = O. Предположим, что A ⪯w B для некоторых A,B ∈ M2. Тогда
возможны три случая.
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• Если A ∈ GL2, то B ∈ GL2 по лемме 1.9 и Φ(A) ⪯s Φ(B) по условию 3(b)
теоремы 4.22.

• Если A,B ̸∈ GL2, то Φ(A) = Φ(B) = O.

• Если B ∈ GL2 и A ̸∈ GL2, то O = Φ(A) ⪯s Φ(B) =
(

1 −1
−1 1

)
B, поскольку(

1
2

1
2

1
2

1
2

) (
1 −1
−1 1

)
B = O.

Таким образом, Φ конвертирует слабую мажоризацию в сильную. Из тех же рас-
суждений, что и в лемме 4.13, получается, что Φ сохраняет обе мажоризации.

4.4 Линейные конвертеры в слабую мажориза-
цию

Рассмотрим линейные конвертеры из сильной мажоризации или мажоризации
по направлению в слабую мажоризацию. Этот случай особенно сложен тем, что
такие операторы, вообще говоря, не должны сохранять никакие из конвертируе-
мых мажоризаций (как в лемме 4.13). Таким образом, мы не можем использовать
никакие из известных характеризаций линейных операторов, сохраняющих мажо-
ризации.

Вследствие этого рассмотрим сначала мажоризацию векторов. В этом разде-
ле мы докажем, что каждый линейный конвертер из векторной мажоризации в
слабую сохраняет векторную мажоризацию.

Обозначим за M(T ) и m(T ) максимальный и минимальный элементы матрицы
T ∈ Mn,m, соответственно. Рассмотрим следующие условия:

n ≤ m, m(T ) ̸= M(T ) и TPb ⪯w Tb для любых P ∈ P (m), b ∈ Rm; (10)

T = set для некоторого s ∈ Rn, где e ∈ Rm; (11)

m = n и T = αP + βJ для некоторых α, β ∈ R, P ∈ P (n). (12)

Наша ближайшая цель — доказать, что если T удовлетворяет (10) при n = m, то
T удовлетворяет либо (11), либо (12). Это будет сделано в лемме 4.37. Мы рас-
сматриваем более общий случай n ≤ m, поскольку чтобы получить результат для
квадратных матриц, мы используем индукцию по числу строк n при произвольном
количестве столбцов m ≥ n.
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4.4.1 Свойства столбцов T

В этой секции мы рассматриваем некоторые свойства столбцов матриц, удо-
влетворяющих условию (10). Для любого j = 1, . . . ,m обозначим Λj = {i, 1 ≤ i ≤
n | tij = M(T )}.

Лемма 4.25. Пусть T ∈ Mn,m удовлетворяет (10). Тогда в каждом столб-
це матрицы T встречаются и максимальный, и минимальный элементы всей
матрицы.

Доказательство. Рассмотрим условие (10) для b = es и P = P(sj) для произволь-
ных s, j ∈ {1, . . . ,m}. Тогда T (j) = TPb ⪯w Tb = T (s). По следствию 4.4 получаем,
что minT (j) ≥ minT (s) и maxT (j) ≤ maxT (s). Меняя местами s и j, получаем, что
в любой паре столбцов максимальный и минимальный элементы совпадают, то
есть они равны M(T ) и m(T ), соответственно.

Следствие 4.26. Пусть T ∈ Mn,m удовлетворяет (10). Тогда 1 ≤ |Λj| ≤ n − 1

для любого j = 1, . . . ,m.

Доказательство. Это прямое следствие предыдущей леммы и условия m(T ) ̸=
M(T ).

Лемма 4.27. Пусть T ∈ Mn,m удовлетворяет (10). Предположим, что T со-
держит два равных столбца. Тогда T удовлетворяет (11).

Доказательство. Предположим, что T (i) = T (j) для некоторых различных i, j ∈
{1, . . . ,m}. Пусть b = ei − ej ∈ Rm. Тогда Tb = 0. Следовательно из условия (10)
получаем TPb = 0 для любой P ∈ P (m). Рассмотрим произвольное k ̸= i, j и
P = P(jk). Тогда TPb = T (i)−T (k) = 0, т. е. все столбцы T равны. Таким образом,
T = T (i)et для любого столбца T (i) и T удовлетворяет (11).

Мы используем индукцию по n, числу строк матрицы T , чтобы доказать, что
из условия (10) следует условие (11) или условие (12). Базой индукции является
случай n = 2. В следующей секции мы получаем необходимый результат в этом
случае.
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4.4.2 База индукции

Лемма 4.28. Пусть n = 2 и T ∈ Mn,m удовлетворяет (10). Тогда T удовлетво-
ряет (11) или (12).

Доказательство. Заметим, что если n = 2, то по лемме 4.25 каждый столбец T

равен либо
(

m(T )
M(T )

)
, либо

(
M(T )
m(T )

)
.

Таким образом, если m = 2, то T удовлетворяет (11) или (12).
Теперь предположим, что m > 2. Тогда как минимум два столбца T равны.

Тогда, по лемме 4.27, T удовлетворяет (11).

4.4.3 Основные методы индуктивного перехода

В двух следующих леммах мы покажем, как применять предположение индук-
ции. Предположим, что n > 2.

Пусть txy — второй наибольший элемент T после M(T ), то есть tij > txy, если
и только если tij = M(T ). Обозначим δ = M(T )− txy. Заметим, что δ > 0.

Лемма 4.29. Предположим, что T ∈ Mn,m удовлетворяет (10) и существует
такое j ∈ {1, . . . ,m}, что Λj = {i}. Тогда tis = tip для любых s, p ∈ {1, . . . ,m} \
{j}.

Доказательство. Положим ϵ = δ
2(M(T )−m(T )) и рассмотрим b = ej + ϵes для произ-

вольного s ̸= j. Докажем, что (Tb)i > (Tb)q для любого q ̸= i. Действительно,

M(T )− tqj ≥ δ >
δ

2
= ϵ(M(T )−m(T )) ≥ ϵ(tqs − tis).

Из этого следует, что M(T )− tqj > ϵtqs− ϵtis и, как следствие, (Tb)i = M(T )+

ϵtis > tqj + ϵtqs = (Tb)q. Тогда max(Tb) = M(T ) + ϵtis.
Рассмотрим v = ej+ϵep для произвольного p ̸= j. Легко видеть, что v = P(sp) ·b

и b = P(sp) · v. Поскольку T удовлетворяет (10), то Tv ⪯w Tb ⪯w Tv. Тогда, по
следствию 4.4, max(Tv) = max(Tb) = M(T )+ϵtis. Те же рассуждения, что и выше
дают max(Tv) = M(T ) + ϵtip. Таким образом, tis = tip для любых s, p ̸= j.

Результат предыдущей леммы может быть обобщен следующим образом.

Лемма 4.30. Предположим, что T ∈ Mn,m удовлетворяет (10). Пусть j ∈
{1, . . . ,m}. Обозначим k := |Λj| и J := {1, . . . ,m}\{j}. Тогда T ′ = T

(Λj)

(J ) ∈ Mk,m−1

удовлетворяет (10) или (11).
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Доказательство. Напомним, что 1 ≤ k < n по следствию 4.26.
Без ограничения общности предположим, что j = 1 и Λ1 = {1, . . . , k}. Тогда

T =
(

a′ T ′

a′′ T ′′

)
, где a′ = M(T )e ∈ Rk, a′′ ∈ Rn−k, T ′ = T

(Λj)

(J ) ∈ Mk,m−1 и T ′′ ∈
Mn−k,m−1. Заметим, что max(a′′) < M(T ) по определению Λ1. По условию (10)
TPb ⪯w Tb для любых P ∈ P (m) и b ∈ Rm. Выберем P = 1 ⊕ P ′, b = ( γ

b′ ),
где γ ∈ R, b′ ∈ Rm−1 и P ′ ∈ P (m − 1) произвольны. Здесь A ⊕ B обозначает
блочно-диагональную матрицу с блоками A и B.

Непосредственные вычисления показывают, что, во введенных обозначениях,

TPb =
(

a′ T ′

a′′ T ′′

)
( 1 0
0 P ′ ) (

γ
b′ ) =

(
a′ T ′P ′

a′′ T ′′P ′

)
( γ
b′ ) =

(
(γM(T ))e+T ′P ′b′

γa′′+T ′′P ′b′

)
и Tb =

(
(γM(T ))e+T ′b′

γa′′+T ′′b′

)
.

Докажем, что существует такое γ ∈ R, что

max(TPb) = max((γM(T ))e+ T ′P ′b′). (13)

Обозначим α = max(T ′′P ′b′) и β = min(T ′P ′b′). Предположим, что β ≥ α. Тогда
для любого γ > 0 равенство (13) выполнено. В самом деле, напомним, что M(T ) >

max(a′′) по определению Λ1, а max(T ′P ′b′) ≥ β по определению β. Тогда

γM(T ) + max(T ′P ′b′) > γmax(a′′) + β ≥ γmax(a′′) + α ≥ γa′′q + (T ′′P ′b′)q

для любого q ∈ {1, . . . , n − k}. Таким образом, max(TPb) = max((γM(T ))e +

T ′P ′b′).
Теперь предположим, что β < α. Рассмотрим γ = 2α−2β

δ > 0. Напомним, что
δ = M(T )− txy, где txy — второй наибольший элемент T . Тогда, поскольку γ > 0,
для произвольных i ∈ {1, . . . , k} и q ∈ {1, . . . , n− k} выполнено

γ(M(T )− a′′q) ≥ γδ = 2(α− β) > α− β ≥ (T ′′P ′b′)q − (T ′P ′b′)i,

где последнее неравенство следует из определений α и β. Таким образом,

γ(M(T )− a′′q) > (T ′′P ′b′)q − (T ′P ′b′)i,

то есть γM(T ) + (T ′P ′b′)i > γa′′q + (T ′′P ′b′)q для любых i, q. Следовательно равен-
ство (13) выполнено для любых P ′ и b′.

Заменяя P на I в (13), получаем max(Tb) = max((γM(T ))e+T ′b′). По условию
(10) получается max(TPb) ≤ max(Tb). Используя (13), получаем

γM(T ) + max(T ′P ′b′) = max(TPb) ≤ max(Tb) = γM(T ) + max(T ′b′).
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Из этого следует, что max(T ′P ′b′) ≤ max(T ′b′) для произвольных P ′ и b′.
Поскольку b′ произвольно, рассмотрим (−b′), чтобы получить max(−T ′P ′b′) ≤

max(−T ′b′), то есть min(T ′P ′b′) ≥ min(T ′b′). Тогда, по следствию 4.4, получаем
T ′P ′b′ ⪯w T ′b′ для любых P ′, b′.

Заметим, что T ′ — матрица размера k × (m− 1). По следствию 4.26 получаем
k ≤ (n− 1). Кроме того, n ≤ m, поскольку T удовлетворяет (10). Следовательно
k ≤ (m− 1). Таким образом, если m(T ′) ̸= M(T ′), то T ′ удовлетворяет (10). Если
m(T ′) = M(T ′), то T ′ = (m(T ′)e)et и T ′ удовлетворяет (11).

4.4.4 Предположение индукции

Мы действуем индукцией по n. В секции 4.4.2 устанавливается база индукции,
n = 2 для произвольного m ≥ 2. Фиксируем n > 2. Предположим, что если T —
l×m-матрица, удовлетворяющая (10), l < n и m ≥ l, то T удовлетворяет (11) или
(12).

Наша следующая цель — доказать, что если квадратная матрица T ∈ Mn

удовлетворяет (10), то либо T удовлетворяет (12), либо (M(T ))et ∈ R(T ). Мы
рассмотрим все возможные значения |Λj| и докажем соответствующие результаты
с использованием различных техник для разных значений |Λj|. В лемме 4.31 рас-
сматривается случай существования такого j, что 1 < |Λj| < n − 1. В лемме 4.32
рассматривается случай |Λj| = 1 для любого j. В лемме 4.33 рассматривается слу-
чай |Λj| = n− 1 для любого j. Наконец, в лемме 4.34 рассматривается последний
случай, Λj ∈ {1, n− 1} для любого j = 1, . . . ,m.

Итак, покажем, что если T не удовлетворяет (12), то (M(T ))et — строка T .

Лемма 4.31. Предположим, что T ∈ Mn удовлетворяет (10) и существует
такое j ∈ {1, . . . , n}, что 1 < |Λj| < n− 1. Тогда (M(T ))et ∈ R(T ).

Доказательство. Обозначим k := |Λj|. Предположим, что (M(T ))et ̸∈ R(T ). Как
в лемме 4.30, обозначим J = {1, . . . , n} \ {j} и T ′ = T

(Λj)

(J ) ∈ Mk,n−1. По лемме
4.30 подматрица T ′ удовлетворяет (10) или (11). Если выполнено условие (10),
то, поскольку k < n − 1, мы можем применить предположение индукции, чтобы
получить, что T ′ удовлетворяет (11) или (12). Кроме того, поскольку k < n − 1,
то подматрица T ′ не квадратна и единственная возможность — T ′ удовлетворяет
(11). Если некоторый элемент T ′ равен M(T ), то (M(T ))et ∈ R(T ).
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Предположим, что никакой элемент T ′ не равен M(T ). Тогда в каждой строке
T с индексом из Λj содержится единственный элемент, равный M(T ) (в столбце j).
Поскольку k > 1, получаем, что |Λj′| < n−1 для любого j′ ∈ {1, . . . , n}. Мы можем
повторить те же рассуждения для каждого столбца. Используя предположение
индукции, получаем, что либо (M(T ))et ∈ R(T ), либо каждая строка T содержит
не более одного элемента M(T ). Но как минимум в двух строках этот элемент
находится в одном столбце T (j). Таким образом, если (M(T ))et ̸∈ R(T ), то не
каждый столбец T содержит M(T ), что противоречит лемме 4.25.

Лемма 4.32. Предположим, что T ∈ Mn удовлетворяет (10) и |Λj| = 1 для
любого j ∈ {1, . . . , n}. Тогда либо (M(T ))et ∈ R(T ), либо T удовлетворяет (12).

Доказательство. Предположим, что (M(T ))et ̸∈ R(T ). Рассмотрим произволь-
ный столбец T (j). Здесь Λj = {ij} для некоторого ij ∈ {1, . . . , n}. По лемме
4.29 получаем tijs = tijt для любых s, t ∈ {1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n}. Посколь-
ку (M(T ))et ̸∈ R(T ), мы можем заключить, что в строке T(ij) ровно один элемент
равен M(T ). Повторяя эти рассуждения для каждого столбца T , получаем, что
существует такая P ∈ P (n), что tij = M(T ), если и только если pij = 1. Тогда, без

ограничения общности, предположим, что T =

(
M(T ) a1 a1 ... a1
a2 M(T ) a2 ... a2
a3 a3 ... ... a3
... ... ... ... ...

)
. Следуя тем же

рассуждениям, что и в доказательстве леммы 4.29, рассмотрим ϵ = δ
2(M(T )−m(T )) .

Тогда для b = e1 + ϵe2 получаем, что max(Tb) = M(T ) + ϵa1. Если P = P(12), то
max(TPb) = M(T ) + ϵa2. По условию (10) имеем TPb ⪯w Tb и по следствию 4.4
M(T )+ ϵa1 ≥ M(T )+ ϵa2. Но для b = ϵe1+ e2 получаем M(T )+ ϵa1 ≤ M(T )+ ϵa2.
Таким образом, a1 = a2. Те же рассуждения показывают, что ai1 = ai2 для любых
i1, i2 ≤ n и, как следствие, T удовлетворяет (12).

Лемма 4.33. Предположим, что T ∈ Mn удовлетворяет (10) и |Λj| = n− 1 для
любого j ∈ {1, . . . , n}. Тогда либо (M(T ))et ∈ R(T ), либо T удовлетворяет (12).

Доказательство. По лемме 4.25 получаем, что в каждом столбце T единственный
элемент, не равный M(T ), равен m(T ). Следовательно каждый элемент T это либо
M(T ), либо m(T ).

Если некоторая строка T содержит как минимум два элемента равных m(T ),
то некоторые два столбца T равны. Тогда, по лемме 4.27, T удовлетворяет (11) и,
в частности, (M(T ))et ∈ R(T ).
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Иначе в каждой строке и каждом столбце T содержится ровно один элемент,
равный m(T ), то есть существует такая P ∈ P (n), что tij = m(T ), если и только
если pij = 1 и tij = M(T ), если и только если pij = 0. В итоге, T = (M(T ))J +

(m(T )−M(T ))P , что и требовалось.

Лемма 4.34. Предположим, что T ∈ Mn удовлетворяет (10), |Λj| = 1 и |Λi| =
n− 1 для некоторых i, j ∈ {1, . . . , n}. Тогда (M(T ))et ∈ R(T ).

Доказательство. Без ограничения общности, T (1) =

(
m(T )
M(T )
...

M(T )

)
и Λ2 = {i}.

Если i ∈ Λ1, т. е. i > 1, то, применяя лемму 4.29 к T (2), получаем, что ti1 =

M(T ) = tij для любых j ∈ {3, . . . , n}, то есть (M(T ))et ∈ R(T ).
Иначе i = 1 и t12 = M(T ). В этом случае мы тоже применим лемму 4.29 к T (2),

чтобы заключить, что t1j = m(T ) для любого j ∈ {1, 3, . . . , n}. Тогда

T =


m(T ) M(T ) m(T ) . . . m(T )

M(T )

T ′...
M(T )

.

По лемме 4.30 подматрица T ′ = T
(2,...,n)
(2,...,n) удовлетворяет (10) или (11). Тогда, по

лемме 4.25, max(T ′(1)) = max(T ′(2)). Кроме того, max(T ′(1)) < M(T ), поскольку
Λ2 = {1}. В этом случае |Λ3| = 0, что противоречит лемме 4.25.

4.4.5 Результат для векторов

В этой секции мы завершаем доказательство того, что если T удовлетворяет
(10), то T удовлетворяет (11) или (12).

Лемма 4.35. Пусть T ∈ Mn,m удовлетворяет (10). Предположим, что столбцы
T линейно зависимы, и некоторая строка T равна xet, для некоторого x ∈ R,
x ̸= 0. Тогда T удовлетворяет (11).

Доказательство. 1. Поскольку столбцы T линейно зависимы, то существует
такой ненулевой вектор v ∈ Rm, что Tv = 0.

2. Тогда TPv = 0 для любой P ∈ P (n), поскольку TPv ⪯w Tv = 0.
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3. Любой v с условием Tv = 0 удовлетворяет etv = 0. Действительно, по пред-
положению, некоторый элемент Tv равен x(etv) = 0, где x ̸= 0.

4. Если как минимум два столбца T равны, то T удовлетворяет (11) по лемме
4.27. Предположим, что все столбцы T различны.

5. Пусть P = P(ij) для произвольных i, j. По пункту 2 верны следующие ра-
венства: TPv = 0 и Tv = 0. Тогда Tv − TPv = T (I − P(ij))v = 0, откуда
следует, что viT

(i)+vjT
(j)−viT

(j)−vjT
(i) = 0. То есть (vi−vj)(T

(i)−T (j)) = 0.
Поскольку, по предположению, T (i) ̸= T (j), то получается, что vi = vj для
произвольных i, j. Но etv = 0. Это значит, что v = 0, что противоречит
линейной зависимости.

Лемма 4.36. Пусть T ∈ Mn,m удовлетворяет (11) или (12). Тогда каждый
столбец T может быть однозначно найден с помощью остальных столбцов T .

Доказательство. Пусть j ∈ {1, . . . ,m}. Если все столбцы T ({1,...,n}\{j}) равны, то
T удовлетворяет (11) и T (j) совпадает со всеми остальными столбцами T . Иначе
T удовлетворяет (12) и T = αP + βJ для некоторых α, β ∈ R и P ∈ P (n). В этом
случае, α, β и P можно однозначно определить по T ({1,...,n}\{j}).

Лемма 4.37. Пусть T ∈ Mn,m, n ≤ m — такая матрица, что для любых P ∈
P (m) и b ∈ Rm выполнено TPb ⪯w Tb. Тогда T удовлетворяет (11) или (12).

Доказательство. 1. Если M(T ) = m(T ), то T тривиально удовлетворяет (11).
Предположим, что M(T ) ̸= m(T ). Тогда T удовлетворяет (10).

2. Предположим, что (M(T ))et ∈ R(T ) и (m(T ))et ∈ R(T ). Поскольку n ≤ m,
то столбцы T в этом случае линейно зависимы. Тогда, по лемме 4.35, T

удовлетворяет (11), поскольку либо M(T ), либо m(T ) не равно нулю.

Таким образом, мы можем предположить, что (M(T ))et ̸∈ R(T ). Действи-
тельно, если верно обратное, то (m(T ))et ̸∈ R(T ). В этом случае мы можем
рассмотреть (−T ) вместо T , чтобы получить, что (M(−T ))et ̸∈ R(−T ).

3. Если T — квадратная матрица и (M(T ))et ̸∈ R(T ), то из лемм 4.31 — 4.34
следует, что T удовлетворяет (12).
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4. Теперь рассмотрим случай n < m.

(a) Сначала покажем, что любая квадратная n × n-подматрица T ′ матри-
цы T удовлетворяет (10). В самом деле, пусть T ′ = T (J ), где J ⊂
{1, . . . ,m} и |J | = n. Тогда m(T ′) = m(T ) < M(T ) = M(T ′) по
лемме 4.25. Пусть b′ ∈ Rn и P ′ ∈ P (n) произвольны. Пусть вектор
b ∈ Rm получен из b′ добавлением нулевых элементов в позиции с ин-
дексами {1, . . . , n} \ J . Тогда Tb = T ′b′. Пусть P ∈ P (n) — такая,
что TPb = T ′P ′b′. Поскольку T удовлетворяет (10), мы получаем, что
T ′P ′b′ = TPb ⪯w Tb = T ′b′.

(b) Таким образом, T ′ удовлетворяет (10) и, по доказанному в пунктах 2. и
3. мы получаем, что T ′ удовлетворяет (11) или (12).

(c) Наконец, докажем, что T удовлетворяет (11), то есть что все столбцы T

совпадают. Пусть i, j ∈ {1, . . . ,m} — произвольные индексы. Выберем
I,J ⊂ {1, . . . ,m}, так чтобы |I ∩ J | = n − 1, I = {i}

⋃
(I ∩ J ) и

J = {j}
⋃
(I ∩ J ), |I| = |J | = n. Тогда T (I) и T (J ) — квадратные

подматрицы T . По пункту 4b. T (I) удовлетворяет (11) или (12) и T (J )

удовлетворяет (11) или (12). Поскольку у T (I) и T (J ) есть n− 1 общий
столбец, то, по лемме 4.36, T (i) = T (j). Следовательно T удовлетворяет
(11).

Напоминаем, что [ϕ] обозначает матрицу оператора ϕ в стандартном базисе.
Теперь мы можем доказать следующий результат, который усиливает теорему 1.15.

Теорема 4.38. Пусть ϕ — линейный оператор на Rn. Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны:

1. ϕ сохраняет векторную мажоризацию.

2. ϕ конвертирует векторную мажоризацию в слабую мажоризацию.

3. Выполнено одно из условий:

(a) ϕ(x) = (etx)s для некоторого s ∈ Rn.

(b) ϕ(x) = αPx+ βJx для некоторых α, β ∈ R и P ∈ P (n).
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4. Выполнено одно из условий:

(a) [ϕ] = set для некоторого s ∈ Rn.

(b) [ϕ] = αP + βJ для некоторых α, β ∈ R и P ∈ P (n).

Доказательство. Эквивалентность условий 1. и 3. следует из теоремы 1.15. Эк-
вивалентность условий 3. и 4. очевидна. Кроме того, из условия 1. следует условие
2, поскольку из сильной мажоризации следует слабая. Таким образом, достаточно
доказать, что из условия 2. следует условие 4.

Предположим, что ϕ конвертирует векторную мажоризацию в слабую. Пусть
b ∈ Rn и P ∈ P (n). Тогда Pb ⪯ b. Из условия 2. следует, что [ϕ]Pb ⪯w [ϕ]b. Тогда
условие 4. следует из леммы 4.37.

4.4.6 Линейные комбинации векторных конвертеров

В этой секции мы разрабатываем специальные методы для применения теоре-
мы 4.38 в матричном случае. Приведем некоторые эквивалентные условия слабой
мажоризации векторов.

Лемма 4.39. Пусть a, b ∈ Rn. Пусть P,Q ∈ P (n) и α, β ∈ R, α ̸= 0. Тогда
следующие утверждения эквивалентны:

a ⪯w b. (14)

αa+ βe ⪯w αb+ βe. (15)

Pa ⪯w Qb. (16)

max(a) ≤ max(b) и min(a) ≥ min(b). (17)

Доказательство. 1. (14) эквивалентно (15). Действительно, пусть a ⪯w b, то
есть a = Rb для некоторой R ∈ Ωrow

n . Тогда R(αb + βe) = αa + βe. Таким
образом, из a ⪯w b следует αa + βe ⪯w αb + βe. Пусть x = αa + βe и
y = αb+ βe. Тогда из x ⪯w y следует 1

αx+ −β
α e ⪯w 1

αy +
−β
α e, то есть a ⪯w b.
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2. (14) эквивалентно (16). Действительно, пусть a ⪯w b, то есть a = Rb для
некоторого R ∈ Ωrow

n . Тогда Pa = (PRQ−1)Qb, то есть Pa ⪯w Qb, поскольку
PRQ−1 ∈ Ωrow

n . Следовательно из a ⪯w b следует Pa ⪯w Qb, откуда следует
P−1(Pa) ⪯w Q−1(Qb). То есть a ⪯w b.

3. (14) эквивалентно (17) по следствию 4.4.

Лемма 4.40. Пусть P ∈ P (n), α1, β1 ∈ R, α1 ̸= 0, предположим, что:

1. Φ1 : Rn → Rn удовлетворяет Φ1(x) = α1Px+ β1Jx для любого x ∈ Rn.

2. Линейный оператор Φ2 на Rn конвертирует векторную мажоризацию в
слабую мажоризацию.

3. Для любых γ1, γ2 ∈ R, y ∈ Rn и Q ∈ P (n) выполнено

γ1Φ1(Qy) + γ2Φ2(Qy) ⪯w γ1Φ1(y) + γ2Φ2(y). (18)

Тогда существуют такие α2, β2 ∈ R и S ∈ P (n), что Φ2(x) = α2Sx+ β2Jx.

Доказательство. Предположим, что Φ2(x) = α2Sx + β2Jx не выполнено. Тогда,
по теореме 4.38, Φ2(x) = (etx)a для некоторого a ∈ Rn. Заметим, что если a = βe,
то Φ2(x) = (etx)a = βJx = 0Sx + βJx, что дает требуемый результат. Таким
образом, мы можем предположить, что a не пропорционален e.

Выбрав γ2 = 1, γ1 = sign (α1), y = el, получаем γ1Φ1(y) = γ1α1Pel + γ1β1e,
γ2Φ2(y) = a. Тогда, подставляя ek = Qy в выражение (18), получаем

γ1α1Pek + γ1β1e+ a ⪯w γ1α1Pel + γ1β1e+ a.

Из условия (15) следует, что

|α1|Pek + a ⪯w |α1|Pel + a.

Тогда, по условию (16), получаем

|α1|UPek + Ua ⪯w |α1|UPel + Ua,

78



где матрицу U ∈ P (n) выбираем так, что Ua = a↓, а индексы k, l — так, что
UPek = e1 и UPel = en. Напомним, что a↓ обозначает перестановку координат
вектора a ∈ Rn в порядке невозрастания. Тогда получаем.

(a↓1 + |α1|, . . . , a↓n)t ⪯w (a↓1, . . . , a
↓
n + |α1|)t.

Из условия (17) следует, что a↓1 + |α1| ≤ max(a↓1, . . . , a
↓
n−1, a

↓
n + |α1|), противо-

речие. Действительно, a↓1 + |α1| > a↓i для любого i ∈ {1, . . . , n − 1} и a↓1 + |α1| >
a↓n + |α1|, поскольку a не пропорционален e.

Таким образом, Φ2(x) = α2Sx+β2Jx для некоторых α2, β2 ∈ R и S ∈ P (n).
Теперь покажем, что в лемме 4.40 можно выбрать S = P .

Лемма 4.41. Пусть P ∈ P (n), α1, β1 ∈ R, α1 ̸= 0, предположим, что:

1. Φ1 : Rn → Rn удовлетворяет Φ1(x) = α1Px+ β1Jx для любого x ∈ Rn.

2. Линейный оператор Φ2 на Rn конвертирует векторную мажоризацию в
слабую мажоризацию векторов.

3. Для любых γ1, γ2 ∈ R, y ∈ Rn и Q ∈ P (n) выполнено

γ1Φ1(Qy) + γ2Φ2(Qy) ⪯w γ1Φ1(y) + γ2Φ2(y). (19)

Тогда существуют такие α2, β2 ∈ R, что Φ2(x) = α2Px+ β2Jx.

Доказательство. По лемме 4.40 Φ2(x) = α2Sx + β2Jx для некоторого S ∈ P (n).
Достаточно доказать, что можно выбрать S = P . Если α2 = 0, то Φ2(x) не зависит
от S и можно выбрать S = P . Предположим, что α2 ̸= 0.

Если n = 2, то существует только две матрицы перестановки, а именно I и
J−I. Поскольку α(J−I)x+βJx = −αIx+(α+β)Jx, мы можем выбрать P = S.

Теперь предположим, что n > 2.
Пусть γ1 = 1

α1
и γ2 = α

α2
, α ∈ R. Тогда γ1Φ1(y) = Py + γ1β1(ee

ty) = Py +

γ1β1(e
ty)e. Заметим также, что etQ = et для любой Q ∈ P (n). Тогда условие (19)

дает

(PQy+γ1β1(e
tQy)e)+(αSQy+γ2β2(e

tQy)e) ⪯w (Py+γ1β1(e
ty)e)+(αSy+γ2β2(e

ty)e).
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Откуда получаем

PQy + αSQy + (γ1β1 + γ2β2)(e
ty)e ⪯w Py + αSy + (γ1β1 + γ2β2)(e

ty)e.

Из условия (15) следует, что

PQy + αSQy ⪯w Py + αSy.

Пусть U = P−1S. По условию (16) мы можем домножить левую часть на Q−1P−1,
а правую часть на P−1, чтобы получить

y + αQ−1UQy ⪯w y + αUy. (20)

Эта мажоризация выполнена для любых α ∈ R, y ∈ Rn, и Q ∈ P (n). Если U =

P−1S ≠ I, то существует три возможности:
Случай (1) U 2 = I и существует такое i, что Uei = ei. Без ограничения

общности, предположим, что Ue1 = e2, Ue2 = e1 и Ue3 = e3. Положим Q =

P(23). Тогда (Q−1UQ)e1 = e3, (Q−1UQ)e3 = e1 и (Q−1UQ)e2 = e2. Выбирая
α = 1 и y = (1,−1, 0, 0, . . . , 0)t в выражении (20), получаем (1,−2, 1, 0, . . . , 0)t ⪯w

(0, 0, 0, 0, . . . , 0)t, что противоречит следствию 4.4.
Случай (2) U 2 = I и не существует такого i, что Uei = ei. Без ограни-

чения общности предположим, что Ue1 = e2, Ue2 = e1, Ue3 = e4 и Ue4 = e3.
Положим Q = P(23). Тогда (Q−1UQ)e1 = e3, (Q−1UQ)e3 = e1, (Q−1UQ)e2 = e4

и (Q−1UQ)e4 = e2. Выбирая α = 1 и y = (1, 0, 1, 0, 0, . . . , 0)t в выражении (20),
получаем (2, 0, 2, 0, 0, . . . , 0)t ⪯w (1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0)t, что противоречит следствию
4.4.

Случай (3) U 2 ̸= I. Без ограничения общности предположим, что Ue1 = e2 и
Ue2 = e3. Положим Q = P(12). Тогда (Q−1UQ)e1 = e3 и (Q−1UQ)e2 = e1. Выбирая
α = 0.5 и y = (2, 1, 0, 0, . . . , 0)t в выражении (20), получаем (2.5, 1, 1, 0, . . . , 0)t ⪯w

(2, 2, 0.5, 0, . . . , 0)t, что противоречит следствию 4.4.
Таким образом, U = P−1S = I, то есть S = P , что и требовалось доказать.

4.4.7 Матричный случай

Наконец, мы готовы доказать необходимое и достаточное условие того, что
линейный оператор на пространстве матриц является конвертером из сильной ма-
жоризации в слабую.
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Определим отображение Ej : R
n → Mn,m через Ej(x) = xetj для j = 1, . . . ,m.

Положим Φj
i = E∗

iΦEj. Тогда

Φ(X(1), . . . , X(m)) = (
m∑
j=1

Φj
1X

(j) , . . . ,
m∑
j=1

Φj
mX

(j)). (21)

Лемма 4.42. Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m, конвертирующий силь-
ную мажоризацию в слабую. Тогда каждый Φj

i конвертирует векторную мажо-
ризацию в слабую.

Доказательство. Пусть a, b ∈ Rn, a ⪯ b и j ∈ {1, . . . ,m} — произвольное. Пусть
A = aetj и B = betj. Тогда A ⪯s B. Следовательно Φ(A) ⪯w Φ(B), то есть
(Φj

1(a) , . . . ,Φj
m(a)) ⪯w (Φj

1(b) , . . . ,Φj
m(b)). Отсюда следует, что Φj

i (a) ⪯w Φj
i (b)

для любого i ∈ {1, . . . ,m} и каждый Φj
i конвертирует векторную мажоризацию в

слабую.

Лемма 4.43. Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m, конвертирующий силь-
ную мажоризацию в слабую. Тогда выполнено одно из условий:

Существуют такие S1, . . . , Sm ∈ Mn,m, что Φ(X) =
m∑
j=1

(etX(j))Sj. (22)

Существуют такие R, S ∈ Mm и P ∈ P (n), что Φ(X) = PXR + JXS. (23)

Доказательство. Предположим, что Φ конвертирует сильную мажоризацию в
слабую. Тогда, по лемме 4.42, каждый Φj

i конвертирует векторную мажоризацию
в слабую мажоризацию векторов. Тогда, по теореме 4.38, каждый оператор Φj

i

удовлетворяет Φj
i (x) = (etx)sji для некоторого sji ∈ Rn или Φj

i (x) = αj
iP

j
i x+ βj

i Jx

для некоторых αj
i , β

j
i ∈ R и P j

i ∈ P (n).
Априори возможны два случая:
Случай 1. Для любых i, j ∈ {1, . . . ,m} существует такой вектор sji ∈ Rn, что

Φj
i (x) = (etx)sji . Покажем, что в этом случае выполнено условие (22).
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Пусть Sj = (sj1, . . . , sjm). Тогда

Φ(X(1), . . . , X(m)) = (
m∑
j=1

Φj
1(X

(j)) , . . . ,
m∑
j=1

Φj
m(X

(j)))

= (
m∑
j=1

(etX(j))sj1 , . . . ,
m∑
j=1

(etX(j))sjm)

=
m∑
j=1

(etX(j))(sj1 , . . . , s
j
m) =

m∑
j=1

(etX(j))Sj.

Значит условие (22) выполнено.
Заметим, что если Φj

i (x) = βJx, то Φj
i (x) = β(etx)e.

Случай 2. Для некоторых p, q ∈ {1, . . . ,m} существуют такие P ∈ P (n),
αq
p, β

q
p ∈ R, αq

p ̸= 0, что Φq
p(x) = αq

pPx+ βq
pJx. Покажем, что в этом случае выпол-

нено условие (23).
Без ограничения общности предположим, что p = q = 1. Покажем, что для

любых 1 ≤ i, j ≤ m, (i, j) ̸= (1, 1), существуют такие αj
i , β

j
i ∈ R, что Φj

i (x) =

αj
iPx+ βj

i Jx. Возможны три случая.
Случай 2.1. Предположим, что j = q. Будем писать Φi вместо Φ1

i . Пусть
γ1, γ2 ∈ R, y ∈ Rn, Q ∈ P (n). Пусть v = γ1e1+γ2ei, Y = yet1, и X = QY . Поскольку
X ⪯s Y , получаем, что Φ(X) ⪯w Φ(Y ). Тогда, по лемме 4.6, Φ(X)v ⪯w Φ(Y )v.
Используя выражение (21), получаем

γ1Φ1(Qy) + γ2Φi(Qy) ⪯w γ1Φ1(y) + γ2Φi(y).

Применим лемму 4.41, чтобы заключить, что Φq
i (x) = Φi(x) = α1

iPx + β1
i Jx

для некоторых α1
i , β

1
i ∈ R.

Случай 2.2. Предположим, что i = p. Будем писать Φj вместо Φj
1. Без огра-

ничения общности предположим, что j = 2. Пусть γ1, γ2 ∈ R, y ∈ Rn, Q ∈ P (n).
Пусть Y = y(γ1e1+ γ2e2)

t и X = QY . Поскольку X ⪯s Y , получаем, что Φ(X) ⪯w

Φ(Y ). Тогда, по лемме 4.6, Φ(X)ei ⪯w Φ(Y )ei. Используя выражение (21), полу-
чаем

γ1Φ
1(Qy) + γ2Φ

2(Qy) ⪯w γ1Φ
1(y) + γ2Φ

2(y).

Применим лемму 4.41, чтобы заключить, что Φj
p(x) = Φj(x) = αj

1Px + βj
1Jx для

некоторых αj
1, β

j
1 ∈ R.
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Случай 2.3. Наконец, предположим, что i ̸= 1 и j ̸= 1. Без ограничения
общности предположим, что i = j = 2. Из двух предыдущих случаев следует, что
Φ2

1(x) = α2
1Px+ β2

1(e
tx)e и Φ1

2(x) = α1
2Px+ β1

2(e
tx)e. Если хотя бы одно из α2

1 и α1
2

ненулевое, то из двух предыдущих случаев следует, что Φ2
2(x) = α2

2Px + β2
2(e

tx)e

(достаточно рассмотреть (p, q) = (1, 2) или (2, 1), соответственно). Предположим,
что α2

1 = α1
2 = 0. Пусть γ1, γ2 ∈ R, y ∈ Rn, Q ∈ P (n). Пусть Y = y(e1 + e2)

t, X =

QY , и v = γ1e1+ γ2e2. Поскольку X ⪯s Y , то Φ(X) ⪯w Φ(Y ). Тогда, по лемме 4.6,
Φ(X)v ⪯w Φ(Y )v. Используя выражение (21), получаем

γ1Φ
1
1(Qy) + γ1β

2
1(e

tQy)e+ γ2β
1
2(e

tQy)e+ γ2Φ
2
2(Qy)

⪯w γ1Φ
1
1(y) + γ1β

2
1(e

ty)e+ γ2β
1
2(e

ty)e+ γ2Φ
2
2(y).

По условию (15) получаем, что

γ1Φ
1
1(Qy) + γ2Φ

2
2(Qy) ⪯w γ1Φ

1
1(y) + γ2Φ

2
2(y).

Применим лемму 4.41, чтобы заключить, что Φ2
2(x) = α2

2Px + β2
2(e

tx)e для
некоторых α2

2, β
2
2 ∈ R.

Пусть матрицы R = (rij), S = (sij) ∈ Mm задаются равенствами rij = αi
j и

sij = βi
j. Тогда

Φ(X(1), . . . , X(m)) = (
m∑
j=1

αj
1PX(j) + βj

1JX
(j) , . . . ,

m∑
j=1

αj
mPX(j) + βj

mJX
(j) )

= P (
m∑
j=1

αj
1X

(j), . . . ,

m∑
j=1

αj
mX

(j)) + J(
m∑
j=1

βj
1X

(j), . . . ,

m∑
j=1

βj
mX

(j))

= PXR + JXS.

Следовательно условие (23) выполнено.

Теорема 4.44. Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m. Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет сильную мажоризацию.

2. Φ сохраняет мажоризацию по направлению.

3. Φ конвертирует сильную мажоризацию в мажоризацию по направлению.
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4. Φ конвертирует мажоризацию по направлению в слабую.

5. Φ конвертирует сильную мажоризацию в слабую.

6. Выполнено одно из условий:

(a) Φ(X) =
m∑
j=1

(etX(j))Sj для некоторых S1, . . . , Sm ∈ Mn,m.

(b) Φ(X) = PXR + JXS для некоторых R, S ∈ Mm и P ∈ P (n).

Доказательство. В теореме 1.16 было доказано, что условия 1, 2, 3 и 6 эквива-
лентны. Кроме того, из условия 2 следует условие 4, поскольку из мажоризации
по направлению следует слабая мажоризация. Из условия 4 следует условие 5, по-
скольку из сильной мажоризации следует мажоризация по направлению. Наконец,
по лемме 4.43 из условия 5 следует условие 6.

Следующий пример демонстрирует существование нелинейного конвертера из
сильной мажоризации в слабую, не сохраняющего обе мажоризации.

Пример 4.45. Пусть D и Φ — операторы на M2, определяемые равенствами
D(( x11 x12

x21 x22 )) =
(
x11+x21 0

0 x12+x22

)
и

Φ(X) =

D(X), если X ∈ GL2,(
1 0
1
2

1
2

)
D(X), иначе.

Тогда Φ не является линейным и

• Φ конвертирует сильную мажоризацию в слабую.

• Φ не сохраняет слабую мажоризацию.

• Φ не сохраняет сильную мажоризацию.

Доказательство. Φ не является линейным, поскольку Φ(I) = I ̸= Φ(E11) +

Φ(E22) =
(

1 0
1
2

1
2

)
. Предположим, что A ⪯s B для некоторых A,B ∈ M2. Тогда,

в частности, D(A) = D(B) по следствию 1.12. Существует три возможности.

• Если A ∈ GL2, то B ∈ GL2 по лемме 1.9. Тогда Φ(A) = D(A) = D(B) =

Φ(B).
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• Если A ̸∈ GL2 и B ̸∈ GL2, то Φ(A) =
(

1 0
1
2

1
2

)
D(A) =

(
1 0
1
2

1
2

)
D(B) = Φ(B).

• Если B ∈ GL2, но A ̸∈ GL2, то Φ(A) =
(

1 0
1
2

1
2

)
Φ(B) ⪯w Φ(B).

Таким образом, Φ конвертирует сильную мажоризацию в слабую.
Пусть A =

(
1 0
1
2

1
2

)
. Тогда A ⪯w I, но Φ(A) =

(
3
2 0

0 1
2

)
̸⪯w I = Φ(I). Таким

образом, Φ не сохраняет слабую мажоризацию.
Пусть A =

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
. Тогда A ⪯s I, но Φ(A) =

(
1 0
1
2

1
2

)
̸⪯s I = Φ(I). Таким

образом, Φ не сохраняет сильную мажоризацию.
Результаты, приведенные в разделах 4.1 — 4.4, были опубликованы в [45].

4.5 Конвертация столбцовой мажоризации

В этом разделе мы исследуем строчную мажоризацию, введенную в [13] и ее
“транспонированный” аналог, столбцовую мажоризацию. В этом случае мы харак-
теризуем конвертеры между парами мажоризаций, ни одна из которых не являет-
ся следствием другой. Кроме того, мы приводим пример линейного конвертера из
“более сильной” мажоризации в “более слабую”, не сохраняющего конвертируемые
мажоризации.

Как видно из определения, сильная и дважды-стохастическая мажоризации
совпадают с точностью до транспонирования матриц. Рассмотрим “транспониро-
ванную” версию строчной мажоризации.

Определение 4.46. Пусть A,B ∈ Mn,m. Тогда A столбцово мажорируется B

(A ⪯c B), если существует такая матрица C ∈ Ωcol
n , что A = CB.

Замечание 4.47. Пусть A,B ∈ Mn,m. Тогда:

1. A ⪯c B, если и только если At ⪯r Bt.

2. Из A ⪯s B следует A ⪯c B.

Для удобства мы используем столбцовую мажоризацию вместо строчной. Дело
в том, что векторный случай строчной мажоризации предполагает, что векторы
являются матрицами из M1,m, а слабая, по направлению, сильная и столбцовая,
что векторы — матрицы из Mn,1. Это особенно существенно при исследовании
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линейных операторов. Кроме того, столбцовая, слабая и мажоризация по направ-
лению являются следствиями сильной.

4.5.1 Линейные конвертеры в столбцовую мажоризацию

Далее мы рассматриваем столбцовую мажоризацию. Как было показано в за-
мечании 4.47, для любых A,B ∈ Mn,m выполнено A ⪯c B, если и только если
At ⪯r Bt.

Лемма 4.48. Пусть R ∈ Mm — такая матрица, что из A ⪯c B следует AR ⪯w

BR для любых A,B ∈ Mn,m. Тогда R = O.

Доказательство. Предположим, что R ̸= O. Без ограничения общности предпо-
ложим, что R(1) ̸= 0t. Пусть B — такая матрица, что B(1) = e и B(j) = 0 для
j ∈ {2, . . . ,m}. Пусть матрица C ∈ Ωcol

n — такая, что C(1) = et и C(i) = 0t для
i ∈ {2, . . . , n}. Таким образом, CB ⪯c B.

Тогда мы получаем, что CBR ⪯w BR. Но (CBR)(1) = nR(1), в то время,
как (BR)(i) = R(1) для любых i ∈ {1, . . . , n}. Отсюда следует, что (CBR)(1) ̸∈
conv (R(BR)) и CBR ̸⪯w BR по теореме 1.10.

Лемма 4.49. Пусть A,B ∈ Mn,m и A ⪯c B. Тогда etA = etB и JA = JB.

Доказательство. Если A ⪯c B, то A = CB для некоторой матрицы C ∈ Ωcol
n .

Отсюда следует, что etA = etCB = etB. Кроме того, JA = eetA = eetB = JB.

Теорема 4.50. Пусть Φ — линейный оператор на Mn,m. Следующие утвержде-
ния эквивалентны:

1. Φ конвертирует столбцовую мажоризацию в слабую.

2. Φ конвертирует столбцовую мажоризацию в мажоризацию по направле-
нию.

3. Φ конвертирует столбцовую мажоризацию в сильную.

4. Если A ⪯c B, то Φ(A) = Φ(B) для любых A,B ∈ Mn,m.

5. Выполнено одно из следующих условий:
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(a) Φ(X) =
m∑
j=1

(etX(j))Sj для некоторых S1, . . . , Sm ∈ Mn,m.

(b) Φ(X) = JXS для некоторой S ∈ Mm.

Доказательство. Поскольку из сильной мажоризации следует мажоризация по
направлению, а из мажоризации по направлению следует слабая, мы получаем,
что из условия 4 следует условие 3, откуда следует условие 2, откуда следует
условие 1. Кроме того, условие 5 влечет условие 4 по лемме 4.49. Таким образом,
необходимо показать только, что из условия 1 следует условие 5.

Предположим, что условие 1 выполнено. Пусть A ⪯s B. Тогда A ⪯c B. Из по-
следнего следует, что Φ(A) ⪯w Φ(B). Таким образом из A ⪯s B следует Φ(A) ⪯w

Φ(B) для любых A,B ∈ Mn,m, то есть Φ конвертирует сильную мажоризацию
в слабую. Но тогда по теореме 4.44 или выполнено условие 5(a), или Φ(X) =

PXR + JXS для некоторых матриц R, S ∈ Mm и P ∈ P (n).
Таким образом, достаточно доказать, что если Φ(X) = PXR+JXS, то R = O.

Пусть A = CB для некоторой матрицы C ∈ Ωcol
n .

Тогда Φ(A) ⪯w Φ(B), то есть PAR + JAS ⪯w PBR + JBS,
то есть PCBR + JBS ⪯w PBR + JBS по лемме 4.49,
то есть PCBR+ JBS = W (PBR) +W (JBS) для некоторой матрицы W ∈ Ωrow

n ,
то есть PCBR + JBS = WPBR + JBS для некоторой матрицы W ∈ Ωrow

n ,
то есть PCBR = WPBR для некоторой матрицы W ∈ Ωrow

n ,
то есть PAR ⪯w PBR, то есть AR ⪯w BR.

Таким образом, из A ⪯c B следует AR ⪯w BR для любых A,B ∈ Mn,m. По
лемме 4.48 это значит, что R = O. Наконец, Φ(X) = JXS для некоторой матрицы
S ∈ Mm.

4.5.2 О линейных конвертерах из столбцовой мажоризации

В этой секции мы исследуем отображения векторного пространства Rn. Для
начала исследуем обратимость операторов из Теоремы 1.15. Если оператор опре-
деляется формулой Φ(x) = (etx)s для некоторого вектора s ∈ Rn, то этот оператор
необратим. Если же Φ(x) = αPx+βJx для некоторых чисел α, β ∈ R и некоторой
матрицы P ∈ P (n), то оператор Φ может быть обратим.
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Лемма 4.51. Пусть P ∈ P (n), α, β ∈ R. Тогда матрица αP+βJ обратима, если
и только если α ̸= 0 и α+ nβ ̸= 0. Кроме того, (αP + βJ)−1 = 1

αP
−1 − β

α(α+βn)J .

Доказательство. Матрица βJ вырождена. Кроме того, (−nβP +βJ)e = −nβe+

nβe = 0. Таким образом, матрица αP +βJ вырождена, если α = 0 или α+nβ = 0.
Заметим, что JP = PJ = JP−1 = P−1J = J и JJ = nJ .
Тогда (αP +βJ)((α+nβ)P−1−βJ) = α(α+nβ)I+β(α+nβ)J−αβJ−β2nJ =

α(α + nβ)I. Откуда следует, что (αP + βJ)−1 = 1
αP

−1 − β
α(α+βn)J .

Следствие 4.52. Для любых P ∈ P (n), α, β ∈ R с условиями α ̸= 0 и α+nβ ̸= 0

выполнено (αP + βJ)−1 = α′P ′ + β′J для некоторых P ′ ∈ P (n), α′, β′ ∈ R с
условиями α′ ̸= 0 и α′ + nβ′ ̸= 0.

Доказательство. По лемме 4.51 мы можем выбрать такие P ′ = P−1, α′ = 1
α и

β′ = − β
α(α+nβ) , что, в самом деле, (αP + βJ)−1 = 1

αP
−1 − β

α(α+βn)J = α′P ′ + β′J .

Кроме того, α′ ̸= 0 и α′ + nβ′ = 1
α − nβ

α(α+nβ) =
(α+nβ)−nβ
α(α+nβ) = 1

α+nβ ̸= 0.

Следствие 4.53. Пусть Φ — линейный оператор на Rn. Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны.

1. Оператор Φ обратим и конвертирует векторную мажоризацию в слабую.

2. Φ(x) = αPx + βJx для некоторых P ∈ P (n) и α, β ∈ R с условиями α ̸= 0

и α ̸= −nβ.

Доказательство. Сначала предположим, что Φ(x) = αPx + βJx, где α ̸= 0 и
α ̸= −nβ. Тогда оператор Φ обратим по лемме 4.51. Кроме того, по теореме 4.38,
оператор Φ конвертирует векторную мажоризацию в слабую.

Далее предположим, что оператор Φ обратим и конвертирует векторную ма-
жоризацию в слабую. Тогда, по теореме 4.38, [Φ] = set для некоторого s ∈ Rn или
[Φ] = αP + βJ для некоторых α, β ∈ R и P ∈ P (n).

Φ(x) ̸= (etx)s, поскольку матрица set вырождена. Таким образом, Φ(x) =

αPx+ βJx, где α, β ∈ R, α ̸= 0 и α ̸= −nβ по лемме 4.51.

Лемма 4.54. Пусть Φ — линейный оператор на Rn. Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны.
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1. Оператор Φ обратим и конвертирует векторную мажоризацию в столб-
цовую.

2. Φ(x) = αPx + βJx для некоторых P ∈ P (n) и α, β ∈ R, где α ̸= 0 и
α ̸= −nβ.

Доказательство. Предположим сначала, что Φ(x) = αPx + βJx, где α ̸= 0 и
α ̸= −nβ. Тогда оператор Φ обратим по лемме 4.51. Кроме того, по теореме 1.15
оператор Φ сохраняет векторную мажоризацию, то есть, в частности, Φ конвер-
тирует векторную мажоризацию в столбцовую, см. замечание 4.47.

Далее предположим, что оператор Φ обратим и конвертирует векторную ма-
жоризацию в столбцовую. Обозначим T = [Φ].

1) Докажем, что TQtT−1 ∈ Ωcol
n для любой Q ∈ Ωn. Рассмотрим TQtT−1ej

для каждого j ∈ {1, . . . , n}. По теореме 1.6 имеем QtT−1ej ⪯ T−1ej, а значит
TQtT−1ej = Φ(QtT−1ej) ⪯c Φ(T−1ej) = ej. Таким образом, существует такая
матрица C ∈ Ωcol

n , что (TQtT−1)(j) = Cej = C(j). Отсюда следует, что каждый
столбец матрицы TQtT−1 является столбцом некоторой столбцово-стохастической
матрицы. Итак, TQtT−1 ∈ Ωcol

n .
2) Рассмотрим оператор Φ̃, заданный формулой Φ̃(v) = (T−1)

t
v. Тогда для

любой Q ∈ Ωn имеем Φ̃(Qv) = (T−1)
t
Qv = (T−1)

t
QT t(T−1)

t
v = ((T−1)

t
QT t)Φ̃(v).

По пункту 1) матрица (T−1)
t
QT t = (TQtT−1)t является строчно-стохастической.

Отсюда следует, что для любого вектора v ∈ Rn и для любой матрицы Q ∈ Ωn

существует такая матрица R ∈ Ωrow
n , что Φ̃(Qv) = RΦ̃(v). Тогда оператор Φ̃ кон-

вертирует векторную мажоризацию в слабую.
3) По следствию 4.53 мы получаем, что [Φ̃] = (T−1)

t
= αP +βJ для некоторых

P ∈ P (n) и α, β ∈ R, где α ̸= 0 и α ̸= −nβ. Тогда, по следствию 4.52, T t =

α′P ′ + β′J для некоторых P ′ ∈ P (n) и α′, β′ ∈ R с условиями α′ ̸= 0 и α′ ̸= −nβ′.
Наконец, T = α′P ′t + β′J .

Лемма 4.55. Пусть Φ — линейный оператор на Rn и rank [Φ] < n − 1. Тогда
следующие утверждения эквивалентны.

1. Оператор Φ конвертирует векторную мажоризацию в столбцовую мажо-
ризацию.
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2. Φ(x) = (etx)s для некоторого вектора s ∈ Rn.

Доказательство. Если линейное отображение задано матрицей T = set, то оно
сохраняет векторную мажоризацию, как показано в теореме 1.15. Из этого следует,
что оператор Φ, в частности, конвертирует векторную мажоризацию в столбцовую,
см. замечание 4.47.

Теперь предположим, что оператор Φ конвертирует векторную мажоризацию
в столбцовую.

1) Обозначим T = [Φ]. Поскольку rankT < n− 1, существует такой ненулевой
вектор w ∈ Rn, что Tw = 0, и хотя бы одна координата вектора w равна нулю. С
точностью до перестановки столбцов матрицы T , мы можем предположить, что
w1, . . . , wk ̸= 0 и wk+1 = . . . wn = 0, где 1 ≤ k < n. В итоге, Tw = w1T

(1) + . . . +

wkT
(k) = 0.

2) Поскольку Φ конвертирует векторную мажоризацию в столбцовую, для лю-
бого вектора v ∈ Rn и матрицы Q ∈ Ωn имеем TQv ⪯c Tv. Пусть v = w и Q = P(ij),
где i ≤ k и j > k произвольны. Тогда TPijw ⪯c Tw = 0, то есть TPijw = 0. Дру-
гими словами, w1T

(1)+ . . .+wkT
(k)−wiT

(i)+wiT
(j) = 0. Тогда, используя Tw = 0,

получаем wiT
(j) −wiT

(i) = 0, то есть T (i) = T (j) для любых i ≤ k и j > k. Отсюда
следует, что T = set для некоторого вектора s ∈ Rn.

Лемма 4.56. Пусть Φ — линейный оператор на Rn. Обозначим T = [Φ]. Если
Φ конвертирует векторную мажоризацию в столбцовую, то

1. T (i) ⪯c T (j) для любых i, j.

2. 1
nTe ⪯

c T (j) для любого j.

Доказательство. Предположим, что оператор Φ — линейный конвертер из век-
торной мажоризации в столбцовую. Отсюда следует, что TQej ⪯c Tej = T (j) для
любой Q ∈ Ωn. Тогда, подставив Q = P(ij), мы получим T (i) ⪯c T (j), а подставив
Q = 1

nJ , получим 1
nTe ⪯

c T (j).
Для n = 2 имеет место следующий результат.

Лемма 4.57. Пусть Φ — линейный оператор на R2. Следующие условия экви-
валентны.

90



1. Φ сохраняет векторную мажоризацию.

2. Φ конвертирует векторную мажоризацию в слабую.

3. Φ конвертирует векторную мажоризацию в столбцовую.

4. Выполнено одно из следующих условий:

(a) Φ(x) = (etx)s для некоторого вектора s ∈ R2.

(b) Φ(x) = αPx+ βJx для некоторых α, β ∈ R и P ∈ P (2).

Доказательство. Теорема 4.38 показывает, что условия 1, 2 и 4 эквивалентны.
Условие 1 влечет условие 3, см. замечание 4.47. Таким образом, достаточно по-
казать, что из условия 3 следует условие 4 Предположим, что Φ конвертирует
векторную мажоризацию в столбцовую и обозначим T = [Φ].

1) Предположим, что оператор Φ обратим. Тогда Φ удовлетворяет условию
4(b) по лемме 4.54.

2) Если T = O, то оператор Φ удовлетворяет условию 4(a).
3) Наконец, пусть rankT = 1. Если T (1) = 0, то T (2) = 0 по лемме 4.56, проти-

воречие. Таким образом, мы можем предположить, что столбцы T (1) и T (2) нену-
левые. Тогда T (2) = αT (1) для некоторого α ̸= 0. В частности, T ( α

−1 ) = 0.
4) Поскольку Φ конвертирует векторную мажоризацию в столбцовую, мы по-

лучаем, что T ( −1
α ) ⪯c T ( α

−1 ) = 0. Следовательно T ( −1
α ) = 0.

5) Наконец, T (2) = αT (1) и T (1) = αT (2). Следовательно α = ±1. Если α = 1,
то T = T (2)et и оператор Φ удовлетворяет условию 4(a).

6) Пусть α = −1. Тогда условие Te1 ⪯c Te2 дает T (1) ⪯c −T (1). В частности,
etT (1) = −etT (1) по лемме 4.49. Таким образом, etT (1) = 0 и T =

(
l −l
−l l

)
для

некоторого l ∈ R. Наконец, Φ удовлетворяет условию 4(b).

Лемма 4.58. Пусть Φ — линейный оператор на Rn, конвертирующий вектор-
ную мажоризацию в столбцовую. Обозначим T = [Φ]. Пусть rankT = n− 1, где
n > 2. Тогда

1. Все столбцы матрицы T различны.

2. Если вектор v ∈ Rn — такой, что Tv = 0, то v пропорционален e.
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3. Te = 0.

4. etT (j) = 0 для любого j.

Доказательство. Предположим, что Φ — линейный конвертер из векторной ма-
жоризации в столбцовую. Тогда для любого вектора v ∈ Rn с условием Tv = 0

имеем TQv = 0 для любой Q ∈ Ωn.
1. Предположим, что T (i) = T (j). Пусть v = ei − ej и Q = P(jk) для произволь-

ного k ̸= i, j. Тогда Tv = 0 = TQv = TP(jk)(ei−ej). Следовательно T (i)−T (k) = 0.
Таким образом, все столбцы T равны и rankT = 1. Итак, при n > 2 все столбцы
T различны.

2. Пусть Tv = 0. Докажем, что вектор v пропорционален e. Предположим
обратное, то есть vi ̸= vj для некоторых i, j. Тогда рассмотрим Q = P(ij) и условие
TQv = 0 даст

v1T
(1) + . . .+ vnT

(n) − viT
(i) − vjT

(j) + viT
(j) + vjT

(i) = 0 (24)

Учитывая в уравнении (24), что Tv = 0, получим (vi−vj)(T
(i)−T (j)) = 0. По усло-

вию 1 все столбцы T различны. Наконец, vi = vj, противоречие. Таким образом
вектор v пропорционален e и Te = 0.

3. Поскольку rankT < n, то существует такой вектор v ∈ Rn, что Tv = 0.
Тогда, по условию 2, Te = 0.

4. По лемме 4.56 получаем, что 0 = 1
nTe ⪯ T (j) для любого j. Наконец, по

лемме 4.49 получаем, что etT (j) = 0 для любого j.

Лемма 4.59. Пусть матрица T ∈ Mn — такая, что Te = 0. Предположим,
что TQ ( v0 ) ⪯c T ( v0 ) для любой матрицы Q ∈ Ωn и любого вектора v ∈ Rn−1.

Тогда TQb ⪯c Tb для любых Q ∈ Ωn и b ∈ Rn.

Доказательство. Пусть Q ∈ Ωn и b = ( v
bn ) ∈ Rn. Тогда Qe = e. Положим w =

b − bne. Тогда wn = 0 и, по условию, существует такая матрица C ∈ Ωcol
n , что

TQw = CTw. Тогда TQb = TQw + bnTQe = TQw + bnTe = TQw = CTw =

CTw + bnCTe = CTb.

Лемма 4.60. Пусть матрица T ∈ Mn — такая, что Te = 0. Предположим,
что TR ( v0 ) ⪯c T ( v0 ) для любых R ∈ Ωrow

n и v ∈ Rn−1.
Тогда TRb ⪯c Tb для любых R ∈ Ωrow

n и b ∈ Rn.
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Доказательство. Как и в лемме 4.59, результат следует из того, что Re = e для
любой R ∈ Ωrow

n .

Лемма 4.61. Пусть T ∈ Mn, b ∈ Rn. Предположим, что TPb ⪯c Tb для любой
P ∈ P (n).

Тогда TQb ⪯c Tb для любой Q ∈ Ωn.

Доказательство. Пусть Q ∈ Ωn. Тогда, по теореме 1.4, Q = λ1P1+ . . .+λkPk для

некоторых P1, . . . , Pk ∈ P (n), λi ≥ 0,
k∑

i=1

λi = 1.

По условию, существуют такие матрицы C1, . . . , Ck ∈ Ωcol
n , что TPib = CiTb.

Легко видеть, что C := λ1C1+. . .+λkCk ∈ Ωcol
n и TQb = T (λ1P1+. . .+λkPk)b =

(λ1C1 + . . .+ λkCk)Tb = CTb.

Лемма 4.62. Пусть T ∈ Mn, b ∈ Rn. Предположим, что TDb ⪯c Tb для любого
D ∈ Ωrow

n (0, 1).
Тогда TRb ⪯c Tb для любого R ∈ Ωrow

n .

Доказательство. Как и в лемме 4.61, результат следует из того, что каждая
строчно-стохастическая матрица является выпуклой комбинацией некоторых це-
лочисленных строчно-стохастических матриц.

4.5.3 Примеры и контрпримеры

В этой секции мы приводим примеры линейных конвертеров, которые не со-
храняют конвертируемые мажоризации.

Для начала нам необходимо найти некоторые пары векторов, упорядоченных
в смысле столбцовой мажоризации.

Лемма 4.63. Пусть b =

(
b1
b2

−b1−b2

)
для произвольных b1, b2 ∈ R. Тогда b ⪯c −b ⪯c

b.

Доказательство. По определению столбцовой мажоризации −b ⪯c b эквивалент-
но b ⪯c −b. Кроме того, если одна из координат b нулевая, то −b = Pb для
некоторой матрицы перестановки P .
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Таким образом, мы можем предположить, что две координаты вектора b по-
ложительны. Без ограничения общности предположим, что b1, b2 > 0. Тогда C =(

0 0
b1

b1+b2

0 0
b2

b1+b2
1 1 0

)
∈ Ωcol

3 и Cb =

(
0 0

b1
b1+b2

0 0
b2

b1+b2
1 1 0

)(
b1
b2

−b1−b2

)
=

(
−b1
−b2
b1+b2

)
= −b.

Лемма 4.64. Пусть b =

(
b1−b2
b2
−b1

)
для произвольных b1, b2 ∈ R. Тогда x ⪯c b для

любого x ∈ {
(

0
0
0

)
,
(

b1
−b1
0

)
,
(

b2
−b2
0

)
,
(

b1−b2
−b1+b2

0

)
}.

Доказательство. Прямые вычисления показывают, что
(

0
0
0

)
=
(

1 1 1
0 0 0
0 0 0

)( b1−b2
b2
−b1

)
,(

b1
−b1
0

)
=
(

1 1 0
0 0 1
0 0 0

)( b1−b2
b2
−b1

)
,
(

b2
−b2
0

)
=
(

0 1 0
1 0 1
0 0 0

)( b1−b2
b2
−b1

)
и
(

b1−b2
b2−b1

0

)
=
(

1 0 0
0 1 1
0 0 0

)( b1−b2
b2
−b1

)
.

Лемма 4.65. Пусть Φ — линейный оператор, заданный матрицей T =
(

1 −1 0
0 1 −1
−1 0 1

)
.

Тогда TPb ⪯c Tb для любой матрицы P ∈ P (3) и любого вектора b ∈ R3 с усло-
вием b3 = 0.

Доказательство. Пусть b =
(

b1
b2
0

)
. Тогда Tb = b1T

(1) + b2T
(2) =

(
b1−b2
b2
−b1

)
.

Пусть P ∈ P (3). Тогда TPb = b1T
(i) + b2T

(j) для некоторых различных индек-
сов i и j. Таким образом, достаточно доказать, что b1T

(i)+ b2T
(j) ⪯c b1T

(1)+ b2T
(2)

для любой пары различных индексов i, j. Всего существует шесть вариантов.

1. b1T (1) + b2T
(2) =

(
b1−b2
b2
−b1

)
. 2. b1T (1) + b2T

(3) =

(
b1
−b2

−b1+b2

)
.

3. b1T (2) + b2T
(1) =

(
−b1+b2

b1
−b2

)
. 4. b1T (2) + b2T

(3) =

(
−b1
b1−b2
b2

)
.

5. b1T (3) + b2T
(1) =

(
b2
−b1
b1−b2

)
. 6. b1T (3) + b2T

(2) =

(
−b2

−b1+b2
b1

)
.

В каждом из этих случаев либо b1T (i)+b2T
(j) = STb, либо b1T (i)+b2T

(j) = −STb

для некоторой матрицы S ∈ P (3). Тогда, по лемме 4.63, TPb ⪯c Tb для любых
P ∈ P (3) и b ∈ R3 с условием b3 = 0.

Лемма 4.66. Пусть Φ — линейный оператор, заданный матрицей T =
(

1 −1 0
0 1 −1
−1 0 1

)
.

Тогда Φ конвертирует векторную мажоризацию в столбцовую.

Доказательство. По лемме 4.65, TPb′ ⪯c Tb′ для любых P ∈ P (3) и b′ ∈ R3 с
условием b′3 = 0. Тогда, по лемме 4.61, TQb′ ⪯c Tb′ для любых Q ∈ Ω3 и b′ ∈ R3
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с условием b′3 = 0. Наконец, по лемме 4.59, TQb ⪯c Tb для любых b ∈ R3 и
Q ∈ Ω3.

Лемма 4.67. Пусть Φ — линейный оператор, заданный матрицей T =
(

1 −1 0
0 1 −1
−1 0 1

)
.

Тогда TDb ⪯c Tb для любых D ∈ Ωrow
3 (0, 1) и b ∈ R3 с условием b3 = 0.

Доказательство. 1) Пусть b =
(

b1
b2
0

)
. Тогда Tb = b1T

(1) + b2T
(2) =

(
b1−b2
b2
−b1

)
.

2) В Ωrow
3 (0, 1) есть 33 = 27 различных матриц. 6 из них — матрицы переста-

новки. В лемме 4.65 было показано, что TPb ⪯c Tb для любой матрицы P ∈ P (3).
3) В Ωrow

3 (0, 1) есть 3 матрицы eeti, где i = 1, 2, 3. Напомним, что Te = 0. Тогда
Teetib = 0. Наконец, 0 ⪯c Tb по лемме 4.64.

4) Теперь осталось рассмотреть такие матрицы из Ωrow
3 (0, 1), которые имеют

столбец, содержащий ровно две единицы. Таких матриц 18. Заметим, что T (e1 +

e2) = Te− Te3 = −Te3.
5) Например, T

(
1 0 0
1 0 0
0 1 0

)
b = T

(
0 0 0
0 0 0
−1 1 0

)
b = T

(
0
0

b2−b1

)
= (b2 − b1)T

(3) =
(

0
b1−b2
b2−b1

)
.

6) Теперь мы можем рассмотреть общий случай. Пусть i1, i2, i3 — перестановка
чисел 1, 2, 3. Пусть j1, j2 — различные числа из множества {1, 2, 3}. Предположим,
что матрица D ∈ Ωrow

3 (0, 1) такая, что di1j1 = di2j1 = di3j2 = 1, а остальные
элементы нулевые. Пусть D′ такая матрица, что di3j1 = −1, di3j2 = 1, а остальные
элементы нулевые. Тогда TDb = TD′b = (bj2 − bj1)T

(i3).
7) Необходимо показать, что (bj2 − bj1)T

(i3) ⪯c Tb для любых i3 и j1 ̸= j2.
Поскольку столбцы T совпадают с точностью до перестановки элементов в них, мы
без ограничения общности можем предположить, что i3 = 1. Тогда всевозможные
различные j1 и j2 дают (bj2 − bj1)T

(1) ∈ {±b1T
(1),±b2T

(1),±(b1 − b2)T
(1)}.

8) Из этого следует, что (bj2 − bj1)T
(1) ⪯c Tb по лемме 4.64.

Лемма 4.68. Пусть Φ — линейный оператор, заданный матрицей T =
(

1 −1 0
0 1 −1
−1 0 1

)
.

Тогда Φ конвертирует слабую мажоризацию в столбцовую мажоризацию.

Доказательство. По лемме 4.67, TDb′ ⪯c Tb′ для любых D ∈ Ωrow
3 (0, 1) и b′ ∈ R3

с условием b′3 = 0. Тогда, по лемме 4.62, TRb′ ⪯c Tb′ для любых R ∈ Ωrow
3 и

b′ ∈ R3 с условием b′3 = 0. Наконец, по лемме 4.60, TRb ⪯c Tb для любых b ∈ R3

и R ∈ Ωrow
3 .

Пусть линейный оператор Φ задан матрицей
(

1 −1 0
0 1 −1
−1 0 1

)
. Тогда Φ не удовлетво-

ряет необходимым условиям сохранения векторной мажоризации (теорема 1.15),

95



слабой мажоризации ([20, теорема 2.3]) и столбцовой мажоризации ([21, теорема
2.1]). Таким образом, оператор Φ не сохраняет векторную, слабую и столбцовую
мажоризации. Покажем это явно.

Следующий пример показывает, что линейный оператор Φ, заданный матрицей(
1 −1 0
0 1 −1
−1 0 1

)
, не сохраняет векторную и слабую мажоризации.

Пример 4.69. Пусть a =
(

1
2
0

)
и b =

(
2
1
0

)
. Тогда a = P(12)b и, как следствие,

a ⪯w b и a ⪯ b.
Но Φ(a) =

( −1
2
−1

)
и Φ(b) =

(
1
1
−2

)
. Тогда, по следствию 4.4, Φ(a) ̸⪯w Φ(b), а

значит Φ(a) ̸⪯ Φ(b).

Следующий пример показывает, что линейный оператор Φ, заданный матрицей(
1 −1 0
0 1 −1
−1 0 1

)
не сохраняет столбцовую мажоризацию.

Пример 4.70. Пусть b =
(

2
2
1

)
и C =

(
1 1 1
0 0 0
0 0 0

)
. Положим a = Cb. Тогда a =

(
5
0
0

)
и

a ⪯c b.
Но Φ(a) =

(
5
0
−5

)
и Φ(b) =

(
0
1
−1

)
. Если матрица X ∈ Ωcol

3 , то (X
(

0
1
−1

)
)1 ≤ 1.

Как следствие, Φ(a) =
(

5
0
−5

)
̸⪯c
(

0
1
−1

)
= Φ(b).

Следующий пример демонстрирует существование линейного оператора на Mn,
конвертирующего сильную, по направлению и слабую мажоризации в столбцовую,
но не сохраняющего никакую из них.

Пример 4.71. Пусть ϕ — линейный оператор на Rn, заданный матрицей
(

1 −1 0
0 1 −1
−1 0 1

)
.

Пусть оператор Φ : M3 → M3 определяется следующим образом. Для любой мат-
рицы X ∈ M3, Φ(X)(1) = ϕ(X(1)), а Φ(X)(j) = 0 для любого j > 1. Тогда опера-
тор Φ линеен и конвертирует сильную, по направлению и слабую мажоризации в
столбцовую. Кроме того, Φ не сохраняет ни одну из этих мажоризаций.

Доказательство. Пусть A,B ∈ Mn,m с условием A ⪯w B. Тогда, в частности,
A(1) ⪯w B(1). По лемме 4.68, ϕ конвертирует слабую мажоризацию в столбцовую.
Отсюда следует, что Φ(A)(1) = CΦ(B)(1) для некоторой матрицы C ∈ Ωcol

3 . Нако-
нец, Φ(A) = CΦ(B) в силу определения Φ. Таким образом, Φ конвертирует слабую
мажоризацию в столбцовую.
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Поскольку из сильной мажоризации следует мажоризация по направлению, а
из мажоризации по направлению следует слабая, мы получаем, что оператор Φ

конвертирует все три эти мажоризации в столбцовую.
Наконец, в примере 4.69 было показано, что оператор ϕ не сохраняет векторную

и слабую мажоризации. Пример 4.70 показывает, что ϕ не сохраняет столбцовую
мажоризацию. Как следствие, Φ не сохраняет эти мажоризации.

Результаты, приведенные в разделе 4.5, были опубликованы в [46].

4.6 Линейные отображения, сохраняющие мажо-
ризацию кортежей матриц

В этом разделе мы рассматриваем кортежи матриц, A ∈ Mk
n,m, если A =

(A1, A2, . . . , Ak), где Ai ∈ Mn,m.

Определение 4.72. Для выбранного типа мажоризации ⪯x говорим, что кортеж
A ∈ Mk

n,m мажорируется кортежем B ∈ Mk
n,m (A ⪯x B), если Ai ⪯x Bi для всех

индексов i = 1, . . . , k.

Целью настоящего раздела является характеризация линейных отображений
матричных кортежей (упорядоченных множеств матриц одинакового размера),
сохраняющих мажоризации.

4.6.1 Линейные отображения кортежей матриц

Линейное отображение Φ, переводящее кортеж матриц длины l в кортеж мат-
риц длины k, т. е. Φ : M l

n,m → Mk
n,m, может быть однозначно задано своим образом

на кортежах вида (O, · · · , O,X,O, · · · , O). Если матрица X расположена в i-той
позиции в кортеже, напишем

Φ(O, · · · , O,X,O, · · · , O) = (Φ1
i (X), · · · ,Φk

i (X)).

Легко видеть, что отображение Φ линейно, тогда и только тогда, когда каждое
отображение Φj

i , 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ k, также линейно. Таким образом, для задания
линейного отображения Φ необходимо и достаточно определить все отображения
Φj

i , 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ k.
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Тогда для линейного отображения Φ : M l
n,m → Mk

n,m справедливо

Φ(X1, · · · , Xl) = (Φ1
1(X1) + · · ·+ Φ1

l (Xl), · · · ,Φk
1(X1) + · · ·+ Φk

l (Xl)),

где все отображения Φj
i линейны.

Лемма 4.73. Пусть ⪯x, ⪯y — два, возможно одинаковых, типа мажоризаций
матриц. Пусть Φ : M l

n,m → Mk
n,m — линейный конвертер мажоризации ⪯x в

мажоризацию ⪯y. Тогда каждый линейный оператор Φj
i конвертирует мажо-

ризацию ⪯x в мажоризацию ⪯y.

Доказательство. Для любых A,B ∈ Mn,m неравенство A ⪯x B справедливо
тогда и только тогда, когда (O, · · · , O,A,O, · · · , O) ⪯x (O, · · · , O,B,O, · · · , O).
Здесь рассмотрены кортежи с единственной ненулевой матрицей на i-том месте
для некоторого i ∈ {1, . . . , l}. По условию, получаем, что (Φ1

i (A), · · · ,Φk
i (A)) ⪯y

(Φ1
i (B), · · · ,Φk

i (B)). Это означает, что Φj
i (A) ⪯y Φj

i (B) для любого j ∈ {1, . . . , k}.
Таким образом Φj

i конвертирует мажоризацию ⪯x в мажоризацию ⪯y для любых
i ∈ {1, . . . , l}, j ∈ {1, . . . , k} .

Согласно определению 1.14, будем говорить, что линейное отображение Φ :

M l
n,m → Mk

n,m сохраняет мажоризацию кортежей ⪯x, если из A ⪯x B следует, что
Φ(A) ⪯x Φ(B) для любых A,B ∈ M l

n,m.
Следующие примеры показывают, что утверждение, обратное к лемме 4.73,

вообще говоря, неверно. Первый демонстрирует это для сильной мажоризации и
мажоризации по направлению, второй — для слабой.

Пример 4.74. Пусть P =

0 0 1

1 0 0

0 1 0

, R =

1 2 3

4 5 6

7 8 9

. Рассмотрим линейное

отображение Φ : M 3
3,3 → M 2

3,3, заданное формулой Φ(X1, X2, X3) = (PX1R +

PX2R+PX3R , O). Тогда Φ не сохраняет сильную мажоризацию и мажоризацию
по направлению, в то время как все операторы Φj

i сохраняют соответствующие
отношения.

Действительно, пусть B1 = P−1

1 0 0

0 0 0

0 0 0

 , B2 = P−1

0 0 0

1 0 0

0 0 0

 , A1 = A2 =

B1 и A3 = B3 = O. Непосредственная проверка показывает, что Ai ⪯s Bi и
Ai ⪯d Bi.
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Тогда (Φ(B1, B2, B3))1 =

1 2 3

1 2 3

0 0 0

, а (Φ(A1, A2, A3))1 =

2 4 6

0 0 0

0 0 0

. Посколь-

ку, например, (Φ(A1, A2, A3))1e1 = (2, 0, 0)t ̸⪯ (1, 1, 0)t = (Φ(B1, B2, B3))1e1, полу-
чаем, что Φ(A1, A2, A3) ̸⪯d Φ(B1, B2, B3) и Φ(A1, A2, A3) ̸⪯s Φ(B1, B2, B3).

Пример 4.75. Пусть Φ : M 3
2,2 → M 2

2,2 — линейное отображение, заданное фор-

мулой Φ(X1, X2, X3) = (

(
5 −5

−5 5

)
X1L +

(
−1 2

2 −1

)
X2L + X3L , O), где L =(

1 2

3 4

)
. Тогда Φ не сохраняет слабую мажоризацию, в то время как все операто-

ры Φj
i ее сохраняют.

Действительно, пусть B1 =
1

5

(
1 0

0 0

)
, B2 =

(
−1 2

2 −1

)−1(
−1 0

1 0

)
,

A1 =
1

5

(
1 0

1 0

)
, A2 = B2 и A3 = B3 = O. Непосредственная проверка показывает,

что Ai ⪯w Bi.

Тогда (Φ(B1, B2, B3))1 =

(
1 0

−1 0

)
L+

(
−1 0

1 0

)
L+O = O. Но (Φ(A1, A2, A3))1 =(

1 −1

−1 1

)(
1 0

1 0

)
L+

(
−1 0

1 0

)
L+O =

(
−1 −2

1 2

)
̸= O.

Это значит, что Φ(A1, A2, A3) ̸⪯w Φ(B1, B2, B3).

4.6.2 Линейные отображения, сохраняющие сильную ма-
жоризацию и мажоризацию по направлению корте-
жей матриц

Лемма 4.76. Пусть Φ : M l
n,m → Mk

n,m — линейное отображение. Предположим,
что существуют такие индексы u,w ∈ {1, . . . , l} и p ∈ {1, . . . , k}, что

Φp
u(X) = P1XR1 + JXS1 и Φp

w(X) = P2XR2 + JXS2

для некоторых матриц P1, P2 ∈ P (n) и R1, R2 ∈ Mm. Предположим также, что
Φ конвертирует сильную мажоризацию кортежей в мажоризацию по направ-
лению. Тогда выполняется хотя бы одно из равенств R1 = O и R2 = O.
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Доказательство. С точностью до перестановки матриц в кортеже можно пред-
положить, что u = 1, w = 2. Тогда, по условию, для любых X1, X2 ∈ Mn,m

выполняется равенство

(Φ(X1, X2, O, . . . , O))p = (P1X1R1 + JX1S1) + (P2X2R2 + JX2S2). (25)

Для произвольных матриц B1, B2 ∈ Mn,m и произвольных дважды стохасти-
ческих матриц Q1, Q2 ∈ Ωn рассмотрим кортежи A = (Q1B1, Q2B2, O, . . . , O) ∈
M l

n,m и B = (B1, B2, O, . . . , O) ∈ M l
n,m. По определению имеем A ⪯s B. Тогда

Φ(A) ⪯d Φ(B).
Используя представление (25), получаем, по определению мажоризации по на-

правлению и теореме 1.6, что для любого v ∈ Rm существует такая дважды стоха-
стическая матрица Q, что ((P1Q1B1R1 + JQ1B1S1) + (P2Q2B2R2 + JQ2B2S2))v =

Q((P1B1R1 + JB1S1) + (P2B2R2 + JB2S2))v. Поскольку JQ1 = JQ2 = QJ = J , из
этого следует, что

(P1Q1B1R1 + P2Q2B2R2)v = Q(P1B1R1 + P2B2R2)v. (26)

Допустим, что обе матрицы R1 и R2 ненулевые. Если существует такой индекс
j ∈ {1, . . . ,m}, что столбцы R

(j)
1 и R

(j)
2 ненулевые, то положим v = ej. Иначе

положим v = ej1 + ej2, где R
(j1)
1 и R

(j2)
2 ненулевые, j1, j2 ∈ {1, . . . ,m}. В обоих

случаях векторы R1v и R2v являются ненулевыми.
Заметим, что равенство (26) выполняется для произвольных матриц B1, B2

и произвольных дважды стохастических матриц Q1, Q2. Выберем такие B1, B2,
что PiBiRiv = ei, i = 1, 2. Это возможно, так как векторы R1v и R2v являются
ненулевыми. Пусть Q′

1, Q
′
2 — такие дважды стохастические матрицы, что Q

′(1)
1 =

Q
′(2)
2 = e1. Тогда положим Qi = P−1

i Q′
iPi, i = 1, 2.

В этом случае равенство (26) принимает вид (Q′
1P1B1R1 + Q′

2P2B2R2)v =

Q(P1B1R1 + P2B2R2)v, откуда Q′
1e1 + Q′

2e2 = Q(e1 + e2). Итак, существует та-
кая Q ∈ Ωn, что Q

′(1)
1 + Q

′(2)
2 = Q(1) + Q(2). Но по выбору Q′

1 и Q′
2 получается,

что сумма элементов первой строки матрицы Q не меньше 2, т. е. Q не является
дважды стохастической.

Таким образом, хотя бы одна из матриц R1 и R2 должна быть нулевой.

Заметим, что в примере 4.74 выполняется Φ1
1(X) = Φ1

2(X) = PXR, где R ̸= O,
и рассуждения в этом примере иллюстрируют доказательство предыдущей леммы.
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Лемма 4.77. Пусть Φ : M l
n,m → Mk

n,m — линейное отображение. Предположим,
что существуют такие индексы u,w ∈ {1, . . . , l} и p ∈ {1, . . . , k}, что

Φp
u(X) = PXR + JXS и Φp

w(X) =
m∑
j=1

(etX(j))Sj

для некоторых P ∈ P (n), ненулевой R ∈ Mm и Sj ∈ Mn,m, j = 1, . . . ,m.
Предположим также, что Φ конвертирует сильную мажоризацию корте-

жей в мажоризацию по направлению. Тогда |R(Sj)| = 1 для любого j.

Доказательство. С точностью до перестановки матриц в кортеже можно пред-
положить, что u = 1, w = 2. Тогда, по условию, для любых X1, X2 ∈ Mn,m

выполняется равенство

(Φ(X1, X2, O, . . . , O))p = (PX1R + JX1S) +
m∑
j=1

(etX
(j)
2 )Sj. (27)

Для произвольных матриц B1, B2 ∈ Mn,m и произвольных дважды стохасти-
ческих матриц Q1, Q2 ∈ Ωn рассмотрим кортежи A = (Q1B1, Q2B2, O, . . . , O) ∈
M l

n,m и B = (B1, B2, O, . . . , O) ∈ M l
n,m. По определению имеем A ⪯s B. Тогда

Φ(A) ⪯d Φ(B).
Используя представление (27), получаем, по определению мажоризации по на-

правлению и теореме 1.6, что для любого v ∈ Rm существует такая дважды сто-
хастическая матрица Q′, что

PQ1B1Rv + JQ1B1Sv + (
m∑
j=1

(etQ2B
(j)
2 )Sj)v =

Q′PB1Rv +Q′JB1Sv +Q′(
m∑
j=1

(etB
(j)
2 )Sj)v.

Поскольку JQ1 = Q′J = J и etQ2 = et, последнее равенство равносильно

PQ1B1R +
m∑
j=1

(etB
(j)
2 )Sj ⪯d PB1R +

m∑
j=1

(etB
(j)
2 )Sj.

Фиксируем произвольную B2 и обозначим K = (kij) :=
m∑
j=1

(etB
(j)
2 )Sj ∈ Mn,m.
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Тогда PQ1B1R + K ⪯d PB1R + K. Рассмотрим B = PB1 и Q = PQ1P
−1.

Тогда мы получаем, что QBR +K ⪯d BR +K, т. е. (QBR +K)v ⪯ (BR +K)v

для любого v ∈ Rm.
1) Рассмотрим произвольное j, для которого R(j) ̸= 0 и положим v = ej. Пусть

l — такой индекс, что klj ≤ kij для всех индексов i, 1 ≤ i ≤ n, т.е. klj = minK(j).
Поскольку столбец R(j) ненулевой, мы можем выбрать такую матрицу B, что

BR(j) = λel, где λ ∈ R удовлетворяет неравенствам λ ≥ kij − klj для любого
1 ≤ i ≤ n. Тогда мы получим, что (λQel +K(j)) ⪯ (λel +K(j)).

Пусть Q = P(lq) для некоторого произвольного q. Тогда, по определению век-
торной мажоризации, max(λeq + K(j)) ≤ max(λel + K(j)). Но по выбору λ име-
ем λ + kqj ≥ λ + klj ≥ kij для всех индексов i = 1, . . . , n. Откуда следует, что
max(λeq + K(j)) = λ + kqj, а max(λel + K(j)) = λ + klj. Значит kqj ≤ klj, но по
предположению kqj ≥ klj. Итак, klj = kij для любого i.

2) Теперь рассмотрим произвольное h, для которого R(h) = 0. Поскольку мат-
рица R ненулевая, существует такое g ∈ {1, . . . ,m}, что R(g) ̸= 0. Положим v =

eh+eg и будем рассуждать аналогично пункту 1). Получим, что klh+klg = kih+kig

для любого i. По доказанному выше, klg = kig, а значит klh = kih.
Таким образом, |R(K)| = 1 для любой матрицы B2. Напомним, что K =

m∑
j=1

(etB
(j)
2 )Sj. Для каждого индекса j ∈ {1, . . . ,m} выберем B2 так, что B

(j)
2 = e1

и B
(q)
2 = 0 при q ̸= j. В этом случае K = Sj и мы получаем, что |R(Sj)| = 1 для

каждого индекса j ∈ {1, . . . ,m}.

Теорема 4.78. Пусть отображение Φ : M l
n,m → Mk

n,m является линейным. То-
гда следующие утверждения эквивалентны:

1. Φ сохраняют мажоризацию по направлению кортежей матриц.

2. Φ сохраняют сильную мажоризацию кортежей матриц.

3. Φ конвертирует сильную мажоризацию кортежей в мажоризацию по на-
правлению.

4. Для каждого отображения Φj
i выполнено одно из следующих условий:
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(a) Существуют такие S1, . . . , Sm ∈ Mn,m, что |R(Sp)| = 1 для любого p

и Φj
i (X) =

m∑
p=1

(etX(p))Sp.

(b) Существует такая S ∈ Mm, что Φj
i (X) = JXS.

(c) Существуют такие S1, . . . , Sm ∈ Mn,m, что |R(Sp)| > 1 для некото-

рого p и Φj
i (X) =

m∑
p=1

(etX(p))Sp.

(d) Существуют R, S ∈ Mm и P ∈ P (n), такие, что R ̸= O и Φj
i (X) =

PXR + JXS.

Кроме того, если Φj
i имеет вид (d), то Φj

q могут быть только вида (a)

или (b) для любого q ̸= i.

Доказательство. 1) Покажем, что из условия 4 следует условие 1. Действительно,
если некоторый оператор T на Mn,m имеет вид (a), (b) или (c), то, по следствию
1.12, T (A) = T (B) при A ⪯d B. Более того, если T имеет вид (a) или (b), то
T (X) = QT (X) для любых X ∈ Mn,m и Q ∈ Ωn.

Пусть A,B ∈ M l
n,m и A ⪯d B. Фиксируем произвольное j ∈ {1, . . . , k}. Поло-

жим A = Aj, B = Bj. Если каждое отображение Φj
i имеет вид (a), (b) или (c),

то (Φ(A))j = (Φ(B))j. Если же Φj
i имеет вид (d) для некоторого i, то все отобра-

жения Φj
q могут быть только вида (a) или (b) для любого q ̸= i. В этом случае

(Φ(A))j = Φj
i (A)+F , а (Φ(B))j = Φj

i (B)+F , где A ⪯d B и F ∈ Mn,m — такая, что
QF = F для любой матрицы Q ∈ Ωn. По условию, Φj

i (A) ⪯d Φj
i (B), если A ⪯d B.

Тогда, по определению мажоризации по направлению и теореме 1.6, получаем, что
для любого v ∈ Rm существует такая Q′ ∈ Ωn, что Φj

i (A)v = Q′Φj
i (B)v. Поскольку

F = Q′F , получаем (Φ(A))jv = Φj
i (A)v+Fv = Q′Φj

i (B)v+Fv = Q′(Φj
i (B)+F )v =

Q′(Φ(B))jv. Это значит, что (Φ(A))j ⪯d (Φ(B))j и условие 1 выполнено.
2) Покажем, что из условия 4 следует условие 2 Рассуждая аналогично пункту

1), получаем, что если A ⪯s B, то существует такая Q′ ∈ Ωn, что Φj
i (A) + F =

Q′(Φj
i (B) + F ), и, как следствие, Φj

i (A) ⪯s Φj
i (B), если A ⪯s B, и условие 2

действительно выполнено.
3) Условие 3 следует и из условия 1, и из условия 2, поскольку из сильной

мажоризации следует мажоризация по направлению.
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4) Остается показать, что из условия 3 следует условие 4. Из леммы 4.73 сле-
дует, что каждое отображение Φj

i удовлетворяет условию 3. теоремы 1.16. Тогда
каждое отображение Φj

i имеет вид (a), (b), (c) или (d). Остается доказать, что если
некоторое отображение Φj

i имеет вид (d), то Φj
q могут быть только вида (a) или

(b) для любого q ̸= i. Предположим, что некоторое Φj
i имеет вид (d). Тогда, по

лемме 4.77, отображение Φj
w имеет вид, отличный от вида (c) для любого w ̸= i,

а по лемме 4.76 — отличный от вида (d) для любого w ̸= i. Значит, выполнено
условие 4.

4.6.3 Линейные отображения, сохраняющие слабую мажо-
ризацию кортежей матриц

Лемма 4.79. Пусть Φ : M l
n,m → Mk

n,m — линейное отображение. Предположим,
что существуют такие индексы u,w ∈ {1, . . . , l} и p ∈ {1, . . . , k}, что

Φp
u(X) = P1XL1 и Φp

w(X) = P2XL2.

для некоторых матриц P1, P2 ∈ P (n) и L1, L2 ∈ Mm. Предположим также, что
Φ сохраняет слабую мажоризацию кортежей матриц. Тогда выполняется хотя
бы одно из равенств L1 = O или L2 = O.

Доказательство. С точностью до перестановки матриц в кортеже можно пред-
положить, что u = 1, w = 2. Тогда, по условию, для любых X1, X2 ∈ Mn,m

выполняется равенство

(Φ(X1, X2, O, . . . , O))p = (P1X1L1) + (P2X2L2). (28)

Для произвольных матриц B1, B2 ∈ Mn,m и произвольных строчно-стохастических
матриц R1, R2 ∈ Ωrow

n рассмотрим кортежи A = (R1B1, R2B2, O, . . . , O) ∈ M l
n,m и

B = (B1, B2, O, . . . , O) ∈ M l
n,m. По определению имеем A ⪯w B. Тогда Φ(A) ⪯w

Φ(B).
Используя представление (28), получаем по определению слабой мажоризации,

что существует такая строчно-стохастическая матрица R, что

P1R1B1L1 + P2R2B2L2 = R(P1B1L1 + P2B2L2). (29)

104



Допустим, обе матрицы L1, L2 ненулевые. Тогда, как и в доказательстве лем-
мы 4.76, мы можем выбрать такие B1, B2 и v ∈ Rm, что PiBiLiv = ei, i = 1, 2.
Тогда, домножив обе стороны (29) справа на v, получим R

(1)
1 + R

(2)
2 = R(1) + R(2)

для некоторой строчно-стохастической матрицы R, что также, как и в доказатель-
стве леммы 4.76, приводит к противоречию. Итак, хотя бы одна из матриц L1, L2

является нулевой.

Лемма 4.80. Пусть Φ : M l
2,m → Mk

2,m — линейное отображение. Предположим,
что существуют такие индексы u,w ∈ {1, . . . , l} и p ∈ {1, . . . , k}, что

Φp
u(X) =

(
a1 b1

b1 a1

)
XL1 и Φp

w(X) =

(
a2 b2

b2 a2

)
XL2.

для некоторых матриц L1, L2 ∈ Mm и действительных чисел as, bs, где asbs ≤ 0,
s = 1, 2.

Предположим также, что Φ сохраняет слабую мажоризацию кортежей
матриц. Тогда выполняется хотя бы одно из равенств Φp

u = O и Φp
w = O.

Доказательство. С точностью до перестановки матриц в кортеже можно пред-
положить, что u = 1, w = 2. Тогда мы получим, что для любых B1, B2 ∈ M2,m и
R1, R2 ∈ Ωrow

2 существует такая R ∈ Ωrow
2 , что(

a1 b1

b1 a1

)
R1B1L1 +

(
a2 b2

b2 a2

)
R2B2L2 = R(

(
a1 b1

b1 a1

)
B1L1 +

(
a2 b2

b2 a2

)
B2L2).

Рассмотрим следующие случаи:

Случай 1. Предположим, что a2i ̸= b2i , i = 1, 2. Тогда матрицы

(
ai bi

bi ai

)

обратимы. В этом случае заменим Bi на

(
ai bi

bi ai

)−1

Bi и положим R1 = I, R2 =(
0 1

1 0

)
. Таким образом, мы получим

(
a1 b1

b1 a1

)
I

(
a1 b1

b1 a1

)−1

B1L1+

(
a2 b2

b2 a2

)(
0 1

1 0

)(
a2 b2

b2 a2

)−1

B2L2 = R(B1L1+B2L2).
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Поскольку

(
a2 b2

b2 a2

)(
0 1

1 0

)
=

(
0 1

1 0

)(
a2 b2

b2 a2

)
, мы можем переписать это урав-

нение в виде

B1L1 +

(
0 1

1 0

)
B2L2 = R(B1L1 +B2L2). (30)

Выберем v ∈ R2 так, что v = ei, если существует такое i, что оба столбца L
(i)
1 и

L
(i)
2 ненулевые, и v = e иначе. Предполагаем, что L1 и L2 ненулевые, иначе все

доказано. Тогда существуют такие матрицы Bi, что BiLiv = ei. В этом случае,

домножив равенство (30) на v, мы получаем e1 +

(
0 1

1 0

)
e2 = 2e1 = R(e1 + e2) =

Re = e, противоречие.
Осталось рассмотреть случаи, когда a21 = b21. Более того, a1 = −b1, поскольку

a1b1 ≤ 0. Отметим, что если a1 = 0, то Φp
1 = O.

Случай 2. a21 = b21, но a22 ̸= b22. Без ограничения общности, предположим, что
a1 = 1. Иначе можно заменить B1 на ( 1

a1
)B1. Тогда получается, что(

1 −1

−1 1

)
R1B1L1 +

(
a2 b2

b2 a2

)
R2B2L2 = R(

(
1 −1

−1 1

)
B1L1 +

(
a2 b2

b2 a2

)
B2L2)

(31)
Выбираем v ∈ R2 из тех же соображений, что и выше, так чтобы L1v, L2v ̸= 0.

Поскольку

(
a2 b2

b2 a2

)
обратима, мы можем подобрать B1 и B2, так чтобы B1L1v =

e1 и

(
a2 b2

b2 a2

)
B2L2v =

(
1 −1

−1 1

)
e2.

Домножим обе части равенства (31) на v. Тогда правая часть обратится в ноль.

Действительно, R(

(
1 −1

−1 1

)
(e1 + e2)) = 0. Пусть R1 =

(
1 0

1 0

)
, R2 = I. Тогда

левая часть станет равна 0 +

(
1 −1

−1 1

)(
0

1

)
=

(
−1

1

)
̸= 0, противоречие.

Случай 3 a1 = −b1, a2 = −b2. В этом случае получается, что(
1 −1

−1 1

)
(R1B1L1+R2B2L2) = R

(
1 −1

−1 1

)
(B1L1+B2L2). Доказательство это-

го случая полностью повторяет доказательство предыдущего. Достаточно лишь
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рассмотреть такую матрицу B2, что B2L2v = e2 вместо

(
1 −1

−1 1

)
e2.

Заметим, что в примере 4.74 отображения Φ1
1 и Φ1

2 на M2,m оба не тождествен-
но равны нулю, и рассуждения в этом примере иллюстрируют доказательство
предыдущей леммы.

Теорема 4.81. Пусть Φ : M l
n,m → Mk

n,m — линейное отображение. Тогда следу-
ющие утверждения эквивалентны:

(1) Φ сохраняет слабую мажоризацию кортежей матриц.
(2) Каждый линейный оператор Φj

i сохраняет слабую мажоризацию. Кроме
того, если Φj

i ̸= O для некоторых i, j, то Φj
q = O для любого q ̸= i.

Доказательство. По лемме 4.73 достаточно доказать, что если Φj
i ̸= O для неко-

торых i, j, то Φj
q = O для любого q ̸= i. Это уже было доказано в предыдущих

леммах: случай n ̸= 2 рассмотрен в лемме 4.79, а случай n = 2 в лемме 4.80.
Результаты, приведенные в разделе 4.6, были опубликованы в [44].

4.7 Линейные отображения, сохраняющие комби-
наторные матричные множества

Напомним, что Z,Q,R обозначают множество целых, рациональных и дей-
ствительных чисел, соответственно. Через Z+,Q+,R+ обозначим соответствую-
щие множества неотрицательных чисел. Для множества M ⊆ R обозначим за Mn

множество всех векторов из Rn с координатами из M. |M| обозначает мощность
множества M. −M обозначает множество {−x |x ∈ M}.

Ограничение мажоризаций на матрицы с коэффициентами из некоторого спе-
циального множества, как, например, (0, 1)-матрицы, может приводить к интерес-
ным комбинаторным результатам, см. [9, 13, 43]. Возникает естественный вопрос,
как устроены линейные операторы, сохраняющие такие классы матриц? Линей-
ный оператор на множестве действительных n×m матриц можно рассматривать
как линейный оператор на пространстве Rnm. Это значит, что для характеризации
линейных операторов, сохраняющих классы матриц, достаточно изучить линей-
ные операторы, сохраняющие классы векторов.
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Определение 4.82. Линейный оператор Φ : Rn → Rn сохраняет множество
Mn ⊆ Rn, если Φ(v) ∈ Mn для любого вектора v ∈ Mn.

Определение 4.83. Линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет множество
M ⊆ R, если ϕ(v) ∈ M для любого вектора v ∈ Mn.

Напомним, что векторы e1, . . . , en образуют стандартный базис пространства
Rn.

Определение 4.84. Координатами линейного функционала ϕ : Rn → R на-
зывается набор (ϕ1, . . . , ϕn) действительных чисел, определяемый равенствами
ϕi = ϕ(ei), i = 1, . . . , n.

Таким образом, ϕ(v) =
n∑

i=1

ϕivi для любого вектора v = (v1, . . . , vn)
t ∈ Rn.

Мы отождествляем линейный функционал ϕ с вектор-строкой его координат
(ϕ1, . . . , ϕn).

Для линейного оператора Φ : Rn → Rn и индекса i ∈ {1, . . . , n} определим
Φi : Rn → R — линейный функционал, задаваемый равенством Φi(v) = (Φ(v))i.

Лемма 4.85. Пусть M ⊆ R и Φ : Rn → Rn — линейный оператор. Тогда Φ

сохраняет Mn, если и только если каждый функционал Φi, i ∈ {1, . . . , n}, со-
храняет M.

Доказательство. I. Предположим, что Φ сохраняет множество Mn.
Пусть v ∈ Mn — произвольный вектор. Тогда Φ(v) ∈ Mn, т. е. (Φ(v))i =

Φi(v) ∈ M для любого i ∈ {1, . . . , n}. Таким образом, каждый линейный функци-
онал Φi сохраняет множество M.

II. Предположим, что каждый линейный функционал Φi, i ∈ {1, . . . , n}, сохра-
няет множество M.

Пусть v ∈ Mn — произвольный вектор. По условию, (Φ(v))i = Φi(v) ∈ M для
любого i ∈ {1, . . . , n}. Следовательно Φ(v) ∈ Mn, т. е. Φ сохраняет множество
Mn.

Таким образом, лемма 4.85 позволяет свести задачу характеризации линейных
операторов на пространстве Rn, сохраняющих некоторое множество векторов Mn,
к характеризации линейных функционалов ϕ : Rn → R, сохраняющих множество
M. В настоящем разделе даются характеризации линейных функционалов, сохра-
няющих различные подмножества R
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4.7.1 Общие свойства

Лемма 4.86. Пусть {0, 1} ⊆ M ⊆ R. Предположим, что линейный функционал
ϕ : Rn → R сохраняет множество M. Тогда ϕi ∈ M для любого i ∈ {1, . . . , n}.

Доказательство. Для любого i ∈ {1, . . . , n} выполнено ei ∈ Mn. Тогда ϕ(ei) =

ϕi ∈ M.

Лемма 4.87. Пусть {0, 1} ⊆ M ⊆ R, и пусть множество M замкнуто от-
носительно сложения и умножения. Тогда линейный функционал ϕ : Rn → R
сохраняет множество M, если и только если ϕi ∈ M для любого i ∈ {1, . . . , n}.

Доказательство. I. Если ϕ сохраняет множество M, то ϕi ∈ M для любого i ∈
{1, . . . , n} по лемме 4.86.

II. Предположим, что ϕi ∈ M для любого i ∈ {1, . . . , n}. Пусть v ∈ Mn —

произвольный вектор. Тогда ϕ(v) =
n∑

i=1

ϕivi ∈ M, поскольку M замкнуто относи-

тельно сложения и умножения.

Следствие 4.88. Пусть M ∈ {Z,Q,Z+,Q+,R+}. Тогда линейный функционал
ϕ : Rn → R сохраняет M, если и только если ϕi ∈ M для любого i ∈ {1, . . . , n}.

Лемма 4.89. Пусть M ⊆ R. Тогда линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет
множество M, если и только если ϕ сохраняет множество −M, где −M =

{−x |x ∈ M}.

Доказательство. Пусть v ∈ Rn. Тогда v ∈ Mn, если и только если −v ∈ −Mn.
Поскольку ϕ(−v) = −ϕ(v), мы получаем, что ϕ(v) ∈ M, если и только если
ϕ(−v) ∈ −M.

Заметим, что лемма 4.89 позволяет, зная характеризацию линейных функцио-
налов, сохраняющих множество M, автоматически получить характеризацию ли-
нейных функционалов, сохраняющих множество −M. Таким образом, лемма 4.89
расширяет область применимости лемм 4.92, 4.93, 4.94, 4.98, 4.99, 4.101, в которых
рассматриваются такие множества M, что, вообще говоря, M ≠ −M.

4.7.2 Бесконечные множества целых чисел

Лемма 4.90. Пусть k ∈ Z, k ≥ 2. Тогда линейный функционал ϕ : Rn → R
сохраняет множество kZ, если и только если ϕi ∈ Z для любого i ∈ {1, . . . , n}.
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Доказательство. I. Пусть ϕi ∈ Z для любого i ∈ {1, . . . , n}. Если v ∈ (kZ)n, то

ϕ(v) =
n∑

i=1

ϕivi ∈ kZ.

II. Предположим, что ϕ сохраняет множество kZ. Пусть i ∈ {1, . . . , n} — про-
извольный индекс. Тогда kei ∈ (kZ)n и, таким образом, ϕ(kei) = kϕi ∈ kZ. Из
этого следует, что ϕi ∈ Z.

Лемма 4.91. Пусть M = (Z \ 2Z) — множество нечетных чисел. Тогда ли-
нейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет множество M, если и только если

ϕi ∈ Z для любого i ∈ {1, . . . , n} и число
n∑

i=1

ϕi нечетно.

Доказательство. I. Предположим, что ϕ сохраняет множество M. Имеем e ∈
Mn. Тогда ϕ(e) =

n∑
i=1

ϕi ∈ M. Теперь, для произвольного j ∈ {1, . . . , n}, рассмот-

рим вектор e − 2ej ∈ Mn. Тогда ϕ(e − 2ej) =
n∑

i=1

ϕi − 2ϕj ∈ M. Таким образом,

число 2ϕj четно, т. е. ϕj ∈ Z.

II. Предположим, что ϕi ∈ Z для любого i ∈ {1, . . . , n} и число
n∑

i=1

ϕi нечетно.

Тогда, в частности, ϕ имеет нечетное число нечетных координат. Из этого следует,

что число ϕ(v) =
n∑

i=1

ϕivi нечетно для любого v ∈ Mn.

4.7.3 Ограниченные интервалы

Лемма 4.92. Пусть α ∈ R, α > 0. Тогда линейный функционал ϕ : Rn → R
сохраняет отрезок [0, α], если и только если ϕi ≥ 0 для любого i ∈ {1, . . . , n} и
n∑

i=1

ϕi ≤ 1.

Доказательство. I. Предположим, что ϕ сохраняет отрезок [0, α]. Для произволь-
ного j ∈ {1, . . . , n} рассмотрим вектор αej ∈ [0, α]n. Тогда ϕ(αej) = αϕj ∈ [0, α].

Следовательно ϕj ≥ 0. Также αe ∈ [0, α]n. Тогда ϕ(αe) = α
n∑

i=1

ϕi ≤ α. Из этого

следует, что
n∑

i=1

ϕi ≤ 1.

II. Предположим, что ϕj ≥ 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n∑

i=1

ϕi ≤ 1. Тогда

для любого v ∈ [0, α]n имеем ϕ(v) =
n∑

i=1

ϕivi ≤
n∑

i=1

αϕi = α
n∑

i=1

ϕi ≤ α. Кроме того,
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ϕ(v) ≥ 0. Из этого следует, что ϕ сохраняет отрезок [0, α].

Лемма 4.93. Пусть α, β ∈ R — такие числа, что β > α > 0. Линейный функци-
онал ϕ : Rn → R сохраняет отрезок [α, β], если и только если ϕj ≥ 0 для любого

j ∈ {1, . . . , n} и
n∑

i=1

ϕi = 1.

Доказательство. I. Предположим, что ϕ сохраняет отрезок [α, β]. Имеем αe ∈
[α, β]n. Из этого следует, что ϕ(αe) = α

n∑
i=1

ϕi ≥ α, т. е.
n∑

i=1

ϕi ≥ 1. Аналогично,

βe ∈ [α, β]n и ϕ(βe) = β
n∑

i=1

ϕi ≤ β, т. е.
n∑

i=1

ϕi ≤ 1. Таким образом,
n∑

i=1

ϕi = 1.

Теперь для произвольного j ∈ {1, . . . , n} рассмотрим вектор v = αe+(β−α)ej.

Тогда v ∈ [α, β]n и ϕ(v) = α
n∑

i=1

ϕi + (β − α)ϕj = α + (β − α)ϕj ∈ [α, β]. Таким

образом, (β − α)ϕj ∈ [0, β − α]. Следовательно ϕj ≥ 0.

II. Предположим, что ϕj ≥ 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n∑

i=1

ϕi = 1. Пусть

v ∈ [α, β]n — произвольный вектор. Тогда ϕ(v) — выпуклая комбинация координат
v. Из этого следует, что ϕ(v) ∈ [min(v),max(v)] ⊆ [α, β]. В итоге, ϕ сохраняет
отрезок [α, β].

Лемма 4.94. Пусть α, β ∈ R — такие числа, что β ≥ α > 0. Линейный функ-
ционал ϕ : Rn → R сохраняет отрезок [−α, β], если и только если

α(
∑

i:ϕi>0

ϕi) + β(
∑

j:ϕj<0

−ϕj) ≤ α.

Доказательство. I. Предположим, что ϕ сохраняет отрезок [−α, β].

Пусть w ∈ [−α, β]n — такой вектор, что wi =

−α, если ϕi ≥ 0

β, если ϕi < 0
для i =

{1, . . . , n}. Тогда −α ≤ ϕ(w) = −α(
∑

i:ϕi>0

ϕi) + β(
∑

j:ϕj<0

ϕj). Из этого следует, что

α(
∑

i:ϕi>0

ϕi) + β(
∑

j:ϕj<0

−ϕj) ≤ α.

II. Предположим, что α(
∑

i:ϕi>0

ϕi) + β(
∑

j:ϕj<0

−ϕj) ≤ α. Пусть v ∈ [α, β]n — про-

извольный вектор.
Тогда ϕ(v) =

∑
i:ϕi>0

viϕi +
∑

j:ϕj<0

vjϕj ≥ −α(
∑

i:ϕi>0

ϕi) +
∑

j:ϕj<0

vjϕj ≥ −α(
∑

i:ϕi>0

ϕi) +

β(
∑

j:ϕj<0

ϕj) ≥ −α.
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Кроме того, α
n∑

i=1

|ϕi| = α(
∑

i:ϕi>0

ϕi)+α(
∑

j:ϕj<0

−ϕj) ≤ α(
∑

i:ϕi>0

ϕi)+β(
∑

j:ϕj<0

−ϕj) ≤

α. Из этого следует, что
n∑

i=1

|ϕi| ≤ 1.

Тогда мы получаем, что ϕ(v) =
n∑

i=1

ϕivi =
∑

i:ϕi>0

viϕi +
∑

j:ϕj<0

vjϕj ≤ β(
∑

i:ϕi>0

ϕi) +∑
j:ϕj<0

vjϕj ≤ β(
∑

i:ϕi>0

ϕi) + α(
∑

j:ϕj<0

−ϕj) ≤ β(
∑

i:ϕi>0

ϕi) + β(
∑

j:ϕj<0

−ϕj) = β
n∑

i=1

|ϕi| ≤ β.

В итоге, ϕ(v) ∈ [−α, β] и ϕ сохраняет отрезок [α, β].

Следствие 4.95. Пусть α, β ∈ R — такие числа, что β ≥ α > 0. Если линейный

функционал ϕ : Rn → R сохраняет отрезок [−α, β], то
n∑

i=1

|ϕi| ≤ 1.

Следствие 4.96. Пусть α, β ∈ R — такие числа, что β ≥ α > 0. Линейный
функционал ϕ : Rn → R сохраняет отрезок [−α, β], если ϕi ≥ 0 для любого

i ∈ {1, . . . , n} и
n∑

i=1

ϕi ≤ 1.

Доказательство. Прямое следствие леммы 4.94.

Следствие 4.97. Пусть α ∈ R, α > 0. Линейный функционал ϕ : Rn → R
сохраняет [−α, α], если и только если

n∑
i=1

|ϕi| ≤ 1.

Доказательство. I. Если ϕ сохраняет отрезок [−α, α], то
n∑

i=1

|ϕi| ≤ 1 по следствию

4.95.
II. Если

n∑
i=1

|ϕi| ≤ 1, то α(
∑

i:ϕi>0

ϕi)+α(
∑

j:ϕj<0

−ϕj) = α
n∑

i=1

|ϕi| ≤ α. Таким образом,

ϕ сохраняет отрезок [−α, α] по лемме 4.94.

4.7.4 Неограниченные интервалы

Лемма 4.98. Пусть α ∈ R, α > 0. Тогда линейный функционал ϕ : Rn → R
сохраняет интервал [α,+∞), если и только если ϕj ≥ 0 для любого j ∈ {1, . . . , n}
и

n∑
i=1

ϕi ≥ 1.

Доказательство. I. Предположим, что ϕ сохраняет интервал [α,+∞). Имеем

αe ∈ [α,+∞)n. Из этого следует, что ϕ(αe) = α
n∑

i=1

ϕi ≥ α, т. е.
n∑

i=1

ϕi ≥ 1.
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Предположим, что ϕk < 0 для некоторого k ∈ {1, . . . , n}. Обозначим Σ =
n∑

i=1

ϕi ≥ 1. Пусть v = αe− αΣ
ϕk
ek ∈ [α,+∞)n. Тогда ϕ(v) = ϕ(αe)− ϕ(αΣϕk

ek) = αΣ−
αΣ
ϕk
ϕk = 0 < α, противоречие. Таким образом, ϕj ≥ 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и

n∑
i=1

ϕi ≥ 1.

II. Предположим, что ϕj ≥ 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n∑

i=1

ϕi ≥ 1. Пусть v ∈

[α,+∞)n — произвольный вектор. Тогда ϕ(v) =
n∑

i=1

viϕi ≥
n∑

i=1

αϕi = α
n∑

i=1

ϕi ≥ α.

Таким образом, ϕ сохраняет интервал [α,+∞).

Лемма 4.99. Пусть α ∈ R, α > 0. Тогда линейный функционал ϕ : Rn →
R сохраняет интервал [−α,+∞), если и только если ϕj ≥ 0 для любого j ∈
{1, . . . , n} и

n∑
i=1

ϕi ≤ 1.

Доказательство. I. Предположим, что ϕ сохраняет интервал [−α,+∞). Имеем

−αe ∈ [−α,+∞)n. Из этого следует, что ϕ(−αe) = −α
n∑

i=1

ϕi ≥ −α, т. е.
n∑

i=1

ϕi ≤ 1.

Предположим, что ϕk < 0 для некоторого k ∈ {1, . . . , n}. Пусть v = −α+1
ϕk

ek.
Тогда v ∈ [−α,+∞)n, поскольку −α+1

ϕk
> 0. Из этого следует, что ϕ(v) = −α+1

ϕk
ϕk =

−α − 1 < −α, противоречие. Таким образом, ϕj ≥ 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n∑

i=1

ϕi ≤ 1.

II. Предположим, что ϕj ≥ 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n∑

i=1

ϕi ≤ 1. Пусть

v ∈ [−α,+∞)n — произвольный вектор. Тогда ϕ(v) =
n∑

i=1

viϕi ≥
n∑

i=1

(−α)ϕi =

−α
n∑

i=1

ϕi ≥ −α. Таким образом, ϕ сохраняет интервал [−α,+∞).

Следствие 4.100. Пусть α, β ∈ R, α, β > 0 и пусть ϕ : Rn → R — линейный
функционал. Тогда ϕ сохраняет [0, α], если и только если ϕ сохраняет [−β,+∞).

Доказательство. Это прямое следствие лемм 4.92 и 4.99.

Лемма 4.101. Пусть α, β ∈ R — такие числа, что β ≥ α > 0. Пусть M =

(−∞,−α]∪ [β,+∞). Тогда линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет множе-
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ство M, если и только если ϕt ∈ {λe1, . . . , λen} для некоторого λ ∈ (−∞,−β
α ] ∪

[1,+∞).

Доказательство. I. Предположим, что ϕ сохраняет множество M.
Допустим, как минимум две координаты ϕ не равны нулю. Пусть k ∈ {1, . . . , n}

— такой индекс, что ϕk имеет минимальное по модулю значение среди ненулевых

ϕi, i ∈ {1, . . . , n}. Обозначим σ =

∑
i ̸=k

|ϕi|

|ϕk| . Тогда σ ≥ 1. Определим вектор v ∈

Rn таким образом: vi =

−σβ(sign (ϕk)), для i = k

sign (ϕi)β, для i ̸= k
. Тогда ϕ(v) = −σβ|ϕk| +∑

i̸=k

β|ϕi| = 0 ̸∈ M. Но v ∈ Mn, противоречие.

Также ϕt ̸= 0. Таким образом, ϕt ∈ {λe1, . . . , λen} для некоторого λ ∈ R, λ ̸= 0.
Имеем −αe ∈ Mn. Из этого следует, что ϕ(−αe) = −αλ ∈ M.

Если λ > 0, то −αλ < 0 и, как следствие, −αλ ≤ −α. Из этого следует, что
λ ≥ 1.

Если λ < 0, то −αλ > 0 и, как следствие, −αλ ≥ β. Из этого следует, что
λ ≤ −β

α .
В итоге, ϕt ∈ {λe1, . . . , λen} для некоторого λ ∈ (−∞,−β

α ] ∪ [1,+∞).
II. Предположим, что ϕt ∈ {λe1, . . . , λen} для некоторого λ ∈ (−∞,−β

α ] ∪
[1,+∞). Пусть v ∈ Mn — произвольный вектор. Тогда ϕ(v) = λvi для некоторого
i ∈ {1, . . . , n}. Остается рассмотреть следующие 4 случая:

1. Если vi ≥ β и λ ≥ 1, то λvi ≥ β.
2. Если vi ≥ β и λ ≤ −β

α , то λvi ≤ −β
αβ ≤ −β ≤ −α.

3. Если vi ≤ −α и λ ≥ 1, то λvi ≤ −α.
4. Если vi ≤ −α и λ ≤ −β

α , то λvi ≥ β
αα = β.

В итоге, ϕ сохраняет множество M.

4.7.5 Конечные множества

В этой секции мы даем полную характеризацию линейных функционалов ϕ :

Rn → R, сохраняющих конечные множества M ⊂ R. Для начала разберем случай
|M| = 1.

Замечание 4.102. Любой линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет множе-
ство {0}.
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Лемма 4.103. Пусть α ∈ R, α ̸= 0. Тогда линейный функционал ϕ : Rn → R
сохраняет множество {α}, если и только если

n∑
i=1

ϕi = 1.

Доказательство. Имеем {α}n = {αe}.
I. Предположим, что ϕ сохраняет множество {α}. Тогда ϕ(αe) = α

n∑
i=1

ϕi = α,

т. е.
n∑

i=1

ϕi = 1.

II. Предположим, что
n∑

i=1

ϕi = 1. Тогда ϕ(αe) = α и ϕ сохраняет {α}.

Далее мы можем предполагать, что |M| ≥ 2.

Лемма 4.104. Пусть M ⊂ R — такое множество, что 2 ≤ |M| < ∞. Пред-

положим, что линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет M. Тогда
n∑

i=1

ϕi ∈

{0,±1}.

Доказательство. Пусть α ∈ M, α ̸= 0. Тогда αe ∈ Mn и, следовательно, ϕ(αe) =

α
n∑

i=1

ϕi ∈ M. Тогда (α
n∑

i=1

ϕi)e ∈ Mn и, следовательно, α(
n∑

i=1

ϕi)
2 ∈ M. Таким

образом, мы получаем, что α(
n∑

i=1

ϕi), α(
n∑

i=1

ϕi)
2, α(

n∑
i=1

ϕi)
3, . . . ∈ M.

Имеем α ̸= 0. Если
n∑

i=1

ϕi ̸∈ {0,±1}, то числа α(
n∑

i=1

ϕi), α(
n∑

i=1

ϕi)
2, α(

n∑
i=1

ϕi)
3, . . .

различны. Получается, что |M| = ∞, противоречие.

Лемма 4.105. Пусть M ⊂ R — такое множество, что |M| < ∞. Предполо-

жим, что линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет M и
n∑

i=1

ϕi = −1. Тогда

M = −M.

Доказательство. Пусть α ∈ M — произвольное число. Тогда αe ∈ Mn. Из этого

следует, что ϕ(αe) = α
n∑

i=1

ϕi = −α ∈ M. Таким образом, M = −M.

Лемма 4.106. Пусть M ⊂ R — такое множество, что |M| < ∞. Предполо-

жим, что линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет M и
n∑

i=1

ϕi = 0. Тогда

0 ∈ M.
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Доказательство. Пусть α ∈ M — произвольное число. Тогда αe ∈ Mn. Из этого
следует, что ϕ(αe) = 0 ∈ M.

Лемма 4.107. Пусть M ⊂ R — такое множество, что 2 ≤ |M| < ∞. Предпо-

ложим, что линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет M и
n∑

i=1

ϕi = 1. Тогда

(ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈ {e1, e2, . . . , en}.

Доказательство. Пусть β = max(M) и α = max(M\ {β}). В частности, α < β

и, если α < x < β, то x ̸∈ M. Пусть j ∈ {1, . . . , n} — произвольный индекс.
Рассмотрим вектор v = βe+ (α− β)ej ∈ Mn.

Тогда ϕ(v) = β
n∑

i=1

ϕi + (α − β)ϕj = β + (α − β)ϕj ∈ M. Из этого следует, что

(α− β)ϕj ≤ 0, поскольку β = max(M). В частности, ϕj ≥ 0.
Предположим, что 0 < ϕj < 1. Тогда α < β + (α − β)ϕj < β. Таким образом,

ϕ(v) ̸∈ M, противоречие. В итоге, ϕj ∈ {0, 1}. Из этого следует, что (ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈

{e1, e2, . . . , en}.

Лемма 4.108. Пусть M ⊂ R — такое множество, что 2 ≤ |M| < ∞. Пред-

положим, что линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет M и
n∑

i=1

ϕi = −1.

Тогда (ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈ {−e1,−e2, . . . ,−en}.

Доказательство. По лемме 4.105 имеем M = −M.
Пусть β = max(M) и α = max(M\{β}). В частности, α < β и, если α < x < β,

то x ̸∈ M. Пусть j ∈ {1, . . . , n} — произвольный индекс. Рассмотрим вектор
v = −βe+ (β − α)ej ∈ Mn.

Тогда ϕ(v) = −β
n∑

i=1

ϕi + (β −α)ϕj = β + (β −α)ϕj ∈ M. Из этого следует, что

(β − α)ϕj ≤ 0, поскольку β = max(M). В частности, ϕj ≤ 0.
Предположим, что −1 < ϕj < 0. Тогда α < β + (β − α)ϕj < β. Таким об-

разом, ϕ(v) ̸∈ M, противоречие. В итоге, ϕj ∈ {0,−1}. Из этого следует, что
(ϕ1, . . . , ϕn)

t ∈ {−e1,−e2, . . . ,−en}.

Лемма 4.109. Пусть M ⊂ R — такое множество, что 2 ≤ |M| < ∞ и 0 ∈
M. Предположим, что линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет M. Тогда
ϕi ∈ {0,±1} для любого i ∈ {1, . . . , n}.
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Доказательство. Пусть i ∈ {1, . . . , n} — произвольный индекс и пусть α ∈ M,
α ̸= 0. Тогда αei ∈ Mn и, следовательно, ϕ(αei) = αϕi ∈ M. Тогда αϕiei ∈ Mn и,
как следствие, α(ϕi)

2 ∈ M.
Таким образом, мы получаем, что α(ϕi), α(ϕi)

2, α(ϕi)
3, . . . ∈ M.

Имеем α ̸= 0. Если ϕi ̸∈ {0,±1}, то числа α(ϕi), α(ϕi)
2, α(ϕi)

3, . . . различны. В
итоге, |M| = ∞, противоречие.

Лемма 4.110. Пусть M ⊂ R — такое множество, что 2 ≤ |M| < ∞ и 0 ∈ M.
Предположим, что линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет M и ϕj = −1

для некоторого j ∈ {1, . . . , n}. Тогда M = −M.

Доказательство. Пусть α ∈ M — произвольное число. Тогда αej ∈ Mn. Из этого
следует, что ϕ(αej) = −α ∈ M. Таким образом, M = −M.

Лемма 4.111. Пусть M ⊂ R — такое множество, что 2 ≤ |M| < ∞. Предпо-

ложим, что линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет M и
n∑

i=1

ϕi = 0. Тогда

ϕ = 0.

Доказательство. По лемме 4.106 имеем 0 ∈ M. По лемме 4.109 имеем ϕi ∈
{0,±1} для любого i ∈ {1, . . . , n}. Предположим, что ϕ ̸= 0. Из этого следует,
что ϕj = 1 и ϕk = −1 для некоторых j, k ∈ {1, . . . , n}. Тогда M = −M по лемме
4.110.

Пусть β = max(M). В частности, β > 0 и −β ∈ M. Рассмотрим вектор
v = βej − βek ∈ Mn. Тогда ϕ(v) = 2β ∈ M, противоречие. Из этого следует, что
ϕ = 0.

Вместе с замечанием 4.102 и леммой 4.103 следующая теорема дает полную
характеризацию линейных функционалов ϕ : Rn → R, сохраняющих конечные
подмножества R.

Теорема 4.112. Пусть M ⊂ R — такое множество, что 2 ≤ |M| < ∞. Пусть
ϕ : Rn → R — линейный функционал.

1. Если 0 ∈ M и M = −M, то ϕ сохраняет множество M, если и только
если (ϕ1, . . . , ϕn)

t ∈ {0,±e1,±e2, . . . ,±en}.

2. Если 0 ∈ M и M ≠ −M, то ϕ сохраняет множество M, если и только
если (ϕ1, . . . , ϕn)

t ∈ {0, e1, e2, . . . , en}.
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3. Если 0 ̸∈ M и M = −M, то ϕ сохраняет множество M, если и только
если (ϕ1, . . . , ϕn)

t ∈ {±e1,±e2, . . . ,±en}.

4. Если 0 ̸∈ M и M ≠ −M, то ϕ сохраняет множество M, если и только
если (ϕ1, . . . , ϕn)

t ∈ {e1, e2, . . . , en}.

Доказательство. Если ϕ сохраняет множество M, то
n∑

i=1

ϕi ∈ {0,±1} по лемме

4.104.

1. 0 ∈ M и M = −M.

Предположим, что ϕ сохраняет множество M. Тогда
n∑

i=1

ϕi ∈ {0,±1}.

Если
n∑

i=1

ϕi = 1, то (ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈ {e1, e2, . . . , en} по лемме 4.107.

Если
n∑

i=1

ϕi = −1, то (ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈ {−e1,−e2, . . . ,−en} по лемме 4.108.

Если
n∑

i=1

ϕi = 0, то ϕ = 0 по лемме 4.111.

Предположим, что (ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈ {0,±e1,±e2, . . . ,±en}. Пусть v ∈ Mn —

произвольный вектор. Тогда ϕ(v) ∈ {0,±v1, . . . ,±vn} ⊆ M. Таким образом,
ϕ сохраняет множество M.

2. 0 ∈ M и M ≠ −M.

Предположим, что ϕ сохраняет множество M. Тогда
n∑

i=1

ϕi ̸= −1 по лемме

4.105.

Если
n∑

i=1

ϕi = 1, то (ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈ {e1, e2, . . . , en} по лемме 4.107.

Если
n∑

i=1

ϕi = 0, то ϕ = 0 по лемме 4.111.

Предположим, что (ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈ {0, e1, e2, . . . , en}. Пусть v ∈ Mn — произ-

вольный вектор. Тогда ϕ(v) ∈ {0, v1, . . . , vn} ⊆ M. Таким образом, ϕ сохра-
няет множество M.

3. 0 ̸∈ M и M = −M.
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Предположим, что ϕ сохраняет множество M. Тогда
n∑

i=1

ϕi ̸= 0 по лемме

4.106.

Если
n∑

i=1

ϕi = 1, то (ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈ {e1, e2, . . . , en} по лемме 4.107.

Если
n∑

i=1

ϕi = −1, то (ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈ {−e1,−e2, . . . ,−en} по лемме 4.108.

Предположим, что (ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈ {±e1,±e2, . . . ,±en}. Пусть v ∈ Mn —

произвольный вектор. Тогда ϕ(v) ∈ {±v1, . . . ,±vn} ⊆ M. Таким образом, ϕ
сохраняет множество M.

4. 0 ̸∈ M и M ≠ −M.

Предположим, что ϕ сохраняет множество M. Тогда
n∑

i=1

ϕi ̸= −1 по лемме

4.105 и
n∑

i=1

ϕi ̸= 0 по лемме 4.106.

Тогда
n∑

i=1

ϕi = 1 и (ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈ {e1, e2, . . . , en} по лемме 4.107.

Предположим, что (ϕ1, . . . , ϕn)
t ∈ {e1, e2, . . . , en}. Пусть v ∈ Mn — произ-

вольный вектор. Тогда ϕ(v) ∈ {v1, . . . , vn} ⊆ M. Таким образом, ϕ сохраняет
M.

4.7.6 Векторы и матрицы

Продемонстрируем на примере нескольких комбинаторных матричных классов
сведение задачи характеризации линейных операторов, сохраняющих эти классы,
к линейным функционалам.

Следствие 4.113. Линейный функционал ϕ : Rn → R сохраняет {±1, 0}, если и
только если (ϕ1, . . . , ϕn)

t ∈ {0,±e1,±e2, . . . ,±en}.

Доказательство. Следует из теоремы 4.112.

Следствие 4.114. Пусть Φ : Rn → Rn — линейный оператор. Тогда следующие
утверждения эквивалентны:
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1. Φ сохраняет {±1, 0}n.

2. Существуют такие отображения
f : {1, . . . , n} → {0, 1, . . . , n}, σ : {1, . . . , n} → {±1}, что для любого v ∈ Rn

и для любого i ∈ {1, . . . , n} выполнено Φ(v)i = σ(i)vf(i), где v0 := 0.

Доказательство. I. Если выполнено условие 2, то для любых v ∈ Rn и i ∈
{1, . . . , n} имеем Φ(v)i ∈ {0,±v1, . . . ,±vn} ⊆ {±1, 0}.

II. Предположим, что выполнено условие 1.
По лемме 4.85 Φ сохраняет {±1, 0}n, если и только если каждый линейный

функционал Φi, i ∈ {1, . . . , n}, сохраняет {±1, 0}.
По следствию 4.113 Φi сохраняет {±1, 0}, если и только если ((Φi)1, . . . , (Φi)n)

t ∈
{0,±e1,±e2, . . . ,±en}.

Если Φi = 0t, то пусть f(i) = 0. Тогда Φ(v)i = 0 = σ(i)vf(i) для любого v ∈ Rn.
Если Φi = etj для некоторого j ∈ {1, . . . , n}, то пусть f(i) = j, σ(i) = 1. Тогда

Φ(v)i = vj = σ(i)vf(i) для любого v ∈ Rn.
Если Φi = −etj для некоторого j ∈ {1, . . . , n}, то пусть f(i) = j, σ(i) = −1.

Тогда Φ(v)i = −vj = σ(i)vf(i) для любого v ∈ Rn.
Линейный оператор на множестве действительных n ×m матриц можно рас-

сматривать как линейный оператор на пространстве Rnm. Тогда получаем:

Следствие 4.115. Пусть Φ : Mn,m → Mn,m — линейный оператор. Тогда следу-
ющие утверждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет (±1, 0)-матрицы.

2. Существуют такие отображения f : {1, . . . , n}×{1, . . . ,m} → {1, . . . , n}×
{1, . . . ,m} ∪ {(0, 0)}, σ : {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} → {±1}, что для любой
X ∈ Mn,m и для любых i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m} выполнено Φ(X)i,j =

σ(i, j)Xf(i,j), где X0,0 := 0.

Аналогично, получаем:

Следствие 4.116. Пусть Φ : Mn,m → Mn,m — линейный оператор. Тогда следу-
ющие утверждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет (±1)-матрицы.
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2. Существуют такие отображения f : {1, . . . , n}×{1, . . . ,m} → {1, . . . , n}×
{1, . . . ,m}, σ : {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} → {±1}, что для любой X ∈ Mn,m и
для любых i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m} выполнено Φ(X)i,j = σ(i, j)Xf(i,j).

Следствие 4.117. Пусть Φ : Mn,m → Mn,m — линейный оператор. Тогда следу-
ющие утверждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет (0, 1)-матрицы.

2. Существует такое отображение f : {1, . . . , n}×{1, . . . ,m} → {1, . . . , n}×
{1, . . . ,m} ∪ {(0, 0)}, что для любой X ∈ Mn,m и для любых i ∈ {1, . . . , n},
j ∈ {1, . . . ,m} выполнено Φ(X)i,j = Xf(i,j), где X0,0 := 0.

Результаты, приведенные в разделе 4.7, были опубликованы в [47].

Заключение
В данной работе исследовались различные аспекты теории мажоризаций мат-

риц и теории линейных операторов, сохраняющих инварианты. В частности, ис-
следовалось новое понятие мажоризации классов матриц, обобщающее матрич-
ные мажоризации. Мотивацией для такого исследования служат вопросы матема-
тической статистики. Другим объектом исследования были мажоризации (0, 1)-
матриц. В работе даны комбинаторные критерии различных типов мажоризаций
таких матриц.

Исследованы многие вопросы теории линейных операторов, сохраняющих ма-
жоризации матриц и их обобщения. В частности, усилены классические результа-
ты Андо, Ли и Пуна о линейных операторах, сохраняющих векторные и матрич-
ные мажоризации, соответственно.

Получены следующие результаты:

• Решена задача нахождения минимального покрывающего класса для слабой
мажоризации. Решение в значительной степени опирается на геометрические
методы. Была доказана теорема, утверждающая, что матрицы с одинаковы-
ми столбцовыми суммами, которые слабо мажорируются некоторой матри-
цей B, мажорируются по направлению некоторой матрицей C. Кроме того,
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доказательство теоремы позволяет непосредственно найти такие матрицы B,
C. Таким образом, решена задача нахождения минимального покрывающего
класса для мажоризации по направлению.

• Были получены легко проверяемые критерии слабой мажоризации, мажо-
ризации по направлению и сильной мажоризации. В частности, было пока-
зано, что сильная мажоризация и мажоризация по направлению на множе-
стве (0, 1)-матриц являются отношениями эквивалентности. Была подробно
исследована строчная мажоризация (0, 1)-матриц. Установлена связь таких
мажоризаций с теорией графов и получены различные комбинаторные кри-
терии мажоризации. Если A,B ∈ Mn,m(0, 1), то

– A ⪯w B ⇔ R(A) ⊆ R(B).

– A ⪯s B ⇔ A ⪯d B ⇔ A = PB для некоторой P ∈ P (n).

– A ⪯r B ⇔
∑

i,j : aij=1

yij ≤
∑
j

max
k

(
∑

i : bij=1

yik) для любых Y ∈ Mn,m.

• Получена полная характеризация всех линейных конвертеров между силь-
ной, по направлению и слабой мажоризациями. В частности, доказано, что
все линейные конвертеры из векторной мажоризации в слабую мажориза-
цию векторов сохраняют векторную мажоризацию, что существенно усили-
вает теорему Андо 1.15. Кроме того, было доказано, что то же самое верно
и для конвертеров из сильной мажоризации матриц в слабую, что усиливает
теорему Ли, Пуна 1.16.

• Были получены характеризации линейных операторов на пространстве кор-
тежей матриц, сохраняющих многомерные аналоги слабой, по направлению
и сильной мажоризаций. Была даны характеризации линейных операторов,
сохраняющих матрицы с коэффициентами из заданного подмножества R.
Было доказано, что характеризация линейных операторов, сохраняющих ко-
нечное подмножество M ⊂ R, зависит только от того, есть ли в M нуле-
вой элемент и симметрично ли множество M относительно нуля. В част-
ности, получены характеризации линейных операторов, сохраняющих (0, 1)-
матрицы, (±1)-матрицы и (0,±1)-матрицы.
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