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1. Âèäû ñõîäèìîñòåé ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

Ïåðâàÿ ãëàâà îòíîñèòñÿ ê êóðñó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ÿâëÿ-
åòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé. Ìû âêëþ÷èëè åå â íàñòîÿùåå ïîñîáèå, ïî-
òîìó ÷òî, êàê ïðàâèëî, â ñòàíäàðòíîì êóðñå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
ìàòåìàòè÷åñêèõ è òåõíè÷åñêèõ âóçîâ (è, â ÷àñòíîñòè, â ïðåäëàãà-
åìîì íàìè ïîñîáèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé) âîïðîñ ñõîäèìîñòè
ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ íå çàòðàãèâàåòñÿ ïîäðîáíî. Ïðè èçó÷åíèè
æå ñâîéñòâ îöåíîê ìíîãîìåðíûõ ïàðàìåòðîâ ðàçëè÷íûõ ðàñïðå-
äåëåíèé â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè òàêîé âîïðîñ âîçíè-
êàåò.

Îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòåé â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íû
îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.

N Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü {ξn}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè m.
1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ê ñëó÷àéíîìó

âåêòîðó ξ ïðè n→∞ (ïèøóò ξn
ï.í.−−→ ξ), åñëè

P
(
ω : lim

n→∞
ξn(ω) = ξ(ω)

)
= 1.

2) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñëó÷àéíî-

ìó âåêòîðó ξ ïðè n→∞ (ïèøóò ξn
P−→ ξ), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0

âûïîëíåíî
P(‖ξn − ξ‖2 ≥ ε)→ 0, n→∞,

ãäå ‖x‖2 =
√
x2

1 + . . .+ x2
m äëÿ x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm.

3) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn ñõîäèòñÿ â L
p ê ñëó÷àéíîìó âåêòîðó ξ

ïðè n→∞ (ïèøóò ξn
Lp−→ ξ), åñëè

E(‖ξn − ξ‖p)p → 0, n→∞,

ãäå ‖x‖p = (|x1|p + . . .+ |xn|p)1/p.

4) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñëó÷àé-

íîìó âåêòîðó ξ ïðè n → ∞ (ïèøóò ξn
d−→ ξ), åñëè äëÿ ëþáîé

îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : Rm → R âûïîëíåíî

Ef(ξn)→ Ef(ξ), n→∞.
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Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâÿçè ìåæäó ñõîäèìîñòÿìè âåêòîðîâ
è êîìïîíåíò ýòèõ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü çàäàíû ñëó÷àéíûå âåêòîðû

ξ = (ξ(1), . . . , ξ(m)), ξn = (ξ(1)
n , . . . , ξ(m)

n ),

ãäå n ∈ N. Òîãäà

ξn
ï.í.−−→ ξ ⇐⇒ ∀i = 1, . . . ,m ξ(i)

n

ï.í.−−→ ξ(i),

ξn
P−→ ξ ⇐⇒ ∀i = 1, . . . ,m ξ(i)

n

P−→ ξ(i),

ξn
Lp−→ ξ ⇐⇒ ∀i = 1, . . . ,m ξ(i)

n

Lp−→ ξ(i).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ òåîðåìà
íåâåðíà. Èç ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ
ñëåäóåò ïîêîìïîíåíòíàÿ ñõîäèìîñòü, îäíàêî îáðàòíîå íåâåðíî,
÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí {ξn}n∈N è {ηn}n∈N òàêîâû, ÷òî ξn = ξ è ηn = η äëÿ

ëþáîãî n ∈ N. Òîãäà, î÷åâèäíî, ξn
d→ ξ è ηn

d−→ ξ, òàê êàê ξ
d
= η

ïî óñëîâèþ. Íî âåêòîðíîé ñõîäèìîñòè íåò: (ξn, ηn)
d9 (ξ, ξ),

âåäü (ξn, ηn)
d−→ (ξ, η) è ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ (ξ, η) è (ξ, ξ) íå

ñîâïàäàþò, òàê êàê âñå çíà÷åíèÿ âòîðîãî âåêòîðà ïî÷òè íàâåðíîå
ëåæàò íà ïðÿìîé y = x, à äëÿ ïåðâîãî âåêòîðà ýòî äàëåêî íå
âñåãäà òàê.

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ âçàèìîñâÿçü
ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñõîäèìîñòåé òà æå, ÷òî è äëÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí.

N Çàäà÷à 1.1. Äîêàæèòå, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè m-ìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ξn ê êîíñòàíòå C ∈ Rm ïî

ðàñïðåäåëåíèþ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ξn
P→ C.
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Ðåøåíèå

Èç òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . ,m} âû-
ïîëíåíî ξin

d→ Ci, ãäå ξn = (ξ1
n, . . . , ξ

m
n ), C = (C1, . . . , Cm).

Èç êóðñà âåðîÿòíîñòè íàì èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñõîäè-

ìîñòü âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè: ξin
P→ Ci äëÿ ëþ-

áîãî i ∈ {1, . . . ,m}. Íî òîãäà èç òåîðåìû 1.1 èìååì ξn
P→ C.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ñëåäóþùèì âàæíûì ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé íàì ïîíàäîáèòñÿ,
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î íàñëåäîâàíèè ñõîäèìîñòåé.

Òåîðåìà 1.2

(î íàñëåäî-

âàíèè ñõî-

äèìîñòåé)

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïóñòü ξn
ï.í.−−→ ξ � ñëó÷àéíûå âåêòîðû

ðàçìåðíîñòè m. Ïóñòü h : Rm → Rs �
ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî÷òè âñþäó îòíî-
ñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ (ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæå-
ñòâî B ∈ B(Rn), ÷òî h íåïðåðûâíà íà B

è P(ξ ∈ B) = 1). Òîãäà h(ξn)
ï.í.−−→ h(ξ).

2. Ïóñòü ξn
P−→ ξ � ñëó÷àéíûå âåêòîðû ðàç-

ìåðíîñòè m. Â òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è

â ïóíêòå 1, h(ξn)
P−→ h(ξ).

3. Ïóñòü ξn
d−→ ξ � ñëó÷àéíûå âåêòîðû ðàç-

ìåðíîñòè m. Ïóñòü h : Rm → Rs � íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ (äîñòàòî÷íî íåïðåðûâ-
íîñòè âñþäó îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ). Òîãäà h(ξn)
d−→ h(ξ).

Â ñèëó òåîðåì 1.1 è 1.2, èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn
P→ ξ, ηn

P→ η ñëåäóþò ñõîäèìîñòè

ξn + ηn
P→ ξ + η, ξnηn

P→ ξη.
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Äëÿ ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ àíàëîãè÷íîãî âûâîäà ñäåëàòü
íåëüçÿ, âåäü, êàê ìû óæå çíàåì, èç ïîêîìïîíåíòíîé ñõîäèìîñòè
ïî ðàñïðåäåëåíèþ íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü âåêòîðîâ ïî ðàñïðå-
äåëåíèþ. Îäíàêî åñëè îäíà èç êîìïîíåíò äâóìåðíîãî âåêòîðà
ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê êîíñòàíòå, òî ìîæíî áðàòü îò
âåêòîðà íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, è ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü ïî
ðàñïðåäåëåíèþ áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà

1.3 (ëåììà

Ñëóöêîãî)

Ïóñòü ξn
d−→ ξ è ηn

d−→ C = const � ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû. Òîãäà

ξn + ηn
d−→ ξ + C,

ξnηn
d−→ ξC.

Ñëåäñòâèåì òåîðåì 1.2 è 1.3 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1.4 Ïóñòü ξn
d−→ ξ � ñëó÷àéíûå âåêòîðû ðàçìåðíî-

ñòè m, à h(x) : Rm → R � ôóíêöèÿ, äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå a ∈ Rm. Ïóñòü bn → 0,
bn 6= 0. Òîãäà

h(a+ ξnbn)− h(a)

bn

d−→ (ξ,∇h|a),

ãäå ∇h|a � ãðàäèåíò ôóíêöèè h(x), âçÿòûé â
òî÷êå a.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ξn
d−→ ξ � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, h(x) : R→

R � ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå a ∈ R, òî

h(a+ ξnbn)− h(a)

bn

d−→ ξh′(a).
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N Çàäà÷à 1.2. Ïóñòü {ηn}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-
âèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ
íåíóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a è äèñïåðñèåé σ2.
Îáîçíà÷èì Sn = η1 + . . . + ηn ïðè âñåõ n ∈ N. Ñóùåñòâóåò ëè
ïðåäåë ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí
√
n
(
n
Sn
− 1

a

)
? Åñëè îòâåò ïîëîæèòåëüíûé, òî ÷åìó îí ðàâåí?

Ðåøåíèå

Ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå,

√
n

(
Sn
n
− a
)

d→ η ∼ N(0, σ2).

Ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, Sn
n

P→ a. Ïî òåîðåìå 1.2, èìååì

n

aSn

P→ 1

a2
.

Ïî ëåììå Ñëóöêîãî,

√
n

(
n

Sn
− 1

a

)
=

√
n
(
a− Sn

n

)
aSn
n

d→ − 1

a2
η ∼ N

(
0,
σ2

a4

)
.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Çàäà÷ó ìîæíî áûëî ðåøèòü è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1.4. Äåé-
ñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåçàìåäëèòåëüíî ñëåäóåò èç
íåå, åñëè ïîëîæèòü

ξn =
√
n

(
Sn
n
− a
)
, h(x) =

1

x
, bn =

1√
n
, ξ = η.

Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ îñòàþòñÿ âåðíû ïðåäåëüíûå òåî-
ðåìû, àíàëîãè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåìàì äëÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí: çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë,
öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðèâåäåì èõ ôîðìóëèðîâêè.
Äàëåå äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ìû áóäåì ïèñàòü Eξ, ïîäðà-
çóìåâàÿ âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé
êîìïîíåíò âåêòîðà ξ.
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Òåîðåìà 1.5

(ìíîãîìåð-

íûé àíàëîã

çàêîíà

áîëüøèõ

÷èñåë)

Ïóñòü {ξn}n∈N � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåê-
òîðû, äèñïåðñèÿ êàæäîé êîìïîíåíòû êàæäîãî
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé C.
Òîãäà

ξ1 + . . .+ ξn − E(ξ1 + . . .+ ξn)

n0.5+δ

P−→ 0,

ãäå δ � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 1.6

(ìíîãîìåð-

íûé àíàëîã

óñèëåííî-

ãî çàêîíà

áîëüøèõ

÷èñåë)

Ïóñòü {ξn}n∈N � íåçàâèñèìûå îäíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû, ìàòåìàòè-
÷åñêèå îæèäàíèÿ âñåõ êîìïîíåíò êîíå÷íû è
ðàâíû Eξ1 = a. Òîãäà

ξ1 + . . .+ ξn
n

ï.í.−−→ a.

Òåîðåìà 1.7

(ìíîãîìåð-

íàÿ öåí-

òðàëüíàÿ

ïðåäåëüíàÿ

òåîðåìà)

Ïóñòü {ξn}n∈N � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû, Eξ1 = a, ìàò-
ðèöà êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ1 ðàâíà
Dξ1 = Σ. Òîãäà

√
n

(
ξ1 + . . .+ ξn

n
− a
)

d−→ η ∼ N(0,Σ),

ãäå N(0,Σ) � ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå.

N Çàäà÷à 1.3. Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåäåíèåì N(0, σ2).

Ðàññìîòðèì Y = 1
n

n∑
i=1

X4
i , Z = 1

n

n∑
i=1

X2
i . Èñïîëüçóÿ ìíîãîìåðíóþ

öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó, íàéäèòå ïðåäåë ïî ðàñïðåäå-

ëåíèþ äëÿ âûðàæåíèÿ
√
n(T − σ), ãäå T =

√
Y
3Z
.
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Ðåøåíèå

òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîèñêîì àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ îöå-
íîê äëÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî ìû áóäåì ïðîõîäèòü
ïîçäíåå. Ïîñêîëüêó äëÿ X1 âûïîëíåíî EX2n

1 = (2n −
1)!!σ2n, òî EX2

1 = σ2 è EX4
1 = 3σ4, îòñþäà, ïîëüçóÿñü ìíî-

ãîìåðíîé öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé, ïîëó÷àåì:

√
n


 1

n

n∑
i=1

X4
i

1
n

n∑
i=1

X2
i

− ( EX4
1

EX2
1

) =

=
√
n

((
Y
Z

)
−
(

3σ4

σ2

))
d−→ ξ ∼ N(0,Σ),

ãäå ìàòðèöà êîâàðèàöèé Σ âåêòîðà (X4
1 , X

2
1 )T ðàâíà

Σ =

(
96σ8 12σ6

12σ6 2σ4

)
.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.4 äëÿ bn = 1√
n
, a =

(EX4
1 , EX

2
1 )T = (3σ4, σ2)T , ξn =

√
n((Y, Z)T −

(EX4
1 , EX

2
1 )T ) è h(x, y) =

√
x
3y
, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñî-

îòíîøåíèå:

√
n(h(Y,Z)− h(3σ4, σ2))

d−→ (∇h|a, ξ) ∼ N(0,∇h|TaΣ∇h|a),

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ñâîéñòâ ãàóññîâñêèõ
âåêòîðîâ. Íàéä¼ì ÷èñëî d2 := ∇h|TaΣ∇h|a (à ýòî äåéñòâè-
òåëüíî ÷èñëî, ïîñêîëüêó ìàòðèöà ðàçìåðà 2 × 2 óìíîæà-
åòñÿ ñ äâóõ ñòîðîí íà âåêòîð ðàçìåðíîñòè 2). Íàõîäèì

∇h =

(
1√

12xy
,−

√
x√

12y3

)T
,

îòñþäà ∇h|(3σ4,σ2) =
(

1
6σ3 ,− 1

2σ

)T
è d2 = 7

6
σ2. Îêîí÷àòåëü-

íûé îòâåò òàêîâ:

√
n(T − σ)

d−→ η ∼ N

(
0,

7

6
σ2

)
.

Çàäà÷à ðåøåíà.
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N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-
íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì Exp(α), α > 0.
Ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêó Y = 1

n

∑n
i=1Xi. Íàéäèòå òàêèå êîí-

ñòàíòû a(α) è σ2(α) > 0, ÷òî âûïîëíåíî

√
n(Y sinY − a(α))

d−→ N(0, σ2(α)) ïðè n→∞.

2. Ïóñòü {ξn}∞n=1, {ηn}∞n=1 è {ζn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ξn
d→ ξ, |ξn − ηn| ≤

ζn|ξn| è ζn
P→ 0, òî ηn

d→ ξ.

3. Çàäàíà íàáîð íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . , Xn ñ ðàñïðåäåëåíèåì N(0, σ2). Ðàñ-
ñìîòðèì ñòàòèñòèêè Y = 1

n

∑n
i=1 |Xi|, Z = 1

n

∑n
i=1X

2
i è

T =
√

2
π
Z/Y . Íàéäèòå ïðåäåë ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëå-

íèþ âûðàæåíèÿ √
n (T − σ) .

4. Ïóñòü {ξn}∞n=1 è {ηn}
∞
n=1 � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 âåëè÷èíû ξn è

ηn íåçàâèñèìû. Ïóñòü ξn
P−→ ξ, ηn

P−→ η. Èñïîëüçóÿ ìåòîä
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, äîêàæèòå, ÷òî ξ è η � òîæå
íåçàâèñèìû.

5. ÏóñòüX1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìå-
þùèå ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà ñ ïàðàìåòðîì σ, ò.å. ïëîò-
íîñòü ðàâíà

p(x) =
1

2σ
e−
|x|
σ .

Ðàññìîòðèì Y = 1
n

∑n
i=1 |Xi|, Z = 1

n

∑n
i=1X

2
i . Èñïîëüçóÿ

ìíîãîìåðíóþ öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó, íàéäèòå
ïðåäåë ïî ðàñïðåäåëåíèþ äëÿ âûðàæåíèÿ

√
n (T − σ) ,

ãäå T = Z2/(4Y 3).
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6. Èçâåñòíî, ÷òî óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn}∞n=1 ê ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíå ξ ìîæíî îñëàáèòü: ξn
d→ ξ, åñëè äëÿ ëþáîé îãðà-

íè÷åííîé, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) âûïîë-
íåíî Ef(ξn) → Ef(ξ) ïðè n → ∞. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ
ýòî óñëîâèå, îáîáùåíèå ëåììû Ñëóöêîãî: ïóñòü ξn

d→ ξ è

ηn
d→ C = const. Òîãäà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

ϕ : R2 → R âûïîëíåíî

ϕ(ξn, ηn)
d→ ϕ(ξ, C).

7. Äîêàæèòå òåîðåìó 1.4.

8. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 1.4 â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x =
0. Òîãäà åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

{ξn}∞n=1, {ηn}∞n=1 âûïîëíåíî ξnηn
d→ η è ηn

P→ 0, òî

ξn(f(ηn)− f(0))
d−→ f ′(0)η.
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2. Ñòàòèñòèêè è îöåíêè

Â íà÷àëå ýòîé ãëàâû ñòîèòü ïîãîâîðèòü î çàäà÷å ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ñòàòèñòèêè. Âñïîìíèì, ÷òî â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìû ïðåä-
ïîëàãàëè, ÷òî íàì èçâåñòíà ïðèðîäà íåêîòîðîãî ÿâëåíèÿ (ðàñïðå-
äåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû), è ýòî çíàíèå ïîçâîëÿëî íàì èçó-
÷àòü ïîâåäåíèå íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòàõ âåëè÷èí, ñâÿçàí-
íûõ ñ óïîìÿíóòûì ÿâëåíèåì. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå âñå
íàîáîðîò � äàííûìè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ (çíà-
÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû), à òðåáóåòñÿ ïîíÿòü ïðèðîäó èçó÷à-
åìîãî ÿâëåíèÿ (ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû).

Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (èëè ñëó÷àéíûé âåêòîð), ïðè-
íèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå X (âñþäó äàëåå ìû ñ÷èòàåì,
÷òî ýòî ìíîæåñòâî ðàâíî ëèáî R, ëèáî Rn) è èìåþùàÿ ðàñïðå-
äåëåíèå P. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà íà ïðîñòðàíñòâå (X,B(X),P) ïðàâè-
ëîì X(x) = x äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó X íàáëþäåíèåì. Çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî íàáîðó íàáëþäåíèé âûÿñíèòü êàêóþ-
ëèáî èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäåëåíèè P, êîòîðîå ïðåäïîëàãàåòñÿ
íåèçâåñòíûì. Òåì íå ìåíåå, â òàêèõ çàäà÷àõ, êàê ïðàâèëî, èç-
âåñòíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå P ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó çàäàííî-
ìó ìíîæåñòâó ðàñïðåäåëåíèé P. Òðîéêà (X,B(X),P) íàçûâàåòñÿ
âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ.

Êàê ïðàâèëî, äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðèðîäû èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ
óäàåòñÿ ïðîâåñòè íåçàâèñèìûå ýêñïåðèìåíòû. Ãîâîðÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèì ÿçûêîì, âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèå íóæíî ïî íàáîðó
íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé. Èíû-
ìè ñëîâàìè, âûáîðêà � ýòî âåêòîð (X1, . . . , Xn) (èëè ïðîñòî
X1, . . . , Xn) ñîñòàâëåííûé èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
(âåêòîðîâ), ðàñïðåäåëåííûõ òàê æå, êàê è X. Òàêîé âåêòîð
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå Xn, à åãî ðàñïðåäåëåíèå Pn

çàäàíî íà áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðå B(Xn). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (X∞,B(X∞),P∞), íà
êîòîðîì ìîæíî çàäàòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí (âåêòîðîâ) X1, X2, . . . (âûáîðêó áåñêîíå÷íîãî
ðàçìåðà), ðàñïðåäåëåííûõ òàê æå, êàê è X. Òåì ñàìûì, íà ýòîì
ïðîñòðàíñòâå çàäàíà âûáîðêà ëþáîãî ðàçìåðà n. Â äàëüíåéøåì
ìû äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ïèñàòü (X,B(X),P) âìåñòî
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(X∞,B(X∞),P∞) ñîîòâåòñòâåííî. Áîëåå òîãî, âûáîðêó ìû òîæå
áóäåì íàçûâàòü íàáëþäåíèåì.

N Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü (Y,E) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî
(ò.å. E � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Y). Ëþáîå (B(X)|E)-èçìåðèìîå
îòîáðàæåíèå S : X→ Y (íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ
èçìåðèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ∈ E âûïîëíåíî {x :
S(x) ∈ E} ∈ B(X)) íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé.

Åñëè Y = Θ (ãäå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðèçîâàíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì P = {Pθ, θ ∈ Θ}, ò.å. ìû èìååì äåëî ñ
ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëüþ), òî S íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ïàðàìåòðà
θ.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè X = (X1, . . . , Xn) � âûáîðêà, òî ñòàòè-
ñòèêîé S(X) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ îò âûáîðêè, à îöåí-
êîé � òàêàÿ ñòàòèñòèêà, çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð
ðàñïðåäåëåíèÿ (èëè ôóíêöèÿ τ îò ïàðàìåòðà � â ýòîì ñëó÷àå
Y = τ(Θ)).

Â ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷à îòûñêàíèÿ �èñ-
òèííîãî� ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ �èñòèííîãî�
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Äëÿ ýòîãî íàõîäèòñÿ óäà÷íàÿ (â êàêîì-
íèáóäü ñìûñëå) îöåíêà ïàðàìåòðà. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû
ïîãîâîðèì î òîì, êàêèå îöåíêè ïðèíÿòî ñ÷èòàòü �óäà÷íûìè�.

N Ïðèìåðû ñòàòèñòèê:

1. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà, à g(x) � áîðåëåâñêàÿ ôóíê-
öèÿ. Âåëè÷èíà

g(X) =
1

n

n∑
i=1

g(Xi)

íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íîé õàðàêòåðèñòèêîé g(x). Íàïðèìåð,

X =
1

n

n∑
i=1

Xi

íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì ñðåäíèì, à

Xk =
1

n

n∑
i=1

Xk
i
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� âûáîðî÷íûì k-òûì ìîìåíòîì.

2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè îò âûáîðî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê:

S(X) = h
(
g1(X), . . . , gk(X)

)
,

ãäå h � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà Rk. Ïðèìåðîì
ìîæåò ñëóæèòü âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

s2 = X2 − (X)2.

3. Óïîðÿäî÷èì çíà÷åíèÿ âûáîðêè (X1, . . . , Xn) ïî âîçðàñòà-
íèþ:

X(1) ≤ X(2) ≤ . . . ≤ X(n).

Ïîëó÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü ñòàòèñòèê íàçûâàåòñÿ âàðèàöè-
îííûì ðÿäîì, à åãî ÷ëåí X(k) � k-òîé ïîðÿäêîâîé ñòàòè-
ñòèêîé.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñâîéñòâàì îöåíîê.

Ïóñòü X � íàáëþäåíèå èç íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
P ∈ {Pθ, θ ∈ Θ}.

N Îïðåäåëåíèå 2.2. Îöåíêà θ∗(X) íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé
îöåíêîé ïàðàìåòðà τ(θ), åñëè äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî Eθθ

∗(X) = τ(θ).

Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè âûøå ìû èñïîëüçîâàëè çàïèñü
Eθ (ñîêðàùåíèå îò EPθ), êîòîðàÿ îçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì Pθ.

N Çàäà÷à 2.1. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç íåèçâåñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ P ∈ {Pθ, θ ∈ Θ}, ïðè÷åì Θ ⊂ R, è äëÿ ëþáîãî
θ ∈ Θ âûïîëíåíî EθX1 = θ. Äîêàæèòå, ÷òî X � íåñìåùåííàÿ
îöåíêà ïàðàìåòðà θ.
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Ðåøåíèå

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ,

EθX =
1

n

n∑
i=1

EθXi = EθX1 = θ.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Äàëåå ðàññìîòðèì òðè âàæíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâà
îöåíîê.

N Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � âûáîðêà.
Îöåíêà θ∗(X) (òî÷íåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê) íàçûâàåòñÿ
ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà τ(θ), åñëè äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ

âûïîëíåíî θ∗(X)
Pθ−→ τ(θ) ïðè n→∞. Îöåíêà θ∗(X) íàçûâàåòñÿ

ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé τ(θ), åñëè äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ âû-
ïîëíåíî θ∗(X)→ τ(θ) (Pθ-ï.í.). Îöåíêà θ

∗(X) íàçûâàåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè íîðìàëüíîé îöåíêîé τ(θ), åñëè äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ

√
n(θ∗(X)− τ(θ))

dθ−→ ξ ∼ N(0, σ2(θ))

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè σ2(θ), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîé äèñïåðñèåé îöåíêè θ∗(X).

Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè âûøå ìû èñïîëüçîâàëè çàïèñü
dθ, êîòîðàÿ îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðè óñëîâèè,
÷òî ýëåìåíòû âûáîðêè èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Pθ.

N Çàäà÷à 2.2. Ïóñòü çàäàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn èç íåèç-
âåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P ∈ P. Ïóñòü, êðîìå òîãî, k ∈ N è
0 < EP|X1|2k < ∞ äëÿ âñåõ P ∈ P. Äîêàçàòü, ÷òî âûáîðî÷íûé

k-òûé ìîìåíò Xk ÿâëÿåòñÿ íåñìåù¼ííîé, ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíîé
è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé îöåíêîé EPX

k
1 .
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Ðåøåíèå

Íåñìåùåííîñòü, êàê è â çàäà÷å 1, ñëåäóåò èç ëèíåéíî-
ñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë,

Xk = 1
n

n∑
i=1

Xk
i

P−→ EPX
k
1 , ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü äëÿ ñîñòî-

ÿòåëüíîñòè. Íàêîíåö, àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü ñëå-
äóåò èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû:

√
n
(
Xk − EPX

k
1

)
d−→ ξ ∼ N

(
0,DPX

k
1

)
.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Îñíîâíûìè èíñòðóìåíòàìè äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî îöåíêà
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé èëè àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé, ÿâëÿ-
þòñÿ çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë, öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà,
òåîðåìà î íàñëåäîâàíèè ñõîäèìîñòåé, à òàêæå òåîðåìà î íàñëåäî-
âàíèè àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííàÿ íèæå.

Òåîðåìà

2.1 (î íà-

ñëåäîâàíèè

àñèìïòî-

òè÷åñêîé

íîðìàëüíî-

ñòè)

Ïóñòü θ∗(X) � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ
îöåíêà θ ñ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèåé σ2(θ),
à τ(θ) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà Θ ⊂ R
(ïðîèçâîäíàÿ êîíå÷íà è íå ðàâíà íóëþ â êàæ-
äîé òî÷êå θ ∈ Θ). Òîãäà τ(θ∗(X)) � àñèìïòî-
òè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà τ(θ) ñ àñèìïòîòè-
÷åñêîé äèñïåðñèåé σ2(θ)(τ ′(θ))2.

N Çàäà÷à 2.3. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [1 + θ, θ(1 + θ)], θ > 1. Íàéäèòå
àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíóþ îöåíêó ïàðàìåòðà θ è åå àñèìïòî-
òè÷åñêóþ äèñïåðñèþ.
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Ðåøåíèå

Ïîëîæèì m(θ) = (θ+1)2

2
. Ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåî-

ðåìå, X � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà

m(θ) ñ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèåé σ2(θ) = (θ2−1)2

12
. Çàìå-

òèì, ÷òî m(θ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå (2,∞).
Ïîëîæèì τ(x) =

√
2x − 1 (äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà (2,∞)

ôóíêöèÿ). Òîãäà, ïî òåîðåìå î íàñëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷å-
ñêîé íîðìàëüíîñòè, τ(X) � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ
îöåíêà θ ñ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèåé

σ2(θ)
(
τ ′|m(θ)

)2

=
(θ2 − 1)2

12

1

2m(θ)
=

(θ − 1)2

12
.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ R(0, θ)
(ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0, θ]). Ïðîâåðü-
òå íà íåñìåùåííîñòü, ñîñòîÿòåëüíîñòü è ñèëüíóþ ñîñòîÿ-
òåëüíîñòü ñëåäóþùèå îöåíêè ïàðàìåòðà θ: 2X, X +X(n)/2,
(n+ 1)X(1), X(1) +X(n),

n+1
n
X(n).

2. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Bin(1, θ).
Äëÿ êàêèõ ôóíêöèé τ(θ) ñóùåñòâóþò íåñìåùåííûå îöåíêè?

3. Ïóñòü θ̂n(X) � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà ïàðà-
ìåòðà θ ñ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèåé σ2(θ). Äîêàæèòå, ÷òî

òîãäà θ̂n(X) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé θ.

4. Ïóñòü X1, ..., Xn âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì
σ2. Ïóñòü, êðîìå òîãî, Dσ2X1 = σ2. Äîêàæèòå, ÷òî ñòàòè-
ñòèêà s2 = 1/n

∑n
i=1(Xi −X)2 ðàâíà X2 − (X)2 è ÿâëÿåòñÿ

ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé σ2. ßâëÿåòñÿ ëè îíà íåñìåùåííîé
îöåíêîé òîãî æå ïàðàìåòðà?

5. Çàäàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàêîíà ñ
ïàðàìåòðîì λ > 0. Äëÿ êàêîé âåëè÷èíû τ(θ) ñòàòèñòèêà
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X lnX ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé îöåíêîé? Âû-
÷èñëèòå àñèìïòîòè÷åñêóþ äèñïåðñèþ äàííîé îöåíêè.

6. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì θ. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N
ñòàòèñòèêà k

√
k!/Xk ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé

îöåíêîé ïàðàìåòðà θ. Íàéäèòå åå àñèìïòîòè÷åñêóþ äèñïåð-
ñèþ.

7. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ R(0, θ). Íàé-
äèòå òàêîå ÷èñëî δ > 0 è íåâûðîæäåííûé çàêîí ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Pθ (ò.å. íå ÿâëÿþùèéñÿ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ êîí-

ñòàíòû), ÷òî nδ(X(n) − θ)
d−→ ξ ∼ Pθ ïðè n→∞.

8. Ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíóþ îöåíêó äëÿ b ïî âû-
áîðêå X1, ..., Xn èç ðàñïðåäåëåíèÿ

P(X1 = −1) = 1− a− a2 − 4b,

P(X1 = 2) = 5b,

P(X1 = 5) = a+ a2 + b,

ãäå a, b � íåèçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû.

9. Çàäàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn èç ðàñïðåäåëåíèÿ R(0, θ), ãäå
θ � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêè Y =
1
n

∑n
i=1X

2
i , Z = 1

n

∑n
i=1X

3
i . Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè íîð-

ìàëüíóþ îöåíêó θ êàê ôóíêöèþ îò Y/Z. Íàéäèòå åå àñèìï-
òîòè÷åñêóþ äèñïåðñèþ.

10. Çàäàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn, X1 = ξ + η, ξ ∼ R(0, θ), η ∼
R(θ, 2θ) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ãäå θ > 0 �
íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëü-
íóþ îöåíêó θ è åå àñèìïòîòè÷åñêóþ äèñïåðñèþ.
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3. Ìåòîäû íàõîæäåíèÿ îöåíîê

Âî âòîðîé ãëàâå ìû èçó÷èëè íåêîòîðûå ñâîéñòâà îöåíîê.
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè îáùèé ìåòîä
íàõîæäåíèÿ îöåíîê, îáëàäàþùèõ ýòèìè ñâîéñòâàìè? Îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì
äâà òàêèõ ìåòîäà è ïîãîâîðèì î ñâîéñòâàõ îöåíîê, ñ ïîìîùüþ
íèõ ïîëó÷åííûõ. Â êîíöå ãëàâû ìû îïðåäåëèì îöåíêè, íàçû-
âàåìûå âûáîðî÷íûìè êâàíòèëÿìè, êîòîðûå òàêæå îáëàäàþò
íåêîòîðûìè èç óïîìÿíóòûõ ñâîéñòâ è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
â ñëó÷àÿõ, êîãäà íóæíóþ îöåíêó íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü íè îäíèì
èç äâóõ ìåòîäîâ.

3.1. Ìåòîä ìîìåíòîâ

Ïóñòü Θ ⊂ Rk. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëå-
íèé {Pθ, θ ∈ Θ} è âûáîðêó X1, . . . , Xn èç íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Pθ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè âûáåðåì òàêèå áîðåëåâñêèå ôóíêöèè
g1, . . . , gk : R → R, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , k} è ëþáîãî θ ∈ Θ
ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå Eθgi(X1). Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

mi(θ) = Eθgi(X1), i ∈ {1, . . . , k}.

Ïîëîæèì m = (m1, . . . ,mk)
T . Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé îò-

íîñèòåëüíî θ :  m1(θ) = g1(X),
. . . ,

mk(θ) = gk(X).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

N Îïðåäåëåíèå 3.1. Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû
θ∗(X) íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ ñ ïðîáíûìè
ôóíêöèÿìè g1, . . . , gk. Ôóíêöèè gi(x) = xi, i ∈ {1, . . . , k}, íàçû-
âàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ïðîáíûìè ôóíêöèÿìè.
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Òåîðåìà 3.1 Åñëè m : Θ→ m(Θ) � áèåêöèÿ è ôóíêöèþ m−1

ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî ôóíêöèè, çàäàííîé íà
âñåì ìíîæåñòâå Rk è íåïðåðûâíîé â êàæäîé
òî÷êå ìíîæåñòâà m(Θ), òî îöåíêà ïî ìåòîäó
ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíîé.

Áîëåå òîãî, óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû ìîæíî äîïîëíèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

N Çàäà÷à 3.1. Äîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1 îöåíêà
ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé,
åñëè ôóíêöèþ m−1 ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî ôóíêöèè, çàäàííîé
íà âñåì ìíîæåñòâå Rk è äèôôåðåíöèðóåìîé â êàæäîé òî÷êå
ìíîæåñòâà m(Θ), è, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , k} è
ëþáîãî θ ∈ Θ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 0 < Dθgi(X1) < +∞.

Ðåøåíèå

Èòàê, îöåíêà ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ ðàâíà θ∗ = m−1(g(X)),

ãäå g(X) = (g1(X), . . . , gk(X))T . Ïî ìíîãîìåðíîé öåí-
òðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ âûïîëíå-
íî √

n
(
g(X)−m(θ)

)
dθ→ ξ ∼ N(0,Σ(θ)),

ãäå Σ(θ) � ìàòðèöà êîâàðèàöèé âåêòîðà
(g1(X1), . . . , gk(X1))T . Ïî òåîðåìå 1.4, âûïîëíåíî

√
n
(
m−1

(
g(X)

)
− θ
)

dθ→
(
ξ,∇m−1|m(θ)

)
∼

∼ N
(

0,
(
∇m−1|m(θ)

)T
Σ(θ)

(
∇m−1|m(θ)

))
(çäåñü ìû ïîëîæèëè h = m−1, bn = 1/

√
n, a = m(θ), ξn =√

n(g(X)−m(θ))).

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷à 3.2. Íàéòè îöåíêè ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ ñî ñòàí-
äàðòíûìè ïðîáíûìè ôóíêöèÿìè äëÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé
N(a, σ2).
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Ðåøåíèå

Çäåñü θ = (a, σ2), Θ = R × (0,∞). Âûáåðåì ñòàíäàðòíûå
ïðîáíûå ôóíêöèè g1(x) = x è g2(x) = x2. Òîãäà

Eθg1(X1) = EθX1 = a,

Eθg2(X1) = EθX
2
1 = DθX1 + (EθX1)2 = σ2 + a2.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó:{
a = X

a2 + σ2 = X2
,

ðåøàÿ êîòîðóþ, ïîëó÷àåì îòâåò θ∗ = (X, s2).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ íå îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ íåñìåù¼ííîé.

3.2. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïóñòü P = {Pθ, θ ∈ Θ} � ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàñïðå-
äåëåíèé. Åñëè âñå Pθ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ,
òî ïîëîæèì pθ(x) ðàâíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Pθ. Åñëè
æå âñå {Pθ, θ ∈ Θ} � äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ïîëîæèì
pθ(x) = Pθ(X = x). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî
P äîìèíèðóåìûì.

N Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü P = {Pθ, θ ∈ Θ} � äîìèíèðóå-
ìîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, X1, . . . , Xn � âûáîðêà, èìåþùàÿ
ðàñïðåäåëåíèå èç ýòîãî ñåìåéñòâà. Ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ âû-
áîðêè X1, . . . , Xn íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

fθ(X1, . . . , Xn) = pθ(X1) . . . pθ(Xn).

Âåëè÷èíà

Lθ(X1, . . . , Xn) = ln fθ(X1, . . . , Xn)
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íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ. Îöåíêîé
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÎÌÏ) ïàðàìåòðà θ íàçûâàåòñÿ

θ̂(X1, . . . , Xn) = arg max
θ∈Θ

fθ(X1, . . . , Xn),

ò.å. òî çíà÷åíèå θ ∈ Θ, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì
ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ X1, . . . , Xn.

N Çàäà÷à 3.3. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Bern(θ). Íàéäèòå îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
ïàðàìåòðà θ.

Ðåøåíèå

Èìååì

pθ(x) = Pθ(X = x) =

{
θ, åñëè x = 1,

1− θ, åñëè x = 0
=

= θI{x=1}(1− θ)I{x=0} = θx(1− θ)1−xI{x ∈ {0, 1}}.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ðàâíà

fθ(X1, . . . , Xn) = θ
∑
Xi(1− θ)n−

∑
Xi ,

à ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (êîòîðóþ,
êàê ïðàâèëî, ëåã÷å äèôôåðåíöèðîâàòü, ÷òîáû íàéòè òî÷-
êó ìàêñèìóìà) ðàâíà

Lθ(X1, . . . , Xn) =
∑

Xi ln θ +
(
n−

∑
Xi

)
ln(1− θ).

Òàê êàê

∂Lθ(X1, . . . , Xn)

∂θ
=

∑
Xi

θ
− n−

∑
Xi

1− θ
,

òî ìàêñèìóì fθ(X1, . . . , Xn) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå θ∗ = X, â

êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ∂Lθ(X1,...,Xn)

∂θ
îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Çàäà÷à ðåøåíà.
Îáðàòèìñÿ, íàêîíåö, ê ñâîéñòâàì îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ.
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Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü Θ ⊂ R, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíî-
ñòè (ñì., íàïðèìåð, [2], �3.2), ôóíêöèÿ ïðàâ-
äîïîäîáèÿ èìååò ëèøü îäèí ëîêàëüíûé ìàê-
ñèìóì, ëåæàùèé âíóòðè Θ è ñîâïàäàþùèé ñ
îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, è, íà-
êîíåö, ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ òðèæäû äèôôå-
ðåíöèðóåìà ïî θ è ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò íå
çàâèñÿùàÿ îò θ ôóíêöèÿ M(x) òàêàÿ, ÷òî äëÿ
âñåõ θ ∈ Θ∣∣∣∣∂3pθ(x)

∂θ3

∣∣∣∣ ≤M(x), EθM(X1) <∞.

Òîãäà îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé îöåíêîé

θ ñ àñèìòîòè÷åñêîé äèñïåðñèåé n
(
Dθ

∂Lθ
∂θ

)−1
.

3.3. Ìåòîä âûáîðî÷íûõ êâàíòèëåé

N Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
íà R. Ïóñòü, êðîìå òîãî, p ∈ (0, 1). Òîãäà p-êâàíòèëüþ ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íàçûâàþò âåëè÷èíó

zp = inf{x : F (x) ≥ p}.

N Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç íåèç-
âåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P. Ñòàòèñòèêó

zn,p =

{
X([np]+1), åñëè np /∈ Z;
X(np), åñëè np ∈ Z

íàçûâàþò âûáîðî÷íîé p-êâàíòèëüþ.
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Òåîðåìà 3.3

(îá àñèìï-

òîòè÷åñêîé

íîðìàëü-

íîñòè âû-

áîðî÷íîé

êâàíòèëè)

Ïóñòü X1, . . . Xn � âûáîðêà èç àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîãî îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P ñ
ïëîòíîñòüþ f . Ïóñòü zp � p-êâàíòèëü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ P, ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè zp
è f(zp) > 0. Òîãäà

√
n(zn,p − zp)

d−→ ξ ∼ N

(
0,

1

4f2(zp)

)
.

N Îïðåäåëåíèå 3.5. Ìåäèàíîé ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàþò
åãî 1

2
-êâàíòèëü.

N Îïðåäåëåíèå 3.6. Âûáîðî÷íîé ìåäèàíîé âûáîðêè
X1, . . . Xn íàçûâàþò ñòàòèñòèêó

µ̂ =

{
X(k+1), åñëè n = 2k + 1;
X(k)+X(k+1)

2
, åñëè n = 2k.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå µ̂ ñõîæå ñ ïîâåäåíèåì zn,1/2 : â óñëî-
âèÿõ òåîðåìû î âûáîðî÷íîé êâàíòèëè

√
n(µ̂− z1/2)

d−→ ξ ∼ N

(
0,

1

4f2
(
z1/2

))

(ýòîò ôàêò íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû î âûáîðî÷íîé ìåäèàíå).

N Çàäà÷à 3.4. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ Êîøè ñî ñäâèãîì θ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíóþ
îöåíêó ïàðàìåòðà θ è åå àñèìïòîòè÷åñêóþ äèñïåðñèþ.
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Ðåøåíèå

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè èìååò âèä

pθ(x) =
1

π(1 + (x− θ)2)
.

Òàê êàê ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì
íåò êîíå÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, òî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé íàì íå óäàñòñÿ.
Î÷åâèäíî, z1/2 = θ. Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå îá àñèìïòîòè÷å-
ñêîé íîðìàëüíîñòè âûáîðî÷íîé ìåäèàíû, µ̂ � àñèìïòîòè-
÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà θ ñ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèåé

1

4p2
θ(θ)

=
π2

4
.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Íàéäèòå îöåíêè ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ äëÿ ñëåäóþùèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé: à) N(a, σ2), á) Γ(α, λ), â) R(a, b), ã) Pois(λ), ä)
Bin(m, p), å) Geom(p), æ) Beta(λ1, λ2).

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
Γ(α, λ) ñ ïàðàìåòðàìè α > 0, λ > 0 ðàâíà

pα,λ(x) =
αλxλ−1e−αx

Γ(λ)
I(x ≥ 0),

ãäå ãàììà-ôóíêöèÿ Γ(λ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Γ(λ) =

∫∞
0
xλ−1e−xdx. Ñòîèò íàïîìíèòü òàêæå âàæíîå ñâîé-

ñòâî, êîòîðûì îáëàäàåò ãàììà-ôóíêöèÿ: äëÿ ëþáîãî λ > 0
âûïîëíåíî Γ(λ+1) = λΓ(λ). Â ýòîì ñìûñëå ãàììà-ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôàêòîðèàëà.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Beta(λ1, λ2) ñ ïàðàìåòðàìè λ1 >
0, λ2 > 0 ðàâíà

pλ1,λ2
(x) =

xλ1−1(1− x)λ2−1

B(λ1, λ2)
I(0 ≤ x ≤ 1),
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ãäå áåòà-ôóíêöèÿ B(λ1, λ2) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

B(λ1, λ2) =

∫ 1

0

xλ1−1(1− x)λ2−1dx =
Γ(λ1)Γ(λ2)

Γ(λ1 + λ2)
.

2. Íàéäèòå îöåíêè ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
äëÿ ñëåäóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé: à) N(a, σ2) â òðåõ ñëó÷à-
ÿõ: êîãäà íåèçâåñòåí òîëüêî îäèí èç ïàðàìåòðîâ è êîãäà
íåèçâåñòíû îáà ïàðàìåòðà; á) Γ(α, λ), åñëè ïàðàìåòð λ èç-
âåñòåí; â) R(a, b); ã) Pois(λ); ä) Bin(m, p), åñëè ïàðàìåòð m
èçâåñòåí; å) Geom(p), æ) äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

p(x) = 2θ2

x3 I{x > θ}.

3. X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

pα,β(x) =
1

α
e(β−x)/αI[β,+∞)(x).

ãäå θ = (α, β) � äâóìåðíûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå äëÿ θ îöåíêó
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ
äëÿ α îöåíêà α̂n ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé, è
íàéäèòå åå àñèìïòîòè÷åñêóþ äèñïåðñèþ.

4. Íàéäèòå îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðà-
ìåòðà ñäâèãà â ðàñïðåäåëåíèè Êîøè, ò.å. ïëîòíîñòü ðàâíà

pθ(x) =
1

π(1 + (x− θ)2)
,

åñëè âûáîðêà ñîñòîèò èç à) îäíîãî íàáëþäåíèÿ, á) äâóõ íà-
áëþäåíèé (ò.å. n = 1, 2).

5. Ïðåäëîæèòå àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíóþ îöåíêó ïàðàìåò-
ðà θ2 â ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñî ñäâèãîì (ñì. çàäà÷ó
3.4), à òàêæå íàéäèòå å¼ àñèìïòîòè÷åñêóþ äèñïåðñèþ.

6. Íàéäèòå îöåíêè ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ äëÿ ñëåäóþùèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé: a) ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî P (γ) ñ ïëîòíîñòüþ

p(x) = γx−γ−1I{x > 1},
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á) ðàñïðåäåëåíèå Êîøè C(θ) ñ ïëîòíîñòüþ

θ

π(x2 + θ2)
.

7. Ïóñòü X1 ∼ R(0, θ). Íàéäèòå íåñìåù¼ííóþ îöåíêó ïàðàìåò-
ðà 1/θ.

8. Íàéäèòå íåñìåùåííóþ îöåíêó λ3 ïî âûáîðêå X1, ..., Xn èç
ðàñïðåäåëåíèÿ Pois(λ).

9. Ïóñòü X1, ..., Xn � âûáîðêà, X1 = eξ, ãäå ξ èìååò ðàâíîìåð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå íà [0, θ]. Íàéäèòå îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ è ïðîâåðüòå åå íà ñîñòîÿòåëü-
íîñòü.

10. Äàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà c ïëîò-
íîñòüþ

pθ(x) =
1

2
e−|x−θ|.

Íàéäèòå îöåíêó ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ.
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4. Ñðàâíåíèå îöåíîê è ýôôåêòèâíûå

îöåíêè

Âî âòîðîé ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè ñâîéñòâà îöåíîê, à â òðå-
òüåé ãëàâå íàó÷èëèñü íàõîäèòü îöåíêè ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè.
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàêàÿ èç äâóõ îöåíîê, îáëàäà-
þùèõ îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè (íàïðèìåð, ñîñòîÿòåëüíîñòüþ,
íåñìåùåííîñòüþ èëè àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòüþ), ëó÷øå?
Â ýòîé ãëàâå ìû ïîãîâîðèì î ñðàâíåíèè îöåíîê.

Ïóñòü Θ ⊂ R. Ïóñòü, êðîìå òîãî, g : R2 → R � íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ (íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé ïîòåðü, êàê ïðàâèëî, ñèì-
ìåòðè÷íàÿ), ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ
(íàïðèìåð, g(x, y) = |x − y| èëè g(x, y) = (x − y)2). Ôóíêöèÿ
g(x, y) = (x− y)2 íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé ïîòåðü.

N Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü θ∗ � îöåíêà ïàðàìåòðà θ.
Ôóíêöèÿ R(θ∗, θ) = Eθg(θ∗, θ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðèñêà

îöåíêè θ∗. Ãîâîðÿò, ÷òî îöåíêà θ∗ ëó÷øå îöåíêè θ̂ â ðàâíîìåðíîì
ïîäõîäå ñ ôóíêöèåé ïîòåðü g, åñëè äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ âûïîëíåíî
R(θ∗, θ) ≤ R(θ̂, θ) è äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ Θ íåðàâåíñòâî ñòðîãîå.
Åñëè θ∗ ëó÷øå âñåõ äðóãèõ îöåíîê â ðàâíîìåðíîì ïîäõîäå ñ
ôóíêöèåé ïîòåðü g â íåêîòîðîì êëàññå îöåíîê K ïàðàìåòðà
θ (íàïðèìåð, â êëàññå âñåõ íåñìåùåííûõ îöåíîê), òî îöåíêó
θ∗ íàçûâàþò íàèëó÷øåé â êëàññå K â ðàâíîìåðíîì ïîäõîäå
ñ ôóíêöèåé ïîòåðü g. Ðàâíîìåðíûé ïîäõîä ñ êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèåé ïîòåðü íàçûâàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì.

Åñëè Θ ⊂ Rk, ãäå k > 1, òî îöåíêà θ∗ ëó÷øå îöåíêè θ̂ â ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íîì ïîäõîäå, åñëè äëÿ ëþáûõ θ ∈ Θ è a ∈ Rk âûïîë-
íåíî

Eθ(〈θ∗ − θ, a〉)2 ≤ Eθ(〈θ̂ − θ, a〉)2

è äëÿ íåêîòîðûõ θ ∈ Θ è a ∈ Rk íåðàâåíñòâî ñòðîãîå.

N Çàäà÷à 4.1. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàâíîìåð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà [0, θ]. Íàéäèòå íàèëó÷øóþ îöåíêó â
K = {cX(1), c ∈ R} â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ïîäõîäå.
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Ðåøåíèå

Íàïîìíèì, ÷òî EX(1) = θ
n+1

. Äåéñòâèòåëüíî, ïëîòíîñòü
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X(1) ðàâíà

p(x) = −
(
P(X(1) > x)

)′
= n

(θ − x)n−1

θn
.

Èñêîìîå çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ
èíòåãðèðîâàíèåì ôóíêöèè xp(x) íà îòðåçêå [0, θ].
Áîëåå òîãî,

EX2
(1) =

∫ θ

0

x2n
(θ − x)n−1

θn
dx =

∫ θ

0

(x− θ)2n
xn−1

θn
dx =

=

∫ θ

0

(
nxn+1

θn
− 2

nxn

θn−1
+
nxn−1

θn−2

)
dx =

=
nθ2

n+ 2
− 2nθ2

n+ 1
+ θ2 =

2θ2

(n+ 1)(n+ 2)
.

Òîãäà íàèëó÷øàÿ îöåíêà ðàâíà cX(1), ãäå

c = argmin(Eθ(cX(1) − θ)2) =

= argmin

(
2θ2

(n+ 1)(n+ 2)
c2 − 2θ2

n+ 1
c+ θ2

)
=
n+ 2

2
.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Â ïîñëåäíåé çàäà÷å, ðàçóìååòñÿ, ëèøü îäíà îöåíêà â êëàññå
ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé (ïðè c = n+ 1). Îòäåëüíîé âàæíîé çàäà-
÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå íàèëó÷øåé îöåíêè â êëàññå íåñìåùåí-
íûõ îöåíîê. Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ýòó çàäà÷ó óäàåòñÿ ðåøèòü.

Èòàê, ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � âûáîðêà èç íåèçâåñòíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Pθ, θ ∈ Θ. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
ïðàâäîïîäîáèÿ fθ(X). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè (ñì.,
íàïðèìåð, [2], �3.2).
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N Îïðåäåëåíèå 4.2. Âåëè÷èíà

uθ(X) =
∂

∂θ
Lθ(X)

íàçûâàåòñÿ âêëàäîì âûáîðêè X, à âåëè÷èíà

IX(θ) = Eθ(uθ(X))2

� êîëè÷åñòâîì èíôîðìàöèè (ïî Ôèøåðó), ñîäåðæàùåéñÿ â
âûáîðêå X.

Ïóñòü i(θ) � êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â îäíîì
ýëåìåíòå âûáîðêè X1.

N Çàäà÷à 4.2. Ïîêàæèòå, ÷òî IX(θ) = ni(θ).

Ðåøåíèå

Ïî óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè, èíòåãðàë îò S(x)pθ(x) ìîæíî
äèôôåðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Â ÷àñòíîñòè,∫

X

∂

∂θ
pθ(x)µ(dx) =

∂

∂θ

∫
X

pθ(x)µ(dx) = 0.

Çäåñü è äàëåå â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ìû îáîçíà÷àåì EX =:∫
X
xp(x)µ(dx), èìåÿ â âèäó èíòåãðàë Ðèìàíà â ñëó÷àå àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
X ñ ïëîòíîñòüþ p è ñóììó (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íóþ) â ñëó-
÷àå äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ
P(X = x) = p(x).
Òàêèì îáðàçîì,

Eθ
∂

∂θ
ln pθ(X1) =

∫
X

∂pθ(x)

∂θ

pθ(x)

pθ(x)
µ(dx) = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

IX(θ) = Dθ

(
∂

∂θ
Lθ(X)

)
= Dθ

(
n∑
i=1

∂

∂θ
ln pθ(Xi)

)
=

=
n∑
i=1

Dθ

(
∂

∂θ
ln pθ(Xi)

)
= ni(θ).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íèæíþþ îöåíêó íà çíà÷åíèå
ôóíêöèè ðèñêà (äèñïåðñèè) äëÿ íàèëó÷øåé îöåíêè â ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîì ïîäõîäå â êëàññå âñåõ íåñìåùåííûõ îöåíîê.

Òåîðåìà 4.1

(íåðàâåí-

ñòâî Ðàî-

Êðàìåðà)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âûáîðêà äëÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ìîäåëè, íà êîòîðóþ íàëîæåíû óñëîâèÿ ðå-
ãóëÿðíîñòè. Ïóñòü θ∗ � íåñìåùåííàÿ îöåíêà
τ(θ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ

Dθθ
∗ ≥ (τ ′(θ))2

ni(θ)
.

Îêàçûâàåòñÿ, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ
òî÷íîé (ò.å. äëÿ íàèëó÷øåé îöåíêè â íåðàâåíñòâå Ðàî-Êðàìåðà
äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî).

Òåîðåìà 4.2

(êðèòåðèé

ýôôåêòèâ-

íîñòè)

Ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå Ðàî-Êðàìåðà äîñòè-
ãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà θ∗−τ(θ) =
c(θ)uθ(X) äëÿ íåêîòîðîãî c(θ). Áîëåå òîãî, ïî-
ñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, êîãäà c(θ) = τ ′(θ)

ni(θ)
.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå Ðàî-Êðàìåðà ìîæåò
áûòü âûïîëíåíî òîëüêî äëÿ îäíîé íåñìåùåííîé îöåíêè, è ýòà
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îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ïîäõîäå â
êëàññå âñåõ íåñìåùåííûõ îöåíîê τ(θ).

N Îïðåäåëåíèå 4.3. Åñëè â íåðàâåíñòâå Ðàî-Êðàìåðà
äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî θ∗ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêîé
τ(θ).

N Çàäà÷à 4.3. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì θ. Íàéäèòå ýôôåêòèâíóþ îöåíêó θ è
èíôîðìàöèþ i(θ).

Ðåøåíèå

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè. Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäî-
áèÿ ðàâíà

fθ(X) = θ
∑
Xi(1− θ)n−

∑
Xi .

Òîãäà

uθ(X) =
∂

∂θ
ln fθ(X) =

∑
Xi

θ
− n−

∑
Xi

1− θ
=

=

∑
Xi − nθ
θ(1− θ)

=
n

θ(1− θ)
(X − θ).

Ïî êðèòåðèþ ýôôåêòèâíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî X � ýôôåê-
òèâíàÿ îöåíêà θ. Êðîìå òîãî,

θ(1− θ)
n

=
1

ni(θ)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, i(θ) = 1
θ(1−θ) .

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ íà îòðåçêå [0, θ]. Ñðàâíèòå ñëåäóþùèå îöåíêè ïàðàìåò-
ðà θ â ðàâíîìåðíîì ïîäõîäå ñ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé ïî-
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òåðü: 2X, (n+ 1)X(1),
n+1
n
X(n).

2. Ïóñòü θ∗1(X) è θ∗2(X) � äâå íàèëó÷øèå â ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íîì ïîäõîäå îöåíêè ïàðàìåòðà θ â êëàññå âñåõ îöåíîê ñ îä-
íèì è òåì æå ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì τ(θ). Äîêàæèòå,
÷òî òîãäà äëÿ ëþáîãî θ îíè ñîâïàäàþò ïî÷òè íàâåðíîå, ò.å.
θ∗1(X) = θ∗2(X) (Pθ-ï.í.).

3. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (m, p), ïðè÷åì m èçâåñòíî. Íàéäèòå
èíôîðìàöèþ Ôèøåðà i(p) â äàííîé ìîäåëè, à òàêæå ýôôåê-
òèâíóþ îöåíêó ïàðàìåòðà p.

4. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì θ. Äëÿ êàêèõ ôóíêöèé τ(θ) ñóùåñòâó-
åò ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà? Âû÷èñëèòå èíôîðìàöèþ Ôèøåðà
i(θ) îäíîãî íàáëþäåíèÿ â äàííîé ìîäåëè.

5. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2). Íàéäèòå ýôôåêòèâíóþ îöåíêó

à) ïàðàìåòðà a, åñëè σ èçâåñòíî;

á) ïàðàìåòðà σ2, åñëè a èçâåñòíî.

Âû÷èñëèòå èíôîðìàöèþ Ôèøåðà îäíîãî íàáëþäåíèÿ â îáî-
èõ ñëó÷àÿõ.

6. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ëîãèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñî ñäâèãîì θ, èìåþùåãî ïëîòíîñòü

pθ(x) =
exp {θ − x}

(1 + exp {θ − x})2 .

Íàéäèòå èíôîðìàöèþ Ôèøåðà i(θ) îäíîãî íàáëþäåíèÿ â
ýòîé ìîäåëè.

7. Ïóñòü X1, ..., Xn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî çàêîíà íà îò-
ðåçêå [0, θ]. Âû÷èñëèòå èíôîðìàöèþ Ôèøåðà i(θ), çàêëþ-
÷åííóþ â ñòàòèñòèêå X(n).

8. Ïóñòü X1, ..., Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ãóìáåëÿ ñ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

Fθ(x) = e−e
−θx
, θ > 0.
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Äëÿ êàêèõ ôóíêöèé τ(θ) ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà?

9. X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ N(θ, θ2). Äëÿ êàêèõ
ôóíêöèé τ(θ) ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà? Âû÷èñëèòå
èíôîðìàöèþ Ôèøåðà i(θ) îäíîãî ýëåìåíòà âûáîðêè.
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5. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû âòîðîé ðàç îòñòóïèì îò ðåøåíèÿ ñòàòèñòè-
÷åñêèõ çàäà÷, ÷òîáû îïðåäåëèòü åùå îäèí âàæíûé èíñòðóìåíò,
îòíîñÿùèéñÿ ê êóðñó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â ñòàíäàðòíîì
êóðñå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ óñëîâíîé
âåðîÿòíîñòè è (áåçóñëîâíîãî) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ P(·|B) ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, è
ïîýòîìó ôóíêöèÿ P(ξ = x|B) â ñëó÷àå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ è ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ B íåíóëåâîé âåðîÿò-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé.
Ìîæíî äëÿ òàêîãî �óñëîâíîãî� ðàñïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì îïðåäåëèòü �óñëîâíîå� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:
E(ξ|B) =

∑
x xP(ξ = x|B). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé äèñêðåòíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ðàññìîòðèì ñîáûòèå B = {η = y} è
îïðåäåëèì E(ξ|η = y) := E(ξ|{η = y}). Ïîñëåäíèé îáúåêò èãðàåò
îãðîìíóþ ðîëü â òåîðèè îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ è
ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ, ãðóáî ãîâîðÿ, ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ïðè óñëîâèè, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ðàâíà y. Â
îáùåì ñëó÷àå (äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η ñ ïðîèçâîëüíûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè) îêàçûâàåòñÿ ïðîùå îïðåäåëèòü ñíà÷àëà
óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, à ïîòîì, ñ ïîìîùüþ íåãî, �
óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íèæå ìû äàäèì îïðåäåëåíèå óñëîâíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå è ïîãîâîðèì î åãî
ñâîéñòâàõ.

N Îïðåäåëåíèå 5.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η (= E(ξ|G)) íà-
çûâàåòñÿ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ îòíîñèòåëüíî ñèãìà-àëãåáðû G, åñëè
1) âûïîëíåíî ñâîéñòâî èçìåðèìîñòè: η ÿâëÿåòñÿ G−èçìåðèìîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé;
2) âûïîëíåíî èíòåãðàëüíîå ñâîéñòâî: äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A ∈ G

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
A

ξ(ω)P(dω) =

∫
A

η(ω)P(dω)

(èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, E(ξIA) = E(ηIA)).
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Òåîðåìà 5.1 Åñëè E|ξ| < ∞, òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå E(ξ|G) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî
(ï.í.).

N Îïðåäåëåíèå 5.2. Ìåðà

Pξ(B|G) = E(I(ξ ∈ B)|G)

íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îò-
íîñèòåëüíî ñèãìà-àëãåáðû G.

Êðîìå òîãî, óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ðàâíî

E(ξ|η) = E(ξ|σ(η)),

ãäå σ(η) � σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé η (ò.å.
σ(η) = {η−1(B) : B ∈ B(R)}).

Íàêîíåö, óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
îòíîñèòåëüíî η íà ìíîæåñòâå B ðàâíî Pξ(B|σ(η)).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèå
óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé.

Òåïåðü âûÿñíèì, êàê âûãëÿäèò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå â ïðîñòåéøåì (äèñêðåòíîì) ñëó÷àå, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî ìû â íà÷àëå ãëàâû ìîòèâèðîâàëè ïîíÿòèå óñëîâíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïóñòü N � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
(âîçìîæíî, êîíå÷íîå) ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ðàçáèå-
íèåì ìíîæåñòâà Ω áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâ Ω, äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ðàâíî âñåìó
ìíîæåñòâó Ω.

N Çàäà÷à 5.1. Ïóñòü G � ñèãìà-àëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ ðàç-
áèåíèåì {Dn, n ∈ N} (íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå
ìíîæåñòâà Dn, n ∈ N), ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ n ∈ N èìååì P(Dn) > 0.
Òîãäà

E(ξ|G) =
∑
n∈N

E(ξIDn)

P (Dn)
IDn ,
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ò.å. óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íà ïðîèçâîëüíîì Dn

ðàâíî óñðåäíåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Ðåøåíèå

Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
η = E(ξ|G), âûïîëíåíî ñâîéñòâî èçìåðèìîñòè: η èçìåðè-
ìà îòíîñèòåëüíî ñèãìà-àëãåáðû G. Ñëåäîâàòåëüíî,

η =
∑
n∈N

cnIDn .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû, ñêàæåì, íà ìíîæåñòâå D1 ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ïðèíèìàëà äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ
a 6= b, òî, î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî {ω : η(ω) = b} íå ïðèíàä-
ëåæàëî áû G, è òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η íå áûëà áû
G-èçìåðèìîé.
Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå èíòåãðàëüíîãî ñâîéñòâà, êî-
òîðîå, â ñèëó ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü òîëüêî äëÿ ìíîæåñòâ Dn, n ∈ N :

E (ξIDn) = E (ηIDn) = E

(
IDn

∑
k∈N

ckIDk

)
=

= cnEIDn = cnP(Dn),

îòêóäà

cn =
EξIDn
P(Dn)

.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Îñíîâíûå ñâîéñòâà óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ:

1. Åñëè ξ � G-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî E(ξ|G) = ξ
(ï.í.).

2. (Ëèíåéíîñòü) Åñëè a, b � ïîñòîÿííûå è E|ξ| <∞, E|η| <∞,
òî

E(aξ + bη|G) = aE(ξ|G) + bE(η|G) (ï.í.).

39



3. Åñëè ξ ≤ η (ï.í.) è E|ξ| <∞, E|η| <∞, òî è E(ξ|G) ≤ E(η|G)
(ï.í.).

4. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì íå çàâèñèò îò ñèãìà-àëãåáðû G (ò.å. ñèãìà-
àëãåáðû σ(ξ) è G íåçàâèñèìû), òî E(ξ|G) = Eξ (ï.í.).

5. (Òåëåñêîïè÷åñêîå ñâîéñòâî) Ïóñòü G1 ⊂ G2 è E|ξ| <∞ òîãäà

E(E(ξ|G1)|G2) = E(ξ|G1) (ï.í.),

E(E(ξ|G2)|G1) = E(ξ|G1) (ï.í.).

6. (Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè) Åñëè E|ξ| <∞, òî

E(E(ξ|G)) = Eξ.

7. Åñëè ξ � G-èçìåðèìà, E|ξη| <∞, E|η| <∞, òî

E(ξη|G) = ξE(η|G) (ï.í.).

8. (Àíàëîã òåîðåìû Ëåáåãà) Ïóñòü ξn
ï.í.−−→ ξ, |ξn| ≤ η äëÿ âñåõ

n ∈ N è Eη <∞. Òîãäà

E(ξn|G)
ï.í.−−→ E(ξ|G),

E(|ξn − ξ| |G)
ï.í.−−→ 0.

N Çàäà÷à 5.2. Ïóñòü ξ, η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, ðàñïðåäåë¼ííûå ïî çàêîíó N(3, 4). Íàéäèòå E((ξ − 3η)2|η).
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Ðåøåíèå

Â ñèëó ëèíåéíîñòè óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ,

E((ξ − 3η)2|η) = E(ξ2|η)− 6E(ξη|η) + 9E(η2|η) (ï.í.).

Ïîñêîëüêó ξ è η íåçàâèñèìû, òî ξ2 íå çàâèñèò îò σ(η) è,
ïî ñâîéñòâó 4,

E(ξ2|η) = Eξ2 = Dξ + (Eξ)2 = 13 (ï.í.).

Ïî ñâîéñòâàì 4 è 7,

E(ξη|η) = ηE(ξ|η) = ηEξ = 3η (ï.í.),

äàëåå, ïî ñâîéñòâó 1,

E(η2|η) = η2 (ï.í.).

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

E((ξ − 3η)2|η) = 9η2 − 18η + 13 (ï.í.).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Çàìåòèì, ÷òî â îòâåòå ìû ïîëó÷èëè ôóíêöèþ îò η, ÷òî
íåóäèâèòåëüíî, òàê êàê E(·|η) ÿâëÿåòñÿ η-èçìåðèìîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé, à, êàê ìû ïîìíèì èç êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ÿâëÿåòñÿ η-èçìåðèìîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî
X = f(η).

N Çàäà÷à 5.3. Ïóñòü (ξ, η) � ãàóññîâñêèé âåêòîð ñ âåêòîðîì
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé (1,−1) è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé

(
2 1
1 3

)
.

Íàéäèòå E(ξ − η|ξ + η).
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Ðåøåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè äâå êîìïîíåíòû ãàóññîâñêîãî âåêòî-
ðà íå êîððåëèðîâàíû (êîâàðèàöèÿ ðàâíà íóëþ), òî îíè
íåçàâèñèìû. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè E(X|Y ), ãäå X è Y
� êîìïîíåíòû ãàóññîâñêîãî âåêòîðà. Ìåòîä ðåøåíèÿ ïî-
äîáíûõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü X
êàê αY +Z, ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z ðàñïðåäåëåíà íîð-
ìàëüíî è íå çàâèñèò îò Y. Òîãäà

E(X|Y ) = E(αY + Z|Y ) = αY + EZ (ï.í.).

Èòàê, íàéä¼ì òàêîå α, ÷òî (ξ − η)−α(ξ + η) íå çàâèñèò îò
ξ + η, ò.å. cov((ξ − η)− α(ξ + η), ξ + η) = 0.

cov((ξ − η)− α(ξ + η), ξ + η) =

= (1− α)cov(ξ, ξ)− (1 + α)cov(η, η)− 2αcov(ξ, η) =

= 2(1− α)− 3(1 + α)− 2α = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, α = − 1
7
. Òîãäà ëåãêî çàïèñàòü îòâåò:

E(ξ − η|ξ + η) =

= −ξ + η

7
+ E((ξ − η) +

1

7
(ξ + η)) = 2− ξ + η

7
(ï.í.).

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü X � ÷èñëî î÷êîâ ïðè ñëó÷àéíîì áðîñêå øåñòèãðàí-
íîãî êóáèêà. ×åìó ðàâíÿåòñÿ E(X|(X − 2)2)?

2. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 2 ÷åðíûõ, 4 êðàñíûõ è 2 áåëûõ øà-
ðà âûòàñêèâàþòñÿ ñ âîçâðàùåíèåì øàðû ïî îäíîìó n ðàç.
Ïóñòü X � êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ, à Y � êîëè÷åñòâî êðàñíûõ
øàðîâ, ïîÿâèâøèõñÿ â ýòèõ îïûòàõ. Íàéäèòå E(X|X + Y ).

3. Ïóñòü (X,Y ) � ãàóññîâñêèé âåêòîð, (X,Y ) ∼ N(a,Σ). Íàé-
äèòå E(X|Y ) è E(X|X + Y ).
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4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà îòðåçêå [−1, 1]. Âû÷èñëèòå E(X|X2).

5. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) òàêîâî:

P(ξ = k, η = l) = p2(1− p)k+l−2,

ãäå k, l ∈ N, p ∈ (0, 1). ×åìó ðàâíÿåòñÿ E(ξ|η)?

6. Ïóñòü ξ ∼ Exp(λ), λ > 0, à ñèãìà-àëãåáðà C ïîðîæäåíà ñ÷¼ò-
íîé ñèñòåìîé ñîáûòèé {Bn}n≥1, ãäå Bn = {n − 1 ≤ ξ < n}.
Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = E(ξ|C)?

7. Íàéäèòå E((X − Y )2|X + Y ), åñëè ñëó÷àéíûé âåêòîð (X,Y )
èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì (1,−1) è ìàò-
ðèöåé êîâàðèàöèé (

5 2
2 1

)
.

8. Íàéäèòå E(X − Y − Z|X + 2Y + Z), åñëè ñëó÷àéíûé âåê-
òîð (X,Y, Z) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì
(−1, 0, 2) è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé 3 −2 2

−2 4 −1
2 −1 3

 .
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6. Óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîäñ÷åò

óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

Â ïðîøëîé ãëàâå ìû îïðåäåëèëè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è ñôîðìóëèðîâàëè ðÿä åãî ñâîéñòâ, êîòîðûå ïîçâî-
ëèëè âû÷èñëÿòü óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ïðîñòåé-
øèõ ñëó÷àÿõ. Òåì íå ìåíåå, âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ýòèõ ñâîéñòâ
íåäîñòàòî÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äâóõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ, η âû÷èñëÿòü óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(ξ|η) ïîçâî-
ëÿåò çàäà÷à 5.1. Åñëè æå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíûìè, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ ââîäÿò ïîíÿòèå óñëîâíîé ïëîòíîñòè (ïî àíà-
ëîãèè ñ îáû÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì). Â ýòîé ãëàâå
ìû ââåäåì ýòî ïîíÿòèå è íàó÷èìñÿ ñ åãî ïîìîùüþ âû÷èñëÿòü
óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè. Íî
ïðåæäå ïðèâåäåì ïðèìåð ñèòóàöèè, â êîòîðîé âû÷èñëåíèå óñëîâ-
íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âîçìîæíî è áåç èñïîëüçîâàíèÿ
óñëîâíîé ïëîòíîñòè.

N Çàäà÷à 6.1. Ïóñòü X è Y � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî
ðàñðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Íàéäèòå E(X|X + Y ).

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6.1 Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à f :
Rn → R � ñèììåòðè÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíê-
öèÿ (äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn è ëþáîé ïåðåñòàíîâ-
êè σ íà {1, . . . , n} âûïîëíåíî f(x1, . . . , xn) =
f(xσ(1), . . . , xσ(n))). Òîãäà äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ
i, j ∈ {1, . . . , n} ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(Xi|f(X1, . . . , Xn)) = E(Xj|f(X1, . . . , Xn))

(ï.í.).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1

Ïóñòü 1 ≤ i < j ≤ n. Ïóñòü, êðîìå òîãî, A ∈
σ(f(X1, . . . , Xn)) � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîãî ñâîéñòâà, êîòîðîå
ìû è ñîáèðàåìñÿ äîêàçàòü:

E(XiIA) = E (E(Xj|f(X1, . . . , Xn))IA) .

Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ,
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà E(XiIA) = E(XjIA). Êðîìå òîãî, ïî îïðå-
äåëåíèþ σ(f(X1, . . . , Xn)), ñóùåñòâóåò òàêîå áîðåëåâñêîå
ìíîæåñòâî B, ÷òî A = {f(X1, . . . , Xn) ∈ B}. Â
ñèëó òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn íåçà-
âèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, ñëó÷àéíûå âåê-
òîðû Xij = (X1, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , Xn) è Xji =
(X1, . . . , Xj, . . . , Xi, . . . , Xn) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Ïî-
ýòîìó îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
XiI(f(Xij) ∈ B) è XjI(f(Xji) ∈ B) = XjI(f(Xij) ∈ B)
(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè
ôóíêöèè f). Òàêèì îáðàçîì,

E(XiIA) = EI(Xi(f(Xij) ∈ B)) = EI(Xj(f(Xij) ∈ B)) =

E(XjIA).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðåøåíèþ çàäà÷è.

Ðåøåíèå çàäà÷è 6.1

Ïî òåîðåìå 6.1, èìååì E(X|X+Y ) = E(Y |X+Y ). Ïîýòîìó

E(X|X + Y ) =
1

2
(E(X|X + Y ) + E(Y |X + Y )) =

=
1

2
E(X + Y |X + Y ) =

X + Y

2
.

Çàäà÷à ðåøåíà.
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Äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòè íàì ïîòðåáóþòñÿ
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü E(ξ|η = y) � òàêàÿ áîðåëåâñêàÿ
ôóíêöèÿ ϕ(y), ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà B ∈ B(R) âûïîëíåíî

E(ξI{η ∈ B}) =

∫
B

ϕ(y)Pη(dy).

Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå Pξ(B|η = y) = P(ξ ∈ B|η = y) � ýòî
E(I{ξ ∈ B}|η = y).

N Îïðåäåëåíèå 6.1. Óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ íàçûâàåòñÿ òà-
êàÿ ôóíêöèÿ pξ|η(x|y), ÷òî

Pξ(B|η = y) =

∫
B

pξ|η(x|y)dx.

Òåîðåìà 6.2 Åñëè ñóùåñòâóåò ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü
p(ξ,η)(x, y), òî ñóùåñòâóåò è óñëîâíàÿ ïëîò-
íîñòü, ïðè÷åì îíà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî
ôîðìóëå

pξ|η(x|y) =

{
p(ξ,η)(x,y)

pη(y)
, åñëè pη(y) 6= 0,

0, åñëè pη(y) = 0,

ãäå pη � ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η.

Òåîðåìà 6.3 Ïóñòü f � òàêàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî
E|f(ξ)| < +∞. Ïóñòü E(f(ξ)|η = y) = ϕ(y).
Òîãäà E(f(ξ)|η) = ϕ(η). Êðîìå òîãî,

ϕ(y) =

∫
R

f(x)Pξ(dx|η = y).

Åñëè ñóùåñòâóåò óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü pξ|η, òî

E(f(ξ)|η = y) =

∫
R

f(x)pξ|η(x|y)dx.
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Ðàçóìååòñÿ, óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî âû÷èñëÿòü, èñ-
ïîëüçóÿ òåîðåìó 6.3. Èòàê, îïèøåì ñõåìó âû÷èñëåíèÿ óñëîâíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è âåðîÿòíîñòåé â ñëó÷àå ñóùåñòâîâà-
íèÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè.

N Ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ è óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ïðè çàäàííîé ñîâìåñò-

íîé ïëîòíîñòè p(ξ,η)(x, y).

1. Íàõîäèì ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η:

pη(y) =

+∞∫
−∞

p(ξ,η)(x, y)dx.

2. Âû÷èñëÿåì óñëîâíóþ ïëîòíîñòü pξ|η(x|y) ñ ïîìîùüþ òåîðå-
ìû 6.2.

3. Âû÷èñëÿåì ϕ(y) = E(f(ξ)|η = y) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 6.3. Â
÷àñòíîñòè, åñëè f(x) = I(x ∈ B), òî ϕ(y) = Pξ(B|η = y).

4. Ïîäñòàâëÿåì η âìåñòî y â ôîðìóëó äëÿ ϕ(y) è ïîëó÷àåì
îêîí÷àòåëüíûé îòâåò E(f(ξ)|η) = ϕ(η). Â ÷àñòíîñòè, åñëè
f(x) = I(x ∈ B), òî Pξ(B|η) = ϕ(η).

N Çàäà÷à 6.2. Ïóñòü ξ, η � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì Exp(1).
Íàéäèòå E(ξ2|ξ + η).
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Ðåøåíèå

Íàéä¼ì ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è ξ+
η. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ B1, B2 ∈ B(R) èìååì∫

(x,y)∈B1×B2

pξ,ξ+η(x, y)dxdy = P(ξ ∈ B1, ξ + η ∈ B2) =

=

∫
u∈B1,u+v∈B2

e−(u+v)I(u > 0, v > 0)dudv =

=

∫
x∈B1,y∈B2

e−yI(x > 0, y − x > 0)dxdy,

ãäå ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïîëó÷åí çàìåíîé u = x, u+ v = y
(ßêîáèàí ýòîé çàìåíû ðàâåí

D(u, v)

D(x, y)
=

∣∣∣∣det

(
1 0
−1 1

)∣∣∣∣ = 1

ò.å. íå ìåíÿåò ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ). Ïîýòîìó
pξ,ξ+η(x, y) = e−yI(0 < x < y). Ïëîòíîñòü pξ+η(y) ðàâíà

+∞∫
−∞

p(ξ,ξ+η)(x, y)dx =

y∫
0

e−yI{y > 0}dx = ye−yI{y > 0}.

Òàêèì îáðàçîì, pξ|ξ+η(x|y) =

=

{
p(ξ,ξ+η)(x,y)

pξ+η(y)
, y > 0,

0, y ≤ 0
=

{
1
y
I{0 < x < y}, y > 0,

0, y ≤ 0.

Îñòàëîñü íàéòè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Èòàê,

E(ξ2|ξ+η = y) =

∫
R

x2

y
I{0 < x < y}dx =

y∫
0

x2

y
I(y > 0)dx =

=
y2

3
I(y > 0), E(ξ2|ξ + η) = ϕ(ξ + η) =

(ξ + η)2

3
.

Çàäà÷à ðåøåíà.
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N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü X,Y, Z � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Íàéäèòå E(4X − 3Y + Z|X + Y + Z).

2. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, ïëîòíîñòü
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ðàâíà

1

x
I[1,e](x),

ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ðàâíà

4x3I[0,1](x).

Âû÷èñëèòå E( 1
X

+ 1
Y
|XY ).

3. Ïóñòü X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [0, 2]. Íàéäèòå
E(Y 2|X/Y ).

4. Ïóñòü X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, X èìå-
åò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1], à Y � ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1. Íàéäèòå à)
E(Y |X/Y ), á) E(Y 3/X2|X/Y ).

5. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ R(0, 1). Íàé-
äèòå à) E(X1|X(1)), á) E(X1|X(n)).

6. Íàéäèòå

E(3X2 + 5X − 5XY − 2Y 2 − 10Y |2Y −X)

ïðè óñëîâèè, ÷òî X è Y íåçàâèñèìû, X èìååò ñòàíäàðòíîå
ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà (ñ ïàðàìåòðîì σ = 1), Y ∼ R(−1, 2).

7. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-
íèåì, Sn = ξ1 + . . . + ξn, n ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ
n ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(ξ1|Sn, Sn+1, . . .) =
Sn
n

(ï.í.).
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7. Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè è îïòèìàëüíûå

îöåíêè

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðîäîëæèì ãîâîðèòü î ñâîéñòâàõ îöåíîê. Íàñ
ïî-ïðåæíåìó áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ îöåíêè,
íàèëó÷øåé â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ïîäõîäå (ò.å. �îïòèìàëüíîé� â
ñìûñëå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ) â êëàññå âñåõ íåñìå-
ùåííûõ îöåíîê. Ðàçóìååòñÿ, êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè íå ðåøàåò
òàêóþ çàäà÷ó ïîëíîñòüþ � åãî óñëîâèÿ ìîãóò áûòü è íå âûïîë-
íåíû, â òî âðåìÿ êàê íàèëó÷øàÿ îöåíêà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü.
Ïðåæäå ÷åì ðàññêàçàòü îá àëãîðèòìå íàõîæäåíèÿ òàêèõ îöåíîê,
ââåäåì ïîíÿòèå äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè, à òàêæå ïîíÿòèå ïîëíîé
ñòàòèñòèêè.

7.1. Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè

Ïóñòü X � íàáëþäåíèå ñ íåèçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì
P ∈ P = {Pθ}θ∈Θ.

N Îïðåäåëåíèå 7.1. Ñòàòèñòèêà S(X) � äîñòàòî÷íàÿ
äëÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé P, åñëè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå
Pθ(X ∈ B|S(X) = x) íå çàâèñèò îò θ.

Äàëåå ìû ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé òîãî, ÷òî ñòàòèñòèêà ÿâëÿ-
åòñÿ äîñòàòî÷íîé, íî ïðåæäå, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü îïðåäå-
ëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ, ðåøèì çàäà÷ó íà ïðîâåðêó äîñòàòî÷íîñòè.

N Çàäà÷à 7.1. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Bern(θ). Äîêàæèòå, ÷òî

∑n
i=1Xi � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

50



Ðåøåíèå

Ïðîâåðèì îïðåäåëåíèå äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè:

P(X1 = x1, . . . , Xn = xn|S(X) = s) =

=
P (X1 = x1, . . . , Xn = xn,

∑
Xi = s)

P (
∑
Xi = s)

=

= I

{
n∑
i=1

xi = s

}
θ
∑
xi(1− θ)n−

∑
xi

Cs
nθ

s(1− θ)n−s
=

1

Cs
n

I
{∑

xi = s
}
.

Âèäèì, ÷òî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò θ, çíà-

÷èò, ñòàòèñòèêà
n∑
i=1

Xi ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ ñåìåéñòâà

ðàñïðåäåëåíèé Bern(θ).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Òåîðåìà 7.1

(êðèòåðèé

ôàêòî-

ðèçàöèè

Íåéìàíà-

Ôèøåðà)

Ïóñòü P = {Pθ, θ ∈ Θ} � äîìèíèðóåìîå ñåìåé-
ñòâî ðàñïðåäåëåíèé Pθ ñ �îáîáùåííîé� ïëîòíî-
ñòüþ pθ (â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
pθ(x) = Pθ(X = x)), X � íàáëþäåíèå ñ íåèç-
âåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì Pθ ∈ P. Òîãäà S(X)
� äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà �îáîáùåííàÿ� ïëîòíîñòü äî-
ïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

pθ(X) = ψ(S(X), θ)h(X),

ãäå ôóíêöèÿ h íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ.

N Çàäà÷à 7.2. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç N(a, σ2),
θ = (a, σ2). Íàéäèòå äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó.
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Ðåøåíèå

Íàéäåì ïðàâäîïîäîáèå âûáîðêè èç N(a, σ2) :

fθ(X1, . . . , Xn) =
1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2

∑
(Xi − a)2

}
=

=
1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2

∑
X2
i +

a

σ2

∑
Xi −

na2

2σ2

}
.

Ïîëîæèâ h(x) = 1,

ψ(s1, s2, θ) =
1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2
s1 +

a

σ2
s2 −

na2

2σ2

}
è ïðèìåíèâ êðèòåðèé ôàêòîðèçàöèè, ïîëó÷èì, ÷òî ñòàòè-
ñòèêà S(X) = (

∑
X2
i ,
∑
Xi) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé, ïàðàìåòðèçî-
âàííîãî ïàðàìåòðîì θ, è íåêîòîðîé ôóíêöèè τ(θ) òåîðåìà Ðàî-
Áëýêóýëëà-Êîëìîãîðîâà (ñì., íàïðèìåð, [1]), êàçàëîñü áû, óòâåð-

æäàåò, ÷òî îöåíêà θ∗ = Eθ(θ̂|S(X)) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé â ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íîì ïîäõîäå ïðè óñëîâèè, ÷òî θ̂ � íåñìåùåííàÿ îöåíêà
τ(θ), à S(X) � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà (çàìåòèì, ÷òî óñëîâíîå
ìàòåìàòè÷åñêîå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà åñòü âåêòîð, ñîñòàâëåííûé
èç óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé êîìïîíåíò ðàññìàòðèâà-
åìîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà). Òåì íå ìåíåå, ýòî íå òàê � ýòà òåîðå-

ìà ïîçâîëÿåò ëèøü óëó÷øèòü íåñìåùåííóþ îöåíêó θ̂, à íàèëó÷-
øóþ îöåíêó îíà ïîçâîëÿåò íàéòè, åñëè ñòàòèñòèêà S(X) ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé.

7.2. Ïîëíûå ñòàòèñòèêè

N Îïðåäåëåíèå 7.2. Ñòàòèñòèêà S(X) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé
äëÿ {Pθ, θ ∈ Θ}, åñëè äëÿ âñåõ ôóíêöèé f(x) ñî ñâîéñòâîì

∀θ ∈ Θ Eθf(S(X)) = 0

âûïîëíåíî f(S(X)) = 0 (Pθ-ï.í.) äëÿ âñåõ θ ∈ Θ.

52



N Çàäà÷à 7.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñòàòèñòèêà
n∑
i=1

Xi ÿâëÿåòñÿ

ïîëíîé äëÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Bern(θ), θ ∈ (0, 1).

Ðåøåíèå

Èòàê, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ âñåõ θ ∈ (0, 1) è êàêîé-
òî ôóíêöèè f(x) âûïîëíåíî Eθf (

∑
Xi) = 0, òî f(x) = 0

äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1, . . . , n}. Èìååì

Eθf
(∑

Xi

)
=

n∑
k=0

f(k)Ck
nθ

k(1− θ)n−k.

Ìû ïîëó÷èëè â ïðàâîé ÷àñòè ìíîãî÷ëåí íå áîëåå ÷åì n-îé
ñòåïåíè îò θ. Åñëè íå âñå åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0, òî îí
èìååò íå áîëåå ÷åì n êîðíåé íà (0, 1). Íî ýòîò ìíîãî÷ëåí
ðàâåí 0 äëÿ âñåõ θ ∈ (0, 1), ò.å. âñå θ èç èíòåðâàëà (0, 1)
ÿâëÿþòñÿ åãî êîðíÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåíòû
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíû 0, à çíà÷èò, f(k) = 0 äëÿ âñåõ
k ∈ {0, . . . , n}.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ðàçóìååòñÿ, äàëåêî íå âñåãäà ñòàòèñòèêà
∑n

i=1Xi ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé. Êàê æå íàéòè ïîëíóþ ñòàòèñòèêó? Êàê ìû óâèäèì
äàëåå, äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé ýòî î÷åíü
ïðîñòî.

N Îïðåäåëåíèå 7.3. Ñåìåéñòâî {Pθ, θ ∈ Θ} íàçûâàåòñÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûì, åñëè �îáîáùåííàÿ� ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Pθ
èìååò âèä

pθ(x) = h(x) exp

(
k∑
i=1

ai(θ)ui(x) + v(θ)

)
. (1)

Çàìåòèì, ÷òî íîðìàëüíîå, ýêñïîíåíöèàëüíîå, áèíîìèàëüíîå,
ïóàññîíîâñêîå è ìíîãèå äðóãèå ñåìåéñòà ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿþò-
ñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè.
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Òåîðåìà

7.2 (îá

ýêñïîíåí-

öèàëüíûõ

ñåìåéñòâàõ)

Ïóñòü θ ∈ Θ ⊂ Rk è äëÿ ñåìåéñòâà ðàñïðå-
äåëåíèé {Pθ, θ ∈ Θ} âûïîëíåíî óñëîâèå (1).
Ïóñòü, êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷å-
íèé âåêòîðà (a1(θ), . . . , ak(θ)) ïðè θ ∈ Θ ñîäåð-
æèò k-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä. Òîãäà S(X) =
(u1(x), . . . , uk(x)) � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòà-
òèñòèêà.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû áóäåò âûïîëíåíî, åñëè
ìíîæåñòâî Θ �òåëåñíî�, ò.å. ñîäåðæèò ñâîè âíóòðåííèå òî÷êè, è
ôóíêöèè a1(θ), . . . , ak(θ) â îêðåñòíîñòè êàêîé-íèáóäü âíóòðåííåé
òî÷êè θ0 ∈ Θ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå è ãëàäêèå.

7.3. Îïòèìàëüíûå îöåíêè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû, íàêîíåö, ïðèâåäåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ
íàèëó÷øèõ â óïîìÿíóòîì ñìûñëå îöåíîê, êîòîðûå ïðèíÿòî
íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè.

N Îïðåäåëåíèå 7.4. Ñòàòèñòèêà θ∗ íàçûâàåòñÿ îïòèìàëü-
íîé îöåíêîé τ(θ), åñëè θ∗ � íàèëó÷øàÿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì
ïîäõîäå â êëàññå íåñìåùåííûõ îöåíêà τ(θ) (çàìåòèì, ÷òî τ(θ)
ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, èìåòü ðàçìåðíîñòü, áîëüøóþ 1).

Òåîðåìà 7.3

(Ëåìàíà�

Øåôôå)

Ïóñòü S(X) � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòè-

ñòèêà, θ̂ � íåñìåù¼ííàÿ îöåíêà τ(θ), òîãäà

θ∗ = Eθ(θ̂|S(X)) � îïòèìàëüíàÿ îöåíêà τ(θ).

N Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé îöåíêè.

1. Ëèáî èùåì äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó S(X) ñ ïîìîùüþ êðè-
òåðèÿ ôàêòîðèçàöèè è äîêàçûâàåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íîé, ëèáî ñðàçó íàõîäèì ïîëíóþ äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó,
åñëè äàííîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíûì.

2. Ðåøàåì îòíîñèòåëüíî ϕ óðàâíåíèå �íåñìåùåííîñòè�
Eθϕ(S(X)) = τ(θ) (äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ). Åãî ðåøåíèå
ϕ(S(X)) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé îöåíêîé τ(θ).
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N Çàäà÷à 7.4. Ïóñòü X1, . . . Xn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà [0, θ]. Íàéäèòå îïòèìàëüíóþ îöåíêó ïàðàìåò-
ðà θ.

Ðåøåíèå

Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ðàâíà 1
θn
I{X(n) ≤ θ}, ïîýòîìó, ïî

êðèòåðèþ ôàêòîðèçàöèè, X(n) � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.
Ïðîâåðèì, ÷òî ýòà ñòàòèñòèêà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé:

Eθf(X(n)) =

θ∫
0

f(x)n
xn−1

θn
dx.

Ïî ñâîéñòâó èíòåãðàëà Ðèìàíà, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâ-
íî 0 äëÿ ëþáîãî θ > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
f(x)xn−1 = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x > 0 (ìåðà Ëåáåãà ìíî-
æåñòâà òàêèõ x, ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îòëè÷íî îò 0,
ðàâíà 0). Ïîýòîìó f(x) = 0 (Pθ-ï.í.) äëÿ âñåõ θ ∈ Θ.
Èòàê, ìû çíàåì, ÷òî X(n) � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòà-
òèñòèêà. Îñòàëîñòü ðåøèòü óðàâíåíèå �íåñìåùåííîñòè�
Eθϕ(X(n)) = θ. Êàê èçâåñòíî,

EθX(n) =
n

n+ 1
θ.

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäëî-
æèòü ôóíêöèþ ϕ(x) = n+1

n
x. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà

n+1
n
X(n) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðàñ-
ïðåäåëåíèé P è íåòðèâèàëüíîé íåïîëíîé äîñòàòî÷íîé ñòà-
òèñòèêè S(X1, . . . , Xn), ãäå X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç íåèç-
âåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P ∈ P, ÷òî ðàçìåðíîñòü ñòàòèñòèêè
S ðàâíà 1.

2. Äîêàæèòå, ÷òî â ìîäåëè N(θ, γθ2), (θ, γ) ∈ R × (0,∞), ñòà-
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òèñòèêà (X, s2) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-
íîé. Óêàçàíèå: äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ñòàòèñòèêà íå
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, ïîäáåðèòå óäà÷íóþ ôóíêöèþ f , ïîñ÷èòàâ

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ X
2
è s2.

3. Íàéäèòå äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè äëÿ ñëåäóþùèõ ïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé: à) N(a, σ2), á) Γ(α, λ), â) R(a, b),
ã) Pois(λ), ä) Bin(1, p), å) Geom(p).

4. Íàéäèòå îïòèìàëüíóþ îöåíêó ïàðàìåòðà θ > 0 ïî âûáîðêå
èç ðàñïðåäåëåíèÿ: à)N(θ, 1), á)R(0, θ), â) Pois(θ), ã) Bin(1, θ)
(çäåñü θ ∈ (0, 1).

5. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2), a ∈ R, σ > 0. Íàéäèòå îïòèìàëüíóþ
îöåíêó ïàðàìåòðà θ = (a, σ2).

6. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì θ > 0. Íàéäèòå îïòèìàëüíûå îöåíêè
äëÿ θ è τ(θ) = θ1/2.

7. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè (0, θ2). Íàéäèòå îïòèìàëüíóþ îöåíêó äëÿ θ.

8. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïàðàìåòðîì θ > 0. Íàéäèòå E

(
X2

1

∣∣∣∣ n∑
i=1

Xi

)
.
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8. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû èçó÷àëè òî÷å÷íûå îöåíêè ïàðàìåò-
ðîâ. Ðàçóìååòñÿ, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñîâïàäàåò ñ åãî îöåíêîé, ðàâíà
íóëþ. Â ýòîé ñâÿçè óäîáíåå â êà÷åñòâå îöåíêè ðàññìàòðèâàòü
öåëûé èíòåðâàë çíà÷åíèé íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì
ðàçìåð ýòîãî èíòåðâàëà, ðàçóìååòñÿ, äîëæåí áûòü êàê ìîæíî
ìåíüøå, à âîò âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â íåãî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà � íàîáîðîò, êàê ìîæíî áîëüøå. Â ýòîé ãëàâå ìû è
ïîãîâîðèì î òàêèõ èíòåðâàëàõ.

8.1. Îïðåäåëåíèå è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ

äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ

Ïóñòü X � íàáëþäåíèå ñ íåèçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì
P ∈ P = {Pθ, θ ∈ Θ}.

N Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïàðà ñòàòèñòèê (T1(X), T2(X)) (ãäå X
� íàáëþäåíèå) íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì óðîâíÿ
äîâåðèÿ γ äëÿ ïàðàìåòðà θ, åñëè äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ ⊂ R âûïîë-
íåíî

Pθ(T1(X) < θ < T2(X)) ≥ γ.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
θ ∈ Θ âìåñòî ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ìîæíî, íàïðè-
ìåð, âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà èëè íåðàâåíñòâîì
×åáûøåâà.

N Çàäà÷à 8.1. Ïóñòü X1, . . . Xn � âûáîðêà èç ïóàññîíîâñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ > 0. Ïîñòðîéòå äîâåðèòåëüíûé
èíòåðâàë äëÿ λ óðîâíÿ äîâåðèÿ γ.
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Ðåøåíèå

Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà,

P
(∣∣∣∑Xi − λn

∣∣∣ ≥ εn) < λ

ε2n
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P
(
λ− ε < X < λ+ ε

)
≥ 1− λ

ε2n
= γ.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íàõîäèì ε =
√
λ/((1− γ)n). Ðå-

øèì íåðàâåíñòâî X < λ +
√
λ((1− γ)n) îòíîñèòåëüíî λ :

äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèáàâèòü ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà 1

4(1−γ)n
, òåì ñàìûì, â ïðàâîé ÷àñòè îáðàçóåòñÿ

ïîëíûé êâàäðàò. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷-
íî. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

P

(√
X +

1

4(1− γ)n
−

√
1

2(1− γ)n
< λ <√

X − 1

4(1− γ)n
+

√
1

2(1− γ)n

)
≥ γ.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ íåîáõî-
äèìî çíàíèå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè, à çíà÷èò, íåîáõîäè-
ìî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé G(X, θ), ðàñïðåäåëåíèå
êîòîðîé íå çàâèñèò îò θ. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé
ñòàòèñòèêîé, à îïèñàííûé íèæå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òî÷íîãî äî-
âåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà � ìåòîäîì öåíòðàëüíîé ñòàòèñòèêè.

Èòàê, ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà G(X, θ) òàêîâà, ÷òî å¼ ðàñ-
ïðåäåëåíèå èçâåñòíî è íå çàâèñèò îò θ. Ïóñòü òàêæå G(X, θ) ñòðî-
ãî ìîíîòîííà (íàïðèìåð, âîçðàñòàåò) è íåïðåðûâíà ïî θ. Ïóñòü
0 ≤ p1 < p2 ≤ 1 òàêîâû, ÷òî p2 − p1 = γ. Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2}
ðàññìîòðèì pi-êâàíòèëè zpi ðàñïðåäåëåíèÿ G(X, θ). Ïóñòü Ti(X)
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� ðåøåíèÿ óðàâíåíèé G(X,Ti(X)) = zpi , i ∈ {1, 2}. Òîãäà

Pθ(T1(X) < θ < T2(X)) = Pθ (zp1 < G(X, θ) < zp2) = p2 − p1 = γ,

ò.å. (T1(X), T2(X)) � äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë óðîâíÿ äîâåðèÿ γ.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìèíèìèçàöèè äëèíû äîâåðèòåëüíîãî èíòåð-

âàëà p1 è p2 â ìåòîäå öåíòðàëüíîé ñòàòèñòèêè âûáèðàþòñÿ ÷àñòî
ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî 0.5, òàê êàê ó ðàñïðåäåëåíèÿ
G(X, θ) ìîãóò áûòü òÿæåëûå õâîñòû.

N Çàäà÷à 8.2. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïëîòíîñòüþ

pθ(x) = e−(x−θ)I{x ≥ θ}

(ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñäâèãîì θ). Ïîñòðîèòü
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë óðîâíÿ äîâåðèÿ γ.

Ðåøåíèå

Çàìåòèì, ÷òî Xi − θ ∼ Exp(1) (ðàñïðåäåëåíèå íå çàâè-
ñèò îò θ). Âîçüìåì â êà÷åñòâå öåíòðàëüíîé ñòàòèñòèêè
G(X, θ) =

∑
Xi − nθ. Ýòà ñòàòèñòèêà èìååò ðàñïðåäåëå-

íèå Γ(1, n), òàê êàê ñóììà íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìå-
åò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì 1−γ

2
- è 1+γ

2
-êâàíòèëè

u 1−γ
2

è u 1+γ
2

ðàñïðåäåëåíèÿ Γ(1, n). Èìååì

γ =
1 + γ

2
− 1− γ

2
= Pθ

(
u 1−γ

2
<
∑

Xi − nθ < u 1+γ
2

)
=

= Pθ

(
X −

u 1+γ
2

n
< θ < X −

u 1−γ
2

n

)
.

Çàäà÷à ðåøåíà.

8.2. Àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ìàëîãî ðàçìåðà ïîñòðîèòü óäà-
åòñÿ äàëåêî íå âñåãäà. Â ñëó÷àå âûáîðêè áîëüøîãî ðàçìåðà îò
îãðàíè÷åííèÿ ðàçìåðà âûáîðêè ìîæíî îòîéòè è ðàññìàòðèâàòü
àñèìïòîòè÷åñêóþ çàäà÷ó. Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå äîâåðèòåëüíûé
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èíòåðâàë ìàëîãî ðàçìåðà íàéòè, êàê ïðàâèëî, ïðîùå.

Èòàê, ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç P ∈ P = {Pθ, θ ∈ Θ}.

N Îïðåäåëåíèå 8.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ(
T

(n)
1 (X1, . . . , Xn), T

(n)
2 (X1, . . . , Xn)

)
íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì
óðîâíÿ äîâåðèÿ γ äëÿ θ, åñëè äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ âûïîëíåíî

lim inf
n→∞

Pθ
(
T

(n)
1 (X1, . . . , Xn) < θ < T

(n)
2 (X1, . . . , Xn)

)
≥ γ.

Àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ òî÷íûì,
åñëè äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ

lim
n→∞

Pθ
(
T

(n)
1 (X1, . . . , Xn) < θ < T

(n)
2 (X1, . . . , Xn)

)
= γ.

Ïóñòü θ̂n(X1, . . . , Xn) � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà θ
ñ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèåé σ2(θ), ò.å.

√
n
θ̂n − θ
σ(θ)

dθ−→ ξ ∼ N(0, 1).

Ðàññìîòðèì 1−γ
2
- è 1+γ

2
-êâàíòèëè u 1−γ

2
è u 1+γ

2
ðàñïðåäåëåíèÿ

N(0, 1). Èìååì

lim
n→∞

P

(
u 1−γ

2
<
√
n
θ̂n − θ
σ(θ)

< u 1+γ
2

)
= γ.

Åñëè íàì ïîâåçëî ñ ôóíêöèåé σ(θ), òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà
ìîæíî èçâëå÷ü òî÷íûé àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåð-
âàë. Åñëè æå íàì ïîâåçëî ìåíüøå � ïîëó÷èòü äîâåðèòåëüíûé
èíòåðâàë íå óäàåòñÿ, íî åñëè ôóíêöèÿ σ(θ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé, òî, ïî òåîðåìå î íàñëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè,
σ(θ)

σ(θ̂n)

Pθ−→ 1. Òîãäà èç ëåììû Ñëóöêîãî,

√
n
θ̂n − θ
σ(θ̂n)

dθ−→ ξ,
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îòêóäà óæå íåñëîæíî ïîëó÷èòü òî÷íûé àñèìïòîòè÷åñêèé äîâå-
ðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ θ.

N Çàäà÷à 8.3. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç Bern(θ).
Ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë óðîâíÿ
äîâåðèÿ γ äëÿ ïàðàìåòðà θ.

Ðåøåíèå

Ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå,

√
n(X − θ) dθ−→ ξ ∼ N(0, θ(1− θ)).

Òàê êàê ôóíêöèÿ
√
θ(1− θ) íåïðåðûâíà ïî θ íà (0, 1), òî

√
n

θ̂n − θ√
θ̂n(1− θ̂n)

dθ−→ ξ.

Êàê îáû÷íî, ðàññìîòðèì 1−γ
2
- è 1+γ

2
-êâàíòèëè u 1−γ

2
è u 1+γ

2

ðàñïðåäåëåíèÿ N(0, 1). Ïîëîæèì

T
(n)
1 = θ̂n−

√
θ̂n(1− θ̂n)

n
u 1+γ

2
, T

(n)
2 = θ̂n−

√
θ̂n(1− θ̂n)

n
u 1−γ

2
.

Òîãäà èìååì limn→∞ P
(
T

(n)
1 < θ < T

(n)
2

)
= γ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, (T
(n)
1 , T

(n)
2 ) � àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èí-

òåðâàë óðîâíÿ äîâåðèÿ γ.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ íà îòðåçêå [0, θ], θ > 0. Ïîñòðîéòå (íåàñèìïòîòè÷åñêèé)
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ θ óðîâíÿ äîâåðèÿ α, èñïîëü-
çóÿ ñòàòèñòèêó à) X, á) X(1), â) X(n).
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2. X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

pθ(x) =
3x2

8θ3
I{x ∈ [0, 2θ]}.

Ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèêè X(1) ïîñòðîéòå òî÷íûé äîâåðèòåëü-
íûé èíòåðâàë óðîâíÿ äîâåðèÿ γ äëÿ ïàðàìåòðà θ.

3. X1, . . . , Xn � âûáîðêà, X1 = ξ + η, ãäå ξ, η � íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ξ ∼ R[0, θ], η ∼ Bin(1, θ). Ïîñòðîé-
òå äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ θ óðîâíÿ äîâåðèÿ 1 − α ñ
ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà.

4. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñî
ñäâèãîì, ò.å.

pθ(x) =
1

π(1 + (x− θ)2)
.

Ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ θ
óðîâíÿ äîâåðèÿ α.

5. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì θ. Ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðè-
òåëüíûé èíòåðâàë äëÿ θ óðîâíÿ äîâåðèÿ α.

6. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðàìè (θ, λ). Ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëü-
íûé èíòåðâàë äëÿ θ óðîâíÿ äîâåðèÿ α, åñëè à) λ èçâåñòíî,
á) λ íåèçâåñòíî.

7. X1, . . . , Xn � âûáîðêà, X1 = ξ + η, ãäå ξ, η � íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ξ ∼ N(θ2, θ2 + 1), P(η = 0) = P(η =
4θ) = 1/2. Ïîñòðîéòå äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë óðîâíÿ äî-
âåðèÿ γ äëÿ ïàðàìåòðà θ.

8. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùåãî
ïëîòíîñòü

pθ(x) =
1

2
exp {−||x| − 6θ|} · I{|x| > 6θ}.

Ïîñòðîéòå äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ θ óðîâíÿ äîâåðèÿ
1− α.
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9. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî ñïåöèàëüíóþ, íî, â
òî æå âðåìÿ, øèðîêî ïðèìåíèìóþ çàäà÷ó òåîðèè îöåíèâàíèÿ
ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Íàáëþäåíèåì â ýòîé çàäà÷å óæå
áóäåò ÿâëÿòüñÿ íå âûáîðêà (íàáîð íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí), à âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ðàçëè÷íû. Ðàññìîòðèì èçâåñòíûé ïðèìåð ñ
ñåðèåé èçìåðåíèé ìàññ, ïðîèçâåäåííûõ íà îäíèõ è òåõ æå âåñàõ.
Â ýòîì ïðèìåðå èìååòñÿ ìåøîê ìîíåò ìàññ l1, . . . , lk, ðàçëè÷íûå
êîìáèíàöèè êîòîðûõ âçâåøèâàþòñÿ ñóììàðíî n ðàç. Òàêèì
îáðàçîì, èñòèííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå äîëæíû íàáëþäàòüñÿ
â ýêñïåðèìåíòàõ (â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îøèáîê èçìåðåíèé),
ðàâíû ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì l1, . . . , lk. Íî òàê êàê îøèáêè âñå
æå èìåþòñÿ, òî íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà, ïîëó÷åííàÿ ïðè i-îì
âçâåøèâàíèè (i ∈ {1, . . . , n}) ðàâíà zi,1l1 + . . .+ zi,klk + εi, ãäå zi,j,
j ∈ {1, . . . , k}, � êîëè÷åñòâî ìîíåò âåñà lj, ó÷àñòâóþùèõ â i-îì
âçâåøèâàíèè, εi � îøèáêà èçìåðåíèÿ ïðè i-îì âçâåøèâàíèè.
Çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíèâàíèè èñòèííûõ çíà÷åíèé l1, . . . , lk ïî
íàáëþäåíèþ X1, . . . , Xn.

Èòàê, ïóñòü íàáëþäåíèåX � ñëó÷àéíûé âåêòîð èç Rn, ïðè÷åì
X = l+ε, ãäå l � ôèêñèðîâàííûé íåèçâåñòíûé âåêòîð, à ε � ñëó-
÷àéíûé âåêòîð. Ïðî âåêòîð ε èçâåñòíî, ÷òî Eε = 0, Dε = σ2In,
ãäå Dε � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà ε, In � åäèíè÷íàÿ
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n. Ïðî âåêòîð l èçâåñòíî, ÷òî
l ∈ L, ãäå L = 〈Z1, . . . , Zk〉 � çàäàííîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
â Rn ðàçìåðíîñòè k < n (Z1, . . . , Zk � áàçèñíûe âåêòîð-ñòîëáöû
ïðîñòðàíòñâà L). Ïàðàìåòðàìè îïèñàííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèîí-
íîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ l è σ2, îá îöåíèâàíèè êîòîðûõ ðå÷ü ïîéäåò
íèæå.

Ââåäåì ìàòðèöó Z = (Z1, . . . , Zk). Òîãäà l = Z1θ1+. . .+Zkθk =
Zθ, ãäå θ = (θ1, . . . , θk)

T � íåèçâåñòíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà l â
áàçèñå Z. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îöåíèâàíèÿ l ∈ Rn ñâåäåíà ê
çàäà÷å îöåíèâàíèÿ θ ∈ Rk.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ âåêòîðà θ ðåøàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îöåíêà ïî ìåòîäó íàè-
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ìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðàâíà

θ̂ = arg min
θ
‖X − Zθ‖2,

ò.å. l̂ = Zθ̂ = projLX (ïðîåêöèÿ X íà L).

N Ñâîéñòâà îöåíêè ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

1. Äëÿ îöåíêè ñóùåñòâóåò ÿâíàÿ ôîðìóëà: θ̂ = (ZTZ)−1ZTX.

Äåéñòâèòåëüíî,

‖X − Zθ‖2 = (X − Zθ)T (X − Zθ) =

XTX −XTZθ − θTZTX + θTZTZθ =

= XTX − 2XTZθ + θT (ZTZ)θ.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî θi äëÿ êàæ-
äîãî i ∈ {1, . . . , k} è ïðèðàâíÿåì ýòè ïðîèçâîäíûå ê íóëþ,
÷òîáû íàéòè èñêîìûé àðãóìåíò, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ
ìèíèìóì:

−2(XTZ)i + 2(θTZTZ)i = 0,

XTZ − θTZTZ = 0,

θ̂ = (ZTZ)−1ZTX.

2. Èç ñâîéñòâà 1 ëåãêî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ âåêòîðà ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îæèäàíèé è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îöåíêè:

Eθ,σ2 θ̂ = θ, Dθ,σ2 θ̂ = σ2(ZTZ)−1. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà ïî
ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé.

3. Çíàÿ êîâðèàöèîííóþ ìàòðèöó âåêòîðà θ̂, ìîæíî íàéòè ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàññòîÿíèÿ îò X äî L:

Eθ,σ2

(
‖X − Zθ̂‖2

)
= (n− k)σ2.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äàåò íåñìåùåííóþ îöåíêó

σ̂2 =
1

n− k
‖X − Zθ̂‖2 (2)

ïàðàìåòðà σ2.
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N Çàäà÷à 9.1. Èìååòñÿ 2 êóñêà ñûðà ñ âåñàìè a è b. Íà
îäíèõ è òåõ æå âåñàõ âçâåñèëè ïåðâûé, âòîðîé è ïîòîì îáà
êóñêà âìåñòå. Íàéäèòå îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ a è b,
à òàêæå íåñìåùåííóþ îöåíêó äèñïåðñèè îøèáêè èçìåðåíèé.

Ðåøåíèå

Ïóñòü âçâåøèâàíèÿ ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû X1, X2, X3. Ïî-
ëîæèì X = (X1, X2, X3)T . Òîãäà X = l + ε, ãäå l =
(a, b, a+ b)T . Ïîýòîìó l = Zθ, ãäå θ = (a, b)T è

Z =

 1 0
0 1
1 1

 .

Òîãäà

θ̂ =

(
â

b̂

)
= (ZTZ)−1ZTX =

(
2
3
X1 − 1

3
X2 + 1

3
X3

− 1
3
X1 + 2

3
X2 + 1

3
X3

)
Êðîìå òîãî,

σ̂2 = ‖X − Zθ̂‖2 = (X1 − â)2 + (X2 − b̂)2 + (X3 − â− b̂)2 =

=
X2

1 +X2
2 +X2

3

3
− 2(X1X2 +X1X3 +X2X3)

9
.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Âòîðóþ ïîëîâèíó íàñòîÿùåé ãëàâû ìû ïîñâÿòèì èñêëþ÷è-
òåëüíî âàæíîìó äëÿ ïðèëîæåíèÿ ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ëèíåéíîé
ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, à èìåííî ãàóññîâñêîé ëèíåéíîé ìîäåëè.
Ðå÷ü èäåò î ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè X = l + ε, â êîòîðîé
ε ∼ N(0, σ2In).

Òåîðåìà 9.1 Â ãàóññîâñêîé ëèíåéíîé ìîäåëè
(projLX, ‖projL⊥X‖2) � ïîëíàÿ äîñòàòî÷-
íàÿ ñòàòèñòèêà.

Â ñèëó òåîðåìû 9.1 è òåîðåìû Ëåìàíà-Øåôôå, â ãàóññîâ-
ñêîé ëèíåéíîé ìîäåëè θ̂ � îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ,

65



1
n−k‖X − Zθ̂‖

2 � îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà σ2.

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè òî÷å÷íûå íåñìåùåííûå îöåíêè ïàðàìåò-
ðîâ ëèíåéíîé ìîäåëè, êîòîðûå â ãàóññîâñêîì ñëó÷àå îêàçàëèñü
îïòèìàëüíûìè. Ïîñòðîèì â ýòîì ñëó÷àå äîâåðèòåëüíûå èíòåð-
âàëû äëÿ óïîìÿíóòûõ ïàðàìåòðîâ. Ââåäåì äëÿ ýòîãî íîâûå
êëàññû ðàñïðåäåëåíèé.

N Îïðåäåëåíèå 9.1. Ðàñïðåäåëåíèå Γ( 1
2
, n

2
) íàçûâàþò õè-

êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîäîáû (è îáîçíà÷àþò
χ2
n).

Ïóñòü ξ1, ξ2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäå-
ëåííûå ïî çàêîíàì χ2

n1
, χ2

n2
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà

ξ1/n1

ξ2/n2

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû n1, n2 (îáî-
çíà÷àåòñÿ Fn1,n2

).

Ïóñòü ξ, η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåí-
íûå ïî çàêîíàì N(0, 1), χ2

n ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà

ξ√
η/n

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (îáî-
çíà÷àåòñÿ Tn).

Òåîðåìà 9.2 Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðò-
íûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Òîãäà
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X2

1 + . . .+X2
n ðàñïðåäåëåíà

ïî çàêîíó χ2(n).
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Òåîðåìà 9.3

(îá îðòî-

ãîíàëüíîì

ðàçëîæåíèè

ãàóññîâñêî-

ãî âåêòîðà)

Ïóñòü X ∼ N(a, σ2In), L1 ⊕ . . . ⊕ Lr � ðàçëî-
æåíèå Rn â ïðÿìóþ ñóììó îðòîãîíàëüíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, . . . , r} ïîëî-
æèì Yj = projLjX. Òîãäà Y1, . . . , Yr � íåçàâè-
ñèìûå â ñîâîêóïíîñòè, ïðè÷åì

1

σ2
‖Yj − EYj‖2 ∼ χ2

dimLj
.

Èç òåîðåìû îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè ñëåäóåò, ÷òî â
ãàóññîâñêîé ëèíåéíîé ìîäåëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà n−k

σ2 σ̂
2 (ñì. 2)

íå çàâèñèò îò θ̂ è èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2
n−k.

N Çàäà÷à 9.2. Â ãàóññîâñêîé ëèíåéíîé ìîäåëè íàéäèòå
äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ θi, i ∈ {1, . . . , k}, è
σ2 óðîâíÿ äîâåðèÿ γ.

Ðåøåíèå

Îáîçíà÷èì ai,i, i ∈ {1, . . . , n}, äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàò-
ðèöû (ZTZ)−1, ñòîÿùèé íà i-îì ìåñòå. Òîãäà ïî òåîðåìå
îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

θ̂i − θi√
ai,iσ̂2

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Tn−k. Ðàññìîòðèì 1−γ
2
- è 1+γ

2
-

êâàíòèëè u 1−γ
2

è u 1+γ
2

ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà

Pθ,σ2

(
u 1−γ

2
<

θ̂i − θi√
ai,iσ̂2

< u 1+γ
2

)
= γ,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë óðîâíÿ äî-
âåðèÿ γ äëÿ θi ðàâåí(

θ̂i −
√
ai,iσ̂2u 1+γ

2
, θ̂i −

√
ai,iσ̂2u 1−γ

2

)
.
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Äàëåå, ïóñòü 1 − γ-êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ χ2
n−k ðàâíà

z1−γ . Òîãäà

Pθ,σ2

(
(n− k)σ̂2

σ2
> z1−γ

)
= γ.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë óðîâíÿ äîâåðèÿ γ äëÿ σ2 ðàâåí(
0,

(n− k)σ̂2

z1−γ

)
.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD íåçàâèñèìûå ðàâíûå ïî òî÷-
íîñòè èçìåðåíèÿ óãëîâ ABD, DBC, ABC, BCD, CDB,
BDA, CDA, DAB (â ãðàäóñàõ) äàëè ðåçóëüòàòû 50.78,
30.25, 78.29, 99.57, 50.42, 40.59, 88.87, 89.86 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ñ÷èòàÿ, ÷òî îøèáêè èçìåðåíèé ðàñïðåäåëåíû íîðìàëü-
íî ïî çàêîíó N(0, σ2), íàéäèòå îïòèìàëüíûå îöåíêè óãëîâ
β1 = ABD, β2 = DBC, β3 = CDB, β4 = BDA è íåèçâåñòíîé
äèñïåðñèè σ2.

2. Ïóñòü
Xi = β1 + iβ2 + ε0 + . . .+ εi,

i = 0, 1, . . . , n, ãäå β1, β2 � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû,
à ε0, . . . , εn � íåçàâèñèìûå, ðàñïðåäåëåííûå ïî çàêîíó
N(0, σ2) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ñâåäèòå çàäà÷ó ê ëèíåéíîé
ìîäåëè è íàéäèòå îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ β1 è
β2, à òàêæå íåñìåùåííóþ îöåíêó äëÿ σ2.

3. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2). Äîêàæèòå, ÷òî ñòàòèñòèêè X è

S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

íåçàâèñèìû è âû÷èñëèòå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè nS2.
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4. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç N(a, σ2) (îáà ïàðàìåòðà
íåèçâåñòíû). Ïîñòðîéòå òî÷íûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû
äëÿ êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ a, σ2.

5. Âçâåøèâàíèå òðåõ ãðóçîâ ìàññàìè a è b ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: n1 ðàç âçâåøèâàåòñÿ ïåðâûé ãðóç (âñå îøèá-
êè èçìåðåíèÿ èìåþò ðàñïðåäåëåíèå N(0, σ2)), n2 ðàçà âçâå-
øèâàåòñÿ âòîðîé ãðóç íà òåõ æå ñàìûõ âåñàõ, çàòåì n3 ðàçà
íà äðóãèõ âåñàõ âçâåøèâàþòñÿ ïåðâûé è âòîðîé ãðóç âìå-
ñòå, âñå îøèáêè èçìåðåíèÿ íà êîòîðûõ èìåþò ðàñïðåäåëå-
íèå N(0, 3σ2). Ñâåäèòå çàäà÷ó ê ëèíåéíîé ìîäåëè è íàéäèòå
îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ a è b, à òàêæå îïòèìàëü-
íóþ îöåíêó äëÿ σ2.

6. Ïóñòü Xi, i ∈ {1, . . . , n} � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, ðàñïðåäåëåííûå ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè
(a+bi, σ2). Ïîñòðîéòå òî÷íûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ
ïàðàìåòðîâ a, b, σ2.

7. Ïóñòü âåêòîð X = (X1, . . . , Xn) èìååò ðàñïðåäåëåíèå
(ab, σ2Σ), ãäå b � èçâåñòíûé âåêòîð ðàçìåðíîñòè n, Σ � èç-
âåñòíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà, a è σ2 � íåèç-
âåñòíûå ïàðàìåòðû. Ñâåäèòå çàäà÷ó ê ëèíåéíîé ãàóññîâñêîé
ìîäåëè è íàéòè îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïàðàìåòðîâ
a è σ2.
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10. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç

Ðàçóìååòñÿ, åñëè ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ èññëåäîâà-
òåëü íå èìååò íèêàêèõ îæèäàíèé îòíîñèòåëüíî âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, òî â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ îí ñìîæåò
íàéòè îòâåòû íà ìíîãèå ñâîè âîïðîñû. Íî ÷àñòî èññëåäîâàòåëü
ñòàâèò ýêñïåðèìåíòû íà îñíîâå èìåþùèõñÿ ïðåäïîëîæåíèé îò-
íîñèòåëüíî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Èíûìè ñëîâàìè,
ñíà÷àëà èññëåäîâàòåëü âûäâèãàåò íåêîòîðóþ ãèïîòåçó, à çàòåì
ýêñïåðèìåíòàëüíî åå ïðîâåðÿåò. Â ýòîé ñâÿçè âàæíîé çàäà÷åé
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ
ãèïîòåç.

Ôîðìàëüíî çàäà÷ó ìîæíî ïîñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü P � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, P0 ⊂ P. Ñòàòè-
ñòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà � ýòî ïðåäïîëîæåíèå îáùåãî âèäà î íåèç-
âåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè

H0 : P ∈ P0.

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî P ïðèíàäëåæèò ëèáî ìíîæåñòâó P0, ëèáî ìíî-
æåñòâó P1 ⊂ P \ P0, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðàÿ ãèïîòåçà

H1 : P ∈ P1,

íàçûâàåìàÿ àëüòåðíàòèâîé. Â ýòîì ñëó÷àå ãèïîòåçà H0 íàçûâà-
åòñÿ îñíîâíîé. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðîâåðæåíèè (â ïîëüçó àëüòåð-
íàòèâû H1) èëè ïîäòâåðæäåíèè ãèïîòåçû H0 ñ ïîìîùüþ èìåþ-
ùåãîñÿ íàáëþäåíèÿ X ∼ P. Èíûìè ñëîâàìè, ãèïîòåçà îòâåðãàåò-
ñÿ, åñëè X ∈ S, ãäå S � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî âûáîðî÷íîãî
ïðîñòðàíñòâà X. Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì (èëè êðè-
òè÷åñêèì ìíîæåñòâîì) äëÿ ïðîâåðêè H0 (ïðîòèâ àëüòåðíàòè-
âû H1), à X\S íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû.

Åñëè ñåìåéñòâî P ïàðàìåòðèçîâàíî: P = {Pθ, θ ∈ Θ}, òî
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå ãèïîòåçû: H0 : θ ∈ Θ0,
H1 : θ ∈ Θ1, ãäå Θ0,Θ1 ⊂ Θ, Θ0 ∩Θ1 = ∅.

Îøèáêîé ïåðâîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé îòâåð-
ãàåòñÿ âåðíàÿ ãèïîòåçàH0. Îøèáêîé âòîðîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ ñè-
òóàöèÿ, â êîòîðîé ïðèíèìàåòñÿ íåâåðíàÿ ãèïîòåçà H0. Ïðèíÿòî
îøèáêó ïåðâîãî ðîäà ñ÷èòàòü áîëåå îïàñíîé, ÷åì îøèáêó âòîðî-
ãî ðîäà. Â ýòîé ñâÿçè ïðè âûáîðå êðèòåðèÿ çàðàíåå ôèêñèðóåòñÿ
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íåêîòîðûé óðîâåíü, êîòîðûé íå äîëæíà ïðåâûøàòü âåðîÿòíîñòü
îøèáêè ïåðâîãî ðîäà. Ñðåäè âñåõ òàêèõ êðèòåðèåâ âûáèðàåòñÿ
òîò, âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà êîòîðîãî íàèìåíüøàÿ.

10.1. Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûå êðèòåðèè

Ïóñòü P = {Pθ, θ ∈ Θ}, X ∼ P ∈ P, à S � êðèòåðèé äëÿ
ïðîâåðêè H0 : θ ∈ Θ0 ïðîòèâ H1 : θ ∈ Θ1.

N Îïðåäåëåíèå 10.1. Ôóíêöèåé ìîùíîñòè êðèòåðèÿ S íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ β(θ, S) = Pθ(X ∈ S). Âåëè÷èíà α íàçûâàåòñÿ
óðîâíåì çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ S, åñëè α ≥ β(θ, S) äëÿ ëþáîãî
θ ∈ Θ0. Ìèíèìàëüíûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè

α0 = sup
θ∈Θ0

β(θ, S)

íàçûâàåòñÿ ðàçìåðîì êðèòåðèÿ S. Åñëè S è R � äâà êðèòåðèÿ
óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α, òî S ìîùíåå R, åñëè äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ1

âûïîëíåíî β(θ, S) ≥ β(θ,R). Êðèòåðèé S íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî
íàèáîëåå ìîùíûì êðèòåðèåì (ð.í.ì.ê.) óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α,
åñëè îí ìîùíåå ëþáîãî äðóãîãî êðèòåðèÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α.

Êàê óæå áûëî çàìå÷åíî âûøå, íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïî-
ñòðîåíèè ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ. Äàëåå ìû
ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñèòóàöèé, â êîòîðûõ óäàåòñÿ ýòî ñäåëàòü.

N Çàäà÷à 10.1. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàâíîìåð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0, θ], θ > 0. Ïîñòðîéòå ð.í.ì.ê.
óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ = θ0 ïðîòèâ
àëüòåðíàòèâû H1 : θ < θ0 â âèäå S(X1, . . . , Xn) = {X(n) ≤ cθ0}.
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Ðåøåíèå

Äîêàæåì, ÷òî êðèòåðèé S = {X(n) ≤ c0θ0}, ãäå Pθ0(X(n) ≤
c0θ0) = α, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûì óðîâíÿ
çíà÷èìîñòè α. Èìååì

Pθ0(X(n) ≤ c0θ0) = cn0 = α.

Ñëåäîâàòåëüíî, c0 = n
√
α. Ïóñòü R � ëþáîé äðóãîé êðèòå-

ðèé óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α. Òîãäà Pθ0((X1, . . . , Xn) ∈ R) ≤
α. Åñëè θ ≤ c0θ0, òî

1 = Pθ((X1, . . . , Xn) ∈ S) ≥ Pθ((X1, . . . , Xn) ∈ R).

Êðîìå òîãî, åñëè θ0 > θ > c0θ0, òî

Pθ((X1, . . . , Xn) ∈ S) = Pθ(X(n) ≤ c0θ0) = α

(
θ0

θ

)n
;

Pθ((X1, . . . , Xn) ∈ R) =

∫
[0,θ]n

1

θn
I((x1, . . . , xn) ∈ R)dx1 . . . dxn =

=
θn0
θn

∫
[0,θ]n

1

θn0
I((x1, . . . , xn) ∈ R)dx1 . . . dxn ≤

≤ θn0
θn

∫
[0,θ0]n

1

θn0
I((x1, . . . , xn) ∈ R)dx1 . . . dxn =

=
θn0
θn

Pθ0((X1, . . . , Xn) ∈ R) ≤ αθ
n
0

θn
= Pθ((X1, . . . , Xn) ∈ S).

Çàäà÷à ðåøåíà.

10.2. Ïðîâåðêà ïðîñòûõ ãèïîòåç

Ïóñòü {Pθ, θ ∈ Θ} � äîìèíèðóåìîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé
(ò.å. ëèáî âñå ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå, ëèáî âñå
äèñêðåòíûå) ñ �îáîáùåííûìè� ïëîòíîñòÿìè pθ (â ñëó÷àå äèñêðåò-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ pθ(x) = Pθ(X = x)). Ïóñòü H0 : θ = θ0 è
H1 : θ = θ1 (òàêèå ãèïîòåçû íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè). Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ìíîæåñòâî {x : pθ(x) > 0} íå çàâèñèò îò θ ∈ {θ0, θ1}
(ýòî èñêëþ÷àåò òðèâèàëüíûå ñèòóàöèè, êîãäà ïðè ðîâíî îäíîé
èç ãèïîòåç íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ x çàïðåùåíû, à çíà÷èò, íàáëþ-
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äàÿ òàêèå çíà÷åíèÿ â îïûòå, ìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì, êàêàÿ
èç ãèïîòåç âåðíà).

Ëåììà 10.1

(Íåéìàíà-

Ïèðñîíà)

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî c > 0, ÷òî

Pθ0(pθ1(X)− cpθ0(X) ≥ 0) = α,

òî

S = {x ∈ X : pθ1(x)− cpθ0(x) ≥ 0}

ÿâëÿåòñÿ ð.í.ì.ê. óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α äëÿ
ïðîâåðêè H0 ïðîòèâ H1.

N Çàäà÷à 10.2. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç áåðíóë-
ëèåâñêîãî çàêîíà ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà θ. Ïîñòðîéòå ð.í.ì.ê.
äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ = θ0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû
H1 : θ = θ1, åñëè à) θ0 < θ1, á) θ1 < θ0.

Ðåøåíèå

Èìååì pθ(X1, . . . , Xn) = θ
∑
Xi(1 − θ)n−

∑
Xi . Ïî ëåììå

Íåéìàíà-Ïèðñîíà, ð.í.ì.ê. ðàâåí

S =

{(
θ1(1− θ0)

θ0(1− θ1)

)∑
Xi

≥ c
}
,

ïðè÷åì âåðîÿòíîñòü ïîñëåäíåãî ñîáûòèÿ ðàâíà α. Â ñëó÷àå
à) θ0 < θ1 èìååì α = P(

∑
Xi ≥ c̃) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàí-

òû c̃ è S = {
∑
Xi ≥ c̃}. Ïîýòîìó c̃ = z1−α + 1, ãäå z1−α �

(1 − α)-êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Bin(n, θ0). Çàìåòèì, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî α äîëæíî áûòü ïîäîáðàíî òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òî ñ 1 − α ñîâïàäàåò îäíî èç çíà÷åíèé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ Bin(n, θ).
Â ñëó÷àå á) θ1 < θ0 èìååì α = P(

∑
Xi ≤ c̃), S =

{
∑
Xi ≤ c̃}, ò.å. c̃ � α-êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Bin(n, θ0).

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî α äîëæíî áûòü ïîäîáðà-
íî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñ íèì ñîâïàäàåò îäíî èç çíà÷åíèé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Bin(n, θ).

Çàäà÷à ðåøåíà.
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10.3. Ïðîâåðêà ñëîæíûõ ãèïîòåç

Ïóñòü Θ ⊂ R. Êàê è â ñëó÷àå ïðîñòûõ ãèïîòåç, áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî {Pθ, θ ∈ Θ} � äîìèíèðóåìîå ñåìåéñòâî
ðàñïðåäåëåíèé ñ ïëîòíîñòÿìè pθ, è ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
{x : pθ(x) > 0} íå çàâèñèò îò θ ∈ Θ.

N Îïðåäåëåíèå 10.2. Ñåìåéñòâî {Pθ, θ ∈ Θ} îáëàäàåò íåóáû-
âàþùèì (íåâîçðàñòàþùèì) îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ ïî ñòà-
òèñòèêå T (X) (â îáîèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ñåìåéñòâî îáëàäàåò
ìîíîòîííûì îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ), åñëè ôóíêöèÿ

pθ′(X)

pθ′′(X)
= Lθ′,θ′′(T (X))

ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé (íåâîçðàñòàþùåé) ôóíêöèåé îò ñòàòè-
ñòèêè T (X) äëÿ âñåõ θ′′ < θ′, ïðèíàäëåæàùèõ Θ.

Òåîðåìà

10.1 (î ìî-

íîòîííîì

îòíîøåíèè

ïðàâäîïî-

äîáèÿ)

Ïóñòü {Pθ, θ ∈ Θ} � ñåìåéñòâî ñ íåóáûâà-
þùèì îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ ïî ñòàòè-
ñòèêå T (X), à α < 1 � íåêîòîðîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü, êðîìå òîãî, H0 : θ ≤
θ0 (èëè θ = θ0), H1 : θ > θ0. Åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå c, ÷òî Pθ0(T (X) ≥ c) = α, òî
S = {T (X) ≥ c} åñòü ð.í.ì.ê. óðîâíÿ çíà÷èìî-
ñòè α äëÿ ïðîâåðêè H0 ïðîòèâ H1.

N Çàäà÷à 10.3. Ïóñòü {Pθ, θ ∈ Θ} � ñåìåéñòâî ñ íåóáûâàþ-
ùèì îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ ïî ñòàòèñòèêå T (X), à α < 1
� íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîñòðîéòå ð.í.ì.ê. óðîâíÿ
çíà÷èìîñòè α äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû
H1, ãäå H0 : θ ≥ θ0 (èëè θ = θ0), H1 : θ < θ0.
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Ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé {P̃θ̃, θ̃ ∈ −Θ} (çäåñü
−Θ = {−θ : θ ∈ Θ}), ãäå P̃θ̃ = P−θ̃ äëÿ ëþáîãî θ̃ ∈ −Θ.

Îáîçíà÷èì p̃θ̃ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ P̃θ̃. Ðàçóìååòñÿ,

äëÿ ëþáûõ θ̃′ > θ̃′′ èç −Θ âûïîëíåíî

p̃θ̃′(X)

p̃θ̃′′(X)
=
p−θ̃′(X)

p−θ̃′′(X)
.

Ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ, ðàçóìååòñÿ, íå âîçðàñòàåò ïî íåêî-
òîðîé ñòàòèñòèêå T (X), à, ñëåäîâàòåëüíî, íå óáûâàåò ïî
−T (X). Êðîìå òîãî, â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ãèïîòåçû H0

è H1 èìåþò âèä θ̃ ≤ θ̃0 (èëè θ̃ = θ̃0) è θ̃ > θ̃0 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ òåî-
ðåìû 10.1. Ïîýòîìó ð.í.ì.ê. óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α ðàâåí
S = {−T (X) ≥ c} = {T (X) ≤ c̃}, ãäå Pθ0(T (X) ≤ c̃) = α.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Èìååòñÿ X1 � âûáîðêà îáúåìà 1. Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà H0 ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî X1 èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
îòðåçêå [0, 1], àëüòåðíàòèâà � â òîì, ÷òî X1 èìååò ïîêà-
çàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1. Ïîñòðîéòå íàèáî-
ëåå ìîùíûé êðèòåðèé óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α äëÿ ðàçëè÷åíèÿ
ýòèõ ãèïîòåç è âû÷èñëèòå åãî ìîùíîñòü.

2. X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïàðàìåòðîì θ. Ïîñòðîéòå ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîù-
íûé êðèòåðèé óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0 : θ = θ0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû
à) H1 : θ > θ0, á) H1 : θ < θ0.

3. X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðàìè (θ, 1). Ïîñòðîéòå ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé
êðèòåðèé óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α ïðîâåðêè

à) ãèïîòåçû H0 : θ ≥ θ0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 : θ < θ0,

á) ãèïîòåçû H0 : θ ≤ θ0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 : θ > θ0,.
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4. X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Bern(θ). Äîêà-
æèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíîãî íàèáîëåå ìîùíîãî
êðèòåðèÿ ïðîèçâîëüíîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α äëÿ ïðîâåð-
êè ãèïîòåçû H0 : θ = θ0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 : θ 6= θ0.

5. X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ N(0, θ). Ïîñòðîéòå
ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé óðîâíÿ çíà÷èìîñòè
α ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ = θ0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû
H1 : θ = θ1 è íàéäèòå åãî ìîùíîñòü.

6. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ íà îòðåçêå [0, θ], θ > 0. Ïîñòðîéòå ð.í.ì.ê. óðîâíÿ çíà-
÷èìîñòè α äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ = θ0 ïðîòèâ àëü-
òåðíàòèâû H1 : θ 6= θ0 â âèäå

S(X1, . . . , Xn) = {X(n) ≤ cθ0} ∪ {X(n) > θ0}.

7. Ïóñòü {Pθ, θ ∈ Θ} � ñåìåéñòâî ñ íåâîçðàñòàþùèì îòíîøå-
íèåì ïðàâäîïîäîáèÿ ïî ñòàòèñòèêå T (X), à α < 1 � íåêî-
òîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîñòðîéòå ð.í.ì.ê. óðîâíÿ çíà-
÷èìîñòè α äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû
H1, ãäå à) H0 : θ ≤ θ0 (èëè θ = θ0), H1 : θ > θ0; á)
H0 : θ ≥ θ0 (èëè θ = θ0), H1 : θ < θ0.

8. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé íåñìå-
ù¼ííûé (ò.å. inf

θ∈Θ0

β(θ, S) ≥ sup
θ∈Θ1

β(θ, S)) êðèòåðèé S ÿâëÿ-

åòñÿ äîïóñòèìûì, ò.å. íå ñóùåñòâóåò äðóãîãî êðèòåðèÿ R,
êîòîðûé áûë áû íå ìåíåå ìîùåí, ÷åì S, ïðè âñåõ àëüòåðíà-
òèâàõ è áîëåå ìîùåí õîòÿ áû ïðè îäíîé èç àëüòåðíàòèâ.
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11. Ïðîâåðêà ëèíåéíûõ ãèïîòåç â

ãàóññîâñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè

Â ýòîé ãëàâå ðå÷ü ïîéäåò î ïðîâåðêå ãèïîòåç â ãàóññîâñêîé ëè-
íåéíîé ìîäåëè. Ïðè ïðèìåíåíèè ýòîé ìîäåëè íà ïðàêòèêå, ðàçó-
ìååòñÿ, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðîâåðÿòü ðàçëè÷íûå ãèïîòåçû
î çíà÷åíèÿõ âåêòîðà θ. Â íàøåì ó÷åáíîì ïîñîáèè ìû ïîãîâîðèì
î ïðîâåðêå ëèíåéíûõ ãèïîòåç.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ãàóññîâñêîé ëè-
íåéíîé ìîäåëè X = Zθ + ε, ãäå ε ∼ N(0, σ2In), θ = (θ1, . . . , θk)

T ,
k ≤ n. Ìû õîòèì ïîñòðîèòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ëèíåéíîé
ãèïîòåçû ñëåäóþùåãî âèäà: H0 : Tθ = τ , ãäå T � ìàòðèöà
ðàçìåðà m× k, m ≤ k, rank(T ) = m, τ ∈ Rm.

Â ãëàâå 9 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îöåíêà

θ̂ = (ZTZ)−1ZTX

ïàðàìåòðà θ, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ÿâëÿ-
åòñÿ îïòèìàëüíîé, ïðè÷åì

θ̂ ∼ N(θ, σ2(ZTZ)−1).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñêîëüêó T � ýòî ëèíåéíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå, òî t̂ = T θ̂ � îïòèìàëüíàÿ îöåíêà Tθ.

N Çàäà÷à 11.1. Äîêàæèòå, ÷òî t̂ = T θ̂ � îïòèìàëüíàÿ îöåíêà
ïàðàìåòðà Tθ.
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Ðåøåíèå

Íåñìåùåííîñòü ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïðîâåðèì, ÷òî îöåíêà t̂ ÿâëÿåòñÿ íàè-
ëó÷øåé. Ïóñòü a ∈ Rm. Òîãäà

Eθ,σ2

(
〈t̂− Tθ, a〉

)2
= Eθ,σ2

(
(T (θ̂ − θ))Ta

)2

=

= Eθ,σ2

(
(θ̂ − θ)T (T Ta)

)2

= Eθ,σ2

(
〈θ̂ − θ, T Ta〉

)2

.

Òàê êàê ìàòðèöà T � ïîëíîãî ðàíãà, òî äëÿ ëþáîãî âåêòî-
ðà t∗ ∈ Rm ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð θ∗ ∈ Rk, ÷òî t∗ = Tθ∗.
Ïóñòü Eθ,σ2t∗ = Tθ. Ðàçóìååòñÿ, âåêòîð θ̃ = θ∗−Eθ,σ2θ∗+ θ
ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ, ïðè÷åì t∗ =
T θ̃. Òîãäà

Eθ,σ2

(
〈t̂− Tθ, a〉

)2
= Eθ,σ2

(
〈θ̂ − θ, T Ta〉

)2

≤

≤ Eθ,σ2

(
〈θ̃ − θ, T Ta〉

)2

= Eθ,σ2 (〈t∗ − Tθ, a〉)2
,

ïðè÷åì õîòÿ áû äëÿ îäíîé ïàðû (θ, a) íåðàâåíñòâî ÿâëÿ-
åòñÿ ñòðîãèì.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Â ïðåäïîëîæåíèè âåðíîñòè ãèïîòåçû H0,

t̂ ∼ N
(
τ, σ2T (ZTZ)−1T T

)
.

Îáîçíà÷èì B = T (ZTZ)−1T T .

Òàê êàê ìàòðèöû T è Z èìåþò ïîëíûé ðàíã, òî, â ñèëó îïðå-
äåëåíèÿ ãàóññîâñêîãî âåêòîðà, ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà îáðàòè-
ìà, îáðàòíàÿ ìàòðèöà B−1 òàêæå ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà, à, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííûé ñèììåòðè÷íûé êâàäðàòíûé êîðåíü

√
B−1. Ïî-

ýòîìó ñëó÷àéíûé âåêòîð

η =
1

σ

√
B−1(t̂− τ)
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èìååò ðàñïðåäåëåíèå N(0, Im). Òîãäà

1

σ2
(t̂− τ)TB−1(t̂− τ) ∼ χ2

m.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ôóíêöèåé îò θ̂, à, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè ãàóññîâ-
ñêîãî âåêòîðà, îíî íå çàâèñèò îò X −Zθ̂. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê
áûëî çàìå÷åíî â ãëàâå 10,

1

σ2
‖X − Zθ̂‖2 ∼ χ2

n−k.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå äâóõ ïîëó÷åííûõ ñòàòèñòèê, íîðìèðî-
âàííûõ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ñîîòâåòñòâóþùèõ õè-êâàäðàò
ðàñïðåäåëåíèé

FT =
(t̂− τ)TB−1(t̂− τ)

‖X − Zθ̂‖2
n− k
m

∼ Fm,n−k.

Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ìû áóäåì ñòðîèòü ñ
ïîìîùüþ ñòàòèñòèêè FT .

Ïóñòü u1−α � (1 − α)-êâàíòèëü Fm,n−k. Òîãäà êðèòåðèé äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 (F -êðèòåðèé) èìååò âèä

S = {FT > u1−α}.

N Çàäà÷à 11.2. Âûïóùåíà íîâàÿ ïàðòèÿ ìîíåò. Ïåðåä èõ
èñïîëüçîâàíèåì áûëî ðåøåíî ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå ñ öåëüþ
ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ìîíåòû îäèíàêîâû. Íà âåñàõ ñ îøèáêîé
èçìåðåíèé, ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó N(0, σ2), áûëè âçâåøåíû
äâå ìîíåòû, ïðè÷åì ïåðâàÿ áûëà âçâåøåíà n ðàç, à âòîðàÿ � m
ðàç. Âñå èçìåðåíèÿ áûëè ïðîèçâåäåíû íåçàâèñèìî. Ïîñòðîéòå
F -êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ìàññû ìîíåò
îäèíàêîâû.
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Ðåøåíèå

Ïóñòü X1, . . . , Xn è Y1, . . . , Ym � íåçàâèñèìûå âûáîðêè èç
ðàñïðåäåëåíèé N(a1, σ

2) è N(a2, σ
2) ñîîòâåòñòâåííî. Ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ãèïîòåçà H0 : a1 = a2. Ñîñòàâèì âåêòîð
W = (W1, . . . ,Wn+m)T = (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym)T è ðàñ-
ñìîòðèì ëèíåéíóþ ìîäåëü W = Zθ, ãäå

θ =

(
a1

a2

)
, Z =

 1 . . . 10 . . . 0
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

T

.

Ïðåäïîëîæåíèå ãèïîòåçû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Tθ =
τ , ãäå T = (1,−1), τ = 0.
Èìååì

B = T (ZTZ)−1T T = (1 − 1)

(
1
n

0
0 1

m

)(
1
−1

)
=

1

n
+

1

m
.

Êðîìå òîãî,

t̂ = T θ̂ = T (ZTZ)−1ZTW = X − Y .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

FT =
(X − Y )2( 1

n
+ 1

m
)

‖W − Zθ̂‖2
(n+m− 2),

ãäå

‖W − Zθ̂‖2 =
n∑
i=1

(Xi −X)2 +
m∑
j=1

(Yi − Y )2 = ns2
X +ms2

Y .

Îòñþäà ïîëó÷àåì F−êðèòåðèé: {FT > u1−α}, ãäå u1−α �
(1− α)−êâàíòèëü F1,n+m−2.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïîäñ÷åò ñòàòèñòèêè FT çàòðóäíèòåëåí
èç-çà òîãî, ÷òî ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ýëåìåíòû ìàòðèöû B−1.
Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
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Òåîðåìà

11.1

Â ïðåäïîëîæåíèè âåðíîñòè ãèïîòåçû H0 èìå-
åò ìåñòî ðàâåíñòâî

ST = (t̂− τ)TB−1(t̂− τ) + ‖X − Zθ̂‖2,

ãäå
ST = min

θ:Tθ=τ
‖X − Zθ‖2.

Âåëè÷èíà ST íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé îöåíêîé íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ.

N Çàäà÷à 11.3. Ïðî èçìåðÿåìóþ âåëè÷èíó x èçâåñòíà çàâè-
ñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû t:

x(t) = β1 + β2t+ β3t
2.

Ïðîèçâåäåíà ñåðèÿ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè çíà÷åíèÿõ
òåìïåðàòóðû, ðàâíûõ

t1 = −1, t2 = 0, t3 = 1, t4 = 2, t5 = 3.

Ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû:

X1 = 1, X2 = 6, X3 = 10, X4 = 14, X5 = 19.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îøèáêè èçìåðåíèé íåçàâèñèìû è ðàñïðå-
äåëåíû ïî çàêîíó N(0, 1). Êðîìå òîãî, íàéäåíà îïòèìàëüíàÿ
îöåíêà σ̂2 = 0.4 äèñïåðñèè îøèáêè σ2. Ñ ïîìîùüþ F -êðèòåðèÿ
ïðîâåðüòå ãèïîòåçó H0 î òîì, ÷òî β1 = β2 è β3 = 0, íà óðîâíå
çíà÷èìîñòè α = 0.1.
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Ðåøåíèå

Ïóñòü X = (X1, . . . , X5)T . Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ìîäåëü
X = Zθ, ãäå

θ =

 β1

β2

β3

 , Z =

 1 1 1 1 1
−1 0 1 2 3
1 0 1 4 9

T

.

Ïðåäïîëîæåíèå ãèïîòåçû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Tθ =
τ , ãäå

τ =

(
0
0

)
, T =

(
1 −1 0
0 0 1

)
.

Èìååì

ST = min
θ: β1=β2,β3=0

‖X − Zθ‖2 = min
β

5∑
i=1

(Xi − β(1 + ti))
2 =

= min
β

(30β2 − 2β(X2 + 2X3 + 3X4 + 4X5) +
5∑
i=1

X2
i ) =

= min
β

(30β2 − 288β + 694) = 694− 691.2 = 2.8.

Êðîìå òîãî, êàê èçâåñòíî èç ãëàâû 9,

σ̂2 =
1

2
‖X − Zθ̂‖2 = 0.4.

Ïî òåîðåìå 11.1 ïîëó÷àåì

FT =
2.8

0.8
− 1 = 2.5.

Ïîýòîìó åñëè 2.5 > u1−α, òî ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ, ãäå u1−α
� (1 − α)−êâàíòèëü F2,2. Òàê êàê u0.1 ≈ 9, òî íà óðîâíå
çíà÷èìîñòè α = 0.1 ãèïîòåçó íóæíî ïðèíÿòü.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
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1. Ïîñòðîéòå F -êðèòåðèé óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû H0 : β2 = β1 â çàäà÷å 2 èç çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿ-
òåëüíîãî ðåøåíèÿ ðàçäåëà 9.

2. X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿN(a1, σ
2), Y1, . . . , Ym

� âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿN(a2, σ
2), Z1, . . . , Zk � âûáîðêà

èç ðàñïðåäåëåíèÿ N(a3, σ
2). Ïîñòðîéòå F -êðèòåðèé ðàçìåðà

α äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû à) H0 : a1 = a2 è a1 + a2 = a3, á)
H0 : a1 = 2a2 è a1 + 3a2 = a3.

3. Ðåøèòå çàäà÷ó 11.2 ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 11.1.

4. Ïóñòü Xi ∼ N(a, iσ2), i = 0, 1, . . . , n, Yi ∼ N(jb, σ2), j =
1, . . . ,m, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ãäå a, b, σ2 �
íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Ñâåäèòå çàäà÷ó ê ëèíåéíîé ìîäåëè
è ïîñòðîéòå F�êðèòåðèé ðàçìåðà α äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0 : a+ b = 1.

5. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ëèíåéíîé ðåãðåññèè, ïîñòðîéòå ïðèáëèæå-
íèå ôóíêöèè f(x) ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè ïî ñëåäó-
þùèì äàííûì:

f(xi) 3.9 5.0 5.7 6.5 7.1 7.6 7.8 8.1 8.4
xi 4.0 5.2 6.1 7.0 7.9 8.6 8.9 9.5 9.9

6. Ïóñòü Xij ∼ N(µj, σ
2), i = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , k, � íåçàâè-

ñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à {µj}kj=1, σ
2 � íåèçâåñòíûå ïà-

ðàìåòðû. Îáîçíà÷èì N =
∑k

j=1 nj. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
îäíîðîäíîñòè H0 : µ1 = . . . = µk èñïîëüçóåòñÿ F -êðèòåðèé
îäíîôàêòîðíîãî äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà ñî ñëåäóþùåé ñòà-
òèñòèêîé

R =

1
k−1

k∑
j=1

nj(X.j −X..)
2

1
N−k

k∑
j=1

nj∑
i=1

(Xij −X.j)2

,

ãäå

X.j =
1

nj

nj∑
i=1

Xij, X.. =
1

k

k∑
j=1

X.j.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âåðíîñòè H0 âûïîëíåíî R ∼ Fk−1,N−k.
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12. Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ

Ñëåäóþùèé êëàññ ãèïîòåç, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì â íàñòî-
ÿùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè, ýòî ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè íåèçâåñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èçâåñòíûì. Èíûìè ñëîâàìè, ïóñòü X � íàáëþ-
äåíèå ñ íåèçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
êîòîðîãî ðàâíà F . Âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0 : F = F0, ãäå ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F0 (ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå ìû îáî-
çíà÷èì P0) èçâåñòíà. Àëüòåðíàòèâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íèêàê íå
êîíêðåòèçèðóþòñÿ, àïðèîðè ìîæåò áûòü ÿñåí ëèøü òèï ðàñïðå-
äåëåíèÿ (íàïðèìåð, äèñêðåòíûé èëè àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé) è
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íàáëþäåíèÿ X. Êðèòåðèè ïðîâåðêè òàêèõ
ãèïîòåç íàçûâàþòñÿ êðèòåðèÿìè ñîãëàñèÿ. Íàèáîëåå èçâåñòíû-
ìè ñðåäè íèõ ÿâëÿþòñÿ êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà è êðèòåðèé õè-
êâàäðàò, î êîòîðûõ ìû è ïîãîâîðèì â ýòîé ãëàâå.

Â ñëó÷àå êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü òå,
êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñîñòîÿòåëüíîñòè.

N Îïðåäåëåíèå 12.1. Åñëè X = (X1, . . . , Xn) � âûáîðêà, òî
êðèòåðèé Sn ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû H0 : P = P0 (ôàêòè-
÷åñêè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèòåðèåâ) íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëü-
íûì, åñëè ôóíêöèÿ ìîùíîñòè β(P, Sn) = P(X ∈ Sn) ñòðåìèòñÿ ê
1 ïðè n→∞ äëÿ ëþáîãî P 6= P0.

12.1. Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà

Ïóñòü èìååòñÿ âûáîðêà X = (X1, . . . , Xn) èç íåèçâåñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà R c íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F .
Ïîñòðîèì êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : F = F0.

N Îïðåäåëåíèå 12.2. Ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ âûáîðêè X íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

F ∗n(x) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi ≤ x}.

Îáîçíà÷èì

Dn = sup
x
|F ∗n(x)− F0(x)|, K(t) =

+∞∑
j=−∞

(−1)je−2j2t2 .
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî K(t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
(íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà).

Òåîðåìà

12.1 (À.

Êîëìîãîðî-

âà)

Â ïðåäïîëîæåíèè âåðíîñòè ãèïîòåçû H0 èìå-
åò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

P(
√
nDn ≤ t) = K(t).

N Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: {

√
nDn > K1−α}, ãäå K1−α � (1−α)-êâàíòèëü ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà.

Èç òåîðåìû 12.1 ñëåäóåò, ÷òî êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà ÿâëÿåòñÿ
ñîñòîÿòåëüíûì.

Íàïîñëåäîê çàìåòèì, ÷òî êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà ïðèíÿòî
ïðèìåíÿòü, åñëè n ≥ 20.

N Çàäà÷à 12.1. Äîêàæèòå, ÷òî

Dn = max
1≤k≤n

max

{
k

n
− F (X(k)), F (X(k))−

k − 1

n

}
. (3)

Ðåøåíèå

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, . . . , n − 1} íà èíòåðâà-
ëå [X(k), X(k+1)) çíà÷åíèå ôóíêöèè F ∗n ïîñòîÿííî è ðàâ-
íî k

n
, à ôóíêöèÿ F (x) íå óáûâàåò, ïîýòîìó íà ýòîì èí-

òåðâàëå ëþáîå çíà÷åíèå |F ∗n(x) − F (x)| íå ïðåâîñõîäèò
max

{
k
n
− F (X(k)), F (X(k+1))− k+1

n

}
. Êðîìå òîãî, íà èíòåð-

âàëå (−∞, X(1)) çíà÷åíèå ôóíêöèè F
∗
n ðàâíî 0, à ñëåäîâà-

òåëüíî, íà ýòîì èíòåðâàëå |F ∗n(x) − F (x)| ≤ F (X(1)). Íà-
êîíåö, íà èíòåðâàëå [X(n),∞) çíà÷åíèå ôóíêöèè F ∗n ðàâíî
1, à ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì èíòåðâàëå |F ∗n(x) − F (x)| ≤
1− F (X(n)). Òàê êàê âñå çíà÷åíèÿ èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà (3) äîñòèãàþòñÿ ôóíêöèåé |F ∗n(x)−F (x)|, òî ñïðàâåä-
ëèâîñòü ýòîãî ðàâåíñòâà äîêàçàíà.

Çàäà÷à ðåøåíà.
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12.2. Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ õè-êâàäðàò

Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ñõåìû Áåðíóëëè ñm ≥ 2 èñõî-
äàìè, ò.å. a1, . . . , am � èñõîäû è P(Xi = aj) = pj äëÿ j = 1, . . . ,m.
Ïîñòðîèì êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû

H0 : pj = p0
j , j ∈ {1, . . . ,m}.

N Îïðåäåëåíèå 12.3. Ñòàòèñòèêîé õè-êâàäðàò íàçûâàåòñÿ

χ̂ =
m∑
i=1

(µj − np0
j)

2

np0
j

,

ãäå

µj =
n∑
i=1

I{Xi = aj}.

Òåîðåìà

12.2 (Ê.

Ïèðñîíà)

Â ïðåäïîëîæåíèè âåðíîñòè ãèïîòåçû H0 èìå-
åò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ

χ̂
d−−−→

n→∞
χ2
m−1.

N Êðèòåðèé õè-êâàäðàò Ïèðñîíà çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: {χ̂ > u1−α}, ãäå u1−α � (1 − α)-êâàíòèëü
ðàñïðåäåëåíèÿ χ2

m−1.

Èç òåîðåìû 12.2 ñëåäóåò, ÷òî êðèòåðèé õè-êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ
ñîñòîÿòåëüíûì.

Íàïîñëåäîê çàìåòèì, ÷òî êðèòåðèé õè-êâàäðàò ïðèíÿòî
ïðèìåíÿòü, åñëè n ≥ 50 è µj ≥ 5 äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . ,m}.

N Çàäà÷à 12.2. Ïî ñòàòèñòèêå, ñîáðàííîé â ïñèõèàòðè÷åñêîé
áîëüíèöå â òå÷åíèå ãîäà, êîëè÷åñòâî ïàöèåíòîâ, ïîñòóïèâøèõ â
îòäåëåíèå èíòåíñèâíîé òåðàïèè, èìåëî ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëå-
íèå ïî äíÿì íåäåëè:

ÏÍ � 36, ÂÒ � 53, ÑÐ � 35, ×Ò � 26, ÏÒ � 30, ÑÁ � 44, ÂÑ � 28.

Ñîãëàñóþòñÿ ëè ýòè äàííûå ñ ãèïîòåçîé î òîì, ÷òî ïîïàäàíèå â
îòäåëåíèå íå çàâèñèò îò äíÿ íåäåëè íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0.05
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è 0.01?

Ðåøåíèå

Ïîëîæèì m = 7, p0
j = 1

7
, j ∈ {1, . . . ,m}. Îáùåå êîëè÷åñòâî

íàáëþäåíèé ðàâíî

n = 36 + 53 + 35 + 26 + 30 + 44 + 28 = 252.

Òàêèì îáðàçîì, np0
j = 36 äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . ,m}. Èìååì

χ̂ = 0 + 8.03 + 0.03 + 2.78 + 1 + 1.78 + 1.78 = 15, 4.

Êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ñ 6 ñòåïåíÿìè ñâîáî-
äû òàêîâû: u0.95 ≈ 12, 6, u0.99 ≈ 16, 8. Òàêèì îáðàçîì, íà
óðîâíå çíà÷èìîñòè 0.05 ìû ãèïîòåçó î ðàâíîìåðíîì ïî-
ñòóïëåíèè ïàöèåíòîâ îòâåðãàåì, à íà óðîâíå 0.01 � íå îò-
âåðãàåì (íî âî âòîðîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðî-
ãî ðîäà, ðàçóìååòñÿ, ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîýòîìó
âûñîêèé óðîâåíü çíà÷èìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì,
åñëè íàáëþäåíèé íå òàê ìíîãî).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Êðèòåðèé õè-êâàäðàò Ïèðñîíà ìîæíî ïðèìåíÿòü è â ñëó÷àå
ñëîæíûõ ãèïîòåç

H0 : pj = p0
j(θ), j ∈ {1, . . . ,m}, θ = (θ1, . . . , θr) ∈ Θ, r < m− 1.

Ïðè ïðîâåðêå òàêèõ ãèïîòåç èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ñòàòèñòèêà χ̂ =
χ̂(θ), ïðè âû÷èñëåíèè êîòîðîé θ çàìåíÿåòñÿ íà îöåíêó ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

θ∗ = argmaxθ∈Θ

m∏
j=1

(p0
j(θ))

µj .
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Òåîðåìà

12.3 (Ð.

Ôèøåðà)

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ãèïîòåçà H0 âåðíà;

2. äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∑m
j=1 pj(θ) = 1;

3. ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
c, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . ,m} è θ ∈ Θ
âûïîëíåíî pj(θ) ≥ c;

4. äëÿ ëþáûõ j ∈ {1, . . . ,m}, k, l ∈
{1, . . . , r} ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðî-

èçâîäíûå
∂p0j (θ)

∂θk
,
∂2p0j (θ)

∂θk∂θl
;

5. ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ
∂p0j (θ)

∂θk
(j ∈ {1, . . . ,m}, k ∈

{1, . . . , r}), èìååò ðàíã r äëÿ âñåõ θ ∈ Θ.

Òîãäà
χ̂(θ∗)

d−−−→
n→∞

χ2
m−1−r.

Â ñëó÷àå ñëîæíûõ ãèïîòåç êðèòåðèé õè-êâàäðàò òàêæå
ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè n ≥ 50 è µj ≥ 5 äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . ,m}.

N Çàäà÷à 12.3. Ïðîâåðüòå íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α ãèïîòåçó
î òîì, ÷òî èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà X èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (2, θ), åñëè ïðè ïðîâåäåíèè n = 128
èçìåðåíèé îíà µ1 = n/4 ðàç ïðèíÿëà çíà÷åíèå 0, µ2 = n/4 ðàç �
çíà÷åíèå 1 è µ3 = n/2 ðàç � çíà÷åíèå 2.
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Ðåøåíèå

Â çàäà÷å ðå÷ü èäåò î ïðîâåðêå ãèïîòåçû

H0 : p0
1(θ) = (1− θ)2, p0

2(θ) = 2θ(1− θ), p0
3 = θ2.

Íàéäåì îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

∂

∂θ

(
ln

3∏
j=1

(p0
j(θ))

µj

)
= − 2µ1

1− θ
+
µ2

θ
− µ2

1− θ
+

2µ3

θ
=

=
2µ3 + µ2 − 2nθ

θ(1− θ)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, θ∗ = 2µ3+µ2

2n
= 1

2
. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè

χ̂(θ∗) =
3∑
i=1

(µj − np0
j(1/2))2

np0
j(1/2)

=

=
(n/4− n/2)2

n/2
+

(n/2− n/4)2

n/4
=
n

8
+
n

4
=

3n

8
= 48.

Òàê êàê 0.99-êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ χ2
1 ñ òî÷íîñòüþ äî

÷åòâåðòîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé ðàâíà 6.6349, òî ãèïîòåçó
íåëüçÿ ïðèíÿòü äàæå íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0.01.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Êðèòåðèé õè-êâàäðàò, êàê è êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðî-
âà, ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, èç êîòîðîãî áåðåòñÿ íàøà âûáîðêà, êàêîìó-òî îïðåäåë¼í-
íîìó ðàñïðåäåëåíèþ P0. Â îòëè÷èå îò êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà,
êðèòåðèé õè-êâàäðàò íå òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñëåíèé, íî ÿâëÿ-
åòñÿ ìåíåå �òî÷íûì�. Ðàáîòàòü ñ êðèòåðèåì õè-êâàäðàò â ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: îáëàñòü çíà÷åíèé âûáîðêè ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî èíòåð-
âàëîâ, ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëî ÷ëåíîâ âûáîðêè, ïîïàâøèõ
â êàæäûé èíòåðâàë. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ áåðóòñÿ â êà÷åñòâå
µj. Â êà÷åñòâå p0

j áåðóòñÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì P0 â j-ûé èíòåðâàë.
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N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè ãèïîòåçû H0 : F = F0 äëÿ
ëþáîãî x ∈ R âûïîëíåíî

F ∗n(x)
ï.í.−−−→
n→∞

F0(x).

2. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 12.1 äîêàæèòå ñîñòîÿòåëüíîñòü êðèòå-
ðèÿ Êîëìîãîðîâà.

3. Èìååòñÿ âûáîðêà X1, X2, X3 îáúåìà 3. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïî-
òåçû î òîì, ÷òî âûáîðêà âçÿòà èç ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå
[0,1] ðàñïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé âàðèàíò êðè-
òåðèÿ Êîëìîãîðîâà: ãèïîòåçà î ðàâíîìåðíîñòè îòâåðãàåòñÿ,
åñëè

sup
y∈[0,1]

|F ∗3 (y)− y| > 1/3.

×åìó ðàâåí ðàçìåð ýòîãî êðèòåðèÿ?

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè óñëîâèè 0 ≤ X(1) ≤ X(n) ≤ 1 ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî∫ 1

0

(F ∗n(y)− y)2dy =
1

12n2
+

1

n

n∑
k=1

(X(k) − (2k − 1)/n)2.

(ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷àñòî âû÷èñëÿåòñÿ çíà-
÷åíèå ñòàòèñòèêè ω2, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â êðèòåðèè
Êðàìåðà�Ìèçåñà�Ñìèðíîâà).

5. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 12.2 äîêàæèòå ñîñòîÿòåëüíîñòü õè-
êâàäðàò êðèòåðèÿ.

6. Öèôðû 0, 1, 2, . . . , 9 ñðåäè 800 ïåðâûõ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ
÷èñëà π ïîÿâèëèñü

74, 92, 83, 79, 80, 73, 77, 75, 76, 91

ðàç ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ïîìîùüþ õè-êâàäðàò êðèòåðèÿ ïðî-
âåðüòå ãèïîòåçó î ñîãëàñèè ýòèõ äàííûõ ñ çàêîíîì ðàâíî-
ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå {0, 1, . . . , 9} íà óðîâíå
çíà÷èìîñòè à) 0.05, á) 0.5, â) 0.8.
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7. Ïðîôåññèîíàëüíûé äàíòèñò íàó÷èëñÿ âûáèâàòü çóáû ìóä-
ðîñòè êóëàêîì. Èçâåñòíî, ÷òî 52 çóáà ìóäðîñòè îí âûáèë
ñ ïåðâîé ïîïûòêè, 31 � ñî âòîðîé, 3 � ñ òðåòüåé, íà âû-
áèâàíèå îñòàâøèõñÿ 5 çóáîâ åìó ïîòðåáîâàëîñü áîëåå 4 ïî-
ïûòîê. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî äàíòèñò âûáèâàåò
ïðîèçâîëüíûé çóá ìóäðîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 2/3, íà óðîâíå
çíà÷èìîñòè 0.1.

8. Ñðåäè 5000 ñåìåé, èìåþùèõ òðåõ äåòåé, åñòü ðîâíî 1010 ñå-
ìåé ñ òðåìÿ ìàëü÷èêàìè, 2200 ñåìåé ñ äâóìÿ ìàëü÷èêàìè
è îäíîé äåâî÷êîé, 950 ñåìåé ñ îäíèì ìàëü÷èêîì è äâóìÿ
äåâî÷êàìè (âî âñåõ îñòàëüíûõ ñåìüÿõ âñå äåòè � äåâî÷êè).
Ìîæíî ëè ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α = 0.02 ñ÷èòàòü, ÷òî êî-
ëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ ξ â ñåìüå ñ òðåìÿ äåòüìè èìååò ñëåäó-
þùåå ðàñïðåäåëåíèå

P(ξ = 0) = θ, P(ξ = 1) = θ,

P(ξ = 2) = 2θ, P(ξ = 3) = 1− 4θ,

ãäå θ ∈ (0, 1/4)?
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13. Êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè

Ïîñëåäíèé êëàññ ãèïîòåç, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì â íàñòîÿ-
ùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè, ýòî ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè èìåþùèõñÿ
íàáëþäåíèé. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) è Y = (Y1, . . . , Ym) � äâå
âûáîðêè. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè íåçà-
âèñèìûìè. Èíûìè ñëîâàìè, âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà

H0 : FX,Y (s, t) = FX(s)FY (t) äëÿ âñåõ s, t,

ãäå FX � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ X1, FY � ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ Y1, à FX,Y � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà (X1, Y1).
Àëüòåðíàòèâîé ê ãèïîòåçå H0 âûñòóïàåò ãèïîòåçà H1 î çàâèñè-
ìîñòè âûáîðîê X è Y, ò.å.

H1 : FX,Y (s, t) 6= FX(s)FY (t) äëÿ íåêîòîðûõ s, t.

Íî ïðîâåðèòü ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìà-
òè÷íî, ïîòîìó ÷òî îíî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ïàð s, t,
ãîðàçäî ïðîùå óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âûáîðêè ÿâëÿþòñÿ çàâèñè-
ìûìè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ âûáîðî÷íûå
êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè, è îáùåå ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
â íàøåé çàäà÷å âûãëÿäèò òàê: åñëè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè äî-
ñòàòî÷íî äàëåêî îòñòîèò îò íóëÿ, òî îòâåðãàåì ãèïîòåçó î íåçà-
âèñèìîñòè.

Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç (à èìåííî, àíàëèç çàâèñèìîñòåé
ìåæäó íàáëþäåíèÿìè) èãðàåò âàæíóþ ðîëü â çàäà÷àõ ðåãðåñ-
ñèè, à òàêæå â òåîðèè âðåìåííûõ ðÿäîâ, â ÷àñòíîñòè, àíàëèçå
ñòàöèîíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäå-
ëåé. Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì òðè ñàìûõ èñïîëüçóåìûõ
âûáîðî÷íûõ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè: êîýôôèöèåíòû êîððå-
ëÿöèè Ïèðñîíà, Ñïèðìýíà è Êýíäàëëà.

13.1. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ïèðñîíà

Ïóñòü X1, . . . , Xn è Y1, . . . , Yn � äâå âûáîðêè ñ EX2
1 < ∞,

EY 2
1 <∞.

N Îïðåäåëåíèå 13.1. Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè Ïèðñîíà,
èëè îáû÷íûì êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè, íàçûâàåòñÿ ñëåäóþ-
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ùàÿ ñòàòèñòèêà:

ρ̂ =

n∑
i=1

(Xi −X)(Yi − Y )√
n∑
i=1

(Xi −X)2
n∑
i=1

(Yi − Y )2

.

N Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè Ïèðñîíà.

1. Èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

ρ̂
P−→ ρ(X1, Y1) =

cov(X1, Y1)√
DX1DY1

, n→∞

ò.å., ãðóáî ãîâîðÿ, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ïèðñîíà ñî-
îòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíîìó êîýôôèöèåíòó êîððåëÿöèè äâóõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

2. Åñëè ãèïîòåçàH0 î íåçàâèñèìîñòè âûáîðîê âåðíà è âûáîðêè
èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî

T =
ρ̂
√
n− 2√

1− ρ̂2
∼ Tn−2.

Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α äëÿ ïðîâåð-
êè ãèïîòåçû H0 äëÿ íîðìàëüíûõ âûáîðîê âûãëÿäèò òàê: åñ-
ëè T /∈ (zα/2, z1−α/2), ãäå zα/2 è z1−α/2 � êâàíòèëè óðîâíåé
α/2 è 1− α/2 ñîîòâåòñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà
ñ n− 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òî îòâåðãàåì ãèïîòåçó H0.

N Çàäà÷à 13.1. Äîêàçàòü ñâîéñòâî 1 êîýôôèöèåíòà êîððå-
ëÿöèè Ïèðñîíà.
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Ðåøåíèå

Ðåøåíèå ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè óñèëåí-
íîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë (äëÿ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì ìàòåìà-
òè÷åñêèì îæèäàíèåì) è òåîðåìû î íàñëåäîâàíèè ñõîäèìî-
ñòåé.
Èòàê, ïî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë,

1

n

n∑
i=1

(Xi − EXi)(Yi − EYi)
P→ E(X1 − EX1)(Y1 − EY1),

à òàêæå X
P→ EX1 è Y

P→ EY1 (ðàçóìååòñÿ, âåðíû äàæå
ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà

è ñõîäèìîñòü âåêòîðîâ (X,Y )
P→ (EX1,EY1). Ïîýòîìó ïî

òåîðåìå î íàñëåäîâàíèè ñõîäèìîñòåé,∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

(Xi −X)(Yi − Y )− 1

n

n∑
i=1

(Xi − EXi)(Yi − EYi)

∣∣∣∣∣ =

∣∣XEY1 − EX1EY1 + Y EX1 −X · Y
∣∣ P→ 0.

Îòñþäà,

1

n

n∑
i=1

(Xi−X)(Yi−Y )
P→ E(X1−EX1)(Y1−EY1) = cov(X1, Y1).

Êàê ìû äîêàçûâàëè â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, âûáîðî÷íàÿ

äèñïåðñèÿ s2
X = 1

n

n∑
i=1

(Xi − X)2 ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé

îöåíêîé DX1, àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ âû-
áîðêè Y1, . . . , Yn. Òîãäà ïî òåîðåìå î íàñëåäîâàíèè ñõîäè-
ìîñòåé,

ρ̂ =

n∑
i=1

(Xi −X)(Yi − Y )√
n∑
i=1

(Xi −X)2
n∑
i=1

(Yi − Y )2

P−→ cov(X1, Y1)√
DX1DY1

.

Çàäà÷à ðåøåíà.
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Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî äëÿ íîðìàëüíûõ âûáîðîê íåêîððåëè-
ðîâàííîñòü ýêâèâàëåíòíà íåçàâèñèìîñòè, êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè Ïèðñîíà íàèáîëåå ïîäõîäèò äëÿ ðàáîòû ñ íîðìàëüíûìè
âûáîðêàìè. Íî, ê ñîæàëåíèþ, êàê è â ñëó÷àå ìíîãèõ ïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ìåòîäîâ, èñïîëüçîâàíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿ-
öèè ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ íåàäåêâàòíûõ çíà÷åíèé ñòàòèñòè-
êè (÷òî îçíà÷àåò íåâåðíîñòü ïðèíèìàåìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðå-
øåíèé), òàê êàê êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé-
÷èâûì ê âûáðîñàì (ïðè íàëè÷èè â âûáîðêå äàëåêî îòñòîÿùèõ
äàííûõ, ñâÿçàííûõ, íàïðèìåð, ñ îøèáêàìè èçìåðåíèé). Øèðîêî
èçâåñòåí ïðèìåð (òàê íàçûâàåìûé �êâàðòåò Ýíñêîìáà�), äåìîí-
ñòðèðóþùèé, íàñêîëüêî ïîäîáíûå ìåòîäû îáðàáîòêè ñòàòèñòè-
÷åñêèõ äàííûõ ñïîñîáíû �âðàòü�, äàæå åñëè âûáðîñ âñåãî îäèí
íà 10 �îáû÷íûõ� ðåçóëüòàòîâ.

13.2. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ñïèðìýíà

Ïóñòü èìååòñÿ âûáîðêà X1, . . . , Xn èç íåêîòîðîãî íåïðå-
ðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû âûáîðêè íå
ñîâïàäàþò ïî÷òè íàâåðíîå). Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû âûáîðêè ïî
âîçðàñòàíèþ (ò.å. ïîñòðîèì âàðèàöèîííûé ðÿä âûáîðêè).

N Îïðåäåëåíèå 13.2. Íîìåðà, êîòîðûå ïîëó÷èëè ýëåìåíòû
âûáîðêè ïðè òàêîì óïîðÿäî÷èâàíèè, íàçûâàþòñÿ èõ ðàíãàìè.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ðàíãè âûáîðêè Xi êàê R(Xi) (ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî ðàíã R(Xi) � ýòî íîìåð íàáëþäåíèÿ Xi â âàðèàöèîííîì ðÿäå
âûáîðêè X1, . . . , Xn).

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ðàíãîâ ñëåäóþùåå:

P(R(X1) = r1, . . . R(Xn) = rn) =
1

n!
,

ãäå (r1, . . . , rn) � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (1, . . . , n)
(äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ i < j âûïîëíåíî P(Xi > Xj) =
P(Xj > Xi), òàê êàê êîìïîíåíòû âûáîðêè íåçàâèñèìû è îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåíû). Èç îñíîâíîãî ñâîéñòâà ðàíãîâ òàêæå ñëåäóåò,
÷òî èõ ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò ïåðâîíà÷àëüíîãî, íåèçâåñò-
íîãî íàì ðàñïðåäåëåíèÿ, èç êîòîðîãî áðàëàñü âûáîðêà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê è ðàíåå, äâå âûáîðêè X1, . . . , Xn ñ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ FX è Y1, . . . , Yn ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ FY . Îáîçíà÷èì ðàíã íàáëþäåíèÿ Xi â âûáîðêå (X1, . . . , Xn)
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êàê Ri è ðàíã íàáëþäåíèÿ Yj â âûáîðêå (Y1, . . . , Yn) êàê Sj, ãäå
ýòè ðàíãè, êàê ëåãêî âèäåòü, ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 1 äî n.

N Îïðåäåëåíèå 13.3. Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè Ñïèðì-
ýíà íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòàòèñòèêà:

ρS =

n∑
i=1

(Ri −R)(Si − S)√
n∑
i=1

(Ri −R)2
n∑
i=1

(Si − S)2

.

N Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè Ñïèðìýíà.

1. ρS = 1− 6
n3−n

n∑
i=1

(Ri − Si)2.

2. Ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0 EρS = 0 è DρS = 1
n−1

.

3. −1 ≤ ρS ≤ 1, ïðè÷¼ì îáå ãðàíèöû äîñòèãàþòñÿ, ò.å. èìåíî-
âàíèå ρS êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè îïðàâäàííî.

4. Ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0

ρS√
DρS

d−→ N(0, 1).

Ýòèì íîðìàëüíûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè n ≥ 50, ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ n
ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü èñïðàâëåííóþ ñòàòèñòèêó

ρ̃S =
1

2
ρS

(
√
n− 1 +

√
n− 2

1− ρ2
S

)
.

Òîãäà êðèòåðèé óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α áóäåò âûãëÿäåòü
òàê: îòâåðãàòü ãèïîòåçó íåçàâèñèìîñòè H0, åñëè ρ̃S /∈
(zα/2, z1−α/2), ãäå zγ = 1

2
(xγ + yγ), xγ � γ−êâàíòèëü N(0, 1),

à yγ � γ−êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ n−2 ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû.

N Çàäà÷à 13.2. Äîêàçàòü ñâîéñòâî 1 êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè
Ñïèðìýíà.
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Ðåøåíèå

Ïðåæäå âñåãî, óïðîñòèì ρS. Âî-ïåðâûõ,

R =
1

n

n∑
i=1

Ri =
1

n

n∑
i=1

i =
n+ 1

2
= S.

Äàëåå, ïîñêîëüêó
∑n

i=1 i
2 = n(n+ 1)(2n+ 1)/6, òî

n∑
i=1

(Ri −R)2 =
n∑
i=1

(Si − S)2 =
n∑
i=1

(i− (n+ 1)/2)2 =
n3 − n

12
.

Îïðåäåëèì ñòàòèñòèêó Ti ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè Rk =
i, òî Ti = Sk. ßñíî, ÷òî íàáîð çíà÷åíèé {Ti}ni=1 åñòü ïåðå-
ñòàíîâêà ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Èìååì,

ρS =
12

n3 − n

n∑
i=1

(
Ri −

n+ 1

2

)(
Si −

n+ 1

2

)
=

6

n3 − n

(
n

(n+ 1)2

2
− 2

n+ 1

2

n∑
i=1

(i+ Ti) + 2
n∑
i=1

iTi

)
=

6

n3 − n

(
2

n∑
i=1

iTi − n
(n+ 1)2

2

)
=

6

n3 − n

(
−

n∑
i=1

(i− Ti)2 + 2
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− n(n+ 1)2

2

)
=

6

n3 − n

(
n3 − n

6
−

n∑
i=1

(i− Ti)2

)
= 1− 6

n3 − n

n∑
i=1

(Ri − Si)2.

Çàäà÷à ðåøåíà.

13.3. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Êýíäàëëà

Åù¼ îäíèì ïðèìåðîì óñòîé÷èâîãî ê âûáðîñàì êîýôôèöè-
åíòà êîððåëÿöèè, ïîñòðîåííîãî ñ ïîìîùüþ ðàíãîâûõ ìåòîäîâ,
ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Êýíäàëëà.
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N Îïðåäåëåíèå 13.4. Ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (Xi, Yi) è
(Xj, Yj) íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, åñëè

sign(Xi −Xj)sign(Yi − Yj) = 1.

Ïóñòü S � ÷èñëî ñîãëàñîâàííûõ ïàð, R � ÷èñëî íåñîãëàñîâàí-
íûõ. Ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî âíóòðè âûáîðîê íåò îäèíàêîâûõ
ýëåìåíòîâ. Îïðåäåëèì

T = S −R =
∑
i<j

sign(Xi −Xj)sign(Yi − Yj).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî T ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò −n(n−1)

2
äî n(n−1)

2
, òàê

êàê S +R = êîëè÷åñòâî âñåõ ïàð {i, j}, i 6= j = n(n−1)

2
.

N Îïðåäåëåíèå 13.5. Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè Êýíäàë-
ëà íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêà τ = 2

n(n−1)
T.

N Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè Êýíäàëëà.

1. Âåðíî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

τ = 1− 4

n(n− 1)
R.

2. τ ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè, ò.å. −1 ≤ τ ≤ 1 è
ãðàíèöû äîñòèãàþòñÿ, è ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0 Eτ = 0.
Êðîìå òîãî, ïðè âåðíîñòè òîé æå ãèïîòåçû

Dτ =
2(2n+ 5)

9n(n− 1)
.

3. Ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0

τ√
Dτ

d−→ N(0, 1).

4. Ïðè âåðíîé ãèïîòåçåH0 êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè Ñïèðì-
ýíà è Êýíäàëëà ñèëüíî êîððåëèðîâàíû: ρ(ρS, τ) > 0, 99 ïðè
n > 5 (íî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ñïèðìýíà áîëåå ÷óâ-
ñòâèòåëåí ê êîëè÷åñòâó íåñîãëàñîâàííûõ ïàð).

98



N Çàäà÷à 13.3. Áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå íà âûÿâëåíèå
âçàèìîñâÿçè ìåæäó ôèçè÷åñêèì âåñîì è IQ ïåðâîêëàññíèêîâ
ãîðîäà Óñòü-Èëèìñê.

âåñ 24 27 26 21 20 31 26 22 20 18 25 22
IQ 87 74 117 85 145 84 95 89 82 97 79 215

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î íåçàâèñèìîñòè âåñà îò IQ íà óðîâíå
çíà÷èìîñòè 0.1.

Ðåøåíèå

Ïîñ÷èòàåì êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ñïèðìýíà äëÿ íà-
øèõ äàííûõ. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè çíà÷åíèé âåñà øêîëüíè-
êîâ âñòðå÷àþòñÿ îäèíàêîâûå, ïîýòîìó áûëî áû åñòåñòâåí-
íûì ïîëîæèòü èõ ðàíãè îäèíàêîâûìè. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà
ñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ñðåäíèõ ðàíãîâ: ðàí-
ãè, ñîîòâåòñòâóþùèå îäèíàêîâûì çíà÷åíèÿì â âûáîðêå,
çàìåíÿþòñÿ íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ðàíãîâ ïî ýòèì
çíà÷åíèÿì. Òåì ñàìûì, ðàíãè çíà÷åíèé äàííûõ íàì âû-
áîðîê òàêîâû (ïåðâàÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò âåñó, âòîðàÿ �
IQ):
7 11 9.5 4 2.5 12 9.5 5.5 2.5 1 8 5.5
6 1 10 5 11 4 8 7 3 9 2 12

Ïîëó÷àåì ρS = −0.348. Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà êîððåëÿ-
öèè äîâîëüíî äàëåêî îòñòîèò îò 0, ÷òî ìîæåò ñâèäåòåëü-
ñòâîâàòü î çàâèñèìîñòè âûáîðîê. Òåì íå ìåíåå, èñïîëü-
çóåì ñòàòèñòèêó ρ̃S, ÷òîáû êîððåêòíî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó
H0. Èòàê, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé èç ñâîéñòâà 4 êîýôôèöè-
åíòà êîððåëÿöèè Ñïèðìýíà, èìååì ρ̃S = −1.17, òîãäà êàê
êâàíòèëü z0.05 = −z0.95 = −1.73. Òåì ñàìûì, íåñìîòðÿ
íà äîâîëüíî áîëüøîå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåí-
òà êîððåëÿöèè, ãèïîòåçó î íåçàâèñèìîñòè âûáîðîê îòâåðã-
íóòü íåëüçÿ.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
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1. Òåìïû ðîñòà ÂÂÏ Ðîññèè çà 2006 � 2012 ãîäàõ â ïðîöåíòàõ
(âñåãî è íà äóøó íàñåëåíèÿ, ïî îòíîøåíèþ ê 2005 ãîäó):
108.2 117.4 123.5 113.9 119.0 124.1 128.4 108.5 118.0 124.2
114.5 119.6 124.6 128.7. Òå æå öèôðû äëÿ Óêðàèíû: 107 116
118 101 105 111 112 109 117 121 103 108 114 115. Ïðîâåðüòå
ãèïîòåçó î íåçàâèñèìîñòè äàííûõ âûáîðîê íà óðîâíå çíà-
÷èìîñòè 0.05 (âûáåðèòå íàèáîëåå óäîáíûé è ïðèìåíèìûé â
äàííîì ñëó÷àå êðèòåðèé).

2. Â èíñòèòóòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå íà âûÿâëåíèå çàâèñè-
ìîñòè ìåæäó óñïåâàåìîñòüþ ñòóäåíòà è ñðåäíèì êîëè÷å-
ñòâîì ïîí÷èêîâ, ñúåäåííûì èì çà äåíü.
Ïîí÷. 9 1 3 7 3 5 1 0 60 63 2 9 0 0
Áàëë 4 9 8 7 3 8 7 5 8 3 6 5 7 8
Ïðîâåðüòå ãèïîòåçó î íåçàâèñèìîñòè óñïåâàåìîñòè è êîëè-
÷åñòâà ñúåäåííûõ ïîí÷èêîâ íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0.05 (âû-
áåðèòå íàèáîëåå óäîáíûé è ïðèìåíèìûé â äàííîì ñëó÷àå
êðèòåðèé).

3. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå âåðíîñòè ãèïîòåçû î íåçàâèñèìî-
ñòè âûáîðîê DρS = 1

n−1
, ãäå ρS � êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

Ñïèðìýíà.

4. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ââåäåííûå â çàäà÷å 13.2 ñòàòèñòèêè
{Ti}, ÷òî

ρS = 1− 12

n3 − n
∑
i<j

(j − i)I{Ti > Tj},

τ = 1− 4

n2 − n
∑
i<j

I{Ti > Tj}.

5. Äàíû âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn), Y = (Y1, . . . , Yn). Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f : R2 → R. Äëÿ ëþáûõ
1 ≤ i < j ≤ n ïîëîæèì cij(X) = f(Xi, Xj). Îáîáù¼ííûì
êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòàòè-
ñòèêà:
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r̂ =

∑
i<j

cij(X)cij(Y )√∑
i<j

cij(X)2
∑
i<j

cij(Y )2
.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî âûáîðî÷íûé êîýôôèöè-
åíò êîððåëÿöèè, ò.å. ÷òî |r̂| ≤ 1 è çíà÷åíèÿ ±1 äîñòèãàþòñÿ,
à òàêæå ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå î íåçàâèñèìîñòè âûáîðîê
Er̂ = 0.

6. Íàéäèòå êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè Ïèðñîíà, Ñïèðìýíà è
Êýíäàëëà ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿ-
öèè.

7. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè çíàêîâ Ôåõíåðà îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

I = (C −H)/(C +H),

ãäå C � ÷èñëî ïàð, ó êîòîðûõ çíàêè îòêëîíåíèé çíà÷åíèé
îò èõ ñðåäíèõ ñîâïàäàþò, H � ÷èñëî ïàð, ó êîòîðûõ çíàêè
îòêëîíåíèé çíà÷åíèé îò èõ ñðåäíèõ íå ñîâïàäàþò. Íàéäè-
òå ðàñïðåäåëåíèå I ïðè âåðíîñòè ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè
âûáîðîê, åñëè âûáîðêè ñäåëàíû èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

8. Ìîæíî ëè ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè 0.05 ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ÷èñåë 1.05, 1.12, 1.37, 1.50, 1.51, 1.73, 1.85,
1.98, 2.03, 2.17 ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà,
âñå 10 êîìïîíåíò êîòîðîãî íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû? Âûâîä ñäåëàéòå íà îñíîâå
êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè (âûáåðèòå íàèáîëåå óäîáíûé è
ïðèìåíèìûé â äàííîì ñëó÷àå êðèòåðèé).
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14. Áàéåñîâñêèå îöåíêè

Íàïîñëåäîê ìû ïîãîâîðèì îá åùå îäíîì ñïîñîáå ñðàâíåíèè
îöåíîê. Î ñðàâíåíèè îöåíîê ìû óæå ãîâîðèëè â ãëàâå 4 è èñïîëü-
çîâàëè äëÿ ýòîãî ðàâíîìåðíûé ïîäõîä ñ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé
ïîòåðü. Ïðè òàêîì ïîäõîäå îäíà îöåíêà ñ÷èòàåòñÿ ëó÷øå äðóãîé,
åñëè äèñïåðñèÿ ïåðâîé íå áîëüøå äèñïåðñèè âòîðîé äëÿ ëþáîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Ðàçóìååòñÿ, åñëè ìû îáëàäàåì íåêîòîðû-
ìè àïðèîðíûìè çíàíèÿìè î çíà÷åíèè ïàðàìåòðà, òî ìû ìîæåì
îñëàáèòü �òðåáîâàíèå íàèëó÷øåñòè�, ñðàâíèâ òîëüêî óñðåäíåí-
íûå çíà÷åíèÿ äèñïåðñèé.

Èòàê, ïóñòü θ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ èçâåñòíûì çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ Q íà ìíîæåñòâå Θ. Ïóñòü, êðîìå òîãî, X �
íàáëþäåíèå ñ íåèçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì Pθ (áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî θ è X çàäàíû íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé P). Âñþäó äàëåå â ýòîé
ãëàâå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî {Pθ, θ ∈ Θ} � äîìèíèðóåìîå
ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, ïðè÷åì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Pθ
ðàâíà pθ. Ïóñòü, êðîìå òîãî, q � ïëîòíîñòü (âîçìîæíî, äèñêðåò-
íîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ Q (òàêàÿ ïëîòíîñòü íàçûâàåòñÿ àïðèîðíîé).

N Îïðåäåëåíèå 14.1. Ãîâîðÿò, ÷òî îöåíêà θ∗ ëó÷øå îöåíêè
θ̂ â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå ñ ôóíêöèåé ïîòåðü g, åñëè∫

Θ

Etg(θ∗, t)dt <

∫
Θ

Etg(θ̂, t)dt.

Åñëè θ∗ ëó÷øå âñåõ äðóãèõ îöåíîê â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå ñ
ôóíêöèåé ïîòåðü g â íåêîòîðîì êëàññå îöåíîê K, òî θ∗ íàçûâàþò
íàèëó÷øåé â êëàññå K â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå ñ ôóíêöèåé ïîòåðü
g.

Èòàê, ïîãîâîðèì î ìåòîäå íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øèõ â áàéåñîâ-
ñêîì ïîäõîäå îöåíîê. Îöåíêà θ∗ = E(θ|X) íàçûâàåòñÿ áàéåñîâ-
ñêîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ.

Òåîðåìà

14.1

Áàéåñîâñêàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé îöåí-
êîé θ â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå ñ êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèåé ïîòåðü.
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Çàìåòèì, ÷òî óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü pθ|X(t|x) íàõîäèòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

pθ|X(t|x) =
q(t)pt(x)∫

Θ
q(u)pu(x)du

è íàçûâàåòñÿ àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòüþ θ.

N Çàäà÷à 14.1. Íàéäèòå áàéåñîâñêóþ îöåíêó ïàðàìåòðà
θ ïî âûáîðêå X1, . . . , Xn èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà
èíòåðâàëå [θ, θ + 1), åñëè θ ∼ Pois(1). ßâëÿåòñÿ ëè ïîëó÷åííàÿ
îöåíêà ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?

Ðåøåíèå

Ïîëîæèì X = (X1, . . . , Xn). Òàê êàê P(0 ≤ X(n) − X(1) <
1) = 1, òî èìååì

pθ|X(t|x) =
λte−λ

t!
I(t ≤ x(1) ≤ x(n) < t+ 1)∑∞

u=0
λue−λ

u!
I(u ≤ x(1) ≤ x(n) < u+ 1)dt

=

(λt/t!) I
(
bx(1)c = t

)
λbx(1)c/

(
bx(1)c!

) = I
(
bx(1)c = t

)
.

Òåïåðü íàéäåì áàéåñîâñêóþ îöåíêó:

θ∗ = E(θ|X) =
∞∑
t=0

tI
(
bX(1)c = t

)
= bX(1)c.

Ïðîâåðèì ïîëó÷åííóþ îöåíêó íà ñîñòîÿòåëüíîñòü. Ðàçó-
ìååòñÿ, P(bX(1)c = θ) = 1. Ïîýòîìó áàéåñîâñêàÿ îöåíêà
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíîé.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Â ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àñòî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àïðèîð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå Q è àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå P(θ ∈ B|X)
ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé. Â
ýòîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðîìó ïðèíàäëå-
æèò Q, íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé
{Pθ, θ ∈ Θ}, ðàñïðåäåëåíèå Q íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì àïðè-
îðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ê ñåìåéñòâó {Pθ, θ ∈ Θ}. Ðàçóìååòñÿ,
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ñåìåéñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ëþáîìó
ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé. Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè
ðàññìîòðåíèè áîëåå óçêèõ ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé (îáû÷íûõ
ñåìåéñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â êóðñàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � íîðìàëüíîãî, ýêñïîíåíöèàëüíî-
ãî, Áåðíóëëè è ò.ä.) âû÷èñëåíèå áàéåñîâñêîé îöåíêè óïðîùàåòñÿ.

Ïðåæäå ÷åì ðàçîáðàòü ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ áàéåñêîé îöåíêè
â ñëó÷àå, êîãäà àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåí-
íûì, ïðèâåäåì ïðèìåðû íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ ñîïðÿæåííûõ
ðàñïðåäåëåíèé.

N Ïðèìåðû ñåìåéñòâ ñîïðÿæåííûõ ðàñïðåäåëåíèé:

1. Ñåìåéñòâî Beta(λ1, λ2) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê Bern(p).

Äåéñòâèòåëüíî, íàéäåì àïîñòåðèîðíóþ ïëîòíîñòü pθ|X , åñëè

pt(x) = pt(x1, . . . , xn) = pX(x1, . . . , xn) = t
∑
xi(1− t)n−

∑
xi ,

q(t) = pθ(t) =
tλ1−1(1− t)λ2−1

B(λ1, λ2)
I(t ∈ [0, 1]).

Èìååì

pθ|X(t|x) =

tλ1−1(1−t)λ2−1

B(λ1,λ2)
t
∑
xi(1− t)n−

∑
xi∫ 1

0

uλ1−1(1−u)λ2−1

B(λ1,λ2)
u
∑
xi(1− u)n−

∑
xidu

=

t
∑
xi+λ1−1(1− t)n−

∑
xi+λ2−1

B(
∑
xi + λ1, n−

∑
xi + λ2)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå �
Beta(

∑
Xi + λ1, n−

∑
Xi + λ2).

2. Ñåìåéñòâî Γ(α, β) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê exp(λ).

Äåéñòâèòåëüíî, íàéäåì àïîñòåðèîðíóþ ïëîòíîñòü pθ|X , åñëè

pt(x) = e−t
∑
xi ,

q(t) =
αβtβ−1e−αt

Γ(β)
I(t ≥ 0).
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Èìååì

pθ|X(t|x) =

αβtβ−1e−αt

Γ(β)
e−t

∑
xi∫∞

0
αβuβ−1e−αu

Γ(β)
e−u

∑
xidu

=

(α+
∑
xi)

βtβ−1e−(α+
∑
xi)t

Γ(β)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå � Γ(α +∑
Xi, β).

N Çàäà÷à 14.2. Íàéäèòå áàéåñîâñêóþ îöåíêó ïàðàìåòðà θ
ïî âûáîðêå X1, . . . , Xn èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðîì θ, èìåþùèì ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ðåøåíèå

Àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà θ � Γ(α +∑
Xi, β), ãäå Γ(α, β) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå θ. Òîãäà

áàéåñîâñêàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ ðàâíà E(θ|X), ãäå

E(θ|X = (x1, . . . , xn)) =

∫ ∞
0

t
(α+

∑
xi)

βtβ−1e−(α+
∑
xi)t

Γ(β)
dt =

1

α+
∑
xi

∫ ∞
0

(α+
∑
xi)

β+1tβe−(α+
∑
xi)t

Γ(β)
dt =

1

α+
∑
xi

Γ(β + 1)

Γ(β)
=

β

α+
∑
xi
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì îòâåò θ∗ = β
α+

∑
Xi

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïðîâåðüòå îöåíêó, ïîëó÷åííóþ â çàäà÷å 14.2, íà ñîñòîÿòåëü-
íîñòü.

2. Ïî âûáîðêå X1, . . . , Xn èç ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðîì θ, ãäå θ ∼ Γ(α, λ), ïîñòðîéòå íàèëó÷øóþ îöåíêó
â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå ñ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé ïîòåðü.
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3. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè (θ, 1). Íàéäèòå áàéåñîâñêóþ îöåíêó ïàðàìåò-
ðà θ, åñëè àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå θ åñòü Bin(1, p). Áóäåò
ëè ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?

4. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ íà îòðåçêå [0, θ]. Íàéäèòå áàéåñîâñêóþ îöåíêó ïàðàìåò-
ðà θ, åñëè θ èìååò àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå à) ðàâíîìåðíîå
íà îòðåçêå [0, 1], á) ñ ïëîòíîñòüþ q(t) = 1/t2 ïðè t ≥ 1.
Ïðîâåðüòå ïîëó÷åííûå îöåíêè íà ñîñòîÿòåëüíîñòü.

5. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè (θ, 1). Íàéäèòå áàéåñîâñêóþ îöåíêó ïàðàìåò-
ðà θ, åñëè àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå θ åñòü N(b, σ2).

6. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ à) N(θ, 1), á)
N(0, θ), â) Bin(n, θ). Ïîäáåðèòå ñîïðÿæåííîå ðàñïðåäåëåíèå
è íàéäèòå áàéåñîâñêóþ îöåíêó.
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