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скорость дислокации сначала практически не зависит от концентрации Ni, но затем, при 

больших напряжениях, она увеличивается с ростом содержания Ni. Можно предположить, 

что движение дислокации при высоких скоростях определяется скоростью звука в 

материале. Скорость звука в меди увеличивается с ростом концентрации Ni, поэтому 

увеличивается и максимальная скорость движения дислокации.  

Расчеты были проведены на суперкомпьютерном комплексе «Ломоносов» [11].  

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 19-71-00080.  
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В работе представлен итерационный метод решения упругопластической задачи Ламе, который состоит в явном 

аналитическом представлении для напряжений в пластической области и итерационной процедуры упругого 

аналитического решения при заранее неизвестной границе пластической зоны. Аналитически показана 

сходимость данного метода при малых упругопластических деформациях. При больших упругопластических 

деформациях, сходимость при конкретном значении нагрузки находится путем реализации численной 

процедуры, а затем аналитически – при малом отличии заданной нагрузки от выбранного конкретного значения. 

 

Введение. Аналитическое решение упругопластических задач получено в ограниченном 

числе постановок. Это относится, например, к упругопластической задаче Ламе. В [1,2] 

предложена итерационная процедура полуаналитического решения более общей 

упругопластической задачи Кирша. Сходимость этого решения оценивалась численно на 

решении упругопластической задачи Ламе.  

Ниже рассмотрены возможности аналитического доказательства сходимости 

итерационной процедуры упругого аналитического решения при заранее неизвестном 

положении границы пластической зоны.  

Сходимость итерационного решения упругопластической задачи Ламе при малых 

упругопластических деформациях. Рассмотрим процедуру итерационного решения 

упругопластической задачи Ламе. Для этого рассмотрим кольцо, внутренний и внешний 

радиусы которого обозначим через а и b, находящееся под действием равномерной внешней 

нагрузки 0 / 2 YP , при которой возникает пластическая зона радиуса Tr  (Рис. 1а) (Y - 

предел текучести материала кольца). 

 

mailto:petrov@ipmnet.ru
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а)    б)  

 

Рис.1. Условия постановки упругопластической задачи Ламе. 

 

Первое приближение для радиуса пластической зоны 1  Tr r  находится из решения 

исходной упругой задачи Ламе при равенстве эквивалентного напряжения пределу 

текучести материала кольца [2]:  

 

Во втором приближении решается задача Ламе для оставшейся упругой части кольца 

(рис. 1b) c внутренним давлением P1, равном радиальной компоненте напряжения в  

пластической зоне  p

r ; последняя может быть выражена через некоторую функцию 

0 ( ) / 3  r  [3]: 

Определив из (2) значение 1  при 1r r , получим для 1P величину: 

Второе приближение для радиуса пластической зоны находится из решения упругой 

задачи Ламе о действии на кольцо 1  r r b  нагрузок 0P и 1P при равенстве эквивалентного 

напряжения пределу текучести материала кольца [2]: 

Далее итерационная процедура (2) - (4) продолжается до тех пор, пока последующее 

значение радиуса границы пластической зоны практически не будет отличаться от 

предыдущего значения. 

При малых уровнях пластичности сходимость итерационной процедуры может быть 

показана аналитически.  

1. Рассмотрим сначала предельный случай, когда 0 / 2 YP . Тогда, принимая для 

наглядности 2b >> 2a , из (2) получим 1  Tr r a  и 1 0  . Соответственно, из (3) следует 

1 0P . Таким образом, итерационная процедура останавливается на первом шаге. 

Полученное значение радиуса пластической зоны совпадает с радиусом внутреннего 

контура кольца, что соответствует точному решению упругопластической задачи Ламе при 

0 / 2 YP  [2]. 

2. Рассмотрим случай, когда   0 / 2 1  YP ; при этом  <<1,  >0. Из формулы (1), 

отбрасывая члены высших порядков малости, получим: 
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Подставляя это значение радиуса пластической зоны во второе равенство (2), имеем 

трансцендентное уравнение относительно 1 :
 

Ранее было установлено, что при 0 / 2 YP  на границе области пластичности 1 0  . 

При малом увеличении нагрузки естественно ожидать, что значение функции  на границе 

области пластичности будет мало отличаться от нуля. Примем её равной 1  k , где 

(1)k O . Тогда, раскладывая числитель и знаменатель правой части (6) в ряды Маклорена и 

отбрасывая члены высших порядков малости, найдем, что 1/ 3k . 

Соответственно, из (3) имеем: 

Подставляя значения 1r и 1P из (5) и (7) в выражение (4), получим значение радиуса 2r , 

совпадающее с 1r , что свидетельствует о сходимости итерационной процедуры при малой 

пластичности уже на втором шаге.  

Сходимость итерационного решения упругопластической задачи Ламе при больших 

упругопластических деформациях. Рассмотрим случай, когда 0 0 YP K , где 00.5 1 K . 

Решая итерационную задачу, из (1) определим радиус пластической зоны в первом 

приближении:  

Во втором приближении, подставляя (8) в (2), получим трансцендентное уравнение 

относительно 1  : 

Это уравнение не имеет явного решения. Поэтому рассмотрим численно один из 

промежуточных случаев, например 0 1/ 2K . При этом значении 0K  величина 

1 10 1,303 r r a . Далее из (9) определяем 1 0,215  , а затем из (2) 1 0.246 YP . Подставляя 

найденные значения 1P  и 1r  в (4), определяем радиус пластической зоны во втором 

приближении 2 1,367r a . Повторяя данную процедуру еще один раз получим  2 0,251  , 

2 0.287 YP , 3 1,38r a , откуда видно, что отношения 1 1 2 2 3/ , / , /a r r r r r  равны 

0.76, 0.95, 0.99 . Таким образом, начиная с третьей итерации величина радиуса пластической 

зоны практически не изменяется. 

Аналогично случаю малых пластических деформаций можно аналитически показать, что 

когда 0 (1 ) / 2 K ,  <<1,  > 0, то выражения для радиусов пластической зоны будут 

отличаться от найденных при конкретном значении 0K  наличием слагаемого порядка  . 

Так например значение радиуса в первом приближение даст величину  1 1,303 0.99 r a . 

Работа поддержана грантом РФФИ № 19-31-90058. 
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ПРИ ЭЛЕКТРОКРИСТАЛЛИЗАЦИИ ОБЛАСТЕЙ СЛОЖНОЙ ФОРМЫ 

 

Бычков П.С. 

ИПМех РАН 

bychkov@ipmnet.ru 
 

В работе предложена методика определения остаточных напряжений при электрокристаллизации областей 

сложной формы. Дан краткий обзор методов, используемых для этого в настоящее время. В отличие от 

известных методов предлагаемая методика позволяет получить детальную картину движения поверхности 

тонкой подложки, на которую производится осаждение и идентифицировать закон эволюции несовместных 

локальных деформаций в системе подложка – осажденный слой. В качестве идентифицируемых зависимостей 

используются решения краевой задачи для растущей по толщине пластины. Для определения смещения точек 

подложки используется голографическая интерферометрия в реальном времени. 
 

Введение. При электрокристаллизация металлов и сплавов из водных 

растворов в осажденном слое и подложке возникают внутренние напряжения, 

которые влияют на свойства получившихся изделий и могут 

привести к их растрескиванию и отслоению. В этой связи измерение возникающих 

напряжений имеют большое теоретическое и прикладное значение. Физические причины 

появления напряжений точно не установлены, но различные авторы указывают на влияние 

изменения параметров кристаллической решетки осажденного слоя из-за тепловых явлений 

и включений инородных атомов, изменения размеров кристаллов и расстояний между ними 

во время осаждения, а также образование химических соединений внутри осадка, ведущих к 

локальному изменению объема [1]. 

Методы, используемые в настоящее время. Промышленное применение 

электролитического осаждения металла началось в 40-50 годах 19 века, и практически сразу 

исследователи и инженеры стали обмениваться наблюдениями отслоения и растрескивания 

покрытий вследствие внутренних напряжений, возникающих в осажденном слое. 

Пионерской работой по измерению величины этих напряжений была работа Мильса, 

изданная в 1877 году. В ней он предложил метод измерения, названный впоследствии 

методом деформации стеклянного шарика, суть которого сводилась к наблюдению за 

уровнем столбика ртути внутри термометра, на нижнюю сферическую поверхность которого 

происходит осаждение металла, причем вторым термометром осуществлялась 

термокомпенсация. Самый же распространенный метод измерения внутренних напряжений, 

названный впоследствии методом изгиба катода, предложил Стони в 1909 году [2]. Осаждая 

никель на одну из сторон закрепленной с одного края стальной линейки, он измерял 

отклонение второго ее края. Для тонкого осажденного слоя Стони получил формулу 

2

2

4

3


Ed z
P

tl
, 

где P  - напряжения на единицу площади, E  - модуль Юнга стальной линейки, d  - толщина 

линейки, z  - стрела прогиба линейки, t  - толщина осажденного слоя, l  - длина линейки. 

Для определения напряжений в слое значительной толщины Стони предлагает формулу 

 
2

2

4 ( )

3




d td z
P E

tl
  

Формулы Стони были выведены в предположении что модули упругости подложки и осадка 

близки, а напряжения являются постоянными для всей площади линейки. В последующем, 

авторы, в основном, либо предлагали приемы для увеличения точности измерения стрелы 

прогиба линейки, либо определяли пределы применимости, либо уточняли формулы Стони, 

практически не меняя методик измерения искажений подложки [1-3]. 


