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Аннотация
Рассмотрены прямая и обратная задачи определе-
ния характеристик метаплёнок (двумерных пери-
одических массивов субволновых частиц). Разра-
ботан алгоритм, позволяющий для достаточно 
широкого класса структур рассчитать коэффици-
енты прохождения и отражения метаплёнки для 
различных углов падения и периодов решетки.  
В качестве иллюстрации приводятся два примера 
решения «частной» обратной задачи, в которой 
падающая, прошедшая и отраженная волны поля-
ризованы одинаково.

Ключевые слова: метаматериалы, метаплёнки, 
обратная задача

Abstract
Direct and inverse problems of a definition of 
characteristics for metafilms (two-dimensional 
periodic arrays of subwave particles) are considered. 
The algorithm, which permits to calculate 
transmission and reflection coefficients of the 
metafilm in rather wide class of structures for various 
angles of incidence and lattice periods, is developed. 
Two examples of the solution of a «private» inverse 
problem, in which incident, transmitted and reflected 
waves are polarized equally, are given as an 
illustration.
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Введение
Одной из актуальных задач прикладной физики является создание материалов, обладающих 

уникальными электромагнитными свойствами, не встречающихся у обычных природных мате-
риалов. Эту задачу призваны решить метаматериалы [1–4]: периодические структуры субволно-
вых резонансных частиц, помещенных в диэлектрическую матрицу или расположенных на под-
ложке. Характерные размеры микрорезонаторов a  и расстояния между ними d  много меньше, 
чем рабочая длина падающей электромагнитной волны l

	 l, .a d 	
Электродинамические характеристики таких структур можно изменять варьируя период распо-
ложения или геометрические параметры частиц.

Двумерные метаматериалы называются метаплёнками или метаповерхностями. Основными 
электродинамическими характеристиками метаплёнок являются комплексные коэффициенты 
прохождения T  и отражения ,R  зависящие от параметров падающей волны (частоты w  и угла 
падения q ) и геометрии структуры. Эти коэффициенты определяются для случая, когда падаю-
щая волна является плоской и однородной.
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Для практических приложений важно уметь решать задачу синтеза метаплёнок с заданными 
спектральными свойствами. Она состоит в определении параметров частиц (комплексной прово-
димости и геометрии) и их взаимного расположения по заданным амплитудным характеристи-
кам w( )T  и w( ).R  Для этого производится многократное решение прямой задачи с направленно 
изменяемыми параметрами [5].

В прошедшие годы для расчета характеристик метаплёнок был разработан ряд численных 
алгоритмов, основанных на методах конечных разностей и конечных элементов [6–8].  
В большинстве известных численных алгоритмов с целью ускорения расчетов моделирование 
электромагнитного поля внутри каждой частицы и в её окрестности производится для ячейки, 
размеры которой равны периоду структуры. На границах ячеек ставятся периодические гранич-
ные условия. Вычисления проводятся для фиксированного угла падения q  возбуждающей волны 
и фиксированного периода решетки .d  При изменении угла падения или периода структуры 
приходится производить моделирование электромагнитного поля заново.

Альтернативой численному моделированию является аналитический подход [9,10].  
Такой подход обладает рядом преимуществ, в частности, он существенно менее трудоемкий и 
легко интегрируется с натурным экспериментом. Однако при аналитическом подходе q  и d  тоже 
фиксированы. Таким образом, при использовании его в задаче синтеза затраты на время счета и 
вычислительные ресурсы огромны. Поэтому, построение алгоритма, позволяющего рассчитать 
спектры w q( ), ,T d  и w q( ), ,R d  для произвольных q  и d , является актуальной задачей.

В данной работе предлагается экспериментально-аналитический подход к решению обратных 
задач для метаплёнок. Он состоит в определении параметров поляризуемости частиц по спек-
трам w( )T  и w( )R  и применим в том случае, когда падающая, прошедшая и отраженная волны 
имеют одну поляризацию. Такую обратную задачу будем называть «частной». Данный подход 
иллюстрируется на примере двух типов метаплёнок. Одна из них состоит из сферических частиц, 
другая — из планарных П-образных резонаторов.

1. Двухэтапный алгоритм решения прямой задачи
Для численного расчета электродинамических характеристик метаплёнок пригодны методы, 

разработанные для объемных метаматериалов (обзор этих методов содержится в [11]).  
Однако они не учитывают неидентичность размеров резонаторов в экспериментальном образце, 
обусловленную особенностями технологии изготовления и влияющую на итоговый отклик мета-
плёнки. В связи с этим для метаплёнок более адекватным представляется аналитический подход 
(развитый в [9, 10]), в соответствии с которым электродинамическая задача определения харак-
теристик метаплёнки разбивается на два этапа. На первом этапе производится определение 
коэффициентов поляризуемости одиночных субволновых частиц, а на втором осуществляется 
переход к поверхностной плотности поляризуемости. Зная её, на основании эффективных гра-
ничных условий для метаплёнки, можно получить линейные уравнения для коэффициентов T  и 

.R  Рассмотрим двухэтапный алгоритм решения прямой задачи более подробно.

1.1. Поляризуемость одиночных частиц
Специфика первого этапа состоит в том, что хотя размеры частиц много меньше длины пада-

ющей волны, распределение электромагнитного поля в самих частицах сильно неоднородно, что 
обусловлено резонансным возбуждением в них связанных колебаний электромагнитного поля и 
электронно-ионных подсистем (поляритонов). Существенную неоднородность полей необхо-
димо учитывать при выборе узлов квадратурных формул, по которым вычисляются интегралы 
для объемных и поверхностных дипольных моментов, во избежание повторного суммирования 
одних и тех же зарядов и токов.

Совокупность коэффициентов поляризуемости образует матрицу a  размером ´6 6,  которая 

описывает линейную связь между комплексными амплитудами 


E  и 


H  электрического и маг-
нитного полей, действующих на частицу, и индуцированными этими полями электрическими 
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и магнитными дипольными моментами 


p  и 


m
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Здесь ae  и am  — тензоры электрической и магнитной поляризуемости [12, 13], aem  и ame  — тен-

зоры магнитоэлектрической поляризуемости, которые отражают возможность возникновения 
электрического момента под действием стороннего магнитного поля и индуцированного маг-
нитного момента — под действием стороннего электрического поля.

Для определения компонент матрицы поляризуемости резонатора произвольной формы 
можно воспользоваться методом, предложенным в [14]. Он основывается на численном решении 
задачи рассеяния плоской волны на резонаторе с заданными геометрическими и материальными 
параметрами методом конечных элементов. По пространственному распределению электриче-
ского и магнитного полей вычисляются индуцированные в резонаторе дипольные моментов 



p  
и 


,m  содержащие объемные и поверхностные слагаемые

	 = + = +
     V S V S ,p p p , m m m 	

где для декартовых компонент 


p  и 


m  имеют место [13] следующие выражения:

	
( )

( )

e e

we e
s s s

w

¶
= = -

¶

é ùé ù= = -ê ú ê úë û ë û

ò ò

ò ò






(1)
V S (2) (1)

0 0

V (1) S (2) (1)0 1 0 .
2 2

j
i i i i j j j

jV S

i ijk j k i ijk j kab a b b
V S

E
p r dV, p r n E E dS,

r

i cm r E dV, m r n H H dS
Z

	  (1)

В (1) iE  и iH  — декартовы компоненты напряженностей электрического и магнитного полей, 

{ }=, , , ,i j x y z  ir  и an  — компоненты радиус-вектора и вектора внешней нормали к поверхности 

частицы, sijk  и skab  — компоненты тензоров Леви-Чивиты, m e= 0 0Z  — волновой импеданс 

вакуума, e0  и m0  — диэлектрическая и магнитная проницаемости, e1  — относительная комплекс-

ная диэлектрическая проницаемость материала частиц, 0c  — скорость света в вакууме.

В общем виде компоненты матрицы поляризуемости определяются по следующим 
формулам:

	
e e

+ - + - + - + -+ - + -
= = = =e em me m

0 0 0 0 0 0

1 1 1(a ) (a ) (a ) (a ) ,
2 2 2 2

i i i i i i i i
ij ij ij ij

j j j j

p p p p m m m mZ, , ,
E ZH E H

	  (2)

где +
ip  и -

ip  — электрические дипольные моменты прямой и обратной волн [15], аналогичные 

обозначения имеют место для магнитных дипольных моментов. Из (2) видно, что магнитоэлек-
трические компоненты могут становиться равными нулю, если у частицы имеются соответству-
ющие плоскости симметрии.

Благодаря возможности нахождения каждой из компонент матрицы поляризуемости незави-
симо от других, формулы (2) применимы не только, когда значения комплексных амплитуд 
дипольных моментов получены аналитически или численно, но и когда они измерены экспери-
ментальным путем.

1.2. Сложение рассеянных волн
Если известны величины электрического ( )



actE r  и магнитного ( )


actH r  полей, действующие на 

частицы метаплёнки, то поверхностные плотности поляризации 


P  и намагничивания 


M  можно 
найти на основе средних значений поляризуемости и концентрации частиц n

	
e a e a

a a-

= +

= +

  

 

  

 
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0 e 0 em

1 act act
me m

(r) (r)

(r) (r),

P n E Zn H ,
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причем угловые скобки обозначают усреднение по поверхности метаплёнки. Переход к контину-
альной модели позволяет представить действующее на частицу поле как разность между сред-
ним арифметическим значением макроскопического поля над и под поверхностью пленки 

( )
 

av av,E H  и деполяризующим полем ( )
 

disk disk,E H

	
( )
( )

=

=

= -

= -

  


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

act av disk

z 0

act av disk

z 0

(r)

(r) .

E E E ,

H H H
	  (3)

Деполяризующее поле равно по величине среднему полю малого диска, находящегося в месте 
расположения частицы и поляризованного с поверхностными плотностями 



P  и 


.M  Соотноше-
ния (3) называются эффективными граничными условиями и являются обобщением формул 
статьи [16] на бианизотропный случай.

2. «Частная» обратная задача
Переход к поверхностной плотности поляризуемости приводит к линейным уравнениям для 

энергетических коэффициентов прохождения T  и отражения ,R  решения которых можно пред-
ставить в виде достаточно простых аналитических формул [10, 15]. Для ТЕ-поляризации падаю-
щего поля (компонента вектора напряжённости электрического поля 



E  перпендикулярна пло-
скости распространения волны) они рассчитываются по следующим формулам:
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Для ТМ–поляризации
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Здесь w=0 0k c  — волновой вектор, aes  и ams  — компоненты матрицы поверхностной плотности 

поляризуемости метаплёнки, которые являются некоторыми функциями поляризуемостей 
отдельных резонаторов ae  и am  и периода их расположения .d

В частности, для метаплёнки, состоящей из сферических частиц, при нормальном падении 
возбуждающей волны (рис. 1а) эти уравнения приобретают простой вид

	 + +
= =-

- + - - + -
1 , .

1 1
em e mT R

em e m em e m
	  (4)

Здесь использованы следующие обозначения: величины e  и m  пропорциональны
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соответствующим поверхностным поляризуемостям

	 a a= =-0 0
es ms ,

2 2
k ke i , m i 	

где

	
a a

a a
a a

= =
- -

e m
es ms

e m

, ,
1 1

4 4

n n
n n

r r

	  (5)

»0.6956r d  — радиус области влияния [9].
Примечательно то, что формулы (4) допускают обращение [17, 18]. Решая систему уравнений 

относительно переменных e  и ,m  получим

	 + - - -
=- =

+ + - +
1 1 .
1 1

T R T Re , m
T R T R

	  (6)

С помощью (6) по формулам (5) легко найти поляризуемости отдельных частиц, усредненные 
по поверхности метаплёнки
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Это решение «частной» обратной задачи для метаплёнки из сферических частиц.  
Подобные формулы для коэффициентов поляризуемости имеют место, когда падение  
является наклонным.

Система (6) также справедлива в случае наклонного падения плоской волны на решетку из 
П-образных резонаторов (рис. 1,б). Однако поскольку П-образные резонаторы несимметричны,  
в матрице поляризуемости a  присутствуют ненулевые коэффициенты магнитоэлектрической 

поляризуемости, то есть она состоит из шести компонент. Переменные e  и m  переопределяются 
[19] следующим образом:

	 ( )a a q a q a q
q

= + - =-20 0
es ms ems mssin 2 sin , cos .

2cos 2
xx zz xz yyk ke i m i 	  (7)

Поскольку теперь неизвестных шесть, то для их определения необходимо знать коэффици-
енты T  и R  для трех значений угла падения q.  Определив соответствующие значения q( )e  и 

q( ),m  можно легко найти коэффициенты матрицы поляризуемости, входящие в формулы (7).

	 а)	 б)
Рис. 1. (а) метаплёнка, состоящая из сферических частиц, на которую нормально падает  
плоская волна, (б) бианизатропная метаплёнка, состоящая из П-образных резонаторов,  

на которую под углом падает плоская ТМ-поляризованная волна.



10

Белокопытов Г. В., Боголюбов А. Н., Домбровская Ж. О., Терехов Ю. Е.

Новые математические и физические методы

Следует оговориться, что в случае, когда матрица поляризуемости имеет самый общий вид и 
происходит поворот плоскости поляризации волн, взаимодействующих с метаплёнкой,  
для нахождения компонент поляризуемости по известным спектрам w q( ),T  и w q( ),R  можно 
использовать систему уравнений, полученную в [20]. Эта система более громоздка, чем (5) и (6), 
так как требует больше пар T  и R , однако тоже является линейной.

Таким образом, если для метаплёнки с некоторым фиксированным периодом известны 
спектры w( )T  и w( )R  для некоторого количества различных углов падения, достаточного для 
решения системы линейных уравнений, аналогичной той, что следует из (7), то, решая эту 
систему, можно раздельно найти компоненты матрицы поляризуемости a w( ) .  Зная a w( ) ,  

могут быть рассчитаны спектры w q( ), ,T d  и w q( ), ,R d  для произвольных углов падения q   
и периода решетки .d

Заключение
Описанный выше алгоритм простого аналитического решения обратной задачи расчета элек-

тродинамических характеристик метаплёнки путем обращения зависимостей ( )aT  и ( )aR  

открывает ряд перспектив. Прежде всего, он позволяет рассчитывать спектры w( )T  и w( )R   
для метаплёнок, структура которых «неудобна» для численного моделирования. К их числу  
относятся метаплёнки, состоящие из частиц с достаточно сложной геометрической конфигура-
цией, например, из спиралей. Другим примером могут служить метаплёнки из составных  
металлических частиц.

В метаплёнках оптического диапазона элементы обычно имеют номинально простую гео-
метрию, как правило, это планарные частицы с кусочно-линейной границей. Однако в про-
цессе их изготовления путём оптической или электронной литографии конфигурация частиц 
неизбежно приобретает искажения, которые трудно учесть в расчётах, но которые могут при-
вести к существенным изменениям характеристик метаплёнки. В таких случаях единствен-
ным надёжным источником данных о спектрах w( )T  и w( )R  является эксперимент. Данный 
алгоритм позволяет учитывать неидеальность формы частиц, обусловленную технологиче-
ским процессом изготовления.
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characteristics (i. e. to the solution of the direct problem). As an alternative one can use analytical 
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surface susceptibility matrix of subwave particles. This approach is much less labor-consuming and 
can easily be integrated with natural experiment.

In this work, the algorithm based on such analytical approach is constructed. It allows to design 
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