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О  МЕТОДАХ  РАСЧЕТА  ОПТИЧЕСКИХ   
ХАРАКТЕРИСТИК  АППРОКСИМАНТОВ   

АПЕРИОДИЧЕСКИХ  СТРУКТУР  
асп. Домбровская Ж.О.1, к.ф.-м.н., с.н.с. Рыжикова Ю.В.2 

Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова, физический факультет, 
1кафедра математики, 2кафедра оптики, спектроскопии и физики наносистем 

dombzhanna@yandex.ru 

Рассмотрены методы расчета оптических характеристик аппроксимантов применительно к апериодиче-
ским дифракционным решеткам и фотонным кристаллам, в том числе, с метаслоями. Разработаны прак-
тические подходы к решению важной физической проблемы, относящейся к установлению связи между 
скейлингом характеристик световых полей и структурными особенностями аппроксимантов. Исследова-
на устойчивость оптических характеристик аппроксимантов к различным способам их построения и к 
внесению фазонных дефектов в их структуру. 

Большой интерес к объектам с фрактальной структурой объясняется, прежде всего, тем, что они гораз-
до лучше описывают многие природные явления по сравнению с объектами классической геометрии. 
Действительно, основатель фрактальной геометрии Бенуа Б. Мандельброт в своем труде «Фрактальная 
геометрия природы» ставит и дает ответ на основополагающий вопрос, сопровождающий разнонаправ-
ленные междисциплинарные исследования естественнонаучного и гуманитарного профиля, связанные 
с изучением природоподобных объектов: «Почему геометрию называют холодной и сухой? Одна из 
причин заключается в ее неспособности описать форму облака, горы, дерева или берега моря. Облака – 
это не сферы, горы – это не конусы, линии берега – это не окружности, и кора не является гладкой, и 
молния не распространяется по прямой... Природа демонстрирует нам не просто более высокую сте-
пень, а совсем другой уровень сложности. Число различных масштабов длин в структурах всегда бес-
конечно» [1].  
В современных оптических исследованиях важную роль играют междисциплинарные технологии, поз-
воляющие изучать с единых позиций объекты разной физической природы. К ним можно отнести 
фрактальную параметризацию. Следует отметить, что элементы с фрактальной структурой часто встре-
чаются в различных областях научных исследований и технологий [2-3]. 
Одним из способов исследования апериодических структур, является подход, основанный на использо-
вании их аппроксимантов [4]. Несмотря на значительное число публикаций [5-6], посвященных изуче-
нию характеристик апериодических структур, в том числе, построенных на основе использования од-
номерных моделей квазикристаллов [6], оптические свойства их аппроксимантов не изучены в полной 
мере. Исследование характеристик аппроксимантов делает актуальной задачу о поиске оптимальных 
алгоритмов расчета. 
Данная работа посвящена исследованию устойчивости скейлинговых свойств аппроксимантов разной 
геометрической конфигурации в их оптических характеристиках. Изучение скейлинга (масштабной 
инвариантности) нашло применение в качестве эффективного инструмента изучения характеристик 
сложных пространственно-временных структур разной физической природы. В оптических исследова-
ниях оно широко применяется для определения важных закономерностей [7-8]. Большое внимание уде-
ляется определению скейлинговых параметров в лазерных системах при развитии динамического хаоса 
и распространении излучения в каналах со случайными неоднородностями [9]. Скейлинговые и тесно 
связанные с ними фрактальные представления успешно используются при решении классических для 
физической оптики задач дифракции когерентного излучения. Их решение создает физическую основу 
при разработке новых средств диагностики для анализа апериодических структур с фрактальными 
свойствами, в том числе, наноструктурированных систем с разным уровнем упорядоченности. 
Ранее сообщалось [10-11] о перспективности метода диагностики, основанного на паттерном анализе 
свойств зондирующего излучения. Путем регистрации паттернов – отдельных элементов в характери-
стиках зондирующего излучения, появляется возможность идентифицировать оптические системы с 
определенным типом симметрии и определять степень их структурных нарушений. Однако в указан-
ных работах не был затронут вопрос об устойчивости формы паттернов аппроксимантов к изменению 
способов их задания без нарушения исходного принципа симметрии самоподобия, присущего рассмат-
риваемым системам.  
Для построения аппроксимантов нужно сформировать начальную структуру на базе одного из видов 
апериодических числовых последовательностей { },lS A B= , где l  – уровень генерации, A и B – состав-

ляющие элементы последовательности. Используемые последовательности определяют закон чередо-
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вания элементов в первичной структуре. В многослойных системах этот закон определяет распределе-
ние слоев с высоким и низким показателем преломления. В решетчатых структурах, матрицы, постро-
енные на базе используемой последовательности, характеризуют положение рассеивающих центров и 
свободных вакансий. Для примера рассмотрим задание аппроксимантов на основе использования чис-
ловых свойств последовательности Фибоначчи [6]: S0 = B; S1 = A; S2 = AB. При переходе к более высо-
кому структурному уровню 3l>  используются следующие правила:  
 ,A AB B A  . (1) 

На рис. 1,a в качестве примера показана многослойная система { },A B , геометрия которой отражает 

суммационный принцип Фибоначчи. На границах областей системы { },A B  расположены узлы, поло-

жение которых определяет пространственную структуру решетчатых объектов Фибоначчи. Рисунок 1b 
иллюстрирует распределение мощности пространственного спектра на разных частотных интервалах и 
разных масштабах по значениям интенсивности. На нем показана также система максимумов abcd , 
defg , ghij , jklm , 1 1 1 1a b c d , которая может рассматриваться в качестве свойственного системам Фибо-

наччи паттерна. Расположение максимумов внутри паттернов 1 1, , , ,ad dg gj jm a d  подчиняется правилу: 

1 1 1 1/ /dm ad a b b c= =F , где 1,62F »  – коэффициент Золотого сечения [12]. 
 

 

Рис. 1. Паттерные образования в характеристиках системы Фибоначчи (число элементов  
решетки 612). Фрагмент апериодической структуры (а), пространственный спектр мощности  
в разных масштабах и частотных интервалах (b). Выделенные паттерны на разных фрагментах 

спектров обозначены abcd, defg, ghij, jklm (слева) и a1b1c1d1 (справа).  
q – нормированная пространственная частота.  

В настоящей работе рассматриваются аппроксиманты апериодических структур двух типов, различа-

ющиеся способом построения. Первый тип аппроксимантов { }(1) p

l lSA =  – последовательность элемен-

тарных ячеек lS . В роли таких ячеек могут выступать отдельные уровни генерации l  используемой 
последовательности. Порядок аппроксиманта p  характеризует период чередования элементарных яче-
ек. Тогда формула построения аппроксимантов Фибоначчи принимает вид 

   
0 1 2

0 1 2, , ,

p p p

S S S

B A AB
ì ü ì ü ì üï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï ïA = A = A =í ý í ý í ýï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï ïî þ î þî þ

  

  { }
3 4 5

3 4 5 1 1, , , , .

ppp
p

l l l
S S S

ABA ABAAB ABAABABA S S+ -

ì üì üì ü ï ïï ïï ïï ï ï ï ï ïA = A = A = A =í ý í ý í ýï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï ïî þ î þ î þ
   (2) 

Второй тип аппроксимантов одномерных структур { }(2) p

l lS¢ ¢A =   реализуется в виде последовательно-

сти элементарных ячеек lS ¢
  ( llS S¢ ¹ ). Структура lS ¢

  может варьироваться в широких пределах без из-

менения исходного принципа симметрии самоподобия. Здесь индекс l ¢  – аналог l , определяющий сте-
пень сложности элементарной ячейки. В частности, ко второму типу были отнесены аппроксиманты, 
полученные посредством метода проецирования [13] и аппроксиманты с элементарными ячейками, от-
личающимися порядком чередования в них элементов A и B от их аналогов первого типа. 



Секция 1. Методы математического моделирования физических процессов в оптике  
и радиолокации. R-функции, атомарные функции, вейвлеты, фракталы и хаос 

50	_________________________________________________________________________________________		
Акустооптические и радиолокационные методы измерений и обработки информации 

Acoustooptic and Radar Methods for Information Measurements and Processing 

Аппроксиманты второго типа систем Фибоначчи можно построить на основе элементарных ячеек: lS ¢
  и 

lS ¢
¢  с одинаковым числом образующих элементов A и B:  

0,1,2,3 0,1,2,30,1,2,3 ll lS S S¢ ¢ == =
¢= =  , ( )4 4S S ABABA¢= =  , ( )5S BABAABAA=  и ( )5S ABAABAAB¢ = , 

( )6S BABAABABAABAA=  и 6 ( )S ABAABABAABABA¢ =  и т.д. 

Здесь lS ¢
  – элементарные ячейки аппроксимантов 2-го типа, полученные методом проецирования [13], 

последующие элементарные ячейки lS ¢
¢  формируются на основе применения правила (1).  

Следует отметить, структурную эквивалентность оптических характеристик (по форме) аппроксиман-
тов первого и второго типов. Поскольку самоподобные свойства многослойных систем и апериодиче-
ских дифракционных решеток определяются фурье-образом их структуры [8, 14], то важное значение 
имеет анализ распределений пространственных частот рассматриваемых объектов 

 ( 1)( 1)

1

J
j q

q j J
j

A P w - -

=

=å , (3) 

где exp{ 2 / }J i Jw p= - , , 1,2,j q J=  , qA  – распределение амплитуды фурье-спектров, jP  – функция 

пропускания, соответствующая бинарной форме построения исследуемых структур: { }0,1jP =   

(j – порядковый номер элемента) [8]. Для анализа оптических свойств диэлектрических многослойных 
систем применялся матричный формализм [15-16]. Результаты численного моделирования показали, 
что при определенном усложнении анализируемых структур за счет внесения локальных дефектов  
(фазонов) между элементарными ячейками аппроксимантов, коэффициент скейлинга и форма реги-
стрируемых паттернов не претерпевает существенных изменений. При этом фазонные дефекты  
представлялись в виде воздушных зазоров и слоев из метаматериала, внедренных в структуру  
многослойных систем. 
Кроме того рассматриваются фазонные дефекты на основе использования фрактальных элементов, 
сформированных с использованием множества Кантора, кривых Пеано разных порядков применитель-
но к 2D фотонным кристаллам [17]. Проанализирована степень влияния вносимых структурных возму-
щений в исследуемые объекты на их оптические характеристики. 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 16-32-00386 мол_а. 
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Calculation methods of optical characteristics of approximants with regard to aperiodic diffraction gratings and 
photonic crystals, including metamaterial layers, are considered. Practical approaches for the solution of important 
physical problem of establishing the connection between the scaling characteristics of light fields and the structur-
al features of approximants are developed. The stability of the optical characteristics of approximants according to 
the different methods of their construction and to the bringing phason defects into structure is investigated. 
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В работе рассматривается решение задачи выделения краевых волн от импедансного клина методом рав-
номерной теории дифракции. Представлены результаты расчетов углового распределения поля от нерав-
номерной части тока, полученные с использованием рассмотренного метода и по теории 
Г.Д.Малюжинца. Приведены угловые диаграммы эффективной площади рассеяния импедансного ци-
линдра и выполнено сравнение полученных результатов со строгим решением. 

Представляющие интерес для практики объекты локации всегда имеют острые кромки и изломы по-
верхности, которые можно представить в виде клина, поэтому задача дифракции электромагнитных 
волн на клине является ключевой при расчете ЭПР локационных целей. В работах [1-3] рассмотрена 
теория и приведены результаты вычислений поля, рассеянного объектами локации, поверхность кото-
рых считается идеально проводящей. Результаты были получены в приближении физической оптики 
(ФО), а при рассеянии от ребер и кромок использовался разработанный П.Я. Уфимцевым метод физи-
ческой теории дифракции (ФТД) [4]. Далее в работах [5-9] представленная теория была обобщена на 
случай импедансных тел с использованием решения Г.Д. Малюжинца для вычисления краевых волн от 
ребра клина. Необходимым условием такого обобщения является выполнение импедансных краевых 
 
  


