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В сообщении изучаются представления полугруппы Шрёдингера и группы Шрёдингера с помощью
итераций Фейнмана. Исследуется не сходимость, но компактность последовательности итераций
Фейнмана. Изучаются аппроксимации решений задачи Коши для уравнения Шрёдингера итераци-
ями Фейнмана. Рассматриваемая задача Коши для уравнения Шрёдингера не является корректной.
В сообщении это означает, что она имеет решение, понимаемое в смысле интегрального тождества,
не при всех начальных данных. Корректность задачи Коши может быть восстановлена с помощью
расширения оператора до самосопряженного; однако существует континуум таких расширений.
Исследованы итерации Фейнмана, множеством частичных пределов которых являются решения
всех задач Коши, получаемых при различных выборах самосопряженного расширения.
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Формулами Фейнмана обычно называются [1]
представления полугруппы Шрёдингера ехр(–tH),
t > 0, или группы Шрёдингера ехр(itH), t ∈ R, с по-
мощью пределов интегралов (которые называют-
ся итерациями или аппроксимациями Фейнма-
на) по декартовым степеням конфигурационного
или фазового пространства классической гамиль-
тоновой системы, при квантовании которой по-
лучается оператор Гамильтона Н.

В случае, когда используются интегралы по де-
картовым степеням конфигурационного про-
странства, говорят о лагранжевых формулах Фей-
нмана, а при использовании интегралов по де-
картовым степеням фазового пространства – о
гамильтоновых формулах Фейнмана; однако из-
вестны аналогичные формулы, также называе-
мые формулами Фейнмана, в которых использу-
ются декартовы степени других пространств.
В этой работе мы рассматриваем только лагран-
жевы формулы Фейнмана.

Первая лагранжева формула Фейнмана была
опубликована в 1948 г. в работе [2]; первая га-
мильтонова формула – в 1951 г. [3]; позже сам
Фейнман отмечал, что эти формулы появились

под влиянием одной работы Дирака. Сам термин
формула Фейнмана был предложен в работе [11],
в которой также впервые была доказана гамиль-
тонова формула Фейнмана; в доказательстве бы-
ла использована формула Чернова (первое дока-
зательство лагранжевой формулы Фейнмана бы-
ло дано Э. Нельсоном [4] с помощью формулы
Троттера, являющейся частным случаем форму-
лы Чернова).

В сообщении рассматриваются итерации Фей-
нмана операторнозначных функций F : [0, +∞) →
→ В(Н) со значениями в банаховом пространстве
ограниченных линейных операторов В(Н), дей-
ствующих в гильбертовом пространстве Н. По-
следовательность итераций операторнозначной
функции F: [0, +∞) → В(Н) представляет собой
отображение N × [0, +∞) → В(Н), определяемое

равенством F(n, t) = .

В работе изучается не сходимость, но компакт-
ность последовательности итераций Фейнмана.
В частности показано, что ослабление условий тео-
ремы Чернова приводит к появлению множества
частичных пределов (т.е. пределов подпоследова-
тельностей) у последовательности итераций Фей-
нмана. После этого мы применяем теорему из ра-
боты [5] (см. также [6]), согласно которой из схо-
димости последовательности итераций следует
полугрупповое свойство предельной оператор-
функции.

При этом рассматривается задача Коши для
уравнения Шрёдингера:
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не являющаяся корректной: в нашей ситуации
это означает, что она имеет решение не при всех
начальных данных. В силу вырождения или син-
гулярности коэффициентов гамильтониана L
этот дифференциальный оператор является лишь
симметрическим, но не самосопряженным опе-
ратором в гильбертовом пространстве Н кванто-
вой системы. Решением задачи Коши для уравне-
ния Шрёдингера называется непрерывное отоб-
ражение и полуоси [0, +∞) в пространство Н,
удовлетворяющее интегральному тождеству

для произвольной пробной функции v, являю-
щейся непрерывным отображением полуоси [0, +∞)
в гильбертово пространство D(L*) с ограничен-
ным носителем (см. [7]). Здесь через D(L*) обо-
значено гильбертово пространство, которое
представляет собой область определения замкну-
того оператора L*, снабженное нормой графика
оператора.

Корректность задачи Коши может быть вос-
становлена с помощью замены оператора L на его
самосопряженное расширение , однако суще-
ствует континуум таких расширений. В работе ис-
следованы итерации Фейнмана F(n, t), (n, t) ∈ N ×
× [0, +∞), множеством частичных пределов кото-
рых при n → ∞ являются полугруппы, разрешаю-
щие задачи Коши, гамильтонианами которых яв-
ляются всевозможные самосопряженные расши-
рения оператора L.

Т е о р е м а  Ч е р н о в а  (см. [8]). Пусть X – ба-
нахово пространство, В(Х) – банахово простран-
ство линейных ограниченных операторов в X и пусть
функция F: [0, +∞) → В(Х) удовлетворяет условию
F(0) = I, непрерывна в сильной операторной тополо-
гии и ||(F(t))k||B(X) ≤ Meαkt для любых t ≥ 0 и k ∈ N при
некоторых М ≥ 1 и α ≥ 0.

Предположим, что для каждого вектора х из
плотного в пространстве X линейного подпростран-

ства D существует предел  (F(t)x – x) ≡ Ax.

Тогда если при некотором λ0 > α линейное про-
странство (λ0I – A)D плотно в пространстве X, то
оператор А замыкаем и его замыкание является ге-
нератором сильно непрерывной полугруппы опера-
торов U(t), t > 0, причем для любого u ∈ X и любого
Т > 0 выполняется равенство
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Исследуем, к чему приведет некоторое ослаб-
ление условий теоремы Чернова на приращения
оператор-функции в нуле. А именно, предполо-
жим, что лишь на некотором плотном в гильбер-
товом пространстве X множестве D оператор-
функция F имеет правую производную в нуле
F'(0), замыкание которой является симметричным
оператором с конечными индексами дефекта.

1. П р и м е р. Пусть индексы дефекта оператора
F' равны (2, 2). В этом случае множество всех само-
сопряженных расширений, изоморфное простран-
ству изометрических отображений одного двумер-
ного комплексного линейного пространства в дру-
гое, может быть параметризовано отрезком [0, 2π].

Пусть оператор F ' ≡ S является оператором
второй производной на пространстве   финит-
ных бесконечно дифференцируемых функций,
заданных на отрезке [0, π]. Оператор S замыкаем,
его замыканием является пополнение ([0, π])
пространства  по норме пространства Соболе-
ва ([0, π]). Областью определения сопряжен-
ного опеpaтора S* является ([0, π]), следова-
тельно, оператор S имеет равные индексы дефек-
та n– = n+ = 2, а его дефектные подпространства
1± являются пространствами решений однород-
ных линейных ОДУ u''(x) = ±iu(x), т.е. 1– = 1+ =

= lin{ , }.
Следовательно, множество } самосопряжен-

ных расширений оператора S изоморфно множе-
ству унитарных преобразований двумерного про-
странства. Рассмотрим замкнутую кривую F ⊂ },
параметризованную отрезком [–π, π] следующим
образом: при каждом γ ∈ [–π, π] определим опе-
ратор Lγ как сужение оператора S* на линейное
многообразие:

Тогда при любом γ ∈ [–π, π] оператор Lγ самосо-
пряжен и обладает ортонормированным базисом
из собственных векторов {uγ, k}, где при каждом
k ∈ N вектор uγ, k определен равенством

При этом спектр оператора Lγ не зависит от γ ∈ [–π,
π] и представляет собой счетное множество точек
комплексной плоскости σ(Lγ) = {–k2, k ∈ N}.

При каждом k ∈ N функция u⋅, k является не-
прерывным отображением отрезка [–π, π] в про-
странство H.
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Л е м м а  1. При любом Т > 0 оператор-функция
, θ ∈ [0, 2π], t ∈ [0, Т], является непрерывной в

сильной операторной топологии функцией на ком-
пакте [0, 2π] × [0, Т].

Пусть u ∈ H и ε > 0. Тогда для каждого θ ∈ [0, 2π]

найдется такое N0(θ) ∈ N, что  uk, θ)|2 ≥

≥ ||u||2 – . Собственные функции uθ, k при каж-

дом k ∈ N являются непрерывными функциями
аргумента θ. Поэтому для θ ∈ [0, 2π] найдется та-
кое число δ(ε, θ) > 0, что для всех θ' ∈ (θ – δ(ε, θ),

θ + δ(ε, θ)) выполняется неравенство  uk, θ)|2 ≥

≥ ||u||2 – . В силу компактности отрезка [0, 2π]

существует его покрытие конечной совокупно-
стью интервалов (θ1 – δ(ε, θ1), θ1 + δ(ε, θ1)), …
…, (θm – δ(ε, θm), θm + δ(ε, θm)). Тогда если поло-
жить N0 = max{N0(θ1), …, N0(θm)}, то неравенство

 uk, θ)|2 ≥ ||u||2 – 

справедливо при всех θ ∈ [0, 2π].
Тогда для любого σ > 0 и любого u ∈ H суще-

ствует N0 ∈ N такое, что

(1)

Спектр оператора Lγ не зависит от γ ∈ [π, π], а
при каждом k ∈ N отображение γ → uk, γ отрезка
[–π, π] ∋ γ в пространство H непрерывно. Следо-
вательно, для каждого вектора u ∈ H и каждого
числа N0 ∈ N вектор-функция (u, t, γ) =

= (u, uk, γ)uk, γ, (γ, t) ∈ [–π, π] × [0, + ∞), яв-

ляется непрерывным отображением любого пря-
моугольника [0, 2π] × [0, Т] в пространство H. То-
гда в силу оценки (1) для каждого вектора u ∈ H

вектор-функция f(u, t, γ) = u = (u, uk, γ)uk, γ,

(γ, t) ∈ [–π, π] × [0, + ∞), является непрерывным
отображением любого прямоугольника [0, 2π] ×
× [0, T] в пространство H. Ибо для любого σ > 0,
любого u ∈ H и любой точки (γ0, t0) ∈ [–π, π] ×
× [0, +∞) найдется такое δ > 0, что || f(u, t, γ) –
– f(u, t0, γ0)|| ≤  при условии |t – t0| + |γ – γ0| < δ.

Следовательно, оператор-функция , (γ, t) ∈
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∈ [–π, π] × [0, + ∞), непрерывна на том же пря-
моугольнике в сильной операторной топологии.

С л е д с т в и е  1. При любом u ∈ Н выполняется
условие

при t → 0 равномерно на отрезке [–π, π].

Рассмотрим оператор-функцию F(t) = ,

t ∈ (0, π), где γ(t) = sin , t ∈ (0, π). В силу след-

ствия 1 существует предел в сильной операторной
топологии функции F, равный I. Функция F(t),
t ∈ [0, π], доопределенная в точке t = 0 значением I,
непрерывна как композиция непрерывных функ-
ций на промежутке [0, π) в сильной операторной
топологии. А так как  – I → 0 при t → 0 рав-
номерно на отрезке [–π, π], то доопределенная
единичным оператором в точке t = 0 оператор-
функция F(t) = , t ∈ [0, π), сильно непрерыв-
на на промежутке [0, π), удовлетворяет равенству
F(0) = I и оценке ||F(t)|| ≤ 1 ∀t ∈ [0, π).

Таким образом, все условия леммы Чернова
(см. [8]) выполнены, но условия теоремы Чернова
выполнены не все: хотя для любого u0 из плотного
в пространстве Н линейного пространства D(S) =

= ([0, π]) существует предел u0 = Su0, но

замыкание оператора S не является генератором
сильно непрерывной полугруппы.

Последовательность итераций Фейнмана

  не является сходящейся, но она содер-

жит сходящиеся в точках полуоси [0, +∞) подпо-
следовательности. Действительно, фиксируем

некоторое число t0 > 0, например, t0 = . Тогда

 = , n ∈ N. Тогда при nk = 4k + 1

имеет место сходимость подпоследовательности

 к унитарному оператору , а при

nl = 4l имеет место сходимость подпоследователь-

ности  к унитарному оператору .

При любом t > 0 последовательность чисел

  имеет сходящиеся подпоследователь-

ности. Поэтому если последовательность чисел

 сходится к числу θ ∈ [0, 2π), то при
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любом u0 ∈ D(Lθ) последовательность векторов

  имеет предел –iLθu0.

2. Г р а ф-п р е д е л ы  и  т е о р е м а  Ч е р н о -
в а. Множество Γ ⊂ Н ⊕ Н называется сильным
граф-пределом последовательности операторов
{Ln}, если

1) для любого (u, v) ∈ Γ найдется такая после-
довательность {un}, что un ∈ D(Ln) при любом n ∈ N и

(||u – un|| + ||v – Lnun||) = 0;

2) если последовательность {un} такова, что
un ∈ D(Ln) при любом n ∈ N и выполняются усло-
вия    = u ∈ H, un = v ∈ H, то (u, v) ∈ Γ.

Если сильный граф-предел последовательно-
сти операторов {Ln} является графиком некоторо-
го оператора А, то последовательность операто-
ров {Ln} называется сходящейся к оператору А в
топологии сильной граф-сходимости.

Пусть подпоследовательность {Аn} сходится в
топологии сильной граф-сходимости к некоторо-
му оператору А. Тогда:

1) для любого (u, v) ∈ ΓA найдется такая после-
довательность {un}, что un ∈ D(Аn) при любом n ∈ N и
выполняется условие ||u – un|| + ||v – Anun||) = 0;

2) если последовательность {un} такова, что
un ∈ D(An) при любом n ∈ N и существуют такие
векторы u, v ∈ H, что выполняются условия  =

= u ∈ H,   = v ∈ H, то (u, v) ∈ ΓA.

3. К о м п а к т н о с т ь  и т е р а ц и й  Ф е й н -
м а н а.

Т е о р е м а  (1-я теорема Троттера–Като) (см.
[8]). Пусть (T(t))t ≥ 0 и (Tn(t))t ≥ 0, n ∈ N, – сильно не-
прерывные полугруппы в банаховом пространстве
X, А и An, n ∈ N, – их генераторы. Пусть существу-
ют постоянные М ≥ 1 и ω ≥ 0 такие, что выполнены
неравенства

(2)

Тогда следующие три условия эквивалентны:
a) A = st.gr.  (где st.gr. – сильная граф-схо-

димость);
б) R(λ, An)x → R(λ, A)x при n → ∞ ∀x ∈ X, ∀λ > ω;
в) ||Tn(t) – T(t))x||H = 0  ∀x ∈ X, ∀T > 0.

Т е о р е м а  1 ([10], см. также [9, 11]. Пусть X –
банахово пространство, В(Х) – банахово про-
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странство линейных ограниченных операторов в X и
пусть функция F: [0, +∞) → B(Х) удовлетворяет
условию F(0) = I, непрерывна в сильной операторной
топологии, удовлетворяет оценке ||F(t)||B(X) ≤ eαt, t ≥ 0
при некотором α ≥ 0.

Тогда если последовательность операторов At ≡

≡ , t > 0, t → + ∞, сходится в топологии силь-

ной граф-сходимости к оператору А, который за-
мыкаем, и его замыкание является генератором
сильно непрерывной полугруппы сжимающих опера-
торов U(t), t > 0, то для любых u ∈ X и t ≥ 0 выпол-
няется равенство

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как отмечено в доказа-
тельстве теоремы Чернова (см. [10]), для доказа-
тельства теоремы достаточно рассмотреть случай,
когда а = 0, т.е. когда ||F(t)|| ≤ 1. Согласно лемме
Чернова для любых u ∈ Н, t ≥ 0 и n ∈ N имеем

(3)

Заметим, что поскольку ||F(t)|| ≤ 1 ∀t ≥ 0, то

  ≤ 0  ∀t ≥ 0, n ∈ N, u ∈ H, поэтому

при каждом t ≥ 0 и каждом n ∈ N ограниченный

оператор   ≡   – является генератором

сжимающей полугруппы { , s ≥ 0}.Таким обра-

зом, полугруппы , s ≥ 0, и eAs, s ≥ 0, удовлетво-
ряют условию (2) 1-й теоремы Троттера–Като при
М = 1 и ω = 0.

Поскольку последовательность ограниченных
операторов { } сходится в топологии сильной

граф-сходимости к оператору А, то согласно 1-й
теореме Троттера–Като [8] последовательность

полугрупп { , s ≥ 0} сходится в сильной опера-
торной топологии равномерно на каждом отрезке
к полугруппе U(s), s > 0. В частности, при s = t по-

следовательность операторов   сходится в

сильной операторной топологии к оператору U(t):

(4)
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для любого u ∈ H. Пусть u ∈ D(A). Тогда для лю-
бого t > 0 существует такая последовательность
{un}, un ∈ H, что выполняется условие

(5)

Согласно (3) для любых u ∈ D(A), t ≥ 0 и n ∈ N
справедливо неравенство

(6)

В силу условия (5) при достаточно больших n
имеем

(7)

Следовательно, в силу соотношений (4), (6), (7),
для любого u ∈ D(A) и любого t ≥ 0 выполнено ра-
венство

(8)

а в силу плотности D(A) в H и неравенств

 ≤ 2  ∀n ∈ N равенство (8) спра-

ведливо при любом u ∈ H.
О п р е д е л е н и е. Множество 6 замкнутых

операторов (с е к в е н ц и а л ь н о) к о м п а к т н о
в топологии сильной граф-сходимости, если из
любой последовательности его элементов можно
выделить подпоследовательность, сильный граф-
предел которой является оператором из множе-
ства 6.

Последовательность {Аn} компактна в тополо-
гии сильной граф-сходимости и имеет множество
предельных точек G ∈ H ⊕ H, если

1К) для любой пары (u, v) ∈ G найдется такая
последовательность {uk}, что uk ∈ D(Ak) при лю-
бом k ∈ N и выполняется условие

2К) если последовательность {uk} такова, что
uk ∈ D(Ak) при любом k ∈ N, и существуют такие
векторы u, v ∈ Н, что выполняются условия uk =

= u ∈ H, Akuk = v ∈ H, то (u, v) ∈ G.

Т е о р е м а  2 [7]. Пустъ Н – гильбертово про-
странство и L – симметрический оператор с ко-
нечными индексами дефекта n– = n+ ∈ N. Пусть
Θ – множество самосопряженных расширений опе-
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ратора L. Тогда множество Θ компактно в топо-
логии сильной резольвентной сходимости и в топо-
логии сильной граф-сходимости.

Т е о р е м а  3. Пусть оператор L и множество Θ
определены в теореме 2. Пусть функция F ∈
∈ Cs(R+, B(H)) такова, что F(0) = I; ||F(t)|| ≤ eat при
некотором а ≥ 0, а оператор-функция A(t) =

= , t ∈ (0, 1], имеет предкомпактное в тополо-

гии сильной граф-сходимости множество значений и
сильный граф-предел G = st.gr. A(t) принадлежит

множеству Γ = , где  – график операто-

ра Lθ.
Тогда для любого t ≥ 0 последовательность ите-

раций   компактна в сильной операторной

топологии, а множество ее предельных точек при-
надлежит множеству .

Действительно, для каждого t > 0 последователь-

ность  содержит сходящуюся в топологии

сильной граф-сходимости к некоторому оператору

А подпоследовательность . Согласно усло-

вию G ⊂ Γ, оператор A является самосопряженным
расширением оператора L и, следовательно, гене-
ратором сжимающей полугруппы. Применяя к по-

следовательности  рассуждения доказа-

тельства теоремы 1, получим утверждение теоре-
мы 3.
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