
Алгебра и логика, ??, № ? (????), ???—???

Содержание

1 Введение 1

2 Нумерация общерекурсивных функций 2

3 Общерекурсивная реализуемость 3

4 Основной результат 4

1 Введение

Понятие рекурсивной реализуемости восходит к работе американского ма-

тематика С. К. Клини [1], в которой была предложена интерпретация ря-

да специфических интуиционистских понятий на основе концепции тео-

рии алгоритмов. Пропозициональная и предикатная логики рекурсивной

реализуемости по Клини исследовались, начиная с 50-х годов прошлого

столетия. С недавних пор были введены в рассмотрение варианты реали-

зуемости, основанные на различных видах субрекурсивной реализуемости:

примитивно-рекурсивная реализуемость [2], [3] и минимальная реализуе-

мость [4]; исследовались соответствующие им предикатные логики [5], [6],

[7], [8]. Представляют интерес и другие виды субрекурсивной реализуемо-

сти.

В настоящей работе автор продолжает исследование понятия обще-

рекурсивной реализуемости [9], основанного на использовании индексов

общерекурсивных функций в качестве конструктивного способа получе-

ния одних реализаций из других. В [9] было показано, что базисная логи-

ка [10] корректна относительно абсолютной общерекурсивной реализуемо-

сти. В настоящей работе доказывается, что интуиционистская логика не

является корректной относительно слабого варианта семантики общере-

курсивной реализуемости. Аналогичный результат был получен ранее для
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реализуемостей, основанных на арифметической [11, 12] и гиперарифме-

тической [13] вычислимостях, а также — для семантики L-реализуемости

[14].

2 Нумерация общерекурсивных функций

Пусть фиксирована вычислимая нумерация всех n-местных частично-

рекурсивных функций: ϕn
1 , ϕ

n
2 , . . . для каждого натурального числа n. Рас-

смотрим соответствующую нумерацию общерекурсивных функций, опре-

делив множество индексов In 
 {e | ϕn
e — общерекурсивная функция}.

Таким образом, если z ∈ In, то ϕn
z — n-местная общерекурсивная функ-

ция, и напротив, всякая n-местная общерекурсивная функция есть ϕn
z для

некоторого z ∈ In. В дальнейшем будем опускать верхний индекс у функ-

ции ϕn
z там, где он может быть восстановлен из контекста.

Предложение 1. Множество общерекурсивных функций вместе с вы-

шеописанной нумерацией обладает следующими свойствами:

• если ψ есть n-местная общерекурсивная функция, то функ-

ция ψ′, определенная условным равенством ψ′(x1, . . . , xn, xn+1) '

ψ(x1, . . . , xn), является общерекурсивной функцией, и при этом ин-

декс функции ψ′ может быть найден общерекурсивно по индексу

функции ψ, т.е. для любого натурального числа n найдется такая

общерекурсивная функция s, что для всех e ∈ In верно s(e) ∈ In+1 и

имеет место ϕs(e)(x1, . . . , xn, xn+1) ' ϕe(x1, . . . , xn) (эФП);

• композиция общерекурсивных функций есть общерекурсивная функ-

ция, индекс которой может быть найден общерекурсивно, т.е. для

любых натуральных числе n,m1, . . . ,mn найдется такая (n + 1)-

местная общерекурсивная функция s, что для всех e ∈ In, e1 ∈

Im1 , . . . , en ∈ Imn верно s(e, e1, . . . , en) ∈ Im и имеет место

ϕs(e,e1,...,en)(x1, . . . , xm) ' ϕe(ϕe1(x1, . . . , xm1), . . . , ϕen(x1, . . . , xmn)),

где m = max
16i6n

mi (эК);
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Доказательство. [9, Предложение 1] 2

Предложение 2. Не существует такой общерекурсивной функции ψ,

что выполняется условное равенство ψ(a, x) ' ϕa(x) для всех a ∈ I1.

Доказательство. Предположим противное: существует общерекур-

сивная функция ψ, для которой условное равенство ψ(a, x) ' ϕa(x) вы-

полняется для любого натурального числа a ∈ I1. Рассмотрим функцию

ψ′(x) ' ψ(x, x) + 1. Очевидно, что функция ψ′ является общерекурсивной.

Пусть e — ее номер, т.е. e ∈ I1 и ϕe(x) ' ψ′(x). Тогда ϕe(e) = ψ′(e) =

ψ(e, e) + 1 = ϕe(e) + 1. Получили противоречие. 2

3 Общерекурсивная реализуемость

Предикатные формулы строятся обычным образом из предикатных симво-

лов различной валентности, предметных переменных, констант 0, 1, 2, . . .

для натуральных чисел, логических символов > (истина), ⊥ (ложь), ло-

гических связок ∧, ∨, → и кванторов ∃, ∀.

Пусть фиксированы общерекурсивные двухместная функция c, ко-

торая взаимно однозначно нумерует все пары натуральных чисел, и од-

номестные обратные функции p1 и p2, так что выполняются соотношения

p1(c(x, y)) = x и p2(c(x, y)) = y. В выражениях вида p1(t), p2(t) обычно

будем опускать скобки.

Напомним определение понятия общерекурсивной реализуемости,

которое дано в работе [9]. Следуя [15], n-местным обобщенным предикатом

будем называть всякую тотальную функцию типа Nn → 2N. Пусть A —

предикатная формула, f — отображение, которое каждой предикатной пе-

ременной из A ставит в соответствие обобщенный предикат соответству-

ющей валентности. В этом случае отображение f будем называть оценкой

формулы A. Для каждого натурального числа e, произвольной замкнутой

предикатной формулы A и оценки f определим отношение e grf A (на-

туральное число e общерекурсивно реализует формулу A при оценке f)

индукцией по построению формулы A:
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• неверно e grf ⊥, и верно e grf >;

• e grf P (a1, . . . , an)
 e ∈ f(P )(a1, . . . , an);

• e grf (Φ ∧Ψ)
 p1e grf Φ и p2e grf Ψ;

• e grf (Φ ∨Ψ)
 (p1e = 0 и p2e grf Φ) или (p1e = 1 и p2e grf Ψ);

• e grf ∃x Φ(x)
 p2e grf Φ(p1e);

• e grf ∀x1, . . . ,∀xn (Φ(x1, . . . , xn) → Ψ(x1, . . . , xn)) 
 e ∈ In+1 и для

всех1 натуральных чисел b, a1, . . . , an если b grf Φ(a1, . . . , an), то

имеет место ϕe(a1, . . . , an, b) grf Ψ(a1, . . . , an);

• e grf ∀x1, . . . ,∀xn Φ
 e grf ∀x1, . . . , xn (> → Φ), если n > 0, форму-

ла Φ не начинается с квантора ∀, и логическая связка→ не является

главной в Φ.

Замкнутую предикатную формулу A назовем слабо общерекурсивно

реализуемой, если для каждой оценки f формулы A найдется натуральное

число e, для которого верно e grf A.

4 Основной результат

Теорема 1. Предикатная формула

∀x (Q(x)→ ∀y ∃z P (x, y, z))→ ∀y ∀x (Q(x)→ ∃z P (x, y, z)) (1)

не является слабо общерекурсивно реализуемой.

Доказательство. Рассмотрим оценку f формулы (1), определяемую
1 Однако, если в списке x1, . . . , xn на некоторых позициях i и j стоят одинаковые

переменные xi и xj , то мы не допускаем рассмотрение тех списков a1, . . . , an, в которых

ai 6= aj .
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следующими равенствами:

f(Q)(x) =

N, если x ∈ I1;

∅, иначе,
(2)

f(P )(x, y, z) =

N, если x ∈ I1 и ϕx(y) = z;

∅, иначе.
(3)

Из предложения 1 (эК, эФП) следует, что найдется такая общерекурсивная

функция s, что для всех a ∈ I1 верно s(a) ∈ I2 и имеет место

ϕs(a)(y, y
′) ' c(ϕa(y), 0). (4)

Из предложения 1 (эФП) получаем, что существует такое натуральное

число e, что выполняется соотношение

ϕe(x, x
′) ' s(x). (5)

Докажем, что верно

e grf ∀x (Q(x)→ ∀y ∃z P (x, y, z)). (6)

Из (3) следует, что для всех натуральных чисел k и a ∈ I1 имеет место

0 grf P (a, k, ϕa(k)). (7)

Из (4), (7) получаем

p2ϕs(a)(k, 0) grf P (a, k, p1ϕs(a)(k, 0)). (8)

Из (8) следует

ϕs(a)(k, 0) grf ∃z P (a, k, z). (9)

Так как (9) выполняется для любого натурального числа k, верно

s(a) grf ∀y (> → ∃z P (a, y, z)),

и следовательно —

s(a) grf ∀y ∃z P (a, y, z). (10)
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Таким образом, выполняется (10) для всех a ∈ I1. Из (5), (10) получаем,

что для всех натуральных чисел q и a ∈ I1 имеет место

ϕe(a, q) grf ∀y ∃z P (a, y, z). (11)

В силу (2) условие q grf Q(a) эквивалентно тому, что a ∈ I1. Таким обра-

зом, для всех натуральных чисел a и q, если q grf Q(a), то имеет место

(11). Из этого факта получаем (6). Таким образом, посылка формулы (1)

является реализуемой при оценке f .

Для доказательства теоремы осталось показать, что никакое нату-

ральное число не может быть реализацией заключения формулы (1) при

оценке f . Предположим противное: найдется натуральное число e′, для

которого имеет место

e′ grf ∀y ∀x (Q(x)→ ∃z P (x, y, z)). (12)

Из (12) следует, что если для натуральных чисел b, a, q верно q grf Q(a),

то имеет место

ϕe′(b, a, q) grf ∃z P (a, b, z).

В силу (2) условие q grf Q(a) эквивалентно тому, что a ∈ I1. Таким обра-

зом, выполняется

ϕe′(b, a, 0) grf ∃z P (a, b, z) (13)

для всех натуральных чисел b и a ∈ I1. Из (13) получаем

p2ϕe′(b, a, 0) ∈ f(P )(a, b, p1ϕe′(b, a, 0)). (14)

Из (14), (3) следует

ϕa(b) = p1ϕe′(b, a, 0).

Получили, что для общерекурсивной функции ψ, определяемой условным

равенством ψ(z, x) ' p1ϕe′(x, z, 0), верно ψ(a, x) ' ϕa(x) для любого a ∈ I1,

что противоречит предложению 2. 2

В силу того, что формула (1) выводима в интуиционистком исчис-

лении предикатов, следующее утверждение, означающее некорректность

интуиционистской логики относительно слабой общерекурсивной реализу-

емости, является следствием теоремы 1.
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Теорема 2. Существует предикатная формула, выводимая в интуицио-

нистском исчислении предикатов, которая не является слабо общерекур-

сивно реализуемой.

Исследование выполнено при поддержке Министерства науки и выс-

шего образования Российской Федерации (грант № 075-15-2020-801).
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