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Ââåäåíèå

Ïðåäìåòîì äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäåëüíûõ òåî-

ðåì äëÿ ïðîöåññà, ðàâíîãî ÷èñëó çàíÿòûõ ïðèáîðîâ â ñèñòåìå â ôèêñèðîâàí-

íûé ìîìåíò âðåìåíè. Äîêàçàíû àíàëîãè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëü-

íîé ïðåäåëüíîé òåðåìû, à òàêæå íàéäåíû óñëîâèÿ C-ñõîäèìîñòè â íåêîòî-

ðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:

1. ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðèáîðîâ;

2. â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè( t = 0) âñå ïðèáîðû ñâîáîäíû;

3. îäèí ïðèáîð îáñëóæèâàåò îäíîâðåìåííî íå áîëåå îäíîãî òðåáîâà-

íèÿ. Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè íåçàâèñèìû-

ìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè(í.î.ð.ñ.â.) ñ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ B(t),( t > 0) è áåñêîíå÷íûì ñðåäíèì.

Êîãäà ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ïðèáîðîâ êîíå÷íî, áåñêîíå÷íîêà-

íàëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷íîé [4]( Áîðîâêîâ, 1972). Ìû ïðåäïîëàãà-

åì, ÷òî ñðåäíåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé íå ñóùåñòâóåò. Â ýòîì

ñëó÷àå ÷èñëî çàíÿòûõ ïðèáîðîâ â ñèñòåìå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò è âîç-

íèêàåò ïðîáëåìà àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ýòîãî ïðîöåññà.

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Áåñêîíå÷íîêàíàëüíûå ñèñòå-

ìû îáñëóæèâàíèÿ âñòðå÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå åùå â íà÷àëå 50-õ ãîäîâ 20-ãî

âåêà. Â 1951 ã. â [76](Riordan, 1951) áûëà ðàññìîòðåíà òåëåôîííàÿ ñòàíöèÿ,

â êîòîðîé íè îäèí çâîíîê íå çàäåðæèâàåòñÿ èëè òåðÿåòñÿ èç-çà îòñóòñòâèÿ

îáîðóäîâàíèÿ. Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé òèïà M/G/∞.

Â 60-70-å ãîäû ïîÿâëÿåòñÿ ñåðèÿ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýòèì ñèñòåìàì.

Íàïðèìåð, [82](Takacs, 1962), [42]( Downton, 1963), [67]( Mirasol, 1963), [55](

Kaplan, 1975) è äð. Â íèõ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ, à òàêæå äîêàçàíî, ÷òî âûõîäÿùèé ïîòîê èç

ñèñòåìû M/G/∞ ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì.
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Â 1980-å ãîäû ïóáëèêóþòñÿ ñòàòüè, ïîñâÿùåííûå èçó÷åíèþ áåñêîíå÷-

íîêàíàëüíûõ ñèñòåì â ñëó÷àå âûñîêîé íàãðóçêè( "heavy tra�c")(cì., íàïðè-

ìåð, [89]( Whitt, 1982), [91]( Yamada, 1988)). Òàê â [89]( Whitt, 1982), [68](

Pang, Whitt, 2010) ðàññìîòðåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì GI/G/∞, èí-

òåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà â êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, â òî

âðåìÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ ôèêñèðîâàíî. Îòìåòèì, ÷òî

ïîäîáíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû íîñÿò õàðàêòåð, îòëè÷íûé îò ðàññìàòðèâàå-

ìûõ íàìè. Â íàøåì ñëó÷àå, ðàñïðåäåëåíèå âõîäÿùåãî ïîòîêà íåèçìåíÿåòñÿ,

íî
t∫

0

(1 − B(x))dx → ∞, t → ∞. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ

ïîÿâëÿåòñÿ íåâïîëíå òðàäèöèîííàÿ íîðìèðîâêà

√
t∫

0

(1−B(x))dx, à íå
√
t.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íåòðàäèöèîííàÿ íîðìèðîâêà âîçíèêàåò è â ñëó÷àÿõ

âûñîêîé çàãðóçêè( ñì. íàïðèìåð [47]( Glynn, 1991)).

Ñìûñë ðàñïðåäåëåíèé, èìåþùèõ òÿæåëûå õâîñòû ìîæíî îáúÿñíèòü

òàê. Ñðåäè èíòåðâàëîâ îáñëóæèâàíèÿ èìåþòñÿ î÷åíü äëèííûå èíòåðâàëû

è èõ äîëÿ âûñîêà. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò, íàïðèìåð, ðàçìåð ôàéëà â

ñåòè èíòåðíåò, à òàêæå äëèòåëüíîñòü ïåðåäà÷è ôàéëà â ñåòè, ïðè÷åì ýòî âåð-

íî äëÿ âñåõ òèïîâ ôàéëîâ: èçîáðàæåíèÿ, àóäèî, âèäåî, òåêñò [37]( Crovella,

Taqqu, Bestavros, 1998). Ïîäîáíûå ðàñïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîç-

íèêàþò â ñòðàõîâàíèè, òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé ÷à-

ñòî èìååò òÿæåëûå õâîñòû, à òàêæå â ïðèëîæåíèÿõ ôèíàíñîâîé ìàòåìàòè-

êè [25]( Asmussen, 2000), [90]( Whitt, 2002).

Íà ðóáåæå 80-õ è 90-õ ãîäîâ âûõîäÿò ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå áåñêîíå÷-

íîêàíàëüíûì ñèñòåìàì ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé( ñì., íàïðè-

ìåð, [56]( Keilson, 1988), [61]( Liu, 1990)). Ñîãëàñíî [61]( Lui, 1990) ÷èñëî

çàíÿòûõ ïðèáîðîâ â òàêèõ ñèñòåìàõ, ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíî êàê ïðî-

öåññ äðîáîâîãî øóìà, êîòîðûé âûçâàí íàëîæåíèåì ñëó÷àéíîñòè âåëè÷èíû

ñêà÷êîâ âõîäÿùåãî ïðîöåññà è ñëó÷àéíîñòüþ ìîìåíòîâ ýòèõ ñêà÷êîâ. Â [61](

Lui, 1990) èçó÷àåòñÿ ïðîöåññ, ðàâíûé ÷èñëó òðåáîâàíèé â ñèñòåìå GI/G/∞
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ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé. Äàëåå ýòè ðåçóëüòàòû îáîáùàþò-

ñÿ äëÿ ñèñòåìû GI/G/∞ ñ ðàçíûìè òèïàìè âõîäÿùèõ ãðóïï, íàïðèìåð,

âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ äëÿ ðàçíûõ ãðóïï ìîãóò èìåòü ðàçíûå ðàñïðåäåëå-

íèÿ(ñì. [62]( Lui, 1991), [35]( Cong, 1994)). Â 90-å, â ñòàòüå [63]( Lui, 1991)

ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè â ñèñòåìå GI/G/∞ ñ ãðóï-

ïîâûì ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé, â [81]( Sumita, 1997) ðàññìîòðåíà ñèñòå-

ìà GI/G/∞ ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé è çàâèñèìûìè âðåìå-

íàìè îáñëóæèâàíèÿ. Òàêæå ðàññìîòðåíû ñèñòåìû ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëå-

íèåì òðåáîâàíèé è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì, íàïðèìåð, [86](Ushakumari,

1998), [49]( Gullu, 2004), ñèñòåìû ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì â ñëó÷àå âû-

ñîêîé çàãðóçêè [11]( Ëåáåäåâ, 2000). Èíòåðåñ ê òàêèì ñèñòåìàì âïîëíå ïî-

íÿòåí, òàê êàê îíè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, òàêèõ, êàê

òðàíñïîðòíûå ñèñòåìû, êîìïüþòåðíûå ñèñòåìû, ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ.

Äàëåå, ïîÿâëÿþòñÿ ðàáîòû ñ åùå áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ñèñòåì îá-

ñëóæèâàíèÿ. Íàïðèìåð, â [66]( Masuyama, 2002) ðàññìîòðåíà áåñêîíå÷íîêà-

íàëüíàÿ ñèñòåìà ñ íåñêîëüêèìè âõîäÿùèìè ïîòîêàìè è ðàçíîé ïðîöåäóðîé

îáñëóæèâàíèÿ äëÿ ðàçíûõ ïîòîêîâ.

Â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè áåñêîíå÷íîêàíàëü-

íûõ ñèñòåì, íàïðèìåð, ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åíèÿìè [54](Kang, 2012), ñèñòåìû

â ñëó÷àéíîé ñðåäå [39]( D'Auria, 2007), [28]( Blom, 2014), ñåòè áåñêîíå÷íîêà-

íàëüíûõ ñèñòåì( ñì., íàïðèìåð, [64]( Massey, 1993), [57]( Keilson, 1994), [45](

Ferreira, 2013)), áåñêîíå÷íîêàíàëüíûå ñèñòåìû ñ ïðåðûâàíèåì îáñëóæèâà-

íèÿ [53]( Jayawardene, 1996) è äðóãèå. Ýòî îáóñëîâëåíî êàê øèðîêèì êðó-

ãîì ïðàêòè÷åñêèõ âîïðîñîâ, â êîòîðûõ ýòè ìîäåëè îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíû-

ìè, òàê è öåëûì ðÿäîì âîçíèêàþùèõ çäåñü èíòåðåñíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

çàäà÷. Äëÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ðàçíûõ ïðî-

öåññîâ, íàïðèìåð, ïåðèîä çàíÿòîñòè( âðåìÿ â òå÷åíèå êîòîðîãî áóäåò çàíÿò

õîòü îäèí ïðèáîð â ñèñòåìå, [50]( Hall, 1985), [73]( Ramalhoto, 1984)), [85](

Tsybakov, 2006), ÷èñëî çàíÿòûõ ïðèáîðîâ. Â ñòàòüÿõ [71]( Preater, 2002), [77](
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Roijers, Mandjes, Berg, 2007) ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå õàðàêòåðèñòèêè áåñêî-

íå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì, êàê äëèíà Ñ-ïåðåãðóæåííîãî ïåðèîäà( length of the

C-congested episode) è âûñîòà Ñ-ïåðåãðóæåííîãî ïåðèîäà( height of the C-

congested episode).

Íà ïåðâûé âçãëÿä, áåñêîíå÷íîêàíàëüíûå ñèñòåìû êàæóòñÿ íåðåàëè-

ñòè÷íûìè, íî íà ñàìîì äåëå îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè îïèñàíèè

ìíîãèõ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, â òåîðèè ñâÿçè ïðè èçó÷åíèè ñóì-

ìàðíîãî ïîòîêà èìïóëüñîâ [3]( Àôàíàñüåâà, Áèëåíêî, 1972), ïðè ìîäåëèðîâà-

íèè èíòåðíåò òðàôèêà [58]( Kulkarni, 2001), [75]( Resnick, 2003), [48]( Guerin,

2003), ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ îáðàçîâàíèÿ î÷åðåäåé íà íåóïðàâëÿåìûõ ïå-

ðåêðåñòêàõ àâòîìîáèëüíûõ äîðîã [2]( Àôàíàñüåâà, Ðóäåíêî, 2012), â íåêî-

òîðûõ çàäà÷àõ ñòðàõîâàíèÿ( íàïðèìåð, î ñâÿçè ðèñêîâîé ìîäåëè Êðàìåðà-

Ëóíäáåðãà è ñèñòåìû G/G/∞ ñì. â [60]( Lipsky, 2011). Èíòåðåñíî ïðèëî-

æåíèå áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì â òåñòèðîâàíèè( îòëàäêå) ïðîãðàììíî-

ãî îáåñïå÷åíèÿ, ïðåäëîæåííîå â [40]( Dohi, Matsuoka, Osaki, 2002). Â ýòîé

ñòàòüå ÷èñëî ñáîåâ( áàãîâ) ïðîãðàììû èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ÷èñëî çàíÿ-

òûõ ïðèáîðîâ â áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ. Ðàçâèòèå ýòî-

ãî ïîäõîäà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [51]( Huang, 2006). Åñòü ïðèëîæå-

íèÿ òåîðèè î÷åðåäåé â áèîëîãèè( íàïðèìåð, [22]( Arazi, 2004), [78]( Schwabe,

2012)), ïðè ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì ðåìîíòà( íàïðèìåð, ñàìîëåòíûõ ïàðêîâ,

ñóäîâ èëè ãðóçîâèêîâ [45]( Ferreira, 2013)).

Ñèñòåìû ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû â

êà÷åñòâå ìàæîðèðóþùèõ äëÿ ìíîãîêàíàëüíûõ ñèñòåì, òàê êàê ÷èñëî çà-

ÿâîê â áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìå îöåíèâàåò ñíèçó ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòå-

ìå ñ ëþáûì êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ è íåîãðàíè÷åííîé î÷åðåäüþ. Òàêæå,

ïðè èçó÷åíèè íåêîòîðûõ ñëîæíûõ ñèñòåì, áûâàåò ïîëåçíî ðàññìîòðåòü áåñ-

êîíå÷íîêàíàëüíóþ ñèñòåìó, êàê áîëåå ïðîñòóþ äëÿ àíàëèçà. Êðîìå òîãî,

óäîáíî ðàññìàòðèâàòü òàêèå ñèñòåìû, êîãäà â íèõ íå îáðàçóåòñÿ î÷åðåäü, ïî

êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì [70]( Postan, 1977). Îòìåòèì, ÷òî ïîäõîäû, èñïîëüçó-
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åìûå äëÿ èçó÷åíèè òàêèõ ñèñòåì, îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè äëÿ çàäà÷ ìàñ-

ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ â ñëó÷àå âûñîêîé çàãðóçêè [4]( Áîðîâêîâ, 1972).

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ÷èñëà

òðåáîâàíèé q(t) â ìîìåíò âðåìåíè t � íàéòè óñëîâèÿ íà õàðàêòåðèñòèêè

ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå âõîäÿùèé ïîòîê è ïðîöåäóðó îáñëóæèâàíèÿ, ïðè

êîòîðûõ áóäåò èìåòü ìåñòî ïðåäåë

lim
t→∞

Dq(t)

Eq(t)
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâó ýòîé ñõîäèìîñòè äëÿ êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè

âõîäÿùèõ ïîòîêîâ è ïîñâÿùåíà îñíîâíàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè.

Åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ äëÿ áåñêî-

íå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñèñòåì ñ âõîäíûìè ïîòî-

êàìè âñå áîëåå îáùåãî âèäà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû

äëÿ ñèñòåì ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì( ÄÑÏ) è ðåãåíåðèðó-

þùèì âõîäíûìè ïîòîêàìè. Ïîòîêè ïåðåìåííîé èíòåíñèâíîñòè èíòåðåñíû,

ïîñêîëüêó ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ìíîãèõ ðå-

àëüíûõ îáúåêòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè,

áîëåå òîãî, áûòü ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.

ÄÑÏ ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïóàññîíîâñêîãî ïî-

òîêà, ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü ìîæåò áûòü ñëó÷àéíûì

ïðîöåññîì. Ðåãåíåðèðóþùèå ïîòîêè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ àíàëèçà, ïî-

ñêîëüêó òàêèìè ÿâëÿþòñÿ áîëüøèíñòâî ïîòîêîâ, îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ â

òåîðèè î÷åðåäåé â êà÷åñòâå âõîäíûõ ïîòîêîâ( íàïðèìåð, ìàðêîâñêèé ïîòîê,

ïîëóìàðêîâñêèé ïîòîê è äð.). Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ÄÑÏ ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ðå-

ãåíåðèðóþùèì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åãî ñëó÷àéíàÿ èíòåíñèâíîñòü �

ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ. Ñèñòåìû ñ òàêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì ñëîæíû äëÿ

àíàëèçà, ïîñêîëüêó çäåñü â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ âûïèñàòü ÿâíûå ôîð-

ìóëû äëÿ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû.
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Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðå-

äåëüíûõ òåîðåì äëÿ îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ÷èñëà òðåáîâàíèé, íàõîäÿ-

ùèõñÿ íà îáñëóæèâàíèè â ñèñòåìå. À òàêæå áîëåå îáùàÿ çàäà÷à � äîêàçà-

òåëüñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ òåîðåì äëÿ ýòîãî ïðîöåññà. Ýòîé ïðîáëåìå ïîñâÿ-

ùåíû ñòàòüè [52]( Igloi, 2005), [69]( Lu, Pang, 2015), [18]( Anderson, 2016), [5](

Áîðîâêîâ, 1980) è ò.ä. Äîêàçàòåëüñòâî ñëàáîé ñõîäèìîñòè â ôóíêöèîíàëüíîì

ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîäèòñÿ â äâà ýòàïà. Âî-ïåðâûõ, äîêàçûâàåòñÿ ñëàáàÿ

ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà, âî-

âòîðûõ, ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå ïëîòíîñòè äëÿ ýòîãî ïðîöåññà [27]( Billingsley,

2013).

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

1. Â Ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ ÄÑÏ âõîäÿùèì ïîòîêîì. Îñíîâ-

íîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó ïðîöåññà, ðàâíîãî

÷èñëó òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Âûïèñàíà ïðî-

èçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ýòîãî ïðîöåññà, äîêà-

çàíû àíàëîãè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåðå-

ìû. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ïîëó÷åíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè èñõîäíîé. Íàïðèìåð, ñèñòåìà

ñ ðåãåíåðèðóþùèì ÄÑÏ âõîäÿùèì ïîòîêîì, à òàêæå ñèñòåìà c ïîëó-

ìàðêîâñêèì ìàðêîâñêè ìîäóëèðîâàííûì âõîäÿùèì ïîòîêîì.

2. Â Ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïî-

òîêîì. Äëÿ åå èçó÷åíèÿ ââîäÿòñÿ äðóãèå, áîëåå ïðîñòûå äëÿ èçó÷å-

íèÿ ñèñòåìû, ìàæîðèðóþùèå èñõîäíóþ. Â íèõ òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàþò

ãðóïïàìè ñëó÷àéíîãî îáúåìà ÷åðåç í.î.ð. ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Äëÿ

ýòèõ ñèñòåì áûëè ïîëó÷åíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ÷èñëà òðåáîâà-

íèé, íàõîäÿùèõñÿ íà îáñëóæèâàíèè. Äàëåå, ýòè ðåçóëüòàòû ïåðåíîñÿò-

ñÿ íà ñëó÷àé ðåãåíåðèðóþùåãî âõîäÿùåãî ïîòîêà.

Èçó÷åíèå ñèñòåì ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé ìîæåò èìåòü

è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, íàïðèìåð â [72]( Purdue, 1981) ðàññìîòðå-
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íà àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà òèïà GIX/M/∞, äëÿ êîòîðîé ïîëó÷åíî ïðå-

äåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ è äðóãèå ðåçóëüòàòû.

Óñëîâèÿ íà âõîäÿùèé ïîòîê, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ

ýòîé ãëàâû, äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîâåðÿòü, ïîñêîëüêó îíè ñîñòîÿò òîëüêî

â êîíå÷íîñòè ìîìåíòîâ õàðàêòåðèñòèê, îïèñûâàþùèõ ñèñòåìó, è íå

çàòðàãèâàþò ãëóáîêèõ ñâîéñòâ âõîäÿùåãî ïîòîêà.

3. Â Ãëàâå 3 èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì, èí-

òåíñèâíîñòü êîòîðîãî çàâèñèò îò âðåìåíè( òàêèì ñèñòåìàì ïîñâÿùåíî

áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, ñì., íàïðèìåð, [44]( Eick, 1993)). Â ïåðâîé ÷àñòè

ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-

ìèðîâàííîãî è öåíòðèðîâàííîãî ïðîöåññà, ðàâíîãî ÷èñëó òðåáîâàíèé

â ñèñòåìå, ñëàáî ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ãàóññîâ-

ñêîãî ïðîöåññà. Âî âòîðîé ÷àñòè ãëàâû íàéäåíû óñëîâèÿ äëÿ ñëàáîé

ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîöåññîâ q(tT ) ê ðàñ-

ïðåäåëåíèþ ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ïðè T →∞, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ïîñòîÿííà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Èõ ìîæíî

ðàçäåëèòü â ñëåäóþùèå äâå ãðóïïû.

� Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ïðîöåññà q(t) ðàâíîãî ÷èñëó òðå-

áîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t, â áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåìàõ ñ

ÄÑÏ è ðåãåíåðèðóþùèìè âõîäíûìè ïîòîêàìè, ïðè t→∞.

� Íàõîæäåíèå óñëîâèé ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè ïðîöåññîâ q(tT ) ê ãàóñ-

ñîâñêîìó ïðîöåññó ïðè T →∞, t ∈ (0, h), h > 0.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà íî-

ñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ áåñêîíå÷íîêàíàëü-

íûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, ìîãóò áûòü èíòåðåñíû ñïåöèàëèñòàì â îáëàñòè

âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, ïîñêîëüêó ñõîæà ñòðóêòóðà ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåê-

òîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ èìåþò
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øèðîêîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå, òî ðàáîòà èìååò è ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷è-

ìîñòü.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìå-

òîäû è ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçû, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåî-

ðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ: ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ðåçóëüòàò

îá àñèìïòîòèêå ñâåðòêè ôóíêöèé [17], òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè, òåîðå-

ìà î ñëó÷àéíîé çàìåíå âðåìåíè â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ [43], ìàêñèìàëüíûå

íåðàâåíñòâà òåîðèè äåìèìàðòèíãàëîâ [34], êðèòåðèé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàí-

ñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé [4].

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëà-

äû íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ

èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà:

� Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîä ðóêîâîäñòâîì

äåéñòâèòåëüíîãî ÷ëåíà ÐÀÍ, ïðîôåññîðà À. Í. Øèðÿåâà (2016 ã.),

� Cïåöñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîä ðóêîâîäñòâîì

ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Ë. Ã. Àôàíàñüåâîé (2013�2016 ãã., íåîäíîêðàò-

íî).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôå-

ðåíöèÿõ: Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷-

íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ "Ëîìîíîñîâ" (ã.

Ìîñêâà, 2014 � 2016 ã.ã.), "XXXII International Seminar on Stability Problems

for Stochastic Models" (Trondheim, Norway, 2014), "16th Applied Stochastic

Models and Data Analysis International Conference (ASMDA2015)" (Piraeus,

Greece, 2015), "Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì"

(Àáðàó-Äþðñî, Ðîññèÿ, 2016), "VIII Moscow International Conference on

Operations Research (ORM 2016)" (Moscow, Russia, 2016).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â ÷åòûðåõ ðàáîòàõ,

òðè èç êîòîðûõ âõîäÿò â ïåðå÷åíü ÂÀÊ: [32], [33], [15].
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Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíà-

òåëüíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê, ïðîôåññîðó Ë. Ã. Àôàíàñüåâîé è êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê, äîöåíòó Å. Å. Áàøòîâîé çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå

ê ðàáîòå. Àâòîð âûñîêî öåíèò ñîäåéñòâèå è âíèìàíèå, îêàçàííîå ðàáîòå ñî-

òðóäíèêàìè êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-

êóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.

Îáîçíà÷åíèÿ è ñîêðàùåíèÿ. Åñëè íå îãîâîðåíî èíà÷å, çà èñõîäíîå

âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ïðèíÿòî (Ω,F ,P), è âñå ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû

ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ñëó÷àåâ, ðàññìîòðåí-

íûõ â äèññåðòàöèè, äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíîãî âåðîÿòíîñòíîãî

ïðîñòðàíñòâà äëÿ íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó

Êîëìîãîðîâà( À. Â. Áóëèíñêèé, À. Í. Øèðÿåâ, 2016 [8, Ãëàâà I]) è îïóñ-

êàåòñÿ â òåêñòå äèññåðòàöèè â ñèëó î÷åâèäíîñòè. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà, òàêèì îáðàçîì äëÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ å¼ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà Fξ(x) = P(ξ ≤ x).

Ñóììà ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó èíäåêñîâ ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, à ïðî-

èçâåäåíèå � åäèíèöå.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ:

ï.í. � ïî÷òè íàâåðíîå.
p→ � ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.
d
= � ðàâåíñòâî ðàñïðåäåëåíèé.

R = (−∞,+∞) � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

σ(A) � íàèìåíüøàÿ ñèãìà-àëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ ñèñòåìîé ìíî-

æåñòâ A.

I(A) � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A.

Äëÿ ôóíêöèé f(t) è g(t) çàïèñü f(t) ∼ g(t) ïðè t → ∞ îçíà÷àåò, ÷òî

lim
t→∞

f(t)
g(t) = 1.
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Äëÿ ôóíêöèé f(t) è g(t) çàïèñü f(t) = o (g(t)) ïðè t → ∞ îçíà÷àåò,

÷òî lim
t→∞

f(t)
g(t) = 0.

B(t) = 1−B(t), ãäå B(t) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

N (0, 1) � íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé

äèñïåðñèåé.

EFξ = E (ξ|F) .

í.î.ð.ñ.â. � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû.

í.ñ.â. � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

ÄÑÏ � äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé.
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Ãëàâà 1. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû

îáñëóæèâàíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì

ïðèáîðîâ è äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì

ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì

1.1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ãëàâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåññ ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé

X(t) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì( ÄÑÏ) ïîòîêîì. Ýòîò

ïîòîê çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìíîãèõ ïî-

òîêîâ, íàïðèìåð, ìàðêîâñêè-ìîäóëèðîâàííîãî ïîòîêà [84]( Thorisson, 1983),

ïîëóìàðêîâñêîãî ìàðêîâñêè ìîäóëèðîâàííîãî ïîòîêà, ïîòîêà Ëüþèñà è ò.ä.,

÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè î÷åðåäåé â êà÷åñòâå âõîäíûõ ïîòîêîâ.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñðåäíåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé íå

ñóùåñòâóåò. Îäíà èç ïåðâûõ ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àëèñü ïîäîáíûå ñèñòåìû,

� ñòàòüÿ Í. Êàïëàíà [55]( Kaplan, 1975), ãäå äîêàçàíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû

äëÿ ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå GI/G/∞. Ìû èñïîëüçîâàëè ïîäõîä èç [55]

ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ òåîðåì ýòîé ãëàâû.

Îñíîâíàÿ öåëü ãëàâû � àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñ ðîñòîì

âðåìåíè ïðîöåññà, îïðåäåëÿþùåãî ÷èñëî çàíÿòûõ ïðèáîðîâ. Âûïèñàíà ïðî-

èçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ýòîãî ïðîöåññà è äîêàçàíû

àíàëîãè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåðåìû. Â êà÷å-

ñòâå ñëåäñòâèé ïîëó÷åíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì, êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè èñõîäíîé. Íàïðèìåð, ñèñòåìà ñ ðåãåíåðèðóþùèì

ÄÑÏ âõîäÿùèì ïîòîêîì, à òàêæå ñèñòåìà c ïîëóìàðêîâñêèì ìàðêîâñêè ìî-

äóëèðîâàííûì âõîäÿùèì ïîòîêîì.

Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèè, îïóáëèêîâàíû

â [32], [33].
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1.2. Îïèñàíèå ñèñòåìû

Ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ. Çàÿâ-

êè, ïîñòóïàþùèå íà âõîä ñèñòåìû, îáðàçóþò äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàñ-

ñîíîâñêèé(ÄÑÏ) ïîòîê A(t). Ñëåäóÿ [46]( Grandell, 1976) äàäèì îïðåäåëåíèå

ÄÑÏ ïðîöåññà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) çàäàí

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Λ(t), èìåþùèé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íåóáûâàþùèå íåïðå-

ðûâíûå ñïðàâà òðàåêòîðèè, è íà òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

çàäàí ñòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ {A∗(s), s ≥ 0}, íå çàâèñÿùèé

îò {Λ(t), t ∈ R}. Òîãäà ÄÑÏ ïðîöåññ {A(t), t ≥ 0} îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìî-

ùè ôîðìóëû

A(t) = A∗(Λ(t)).

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Λ(t) =
t∫

0

λ(y, ω)dy, ãäå

{λ(y, ω), y ≥ 0} � íåîòðèöàòåëüíûé è îãðàíè÷åííûé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñòà-

öèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ïðè ýòîì ïðîöåññ Λ(t)

áóäåì íàçûâàòü âåäóùèì ïðîöåññîì, à λ(t) èíòåíñèâíîñòüþ ÄÑÏ ïîòîêà

{A(t), t ≥ 0}. Îáîçíà÷èì Eλ(t) = λ <∞. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ èíòåíñèâ-

íîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 1. Äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ α, c0 èìååò ìå-

ñòî íåðàâåíñòâî

|r(x)| = |cov(λ(0), λ(x))| ≤ c0

(1 + x)α
äëÿ x ≥ 0. (1.1)

Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {ηi}∞i=1 í.î.ð.ñ.â. ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ B(x). Îáîçíà÷èì B(x) =

1−B(x).

Óñëîâèå 2. Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c1, c2 è 0 < ∆ < 1

òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t ≥ 0

c1

(1 + t)∆
≤ B(t) ≤ c2

(1 + t)∆
. (1.2)
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Èç (1.2) ñëåäóåò, ÷òî
∞∫
0

xdB(x) =∞, ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå B(x) èìå-

åò òÿæåëûé õâîñò [30]( Áîðîâêîâ À.À., Áîðîâêîâ Ê.À., 2008).

Îñíîâíîå âíèìàíèå â äàííîé ðàáîòå íàïðàâëåíî íà èçó÷åíèå ïðîöåññà

q(t), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòåìå â

ìîìåíò âðåìåíè t.

1.3. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ÄÑÏ ïðîöåññà [46]( Grandell, 1976), ìîæíî ïî-

ëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ðàcïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé q(t) ïðè ëþáîì ôèêñèðî-

âàííîì t

P(q(t) = k) = EP (q(t) = k|Λ(t), t ∈ [0,∞)) = E

(
e−ρ(t) (ρ(t))k

k!

)
, (1.3)

ãäå ρ(t) =
t∫

0

B(t− x)λ(x)dx.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.3) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ

q(t) èìååò âèä

P (u, t) =
∞∑
k=0

uk P(q(t) = k) =
∞∑
k=0

ukE

(
e−ρ(t) (ρ(t))k

k!

)
= Ee−ρ(t)(1−u). (1.4)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è ñâîéñòâ ÄÑÏ ïðîöåññà [46]( Grandell, 1976) ñëåäóåò,

÷òî

Eq(t) = EE (q(t)|Λ(t), t ∈ [0,∞)) = Eρ(t) = λ

t∫
0

B(y)dy,

Eq2(t) = EE
(
q2(t)|Λ(t), t ∈ [0,∞) = Eρ(t) + Eρ2(t).

Óñëîâèÿ (1.1) è (1.2) äàþò âîçìîæíîñòü íàéòè îöåíêè äëÿ Eρ(t) è

Dρ(t). Î÷åâèäíî, ÷òî îöåíêà äëÿ Eρ(t) èìååò âèä ïðè t→∞

λc1

1−∆
t1−∆ ≤ Eρ(t) ≤ λc2

1−∆
t1−∆. (1.5)

Íàéäåì îöåíêó äëÿ Dρ(t).
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Ëåììà 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1) è (1.2). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé

ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû C, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

Dρ(t) ≤ C(t2−2∆−α + t−2∆ + t1−α) ln2 t. (1.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ

Dρ(t) =

t∫
0

du

t∫
0

B(t− u)B(t− v) cov(λ(u), λ(v))dv =

= 2

t∫
0

dz

t−z∫
0

B(u+ z)B(z) cov(λ(0), λ(u))du ≤ 2

t∫
0

dzB
2
(z)

t−z∫
0

|r(u)|du.

Èç óñëîâèé (1.1) è (1.2) ñëåäóåò, ÷òî

Dρ(t) ≤ 2c0c
2
2

t∫
0

dz

(1 + z)2∆

t−z∫
0

du

(1 + u)α
= 2c0c

2
2

t∫
0

dz

(1 + z)2∆
g(t− z),

ãäå

g(t) =

t∫
0

du

(1 + u)α
.

Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ ïðîöåññà q(t) îöåíèâàåòñÿ ñâåðòêîé ôóíêöèé
1

(1+z)2∆ è g(z). Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü, ïðè z →∞

g(z) ∼

 ln(1 + z) åñëè α = 1,
1

1−α(1 + z)1−α åñëè α 6= 1.

Âû÷èñëåíèå àñèìïòîòèêè ñâåðòêè 1
(1+z)2∆ è g(z) áóäåò îïèðàòüñÿ íà ñëåäó-

þùóþ ëåììó:

Ëåììà. ( ëåììà 2, î ñâåðòêàõ) [17]

Ïóñòü äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ϕ(t), χ(t) ≥ 0, t ≥ 0, ïðè t → ∞ ñïðà-

âåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ

ϕ(t) ∼ ϕ0t
µ (ln t)µ , χ(t) ∼ χ0t

ν (ln t)ν
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è ïóñòü

I(t) =

∫ t

0

ϕ(t− s)χ(s)ds =

∫ t

0

χ(t− s)ϕ(s)ds.

Òîãäà

1. ïðè µ > −1, ν > −1, ν, µ � ïðîèçâîëüíûå

I(t) ∼ ϕ0χ0
Γ(µ+ 1)Γ(ν + 1)

Γ(µ+ ν + 2)
t1+µ+ν(ln t)µ+ν;

2. ïðè µ > −1, ν = −1, µ ïðîèçâîëüíîì è ν > −1

I(t) ∼ ϕ0χ0
1

ν + 1
tµ(ln t)µ+ν+1;

3. ïðè µ > −1, ν < −1, µ, ν � ïðîèçâîëüíûå

I(t) ∼ ϕ0t
µ(ln t)µ

∫ ∞
0

χ(s)ds;

4. ïðè µ = −1, ν = −1, µ > −1, ν > −1

I(t) ∼ ϕ0χ0

(
1

µ+ 1
+

1

ν + 1

)
(ln t)µ+ν+1

t
;

5. ïðè µ = −1, ν < −1, µ, ν � ïðîèçâîëüíûå

I(t) ∼ ϕ0
(ln t)µ

t

∫ ∞
0

χ(s)ds;

6. ïðè µ < −1, ν < −1, µ = ν, µ = ν

I(t) ∼ tµ(ln t)µ
(
ϕ0

∫ ∞
0

χ(s)ds+ χ0

∫ ∞
0

ϕ(s)ds

)
;

7. ïðè µ < −1, ν < −1, µ = ν, µ > ν

I(t) ∼ ϕ0t
µ(ln t)µ

∫ ∞
0

χ(s)ds;

8. ïðè µ < −1, ν < −1, µ > ν, µ, ν � ïðîèçâîëüíûå

I(t) ∼ ϕ0t
µ(ln t)µ

∫ ∞
0

χ(s)ds.
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Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî

ïðè α = 1:

1

C
Dρ(t) ≤ t1−2∆ ln tI {0 < ∆ < 1/2}+ ln2 tI {∆ = 1/2}+ ln tI {1/2 < ∆ < 1} ;

ïðè α 6= 1:

1

C
Dρ(t) ≤ t1−α ln tI {∆ = 1/2, 0 ≤ α ≤ 2}+

1

t
I {∆ = 1/2, α > 2}+

+t−αI {∆ > 1/2, 0 ≤ α ≤ 2}+ t−2∆I {∆ > 1/2, α > 2}+

+t2−α−2∆I {0 < ∆ ≤ 1/2, 0 ≤ α < 2}+ t−2∆ ln tI {0 < ∆ < 1/2, α = 2} .

Îáúåäèíÿÿ ïðèâåäåííûå îöåíêè, ïîëó÷àåì (1.6).

1.4. Îñíîâíûå òåîðåìû è èõ äîêàçàòåëüñòâà

Îáîçíà÷èì β(t) =
t∫

0

B(x)dx, òîãäà Eρ(t) = λβ(t).

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1), (1.2) è α > 2∆− 1, òî

q∗(t) =
q(t)

λβ(t)

p→ 1 ïðè t→∞. (1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ q∗(t)− 1

ϕ(z, t) = Eeiz(q
∗(t)−1) = E exp

{
−ρ(t)(1− e

iz
λβ(t) )− iz

}
.

Îáîçíà÷èì Gρ(z, t) = exp
{
−ρ(t)(1− e

iz
λβ(t) )− iz

}
. Òàê êàê |Gρ(z, t)| ≤

1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.7), äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

lnGρ(z, t)
p→ 0 (1.8)

ïðè ôèêñèðîâàííîì z è t→∞.

Ïðåäñòàâèì lnGρ(z, t) â ñëåäóþùåì âèäå:

lnGρ(z, t) = iz

(
ρ(t)

λβ(t)
− 1

)
+R(t),
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ãäå R(t) = ρ(t)
(
e

iz
λβ(t) − 1− iz

λβ(t)

)
.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ (1.8) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè t→∞

ρ(t)

λβ(t)
− 1

p→ 0, (1.9)

R(t)
p→ 0. (1.10)

Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì ε > 0

P

(∣∣∣∣ ρ(t)

λβ(t)
− 1

∣∣∣∣ > ε

)
≤ E (ρ(t)− λβ(t))2

ε2(λβ(t))2
=

Dρ(t)

ε2(λβ(t))2
,

òî, êàê ñëåäóåò èç (1.6), ñõîäèìîñòü (1.9) èìååò ìåñòî, åñëè α è ∆ óäîâëå-

òâîðÿþò íåðàâåíñòâó

α > 2∆− 1.

Ñîîòíîøåíèå (1.10), ñëåäóåò èç (1.9) è íåðàâåíñòâà |eix − 1 − ix| ≤ x2

2 , x ≥

0.

Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1), (1.2) è α > max(∆, 1 − ∆),

òî ïðè t → ∞ èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû

q∗(t) = q(t)−λβ(t)√
λβ(t)

ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñ ïàðàìåòðàìè (0,1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.4) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ

q∗(t) èìååò âèä

φ(z, t) = Eeizq
∗(t) = E exp

{
−ρ(t)(1− e

iz√
λβ(t) )− iz

√
λβ(t)

}
.

Îáîçíà÷èì

Φρ(t, z) = E(exp{izq∗(t)}|ρ(t), t ≥ 0) = exp{−ρ(t)(1− e
iz√
λβ(t) )− iz

√
λβ(t)}.

Çàìåòèì, ÷òî |Φρ(t, z)| ≤ 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ëåáå-

ãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî

ln Φρ(t, z)
p→−z

2

2
, t→∞, (1.11)

20



ïðè ôèêñèðîâàííîì z.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ln Φρ(t, z):

ln Φρ(t, z) = iz

(
ρ(t)√
λβ(t)

−
√
λβ(t)

)
− z2

2

ρ(t)

λβ(t)
+R(t), (1.12)

ãäå

R(t) = ρ(t)

(
e

iz√
λβ(t) − 1− iz√

λβ(t)
+

z2

2λβ(t)

)
.

Èç (1.12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

ρ(t)√
λβ(t)

−
√
λβ(t)

p→ 0, (1.13)

R(t)
p→ 0, (1.14)

ïðè ôèêñèðîâàííîì z è t→∞.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òàê êàê Eρ(t) = λβ(t), òî ïî íåðà-

âåíñòâó ×åáûøåâà, èìååì

P

(∣∣∣∣∣ ρ(t)√
λβ(t)

−
√
λβ(t)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ E (ρ(t)− λβ(t))2

ε2λβ(t)
=

Dρ(t)

ε2λβ(t)
. (1.15)

Êàê ñëåäóåò èç (1.5) è (1.6), ñîîòíîøåíèå (1.13) áóäåò âûïîëíåíî ïðè òàêèõ

α è ∆, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ1−∆− α < 0,

−α + ∆ < 0.
(1.16)

Ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå ïðè α > max(∆, 1−∆), 0 < ∆ < 1.

Ñîîòíîøåíèå (1.14) ñëåäóåò èç (1.15) è íåðàâåíñòâà∣∣∣eix − 1− ix+ x2

2

∣∣∣ ≤ x3

6 , âåðíîãî ïðè âñåõ x ≥ 0.

Èç òåîðåì 1 è 2 î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàþò óòâåðæäåíèÿ ñëåä-

ñòâèÿ 1.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü B(t) ∼ ct−∆ è ïîëîæèì a1 = cλ(1−∆)−1.
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� Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1), (1.2) è α > 2∆− 1, òî

q(t)

a1t1−∆

p→ 1 ïðè t→∞.

� Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1), (1.2) è α > max(∆, 1−∆), òî èìååò

ìåñòî ñõîäèìîñòü ïðè t→∞

q(t)− a1t
1−∆√

a1t1−∆

d→ N (0, 1).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü {ξj}∞j=1 è {τj}
∞
j=1 � äâå íåçàâèñèìûå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âíóòðè êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçà-

âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è F (t) = P(τ1 < t), Eτ1 = µ < ∞, Eξ1 = a,

Dξ1 = σ2
ξ <∞.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ0 è τ0 � íåçàâèñèìû è íå çàâèñÿò îò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé {ξj}∞j=1 è {τj}
∞
j=1, ïðè÷åì

P(τ0 < t) =
1

µ

t∫
0

F (y)dy.

Ââåäåì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå Sn =
n∑
j=0

τj è ñ÷èòàþùèé ïðîöåññ

N(t) = min {k ≥ 0 : Sk > t}, n ≥ 0. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïðîöåññ

N(t) èìååò ñòàöèîíàðíûå ïðèðàùåíèÿ [6](Áîðîâêîâ A.A., 1986), òî åñòü ïî

ðàñïðåäåëåíèþ ïðè u > 0

N(t+ u)−N(t)
d
= N(u)−N(0)

d
= N(u). (1.17)

Çàäàäèì èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ÄÑÏ ïîòîêà ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì

λ(t) =
∞∑
j=0

ξjI (N(t) = j) ,

ãäå I(A) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ A.

Çàìåòèì, ÷òî λ(t) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì è Eλ(t) = a. Äëÿ

îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ áóäóò âûïîëíåíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû
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1 è 2, íàéäåì îöåíêó äëÿ cov(λ(t), λ(t + u)). Ó÷èòûâàÿ (1.17), èìååì ïðè

u ≥ 0

Eλ(t)λ(t+ u) =
∞∑
j=0

∞∑
k=j

EξjξkI (N(t) = j,N(t+ u) = k) =

=
∞∑
j=0

∞∑
k=j+1

EξjξkI (N(t) = j,N(t+ u) = k) +

+
∞∑
j=0

Eξ2
j I (N(t) = j,N(t+ u) = j) =

= a2P (N(t+ u)−N(t) > 0) + (σ2
ξ + a2)P (N(t+ u)−N(t) = 0) =

= a2(1− P (τ0 > u)) + (σ2
ξ + a2)P (τ0 > u).

Òàêèì îáðàçîì, cov(λ(t), λ(t+ u)) =
σ2
ξ

µ

∞∫
u

F (y)dy.

Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè F (y) ∼ cy−β è c > 0, òî

òåîðåìà 1 áóäåò âûïîëíåíà ïðè β > 2∆ è 0 < ∆ < 1, à òåîðåìà 2 � ïðè

β > max(∆ + 1, 2−∆) è 0 < ∆ < 1.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîé ñèñòåìå ïðîöåññ λ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãåíå-

ðèðóþùèì, òî÷êè ðåãåíåðàöèè � ìîìåíòû ñêà÷êîâ ïðîöåññà N(t). Ìû ðàñ-

ñìîòðåëè ñèñòåìó, â êîòîðîé ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {ξj}∞j=0 è {τj}
∞
j=0, íà êî-

òîðûõ ñòðîèòñÿ ïðîöåññ λ(t), ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ñëó÷àé, êîãäà ýòè

âåëè÷èíû ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè, áóäåò ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

1.5. Ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîêàíàëüíûå ñèñòåìû, äëÿ êî-

òîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå (1.2), à èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ÄÑÏ ïîòîêà

ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññîì. Ñôîðìóëèðóåì è äî-

êàæåì ñëåäñòâèÿ òåîðåì 1 è 2 äëÿ ýòèõ ñèñòåì, à òàêæå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ,

êîãäà èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ÄÑÏ ïîòîêà � ïîëóìàðêîâñêèé ìàðêîâñêè

ìîäóëèðîâàííûé ïðîöåññ.
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Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ýòîé ÷àñòè äèññåðòàöèè, îïóáëèêîâàíû

â [33].

1.5.1. Ðåãåíåðèðóþùèé äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé

âõîäÿùèé ïîòîê

ÄÑÏ ïîòîê A(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì, åñëè åãî ñëó÷àéíàÿ èíòåí-

ñèâíîñòü λ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì [1]( Àôàíà-

ñüåâà, Áóëèíñêàÿ, 1980). Îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà è ðÿä ïðèìåðîâ òàêèõ ïî-

òîêîâ, ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [21]( Àôàíàñüåâà, Áàøòîâà, 2014).

Îáîçíà÷èì θj ìîìåíò j-é ðåãåíåðàöèè ïðîöåññà λ(t), (j ≥ 0) è τj =

θj − θj−1, (j ≥ 0), θ−1 = 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τj}∞j=1 ñîñòîèò èç í.î.ð.ñ.â.

ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (t) = P(τ1 ≤ t), Eτ1 = µ < ∞. Ïîñêîëüêó ìû

ðàññìàòðèâàåì ñòàöèîíàðíûé ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ, òî τ0 íå çàâèñèò îò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τj}∞j=1 è F0(t) = P(τ0 < t) = 1
µ

t∫
0

F (y)dy.

Òåîðåìà 3. Åñëè λ(t) ñòàöèîíàðíûé ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ è

supt λ(t, ω) ≤ λM < ∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî

|r(t)| = |cov(λ(0), λ(t))| ≤ 4λ2
M P(τ0 > t) = 4λ2

MF0(t) ïðè t ≥ 0. (1.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðè t ≥ 0 èìååì

r(t) = cov(λ(0), λ(t)) = Eλ(0)λ(t)− Eλ(0)Eλ(t) =

= E
(
λ(0)λ(t) (I(τ0 > t) + I(τ0 ≤ t))

)
−

−E
(
λ(0)

(
I(τ0 > t) + I(τ0 ≤ t))

)
E
(
λ(t) (I(τ0 > t) + I(τ0 ≤ t))

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó λ(t) ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ, òî λ(0) è λ(t)

óñëîâíî íåçàâèñèìû ïðè óñëîâèè {τ0 ≤ t}. Ïîýòîìó

E(λ(0)λ(t)|τ0 ≤ t) = E(λ(0)|τ0 ≤ t)E(λ(t)|τ0 ≤ t).

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, íàõîäèì

r(t) = E(λ(0)λ(t)|τ0 > t)P(τ0 > t)+
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+E(λ(0)|τ0 ≤ t)E(λ(t)|τ0 ≤ t)P(τ0 ≤ t)P(τ0 > t)−

−E(λ(0)|τ0 > t)E(λ(t))P(τ0 > t)−

−E(λ(0)|τ0 ≤ t)E(λ(t)|τ0 > t)P(τ0 ≤ t)P(τ0 > t) =

= P(τ0 > t)
(
E(λ(0)λ(t)|τ0 > t) + E(λ(0)|τ0 ≤ t)E(λ(t)|τ0 ≤ t)P(τ0 ≤ t)−

−E(λ(0)|τ0 > t)E(λ(t))− E(λ(0)|τ0 ≤ t)E(λ(t)|τ0 > t)P(τ0 ≤ t)
)
.

Ïîñêîëüêó λ(t) ≤ λM ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà î÷å-

âèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò (1.18).

Ñëåäñòâèå 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3, åñëè F (t) ≤ ct−d, d > 1, òî

� òåîðåìà 1 âåðíà ïðè d > 2∆, 0 < ∆ < 1.

� òåîðåìà 2 âåðíà ïðè d > max(∆ + 1, 2−∆), 0 < ∆ < 1,

Âîçâðàùàÿñü ê ïðèìåðó 1, îòìåòèì, ÷òî ïðîöåññ λ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãåíå-

ðèðóþùèì, c òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè θj =
j∑
i=0

τi, j ≥ 0. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íå

ïðåäïîëàãàåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ξj è τj ïðè êàæäîì j ≥ 0, è äëÿ íàõîæäåíèÿ

îöåíêè äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðîöåññà λ(t) äîñòàòî÷íûì ÿâëÿåòñÿ

òðåáîâàíèå P(ξj ≤ λM) = 1.

1.5.2. Âõîäÿùèé ïîòîê, óïðàâëÿåìûé ïîëóìàðêîâñêèì ìàðêîâñêè

ìîäóëèðîâàííûì ïðîöåññîì

Ýòè ïîòîêè îáðàçóþò âàæíûé ïîäêëàññ ÄÑÏ ïîòîêîâ. Ñëó÷àéíàÿ èí-

òåíñèâíîñòü â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

λ(t) =
+∞∑
k=0

λkI(U(t) = k), (1.19)

ãäå {U(t), t ∈ (−∞,+∞)} � ñòàöèîíàðíûé ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ïðè-

íèìàþùèé çíà÷åíèÿ {0, 1, 2, . . .}, à {λk, λk < C <∞, k ≥ 0} � ñîâîêóïíîñòü

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Â òàêîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü λ(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì. Êàê èçâåñòíî(ñì. íàïðèìåð, [9]), ðàñïðåäåëåíèå
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U(t) îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ìàòðèöàìè P = (pij) è G = (Gij(x)). Ïåðâàÿ ñî-

ñòîèò èç âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà èç (i) â (j), à âòîðàÿ � èç ôóíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ âðåìåí íàõîæäåíèÿ U(t) â ñîñòîÿíèÿõ i = 0, 1, 2, . . . ïðè óñëîâèè,

÷òî ñëåäóþùèì ñîñòîÿíèåì áóäåò j. Ïóñòü {tn}∞n=1 � ìîìåíòû ñêà÷êîâ U(t)

è Un = U(tn + 0). Òîãäà P ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ

âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà Un. Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåññ λ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðè-

ðóþùèì è â êà÷åñòâå åãî òî÷åê ðåãåíåðàöèè {θi}∞i=0 ìîæíî âçÿòü ìîìåíòû

ïîïàäàíèÿ öåïè Un â íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, íàïðèìåð, â íó-

ëåâîå. Ïîëîæèì

θ0 = inf {t ≥ 0 : U(t) = 0} , θi = inf
n≥1
{tn > θi−1 : Un = 0} , i = 1, 2, . . . ,

τ0 = θ0, τi = θi − θi−1, i = 1, 2 . . . .

Íàøà öåëü � âûÿñíèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñè-

ñòåìû ñ ïîëóìàðêîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì áóäóò ñïðàâåäëèâû óòâåðæäå-

íèÿ òåîðåì 1 è 2. Äëÿ ýòîãî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3, íåîáõîäèìî âûÿñ-

íèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè t→∞ âåðîÿòíîñòè

P(τ0 > t) =
1

Eτ1

∞∫
t

P(τ1 > y)dy.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðèîä ðåãåíåðàöèè τj, j ≥ 1, ñîñòîèò èç âðåìåíè, êîòîðîå ïðî-

öåññ U(t) ïðîâîäèò â íóëåâîì ñîñòîÿíèè ïîñëå ïîïàäàíèÿ â íåãî, è âðåìåíè

âîçâðàùåíèÿ â íóëåâîå ñîñòîÿíèå ïîñëå âûõîäà èç íåãî.

Îïðåäåëèì

νjk = min {n > 0 : Un = k, ïðè óñëîâèè U0 = j} .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G(x) ñ êîíå÷íûì ñðåäíèì òà-

êàÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x

1−Gij(x) ≤ 1−G(x), äëÿ i, j = 0, 1, . . . .
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2. Íàéäóòñÿ β ∈ (0, 1), ïîñòîÿííàÿ C > 0 è öåëîå n0 òàêèå, ÷òî

P(ν00 > n) ≤ C(1− β)n ïðè n > n0. (1.20)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî h ∈ (0, 1), íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ C1, C2 è âñåõ äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P(τ1 > x) ≤ C1(1−G(x1−h)) + C2e
−γxh, (1.21)

ãäå γ = − ln(1− β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηj}∞j=0 í.î.ð.ñ.â. ñ ôóíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ G(x). Äëÿ ëþáîãî M > n0 èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

P(τ1 > x) ≤ P

(
ν00∑
j=0

ηj > x, ν00 ≤M

)
+ P

(
ν00∑
j=0

ηj > x, ν00 > M

)
≤

≤ P

(
M⋃
n=0

{
n∑
j=0

ηj > x, ν00 = n

})
+ P(ν00 > M) ≤

≤
M∑
n=0

P

(
n∑
j=0

ηj > x, ν00 = n

)
+ P(ν00 > M) ≤

≤
M∑
n=1

nP
(
η1 >

x

n

)
P(ν00 = n) + P(ν00 > M) ≤

≤
M∑
j=1

n
(

1−G
(x
n

))
P(ν00 = n)+P(ν00 > M) ≤

(
1−G

( x
M

))
Eν00+C(1−β)M .

Ïîëàãàÿ M = [xh], äëÿ h ∈ (0, 1), è γ = − ln(1− β), ïîëó÷àåì (1.21).

Ñëåäñòâèå 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ âõî-

äÿùèì ïîòîêîì èíòåíñèâíîñòè λ(t), îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì (1.19),

èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè 1−G(x) ≤ e−qx äëÿ íåêîòîðîãî q > 0, òî âûïîëíÿþòñÿ òåîðåìû

1 è 2.

2. Åñëè 1 − G(x) ≤ c
xδ

äëÿ δ > 0, c > 0 ïðè x → ∞, òî òåîðåìà 1

âûïîëíåíà ïðè δ > 2∆, à òåîðåìà 2 � ïðè δ > max(∆ + 1, 2−∆).

27



Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Â ñèëó òåîðåìû 3, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ r(t)

ïðè t → ∞ áóäåò îöåíèâàòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé, òàê ÷òî òåîðåìû 1

è 2 ñïðàâåäëèâû.

2. Èç (1.21) äëÿ h ∈ (0, 1) è ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 èìååì

P(τ1 > x) ≤ Eν00
c

xδ(1−h)
+ e−γx

h ≤ C

x(1−h)(δ−ε)

ïðè x → ∞. Çäåñü C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó-

÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C1 èìååò ìåñòî îöåíêà

|r(t)| ≤ C1

t(1−h)(δ−ε)−1
(1.22)

ïðè t→∞.

Åñëè δ > max(∆ + 1, 2 − ∆), òî íàéäóòñÿ ε > 0, h ∈ (0, 1) äëÿ êî-

òîðûõ âûïîëíåíî (1.22) è, ñòàëî áûòü, òåîðåìà 2 âåðíà. Àíàëîãè÷íî

óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 1 ïðè δ > 2∆.

Ïðèìåð 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ U(t) èìååò

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé è ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P �

íåïðèâîäèìà è íåïåðèîäè÷íà. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî n0 > 0

Pij(n0) > 0, ïðè âñåõ i, j = 0 . . . N,

ãäå Pij(n0) = P(Un0
= j|U0 = i). Ïðè k ≥ 0 è n ≥ n0, èìååì

P(ν00 > kn) ≤ (1− β)n,

ãäå β = min
i

Pi0(n0). ßñíî, ÷òî 0 < β < 1. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî

ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

P(ν00 > n) ≤ (1− β)
n
k .

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû 4.

Âñå ìíîæåñòâî ïàð ñîñòîÿíèé {(i, j), i, j = 0, 1, . . . , N} ðàçîáüåì íà äâà

êëàññàK0 èK1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè 1−Gij(x) ≤ e−qijx äëÿ íåêîòîðîãî
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qij > 0, òî (i, j) ∈ K0. Åñëè (i, j) ∈ K1, òî 1 − Gij(x) ≤ cij

xδij
ïðè x → ∞. Â

êà÷åñòâå ìàæîðèðóþùåé ôóíêöèèG(x) âîçüìåì G̃(x) = min
i,j

Gij(x), êîòîðàÿ

ïðè êîíå÷íîì N ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Åñëè êëàññK1 ïóñò, òî 1−G(x) ≤ e−qx äëÿ íåêîòîðîãî q > 0 èòåîðåìû

1 è 2 âñåãäà èìåþò ìåñòî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé

C0, èìååì

1−G(x) ∼ C0

xδ0
ïðè x→∞,

ãäå δ0 = min
(i,j)∈K1

δij. Òåïåðü âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäñòâèåì 3 ïîëó÷àåì, ÷òî

åñëè 0 < ∆ < 1, òî òåîðåìà 2 áóäåò èìåòü ìåñòî ïðè δ0 > |∆− 1/2| + 3/2,

à òåîðåìà 1 � ïðè óñëîâèè, ÷òî δ0 > 2∆.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ÄÑÏ ïîòîê A(t) ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ(t), êîòî-

ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëóìàðêîâñêèì ìàðêîâñêè ìîäóëèðîâàííûì ïðîöåññîì. Ýòîò

ïðîöåññ óïðàâëÿåòñÿ ïîëóìàðêîâñêèì ïðîöåññîì U(t), êîòîðûé èìååò ñ÷åò-

íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U(t) � ïðîöåññ ðàçìíîæåíèÿ

è ãèáåëè. Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì

p0 1 = 1, pi i+1 = pi, pi i−1 = 1− pi,

pi j = 0, ïðè |j − i| > 1.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1 òåîðåìû 4 è ïðè âñåõ i = 1, 2 . . .

pi <
1

2
− ε (1.23)

äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ ñëåä-

ñòâèÿ 3. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ν00

ñòîõàñòè÷åñêè ìàæîðèðóþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíîé ν̃.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå Sn, çàäàâàåìîå ðåêóð-

ðåíòíûì ñîîòíîøåíèåì Sn = [Sn−1 + ξn]
+ ïðè n > 0, S0 = 0. Çäåñü {ξn}∞n=1
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� í.î.ð.ñ.â. è

P(ξn = 1) =
1

2
− ε, P(ξn = −1) =

1

2
+ ε,

Eξn = −2ε, Dξn = 1 − 4ε2. Ïóñòü ν̂10 � ÷èñëî øàãîâ äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ

Sn â (0) èç ñîñòîÿíèÿ (1). Òîãäà

P(ν̂10 > n) = P(S1 > 0, S2 > 0 . . . Sn > 0) ≤ P(Sn > 0).

Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, èìååì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

n

P(Sn > 0) ∼ 1− Φ

(
2ε
√
n√

1− 4ε2

)
,

ãäå Φ(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e−
y2

2 dy. Èñïîëüçóÿ â äàííîì ñëó÷àå îöåíêó [16]( Feller,

1984),

1− Φ(x) <
1

x
√

2π
e−

x2

2 ,

ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè

P(Sn > 0) <
1

c
√

2πn
e−

c2n
2 (1.24)

ïðè n → ∞. Çäåñü c = 2ε√
1−4ε2

. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

P(ν00 > n) = P(ν10 > n− 1) ≤ P(ν̂10 > n− 1) < P(Sn−1 > 0) ≤

≤ 1

c
√

2π(n− 1)
e−

c2(n−1)
2 ≤

(
e−

c2

2

)n
, (1.25)

÷òî è äîêàçûâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2 òåîðåìû 4. Òàê ÷òî èìååò ìåñòî

ñëåäñòâèå 3.
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Ãëàâà 2. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû

îáñëóæèâàíèÿ ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì

ïîòîêîì

2.1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõî-

äÿùèì ïîòîêîì. Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ñèñòåì ñ òàêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì íå

óäàåòñÿ ÿâíî âûïèñàòü êàêèå-ëèáî õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ïðîöåññà q(t), ðàâ-

íîãî ÷èñëó òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò t. Äëÿ àíàëèçà ïðîöåññà q(t)

ââîäÿòñÿ äâå âñïîìîãàòåëüíûå ìàæîðèðóþùèå ñèñòåìû S1 è S2, âõîäÿùèé

ïîòîê â êîòîðûå îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãî. À èìåííî, â ñèñòåìó S1 âñå òðå-

áîâàíèÿ, êîòîðûå ïðèøëè áû â ñèñòåìó S íà äàííîì ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè,

ïîñòóïàþò ãðóïïîé â åãî íà÷àëå, à â ñèñòåìó S2 � â êîíöå. Èññëåäîâàíèå

ïîäîáíûõ ñèñòåì ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé, èìååò è ñàìîñòî-

ÿòåëüíûé èíòåðåñ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðàáîòàìè [56]( Keilson, 1988), [61](

Liu, 1990), [62]( Liu, 1991).

Äàëåå, â òåîðåìàõ äëÿ ñèñòåì ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé

äåëàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ çàìåíà âðåìåíè. Êëþ÷åâûì â ýòîì ïåðåõîäå ÿâëÿåòñÿ

òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî öåíòðèðîâàííûé ïðîöåññ, ðàâíûé ÷èñëó òðåáîâàíèé

â ñèñòåìå, ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì îòðèöàòåëüíûì äåìèìàðòèíãàëîì [74]( Rao,

2012). Ïðèìåíåíèå äåìèìàðòèíãàëîâ â òåîðèè î÷åðåäåé äîñòàòî÷íî íîâî,

âïåðâûå îíî âñòðå÷àåòñÿ â [19]( Angrishi, 2015) è ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè äå-

ìèìàðòèíãàëüíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ òàíäåìíûõ ñåòåé GI/GI/1.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòðû ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåñ-

ñà q(t) è â ýòîé ãëàâå âûðàæåíû ÷åðåç ïðîñòûå õàðàêòåðèñòèêè âõîäÿùåãî

ïîòîêà, òàêèå êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïåðèîäîâ ðåãåíåðàöèè è ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñêà÷êîâ âõîäÿùåãî ïîòîêà íà ïåðèîäàõ ðåãåíåðàöèè,

÷òî ìîæåò áûòü óäîáíî äëÿ ïðèëîæåíèé.
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Ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ï.2 äàåòñÿ îïèñàíèå ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, ìàæîðèðóþùèõ ñèñòåì è ñâÿçè èñõîäíîé ñèñòåìû è

ìàæîðèðóþùèõ ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ñóìì. Çäåñü æå ôîð-

ìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû. Â ï.3 äîêàçûâàþòñÿ ïðå-

äåëüíûå òåîðåìû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ñóìì, ââåäåííûõ â

ï.2, äëÿ íåñëó÷àéíîãî èíäåêñà. Öåíòðàëüíîé çàäà÷åé ï.4 ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä

ê ñëó÷àéíîìó èíäåêñó â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ïîëó÷åííûõ â ï.3. Ýòîò ïåðå-

õîä îïèðàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ îòðèöàòåëüíûõ óñëîâíûõ

äåìèìàðòèíãàëîâ. Ï.3 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì. Â íåì ïðîèçâîäèò-

ñÿ ïåðåõîä ê íåñëó÷àéíîé íîðìèðîâêå â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ñóìì ñî

ñëó÷àéíûì èíäåêñîì.

2.2. Îïèñàíèå ìîäåëè ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé

Ïóñòü {ξi}∞i=1 è {τi}∞i=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ í.î.ð.

â êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îáîçíà÷èì θn =
n∑
i=1

τi,

θ0 = 0, Eτ1 = a.

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîêàíàëüíóþ ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ S, â êîòî-

ðîé òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàþò â ìîìåíòû θi ãðóïïàìè îáúåìà ξi, i ≥ 1. Òàêèì

îáðàçîì, ÷èñëî òðåáîâàíèé â ãðóïïàõ è èíòåðâàëû ìåæäó èõ ïîñòóïëåíèÿ-

ìè ìîãóò áûòü çàâèñèìû. Ïóñòü F � σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñëó÷àéíûìè

âåêòîðàìè {ξi, τi}∞i=1.

Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê {ηi, i ≥ 1} ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü í.î.ð.c.â. ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ B(t), íå çàâèñÿùóþ îò

{ξi, τi}∞i=1. Îáîçíà÷àåì B(t) = 1−B(t).

Îñíîâíîå âíèìàíèå â äàííîé ðàáîòå íàïðàâëåíî íà èçó÷åíèå ïðîöåññà

q(t), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî òðåáîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ íà îáñëó-

æèâàíèè, â ìîìåíò âðåìåíè t.
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2.3. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì

òðåáîâàíèé

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ q(t) áóäåò ïðîèñõîäèòü â òðè

øàãà. Ñíà÷àëà äîêàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ q(θn), n→∞. Çàòåì

â ýòèõ òåîðåìàõ ïðîèçâîäèòñÿ ñëó÷àéíàÿ çàìåíà âðåìåíè, ïåðåõîä îò èíäåê-

ñà n ê N(t), N(t) = max {n : θn < t}. È îêàí÷èâàåòñÿ ïåðåõîäîì îò òåîðåì

äëÿ q(θN(t)) ê òåîðåìàì äëÿ q(t).

2.3.1. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ïðîöåññà q(θn)

Ïîñêîëüêó

q(θn) =
n∑
k=1

ξi∑
j=1

I
(
ηUk−1+j > θn − θk

)
, n ≥ 1, Un =

n∑
i=1

ξi, U0 = 0,

òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ q(θn) èìååò âèä

Φn(z) = E exp (izq(θn)) = E
n∏
k=1

ξk∏
j=1

EF exp
(
izI
(
ηUk−1+j > θn − θk

))
=

= E
n∏
k=1

(
B(θn − θk)eiz +B(θn − θk)

)ξk
. (2.1)

Çäåñü F � σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè {ξi, τi}∞i=1. Èñ-

ïîëüçóåì ñîêðàùåíèå EFξ = E(ξ|F), ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.1) è ïîëàãàÿ z = 0, íàõîäèì

Eq(θn) = EMn, Dq(θn) = EMn + DMn,

ãäå Mn =
n∑
k=1

ξkB(θn − θk).

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïóíêòà.

Òåîðåìà 5. Åñëè

Eη1 =∞, Eξ2
1 <∞, Eτ r1 <∞, r > 2,
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òî ïðè n→∞ èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ

q(θn)− λβ(nEτ1)√
λβ(nEτ1)

d→N (0, 1) , (2.2)

è ïî âåðîÿòíîñòè
q(θn)

β(nEτ1)

p→λ. (2.3)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå

âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåì èõ â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

2.3.2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå íå ðàç áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå â

ýòîé ãëàâå. Ïóñòü φ(x) � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè äëÿ x ≥ 0

Bmin(x) = B (xEτ1 + φ(x)) , Bmax(x) = B (xEτ1 − φ(x)) ,

Bctr(x) = B (xEτ1) , D(x) = Bmax(x)−Bmin(x) (2.4)

è ñîáûòèÿ

Hn,i = {ω : |θn − θi − (n− i)Eτ1| > φ(n− i)} , 1 ≤ i ≤ n, (2.5)

Hi = {ω : |θi − iEτ1| > φ(i)} , i ≥ 1.

Òàêæå áóäåò ïîëåçíî îáîçíà÷åíèå

Mn =
n∑
i=1

ξiB (θn − θi) , n ≥ 1. (2.6)

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 0 < ϕ(n) < n áóäóò

èìåòü ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà.

1. Äëÿ 1 ≤ i ≤ n − ϕ(n) â ñëó÷àå, êîãäà Bmin(n − i) ≤ B(θn − θi) ≤

Bmax(n− i), èìååì∣∣ξiB(θn − θi)− EξiB(θn − θi)
∣∣ ≤ (ξi+Eξi)D(n−i)+|ξi−Eξi|Bctr(n−i) ï.í.

(2.7)
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2. Äëÿ 1 ≤ i ≤ n, èìååì∣∣ξiB(θn − θi)− E
(
ξiB(θn − θi)

)∣∣ ≤ ξi + Eξi ï.í. (2.8)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ òåîðåì áóäåò ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ ëåì-

ìà.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü β(t) =
t∫

0

B(y)dy → ∞ ïðè t → ∞, φ(t) = t1−δ

(β(t))
1/2−δ ,

0 < δ < 1/2. Òîãäà íàéäåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ(t)(

0 < ϕ(t) < t) òàêàÿ, ÷òî ϕ(t)√
β(t)
→ 0 ïðè t→∞ è èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

lim
t→∞

1√
β(t)

t∫
ϕ(t)

D(x)dx = 0, (2.9)

ãäå ôóíêöèÿ D(x) îïðåäåëåíà â (2.4) ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè φ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñ÷èòàåì

Eτ1 = 1. Áóäåì èñêàòü φ(x) â ñëåäóþùåì âèäå

φ(x) =
a(x)x√
β(x)

,

ãäå a(x) =
(
β(x)
x

)δ
� ìîíîòîííî óáûâàåò ê íóëþ ïðè x→∞. Ïîýòîìó

φ′(x) =
2β(x)(a(x) + xa′(x))− a(x)xB(x)

2(β(x))3/2
≤ a(x)

(β(x))1/2
.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

1

1− φ′(x)
≤ 1

1− ε(x)
,

1

1 + φ′(x)
≥ 1

1 + ε(x)
.

Çäåñü ε(x) = a(x)√
β(x)

. Íàéäåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ èíòåãðàëà

t∫
ϕ(t)

Bmax(x)dx =

t∫
ϕ(t)

B(x−φ(x))
1− φ′(x)

1− φ′(x)
dx ≤ 1

1− ε(ϕ(t))

t−φ(t)∫
ϕ(t)−φ(ϕ(t))

B(y)dy ≤

≤ β(t− φ(t))− β(ϕ(t)− φ(ϕ(t)))

1− ε(ϕ(t))
;
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àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó

t∫
ϕ(t)

Bmin(x)dx ≥ β(t+ φ(t))− β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))

1 + ε(ϕ(t))
.

Èç ïðèâåäåííûõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî

1√
β(t)

t∫
ϕ(t)

D(x)dx ≤

≤ β(t− φ(t))− β(ϕ(t)− φ(ϕ(t)))− β(t+ φ(t)) + β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))

(1− ε(ϕ(t)))
√
β(t)

+

+
2ε(ϕ(t))

(1− ε2(ϕ(t)))
√
β(t)

(β(t+ φ(t))− β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))) =

=

∣∣∣∣∣β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))− β(ϕ(t)− φ(ϕ(t)))

(1− ε(ϕ(t)))
√
β(t)

− β(t+ φ(t))− β(t− φ(t))

(1− ε(ϕ(t)))
√
β(t)

∣∣∣∣∣+
+

2ε(ϕ(t))

(1− ε2(t))
√
β(t)

(β(t+ φ(t))− β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))) ≤

≤ 2
β(t+ φ(t))− β(t− φ(t))

(1− ε(ϕ(t)))
√
β(t)

+2
ε(ϕ(t))

(1− ε2(ϕ(t)))

β(t+ φ(t))− β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))√
β(t)

=

= 2
It

(1− ε(ϕ(t)))
+ 2

IIt
(1− ε2(ϕ(t)))

.

Íàéäåì ôóíêöèþ ϕ(t) òàêóþ, ÷òî ïðåäåëû It è IIt ïðè t → ∞ ðàâíû 0, íî

ïðè ýòîì ϕ(t)√
β(t)
→ 0 ïðè t→∞. Çàìåòèì, ÷òî

IIt = ε(ϕ(t))
β(t+ φ(t))− β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))√

β(t)
=

=

(
β(ϕ(t))

ϕ(t)

)δ
β(t+ φ(t))− β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))√

β(t)
√
β(ϕ(t))

=

=
β(t+ φ(t))− β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))√

β(t) (β(ϕ(t)))1/2−δ (ϕ(t))δ
.

Ïîýòîìó

IIt = ε(ϕ(t))
β(t+ φ(t))− β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))√

β(t)
=
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=

(
β(ϕ(t))

ϕ(t)

)δ
β(t+ φ(t))− β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))√

β(t)
√
β(ϕ(t))

=

=
β(t+ φ(t))− β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))√

β(t) (β(ϕ(t)))1/2−δ (ϕ(t))δ
.

Äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè b(t) ôóíêöèÿ

F (t, y) =
β(t+ φ(t))− β(y + φ(y))√

β(t) (β(y))1/2−δ yδ
− b(t)

ìîíîòîííî óáûâàåò ïî y, 0 < y < t. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíê-

öèè [12]( Ëþñòåðíèê, Ñîáîëåâ, 1965) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ(t) òàêàÿ, ÷òî

β(t+ φ(t))− β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))√
β(t) (β(ϕ(t)))1/2−δ (ϕ(t))δ

= b(t).

Ïóñòü b(t) = C1

(
B(t+φ(t))

tδ(β(t))
1/2−δ

)∆

, ∆ > 1, C1 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïî-

ñòîÿííàÿ. Ïðè òàêîì âûáîðå b(t)

1. IIt → 0, ïðè t→∞;

2. ϕ(t)√
β(t)
→ 0 ïðè t→∞.

Ïîêàæåì ïîñëåäíåå. Ïîñêîëüêó

ϕ(t)√
β(t)

=
b(t) (β(ϕ(t)))1/2−δ (ϕ(t))δ+1

β(t+ φ(t))− β(ϕ(t) + φ(ϕ(t)))
≤

≤ b(t)tδ+1 (β(t))1/2−δ

B(t+ φ(t))(t+ φ(t))/2
≤

≤ C
b(t)tδ (β(t))1/2−δ

B(t+ φ(t))
≤ C0

(
B(t+ φ(t))

tδ (β(t))1/2−δ

)∆−1

, ∆ > 1.

Äàëåå, òàê êàê

It =
β(t+ φ(t))− β(t− φ(t))√

β(t)
≤ 2φ(t)B(t− φ(t))√

β(t)
= 2

tB(t− φ(t))

β(t)
a(t) ≤ 2a(t).

Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ:

tB(t− φ(t)) = (t− φ(t))B(t− φ(t)) + φ(t)B(t− φ(t)) ≤ β(t).

Ïîýòîìó It → 0 ïðè t→∞. Ëåììà äîêàçàíà.
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Äàëåå áóäåò ïîëåçåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü {Xi}∞i=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü í.î.ð.ñ.â., Xi ≥ 0. Îáî-

çíà÷èì Ξn =
n∑
i=1

Xi, n ≥ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî EXr
1 <∞. Òîãäà ïðè ëþáîì

r ≥ 2 íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå C1 è C2 òàêèå, ÷òî

P (|Ξn − EΞn| > cn) ≤ C1
1

nr−1
+ C2 exp

(
− c2

n

2nEX2
1

)
, n ≥ 1.

Çäåñü cn = o(n), n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

P (|Ξn − EΞn| > cn) = P (Ξn − EΞn > cn) + P (EΞn − Ξn > cn) .

Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà.( cr-íåðàâåíñòâà, [59]( Loeve, 1977))

E|X + Y |r ≤ crE|X|r + crE|Y |r, ãäå cr = 1 ïðè 0 < r < 1 è cr = 2r−1 ïðè

r ≥ 1.

Èñïîëüçóÿ ýòó ëåììó â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ 1

íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå C1 è C0 òàêèå, ÷òî

P (Ξn > EΞn + cn) ≤ C1
nEXr

1

(nEX1 + cn)r
≤ C0

1

nr−1
,

äëÿ ëþáîãî r > 1. Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Ëåììà.(òåîðåìà 2.1, [65]( Maurer, 2003))

Ïóñòü X1, . . . , Xn � í.ñ.â., EX2
i <∞, Xi ≥ 0. Ïîëîæèì Sk =

k∑
i=1

Xi. Òîãäà

äëÿ t > 0 è n ≥ 1, èìååì

P (ESn − Sn ≥ t) ≤ exp

− t2

2
n∑
i=1

EX2
i

 .
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Ñîãëàñíî ýòîé ëåììå ïîëó÷àåì, ÷òî

P (EΞn − Ξn ≥ cn) ≤ exp

− c2
n

2
n∑
i=1

EX2
i

 = exp

(
− c2

n

2nEX2
1

)
.

Îáúåäèíÿÿ ïðèâåäåííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü {τi}∞i=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü í.î.ð.ñ.â., θn =
n∑
i=1

τi,

N(t) = max {n : θn < t}, Eτ r1 < ∞. Åñëè r ≥ 2, òî äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòî-

ÿííûõ C∗1 , C
∗
2

P

(∣∣∣∣N(t)− t

Eτ1

∣∣∣∣ > ct

)
≤ C∗1

1

tr−1
+ C∗2 exp

(
−(ctEτ1)

2

2tEτ 2
1

)
, n ≥ 1. (2.10)

Çäåñü ct = o(t), t→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ ñðàçó âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé öå-

ïî÷êè ðàâåíñòâ{∣∣∣∣N(t)− t

Eτ1

∣∣∣∣ > ct

}
=

{
N(t) >

t

Eτ1
+ ct

}⋃{
N(t) <

t

Eτ1
− ct

}
=

=
{
θ t

Eτ1
+ct < t

}⋃{
θ t

Eτ1
−ct>t

}
=

=

{(
t

Eτ1
+ ct

)
Eτ1 − θ t

Eτ1
+ct > ctEτ1

}⋃{
θ t

Eτ1
−ct −

(
t

Eτ1
− ct

)
Eτ1 > ctEτ1

}
.

Âåçäå, ãäå â èíäåêñå âîçíèêàåò âûðàæåíèå, ïðèíèìàþùåå âåùåñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ, ïîíèìàåòñÿ, ÷òî âçÿòà åãî öåëàÿ ÷àñòü. Äëÿ êðàòêîñòè íà ýòèõ äåòà-

ëÿõ íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ. Äàëåå, èñïîëüçóÿ äëÿ êàæäîãî èç ñîáûòèé

óòâåðæäåíèå ëåììû 2.2, ïîëó÷àåì (2.10).

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5 êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò óòâåðæäåíèå ñëå-

äóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü

Eη1 =∞, Eξ2
1 <∞, Eτ r1 <∞, r > 2,

òî
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1.
Mn − EMn√
β(nEτ1)

p→ 0 ïðè n→∞, (2.11)

2.

lim
n→∞

EMn − λβ(nEτ1)√
β(nEτ1)

= 0. (2.12)

Çäåñü Mn =
n∑
i=1

ξiB (θn − θi), êàê áûëî îïðåäåëåíî â (2.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äëÿ ëþáîãî δ > 0 è ëþáîé ôóíêöèè 0 < ϕ(n) < n,

èìååì

P
(
|Mn − EMn| > δ

√
β(nEτ1)

)
=

= P

|Mn − EMn| > δ
√
β(nEτ1),

⋂
1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

+

+P

|Mn − EMn| > δ
√
β(nEτ1),

⋃
1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

 ≤
≤ P

n−ϕ(n)∑
i=1

∣∣ξiB (θn − θi)− EξiB (θn − θi)
∣∣ > δ

2

√
β(nEτ1),

⋂
1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

+

+P

 n∑
i=n−ϕ(n)+1

∣∣ξiB (θn − θi)− EξiB (θn − θi)
∣∣ > δ

2

√
β(nEτ1),

⋂
1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

+

+
n−1∑
i=ϕ(n)

P(Hi(ε)) = In1 + In2 + In3 .

Èç ëåììû 2.2, ïðè óñëîâèè, ÷òî Eτ r1 < ∞, r > 2, ñëåäóåò, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

P(Hi(ε)) ñõîäèòñÿ, ïðè φ(n) óäîâëåòâîðÿþùåì ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

φ2(n)

n
→∞ ïðè n→∞. (2.13)

Âûáåðåì ôóíêöèþ φ(n) ðàâíîé ýòîé æå ôóíêöèè èç ëåììû 2.1. Â òàêîì

ñëó÷àå lim
n→∞

In3 = 0.
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Èñïîëüçóÿ (2.7) è (2.8) äëÿ îöåíêè In1 , èìååì

In1 < P

n−ϕ(n)∑
i=1

(ξi + Eξi)D(n− i) > δ

4

√
β(nEτ1)

+

+P

n−ϕ(n)∑
i=1

|ξi − Eξi|Bctr(n− i) >
δ

4

√
β(nEτ1)

 ≤
≤ 2Eξ1

δ
4

√
β(nEτ1)

n−ϕ(n)∑
i=1

D(n− i) +
Dξ1

β(nEτ1)(
δ
4)2

n−ϕ(n)∑
i=1

B2
ctr(n− i).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñõîäèòñÿ ê íóëþ ñîãëàñíî ëåììå 2.1, ïðè ñîîòâåò-

ñòâóþùåì âûáîðå ôóíêöèé ϕ è φ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëåììå 2.1. Äàëåå

1

β(nEτ1)

n−ϕ(n)∑
i=1

B2
ctr(n− i) ≤

1

β(nEτ1)
Bctr(ϕ(n))β(nEτ1) =

= Bctr(ϕ(n))→ 0 ïðè n→∞.

Ñîãëàñíî (2.7), (2.8) è íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà, èìååì

In2 ≤
Dξ1

δ/2

ϕ(n)

β(nEτ1)
.

Ïîñêîëüêó ϕ(n) âûáðàíà óäîâëåòâîðÿþùåé ëåììå 2.1, òî In2 → 0 ïðè

n→∞.

2. Òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîëó÷àåì

EMn =

n−ϕ(n)∑
i=1

Eξi
(
B(θn − θi)−Bctr(n− i)

)
+ Eξ1

n−ϕ(n)∑
i=1

Bctr(n− i)+

+
n∑

i=n−ϕ(n)

EξiB(θn − θi) = Jn1 + Jn2 + Jn3 ;

Jn1 ≤ Eu1

n−ϕ(n)∑
i=1

D(n− i) + Eξ1

n−1∑
i=ϕ(n)

P (Hi(ε)) ,

Jn2 = Eξ1

n−ϕ(n)∑
i=1

Bctr(n− i),
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Jn3 = Eξ1ϕ(n).

Îöåíêè Jn1 è Jn3 ñðàçó ñëåäóþò èç ëåììû 2.1. Èç îïðåäåëåíèÿBctr(n−i),

èìååì
−Eξ1ϕ(n)√
β(nEτ1)

≤
Jn2 −

Eξ1
Eτ1
β(nEτ1)√

β(nEτ1)
≤ 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ îöåíêè ñâåðõó ñóììû ðÿäà èí-

òåãðàëîì. Äàëåå, ïðè âûáîðå ϕ(n), ðàâíîé ýòîé ôóíêöèè â ëåììå 2.1, ïîëó-

÷àåì (2.12).

2.3.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5

Îáîçíà÷èì

q∗(θn) =
q(θn)− λβ(nEτ1)√

λβ(nEτ1)
.

Ó÷èòûâàÿ (2.1), íàõîäèì

EF
(
eisq

∗(θn)
)

=
n∏
j=1

(
1 + (e

is√
λβ(nEτ1) − 1)B(θn − θj)

)ξj
e−is
√
λβ(nEτ1).

Çäåñü, êàê è ðàíåå, F � σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè

{ξi, τi}∞i=1.

Ïîñêîëüêó ln(1 + z) = z(1 + ε(z)), ãäå ε(z) ≤ |z| è |z| ≤ 1/2 (ñì. [82]),

òî ïðè ôèêñèðîâàííîì s è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

lnEF
(
eisq

∗(θn)
)

=
n∑
j=1

ξj ln

(
1 + (e

is√
λβ(nEτ1) − 1)B(θn − θj)

)
−

−is
√
λβ(nEτ1) =

= (e
is√

λβ(nEτ1) − 1)
n∑
j=1

ξjB(θn − θj)
(

1 + ε

(
(e

is√
λβ(nEτ1) − 1)B(θn − θj)

))
−

−is
√
λβ(nEτ1).

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå eis â îêðåñòíîñòè íóëÿ è îïðåäåëåíèå Mn(

ñì. (2.6)), èìååì

lnEF
(
eisq

∗(θn)
)

= is

(
Mn − λβ(nEτ1)√

λβ(nEτ1)

)
− s2

2

Mn

λβ(nEτ1)
+Rn,
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ãäå

Rn =

(
e

is√
λβ(nEτ1) − 1− is√

λβ(nEτ1)
+

s2

2λβ(nEτ1)

)
Mn+

+

(
e

is√
λβ(nEτ1) − 1

)2 n∑
j=1

ξjB
2
(θn − θj) = Rn

1 +Rn
2 .

Èç ëåììû 2.3, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5, èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè

Mn − λβ(nEτ1)√
λβ(nEτ1)

p→ 0 è
Mn

λβ(nEτ1)

p→ 1 ïðè n→∞.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî x ≥ 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|eix − 1− ix+
x2

2
| ≤ x3

6
,

òî

|Rn
1 | ≤

1

6

(
s√

λβ(nEτ1)

)3

Mn =
1

6

(
s3√

λβ(nEτ1)

)
Mn

λβ(nEτ1)

p→ 0

ïðè n → ∞. Äëÿ |Rn
2 |, èñïîëüçóÿ |eix − 1| ≤ x, x ≥ 0, à òàêæå ìîíîòîííîå

óáûâàíèå ôóíêöèè B , ïîëó÷àåì, ÷òî íàéäåòñÿ n0 òàêîå, ÷òî ïðè n ≥ n0

ïî÷òè íàâåðíîå

|Rn
2 | ≤

(
s√

λβ(nEτ1)

)2 n∑
j=1

ξjB
2
(θn − θj) ≤

≤ s2B(θn − θn−ϕ(n))
Mn

λβ(nEτ1)
+

s2

λβ(nEτ1)

n∑
j=n−ϕ(n)

ξj.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è ëåììû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî Rn
p→ 0 ïðè n→∞.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè ñõîäèìîñòü EF
(
eisS

∗
n

) p→ e−
s2

2 ïðè n→∞, ïîýòîìó

E
(
eisS

∗
n

)
→ e−

s2

2 ïðè n→∞. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Èç òåîðåìû 5 ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ àíàëîã çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ

q(θn), n ≥ 0, ñôîðìóëèðóåì åãî.
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Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü

Eη1 =∞, Eξ2
1 <∞, Eτ r1 <∞, r > 2.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè

q(θn)

β(nEτ1)

p→λ ïðè n→∞. (2.14)

2.3.4. Ñëó÷àéíàÿ çàìåíà âðåìåíè â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåõîäà ê ñëó÷àéíîìó èíäåêñó â (2.2) è (2.14)

èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà.( Durret, Resnik, 1977) Ïóñòü Yn
d→ Y , n→∞ è

1. N(t)
t

p→ N , t → ∞, äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí N òàêèõ, ÷òî P(0 < N <

∞) = 1,

2. äëÿ âñåõ A òàêèõ, ÷òî P(N ∈ A) > 0

P(Yn ∈ ∗|N ∈ A)→ P(Y ∈ ∗), (2.15)

3. åñëè ∆n,c = max
|m−n|<nc

|Ym − Yn|, òî

lim
c→0

sup
{B:P(B)>0}

lim sup
n→∞

P(∆n,c > ε|N ∈ B) = 0, (2.16)

òîãäà

YN(t)
d→ Y.

Â íàøåì ñëó÷àå N(t) = max {n : θn ≤ t}.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðåõîäà ê ñëó÷àéíîìó èíäåêñó áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ

ðåçóëüòàòà òåîðåìû 5. Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâîñòü (2.15) ñëåäóåò èç ðåçóëü-

òàòà òåîðåìû 5, êîòîðûé èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèè, ÷òî Eη1 =∞, Eτ r1 <∞,

r > 2, Eξ2
1 <∞. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè òðåáîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ âûïîë-

íåíî (2.16). Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2.16) â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåïèñàòü
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â òàêîì âèäå

lim
c→0

lim sup
n→∞

P

(
max
|m−n|<nc

|Ym − Yn| > ε

)
= 0. (2.17)

ïîñêîëüêó N = 1
Eτ1

= const.

Ïðîâåðêà ýòîãî ìàêñèìàëüíîãî íåðàâåíñòâà áóäåò ñòðîèòüñÿ íà òîì íà-

áëþäåíèè, ÷òî óñëîâíî îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû F öåíòðèðîâàííàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ñóìì Sn ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì îòðèöàòåëüíûì äåìèìàðòèíãàëîì

îòíîñèòåëüíî F è ìàêñèìàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ äëÿ óñëîâíûõ îòðèöàòåëü-

íûõ äåìèìàðòèíãàëîâ.

Îïðåäåëåíèå óñëîâíîãî îòðèöàòåëüíîãî äåìèìàðòèíãàëà ìîæíî íàé-

òè, íàïðèìåð, â [74]( Rao, 2012). Äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåì åãî.

Îïðåäåëåíèå 2. L1-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn, n ≥ 1} ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

îïðåäåëåííûõ íà ïîëíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,A,P), íàçûâà-

åòñÿ óñëîâíûì îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû F îòðèöàòåëüíûì äåìèìàðòèí-

ãàëîì, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

EF [(Sj+1 − Sj) f (S1, . . . , Sj)] ≤ 0, j ≥ 1 (2.18)

äëÿ ëþáîé ïîêîìïîíåíòíî íåóáûâàþùåé ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðîé ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå (2.18) îïðåäåëåíî. Çäåñü F � íåêîòîðàÿ σ-ïîäàëãåáðà

A.

Îáîçíà÷èì

Yn = Sn(u,v,a)−EFSn(u,v,a) =
n∑
i=1

ui∑
j=1

(ζij(n)− EFζij(n)) , n ≥ 1 (2.19)

ãäå

ζij(n) =

1, åñëè ηUi−1+j > θn − θi,

0, èíà÷å,

äëÿ i ≥ 1 è 1 ≤ j ≤ ξi, Y0 = 0. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àåì E (ξ|F) = EFξ,

P (A|F) = PF (A).
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Ëåììà 2.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Zm,n = Ym − Yn}m≥n

îáðàçóåò óñëîâíûé îòðèöàòåëüíûé äåìèìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî F äëÿ

ëþáîãî n ≥ 0. Çäåñü, êàê è ðàíåå, F � σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñëó÷àéíûìè

âåêòîðàìè {ξi, τi}∞i=1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðè m ≥ n

EF
(
(Zm+1,n−Zm,n)f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)

)
= EF

(
(Ym+1−Ym)f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)

)
=

=
m∑
i=1

ui∑
j=1

EF
( ((

ζm+1
ij − ζmij

)
−
(
EFζ

m+1
ij − EFζ

m
ij

))
f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)

)
+

+

um+1∑
j=1

EF
( (
ζm+1
m+1,j − EFζ

m+1
m+1,j

)
f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)

)
= In + IIn.

Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì 1 ≤ j ≤ um+1 âåëè÷èíû

ζm+1
m+1,j − EFζ

m+1
m+1,j è f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)

óñëîâíî íåçàâèñèìû îòíîñèòåëüíî F , òî

EF
( (
ζm+1
m+1,j − EFζm+1

m+1,j

)
f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)

)
= 0, 1 ≤ j ≤ ξm+1.

Ïîýòîìó

IIn = 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì In.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ

Aij(m) =
{
ω : ζm+1

ij − ζmij = −1
}
, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ξi.

Îòìåòèì, ÷òî òîãäà

Aij(m) =
{
ω : ζm+1

ij = 0, ζmij = 1
}

=
{
ω : θm − θi < ηUi−1+j < θm+1 − θi

}
.

(2.20)
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Èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ i ≥ 1

PF (Aij(m)) = B(θm − θi)−B(θm+1 − θi), 1 ≤ j ≤ ξi.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî êàæäîå ñëàãàåìîå â äâîéíîé ñóììå In

Ni,j(n,m) = EF
( (
ζm+1
ij − ζmij

)
f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)

)
−

−
(
EFζ

m+1
ij − EFζ

m
ij

)
EFf(Zn+1,n, . . . , Zm,n).

Çàìåòèì, ÷òî (
EFζ

m+1
ij − EFζ

m
ij

)
EF (f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)) =

= −
(
B(θm − θi)−B(θm+1 − θi)

)
EF (f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)) .

Äàëåå, â ñèëó (2.20) èìååì

EF
( (
ζm+1
ij − ζmij

)
f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)

)
= −EFf(Zn+1,n, . . . , Zm,n)I {Aij(m)} =

= −EF
(
f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)|Aij(m)

)
PF {Aij(m)} =

= −EF
(
f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)|Aij(m)

) (
B(θm − θi)−B(θm+1 − θi)

)
.

Òàêèì îáðàçîì

Ni,j(n,m) = −
(
B(θm − θi)−B(θm+1 − θi)

)
·

· (EF (f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)|Aij(m))− EF (f(Zn+1,n, . . . , Zm,n))) .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ B ìîíîòîííî óáûâàåò, òî

B(θm − θi)−B(θm+1 − θi) ≥ 0, 0 ≤ i ≤ m.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ ïîêàçàòü

EF
(
f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)|Aij(m)

)
− EF

(
f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)

)
≥ 0. (2.21)

Çàìåòèì, ÷òî

EF
(
f(Zn+1,n, . . . , Zm,n)|Aij(m)

)
= EF

(
f(Z∗n+1,n, . . . , Z

∗
m,n)

)
,
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ãäå

Z∗k,n =


Zk,n + ζnij − ζkij åñëè 1 ≤ i ≤ n,

Zk,n + 1− ζkij äëÿ n < i ≤ k,

Zk,n äëÿ k < i ≤ m,

äëÿ n < k ≤ m.

Ïîýòîìó Z∗k,n ≥ Zk,n, n < k ≤ m. Ñëåäîâàòåëüíî èç ïîêîìïîíåíòíîãî

íåóáûâàíèÿ f ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (2.21).

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4 çàâåðøåíî.

Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{q(θ)− EFq(θn)}∞n=0

îáðàçóåò óñëîâíûé îòíîñèòåëüíî F îòðèöàòåëüíûé äåìèìàðòèíãàë. Ýòîò

ðåçóëüòàò èíòåðåñåí òåì, ÷òî â ñèñòåìàõ, ïîäîáíûõ ðàññìàòðèâàåìîé, ÷èñëî

òðåáîâàíèé íàõîäÿùèõñÿ íà îáñëóæèâàíèè áóäåò óñëîâíûì îòðèöàòåëüíûì

äåìèìàðòèíãàëîì( âîçìîæíî, íåïðåðûâíûì).

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, äëÿ ñëó÷àéíîé çàìåíû âðåìåíè â ïðåäåëüíîé

òåîðåìå òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ìàêñèìàëüíîå íåðàâåíñòâî (2.17). Ïðè åãî ïðî-

âåðêå îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.5. I. Ïóñòü Eτ r1 < ∞, r > 2, Eξ2
1 < ∞ è β(t) =

∫ t
0 B(x)dx → ∞,

t → ∞, òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé 0 < c < 1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ, äëÿ ïðåäåëîâ ïî âåðîÿòíîñòè

1.

lim
c→0

lim
n→∞

EF
(
Yn − Yn(1−c)

)2

β2(nEτ1)
= 0, (2.23)

2.

lim
c→0

lim
n→∞

EFY
2
n(1−c)

β2(nEτ1)
≤ 1, (2.24)

3.

lim
c→0

lim
n→∞

EF
(
Yn − Yn(1+c)

)2

β2(nEτ1)
= 0. (2.25)
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4.

lim
c→0

lim
n→∞

EFY
2
n(1+c)

β2(nEτ1)
≤ 1. (2.26)

II. Åñëè ê òîìó æå äëÿ ôóíêöèè β(t) èìååò ìåñòî óñëîâèå

lim
c→0

lim
t→∞

β(ct)

β(t)
= 0, (2.27)

òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé 0 < c < 1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ, äëÿ ïðåäåëîâ ïî âåðîÿòíîñòè

1.

lim
c→0

lim
n→∞

EF
(
Yn − Yn(1−c)

)2

β(nEτ1)
= 0, (2.28)

2.

lim
c→0

lim
n→∞

EFY
2
n(1−c)

β(nEτ1)
≤ 1, (2.29)

3.

lim
c→0

lim
n→∞

EF
(
Yn − Yn(1+c)

)2

β(nEτ1)
= 0. (2.30)

4.

lim
c→0

lim
n→∞

EFY
2
n(1+c)

β(nEτ1)
≤ 1. (2.31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî (2.28), îñòàëüíûå ñõîäèìîñòè

ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó, äëÿ m < n

EF (Yn − Ym)2 =
m∑
i=1

ξi
(
B(θm − θi)−B(θn − θi)

) (
B(θn − θi) +B(θm − θi)

)
+

+
n∑

i=m+1

ξiB(θn − θi)B(θn − θi) ≤ 2
m∑
i=1

ξi
(
B(θm − θi)−B(θn − θi)

)
+

+
n∑

i=m+1

ξiB(θn − θi) = 2In,m + IIn,m.

Íèæå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â (2.4) è (2.5), îöåíêè (2.7) è (2.8),

à òàêæå ðàññóæäåíèÿ ëåììû 10. Äëÿ ëþáîãî δ > 0 è ôóíêöèè ϕ(n), îïðå-

äåëÿåìîé ëåììîé 6, èìååì

P

(
In,m

β(nEτ1)
> δ

)
≤
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≤ P

 1

β(nEτ1)

m−ϕ(m)∑
i=1

ξi
(
B(θm − θi)−B(θn − θi)

)
>
δ

2
,

⋂
1≤i≤m−ϕ(m)

Hm,i(ε)

+

+P

 1

β(nEτ1)

m−ϕ(m)∑
i=1

ξi
(
B(θm − θi)−B(θn − θi)

)
>
δ

2
,

⋃
1≤i≤m−ϕ(m)

Hm,i(ε)

+

+P

 1

β(nEτ1)

m∑
i=m−ϕ(m)+1

ξi >
δ

2

 ≤
≤ P

 1

β(nEτ1)

m−ϕ(m)∑
i=1

ξi (Bctr(m− i)−Bctr(n− i)) >
δ

4

+

+P

 1

β(nEτ1)

m−ϕ(m)∑
i=1

ξi (D(m− i) +D(n− i)) > δ

4

+

+P

 ⋃
1≤i≤m−ϕ(m)

Hm,i(ε)

+ P

 1

β(nEτ1)

m∑
i=m−ϕ(m)+1

ξi >
δ

2

 .

Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà, èìååì

P

(
In,m

β(nEτ1)
> δ

)
≤ 1

δ/4

Eξ1

β(nEτ1)

m−ϕ(m)∑
i=1

(Bctr(m− i)−Bctr(n− i)) +

+
1

δ/4

Eξ1

β(nEτ1)

m−ϕ(m)∑
i=1

(D(m− i) +D(n− i)) +

+
m−1∑
i=ϕ(m)

P
(
H i(ε)

)
+

Eξ1

δ/2

ϕ(n)

β(nEτ1)
= I1(n) + I2(n) + I3(n) + I4(n).

Îöåíèâàÿ ñâåðõó ñóììó èíòåãðàëîì ïîëó÷àåì, ÷òî

I1(n) ≤ C

(
β(nEτ1)− β(mEτ1)

β(nEτ1)
+
β((n−m)Eτ1)

β(nEτ1)

)
,

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî Eτ1 = 1 è

äëÿ n ≥ m

β(n)− β(m)

β(n)
=

n∫
m

B (x) dx

m∫
0

B (x) dx+
n∫
m

B (x) dx

≤

n∫
m

B (x) dx

m∫
0

B (x) dx

≤
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≤ n−m
m

B (m)

B (m)
=
n−m
m

.

Ïîýòîìó
I1(n)

β(nEτ1)
≤ C

(
n−m
n

+
β((n−m)Eτ1)

β(nEτ1)

)
.

Äàëåå, ïîñêîëüêó I2(n) ≤ 3I1(n), òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ñõîäèìîñòè

I1(n), I2(n) ê íóëþ áóäåò (2.27).Èç ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè Eτ r1 < ∞,

r > 2

I3(n)→ 0 ïðè n > m, n→∞.

È íàêîíåö, I4(n)→ 0, n→∞ äëÿ ϕ(n) âçÿòîé èç ëåììû 2.1. Îöåíèì IIn,m.

Äëÿ ëþáîãî δ > 0

P

(
IIn,m
β(nEτ1)

> δ

)
≤ P

 1

β(nEτ1)

n−ϕ(n)∑
i=m+1

ξiB(θn − θi) >
δ

2
,

⋂
m+1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

+

+P

 1

β(nEτ1)

n−ϕ(n)∑
i=m+1

ξiB(θn − θi) >
δ

2
,

⋃
m+1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

+

+P

 1

β(nEτ1)

n∑
i=n−ϕ(n)

ξi >
δ

2

 ≤ P

 1

β(nEτ1)

n−ϕ(n)∑
i=m+1

ξiBctr(n− i) >
δ

4

+

+P

 1

β(nEτ1)

n−ϕ(n)∑
i=m+1

ξiD(n− i) > δ

4

+

+

n−ϕ(n)∑
i=m+1

P
(
Hn,i(ε)

)
+ P

 1

β(nEτ1)

n∑
i=n−ϕ(n)+1

ξi >
δ

2

 .

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà äëÿ ïåðâîãî, âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ñëàãà-

åìîãî, èìååì

P

(
IIn,m
β(nEτ1)

> δ

)
≤ 1

δ/4

Eξ1

β(nEτ1)

n−ϕ(n)∑
i=m+1

Bctr(n− i)+

+
1

δ/4

Eξ1

β(nEτ1)

n−ϕ(n)∑
i=m+1

D(n− i) +

n−ϕ(n)∑
i=m+1

P
(
Hn,i(ε)

)
+

1

δ/2

Eξ1ϕ(n)

β(nEτ1)
≤
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≤ 1

δ/4

Eξ1

β(nEτ1)

n−ϕ(n)∫
m+1

B ((n− x)Eτ1) dx+

+
1

δ/4

Eτ1

β(nEτ1)

n−ϕ(n)∫
m+1

D(n− x)dx+

n−ϕ(n)∑
i=m+1

P
(
Hn,i(ε)

)
+

1

δ/2

Eξ1ϕ(n)

β(nEτ1)
.

Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè In,m → 0 ïðè n → ∞, òî

IIn,m → 0 ïðè n→∞.

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ ïðîâåðêè (2.17).

Ïðîâåðêà óñëîâèÿ (2.17).Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (2.19), ìîæíî çàïèñàòü,

÷òî
q(θ)− λβ(nEτ1)√

λβ(nEτ1)
=

Yn√
λβ(nEτ1)

+
EFq(θn)− λβ(nEτ1)√

λβ(nEτ1)
=

=
Yn√

λβ(nEτ1)
+
Mn − EMn√
λβ(nEτ1)

+
EMn − λβ(nEτ1)√

λβ(nEτ1)
.

Ïîñêîëüêó òðåòüå ñëàãàåìîå íåñëó÷àéíî è ñîãëàñíî (2.12) ñõîäèòñÿ ê íóëþ,

òî ïðîâåðêó óñëîâèÿ 2.17 ìîæíî ïðîâîäèòü â äâà øàãà � äëÿ ïåðâîãî è

âòîðîãî ñëàãàåìîãî.

Ïðîâåðêà óñëîâèÿ (2.17) äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî.

Ïîñêîëüêó

P

(
max
|n−m|<nc

∣∣∣∣∣ Ym√
β(mEτ1)

− Yn√
β(nEτ1)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤

≤ P

(
max
|n−m|<nc

|Ym − Yn|√
β(nEτ1)

+ max
|n−m|<nc

|Ym|

∣∣∣∣∣ 1√
β(mEτ1)

− 1√
β(nEτ1)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤

≤ P

(
max
|n−m|<nc

|Ym − Yn| >
ε

2

√
β(nEτ1)

)
+

+P

(
max
|n−m|<nc

|Ym|

∣∣∣∣∣ 1√
β(mEτ1)

− 1√
β(nEτ1)

∣∣∣∣∣ > ε

2

)
=

= P

(
max

n<m<n(1+c)
|Ym − Yn| >

ε

2

√
β(nEτ1)

)
+

+P

(
max

(1−c)n<m<n
|Ym − Yn| >

ε

2

√
β(nEτ1)

)
+
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+P

(
max

n<m<n(c+1)
|Ym|

∣∣∣∣∣ 1√
β(mEτ1)

− 1√
β(nEτ1)

∣∣∣∣∣ > ε

2

)
+

+P

(
max

n(1−c)<m<n
|Ym|

∣∣∣∣∣ 1√
β(mEτ1)

− 1√
β(nEτ1)

∣∣∣∣∣ > ε

2

)
=

= r1(n) + r2(n) + r3(n) + r4(n).

Äëÿ îöåíêè ýòèõ âåðîÿòíîñòåé áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ëåììà. [34, Ñëåäñòâèå 18]( Christo�des, Hadjikyriakou, 2013)

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sj, j ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì äåìè-

ìàðòèíãàëîì óñëîâíûì îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû F , òîãäà äëÿ ëþáîãî

x > 0

λPF

(
max

1≤k≤n
Sk ≥ x

)
≤ EF

(
SnI

{
max

1≤k≤n
Sk ≥ x

})
. (2.32)

Åñëè {Sj, j ≥ 0} åñòü îòðèöàòåëüíûé äåìèìàðòèíãàë, òî {−Sj, j ≥ 0}

òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì äåìèìàðòèíãàëîì. Òîãäà ïðèìåíÿÿ äâàæäû

íåðàâåíñòâî (2.32) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x > 0

λPF

(
max

1≤k≤n
|Sk| ≥ x

)
≤ λPF

(
max

1≤k≤n
Sk ≥ x

)
+ λPF

(
max

1≤k≤n
−Sk ≥ x

)
≤

≤ 2

x
EF |Sn|. (2.33)

Èñïîëüçóÿ (2.33), îöåíèì âåðîÿòíîñòè r1(n), r2(n), r3(n) è r4(n). Ïîñêîëüêó

r2(n) ≤ EPF

(
max

n(1−c)<m<n

∣∣Ym − Yn(1−c)
∣∣ > ε

4

√
β(nEτ1)

)
+

+P
(∣∣Yn − Yn(1−c)

∣∣ > ε

4

√
β(nEτ1)

)
≤

≤ E

√
EF(Yn − Yn(1−c))2(

ε
4

)2
β(nEτ1)

+ E
EF(Yn − Yn(1−c))

2(
ε
4

)2
β(nEτ1)

.

Àíàëîãè÷íî

r1(n) ≤ E

√
EF(Yn(1+c) − Yn)2(

ε
4

)2
β(nEτ1)

.
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Äàëåå

r3(n) ≤

(
1√

β(nEτ1)
− 1√

β(n(1 + c)Eτ1)

)
E
√

EF(Yn(c+1))2,

r4(n) ≤ P

(
max

n(1−c)<m<n
|Ym − Yn(1−c)|

∣∣∣∣∣ 1√
β(mEτ1)

− 1√
β(nEτ1)

∣∣∣∣∣ > ε

4

)
+

+P

(
|Yn(1−c)|

∣∣∣∣∣ 1√
β(n(1− c)Eτ1)

− 1√
β(nEτ1)

∣∣∣∣∣ > ε

4

)
≤

≤

(
1√

β(n(1− c)Eτ1)
− 1√

β(nEτ1)

)
E
√
EF(Yn − Yn(1−c))2+

+

(
1√

β(n(1− c)Eτ1)
− 1√

β(nEτ1)

)2

EEF(Yn(1−c))
2.

Èòàê, ñõîäèìîñòü ê íóëþ ïðè n→∞ è c→ 0 äëÿ âåðîÿòíîñòåé r1(n), r2(n),

r3(n) è r4(n) ñëåäóåò èç îöåíîê ëåììû 2.5.

Ïðîâåðêà óñëîâèÿ (2.17) äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî.

Â ýòîì ñëó÷àå íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.6. Ïóñòü Mn =
n∑
i=1

ξiB(θn − θi), β(t) → ∞, t → ∞, Eξ2
1 < ∞ è

Eτ r <∞, r > 2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
c→0

lim
n→∞

P

(
max
|m−n|<nc

∣∣∣∣∣Mm − EMm√
β(mEτ1)

− Mn − EMn√
β(mEτ1)

∣∣∣∣∣ > ε

)
= 0. (2.34)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî

Mn − EMn =
n∑
i=1

(
ξiB(θn − θi)− EξiB(θn − θi)

)
.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî m > n. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ

ω ∈
⋂

1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

âûïîëíåíî

ξiB(θn − θi)− EξiB(θn − θi) ≤ (ξi − Eξi)Bctr(n− i) + (Eξi + ξi)D(n− i)
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à ñ äðóãîé ñòîðîíû

ξiB(θn − θi)− EξiB(θn − θi) ≥ (ξi − Eξi)Bctr(n− i)− (Eξi + ξi)D(n− i).

Ïîýòîìó

An −Bn ≤Mn − EMn ≤ An +Bn, (2.35)

ãäå An =
n∑
i=1

(ξi − Eξi)Bctr(n− i), Bn =
n∑
i=1

(Eξi + ξi)D(n− i).

Èç (2.35) ñëåäóåò, ÷òî

|(Mm − EMm)− (Mn − EMn)| ≤ |Am − An|+Bm +Bn.

Èòàê, äëÿ ω ∈
⋂

1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε), èìååì

∣∣∣∣∣(Mm − EMm)√
β(mEτ1)

− (Mn − EMn)√
β(nEτ1)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣(Mm − EMm)− (Mn − EMn)√
β(nEτ1)

∣∣∣∣∣+ |Mm−EMm|

∣∣∣∣∣ 1√
β(mEτ1)

− 1√
β(nEτ1)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ |Am − An|√

β(nEτ1)
+

Bm +Bn√
β(nEτ1)

+ (Am +Bm)

∣∣∣∣∣ 1√
β(mEτ1)

− 1√
β(nEτ1)

∣∣∣∣∣ =

= I1(n,m) + I2(n,m) + I3(n,m).

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàêñèìàëüíîå íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà [8,

Ãëàâà V]( Áóëèíñêèé, Øèðÿåâ, 2016), ïðèâåäåì åãî ôîðìóëèðîâêó.

Ïóñòü X1, . . . , Xn � í.ñ.â. òàêèå, ÷òî EXi = 0, DXi < ∞, 1 ≤ i ≤ n.

Ïîëîæèì Sn =
n∑
i=1

Xi, d
2
n = DSn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

P

(
max
1≤i≤n

|Si| ≥ xdn

)
≤ 2P

(
|Sn| ≥ (x−

√
2)dn

)
. (2.36)

Èç íåðàâåíñòâà (2.36) ñëåäóåò, ÷òî

P

 max
n≤m≤(1+c)n

I1(n,m) > ε,
⋂

1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

 ≤ E|An(1+c) − An|
ε
√
β(nEτ1)

, (2.37)
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P

 max
n≤m≤(1+c)n

I2(n,m) > ε,
⋂

1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

 ≤ E(Bn(1+c) +Bn)

ε
√
β(nEτ1)

, (2.38)

P

 max
n≤m≤(1+c)n

I3(n,m) > ε,
⋂

1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

 ≤
≤ E(An(1+c) +Bn(1+c))

(
1√

β(nEτ1)
− 1√

β(n(1 + c)Eτ1)

)
. (2.39)

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

E(Am − An)
2 ≤ Dξ1 (β1(mEτ1) + β1(nEτ1)) , (2.40)

ãäå β1(t) =
t∫

0

B
2
(x)dx. À òàêæå ñõîäèìîñòü

lim
n→∞

β1(n(1 + c)) + β1(n)

β(n)
= lim

n→∞

B
2
(n(1 + c)) +B

2
(n)

B(n)
≤ 2 lim

n→∞
B(n) = 0.

Èç ýòèõ äâóõ íàáëþäåíèé è (2.37) ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
c→0

lim
n→∞

P

 max
n≤m≤(1+c)n

I1(n,m) > ε,
⋂

1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

 = 0.

Èç (2.38) è ëåììû 2.5, à òàêæå îöåíêè

β(n(1 + c))

β(n)
≤ 1 +

ncB(n)

nB(n)
= 1 + c, (2.41)

èìååì

lim
c→0

lim
n→∞

P

 max
n≤m≤(1+c)n

I2(n,m) > ε,
⋂

1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

 = 0.

Èç (2.39), (2.40), (2.41) è ëåììû 2.5 ñëåäóåò, ÷òî

lim
c→0

lim
n→∞

P

 max
n≤m≤(1+c)n

I3(n,m) > ε,
⋂

1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
c→0

lim
n→∞

P

 max
|m−n|<nc

∣∣∣∣∣Mm − EMm√
β(mEτ1)

− Mn − EMn√
β(mEτ1)

∣∣∣∣∣ > ε,
⋂

1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

 = 0.

(2.42)
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Äàëåå, èç ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî

lim
c→0

lim
n→∞

P

 max
|m−n|<nc

∣∣∣∣∣Mm − EMm√
β(mEτ1)

− Mn − EMn√
β(mEτ1)

∣∣∣∣∣ > ε,
⋃

1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

 ≤
≤ lim

n→∞
P

 ⋃
1≤i≤n−ϕ(n)

Hn,i(ε)

 = 0. (2.43)

Îáúåäèíÿÿ (2.42) è (2.43), ïîëó÷àåì (2.34).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (2.17) ïðîâåðèëè, à çíà÷èò ïîëó÷åí ïåðåõîä ê

ñëó÷àéíîé çàìåíå âðåìåíè. Ñôîðìóëèðóåì åãî:

Òåîðåìà 6. Ïóñòü Eτ r1 < ∞, r > 2, Eξ2
1 < ∞ è âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

óñëîâèå

lim
c→0

lim
n→∞

β(ct)

β(t)
= 0,

òî
q(θN(t))− λβ(N(t)Eτ1)√

λβ(N(t)Eτ1)

d→ N (0, 1) , ïðè t→∞.

Ïðîèçâîäÿ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè, à òàêæå èñïîëüçóÿ (2.23)-(2.26),

ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîã çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë â ýòîì ñëó÷àå. Ñôîðìóëèðó-

åì åãî.

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü Eη1 =∞, Eτ r1 <∞, r > 2, Eξ2
1 <∞, òî

q(θN(t))

β(N(t)Eτ1)

p→ λ ïðè t→∞.

2.3.5. Ïåðåõîä ê íåñëó÷àéíîé íîðìèðîâêå

Äîêàæåì ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2.7. Åñëè Eτ r1 < ∞, r ≥ 2 è β(t) → ∞, t → ∞, òî èìååò ìåñòî

ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè

β (N(t)Eτ1)− β (t)√
β(t)

p→ 0, t→∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ ω ∈
{
ω :
∣∣∣N(t)− t

Eτ1

∣∣∣ < ct

}
, äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè ct è íåêîòîðîé êîíñòàíòû C, èìååì

β (N(t)Eτ1)− β (t)√
β (t)

≤ β (t+ ctEτ1)− β (t)√
β (t)

≤

≤

(
1 + ct

t Eτ1

) t∫
0

B (y) dy −
t∫

0

B(y)dy√
t∫

0

B(y)dy

≤ C

√
c2
t

t2
β(t).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó

β (N(t)Eτ1)− β (t)√
β (t)

≥ −C
√
c2
t

t2
β(t).

Ïóñòü ct = t1−δ

(β(t))1/2−δ , 0 < δ < 1/2. Â ýòîì ñëó÷àå

c2
t

t2
β(t) =

(
β(t)

t

)2δ

→ 0, t→∞.

Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4,

P

(∣∣∣∣N(t)− t

Eτ1

∣∣∣∣ > ct

)
→ 0, t→∞.

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå, i = 1, 2

q(θN(t))− λ (β(N(t)Eτ1)− β(t) + β(t))√
λβ(t)

√
β(t)

β(N(t)Eτ1)
=

=
q(θN(t))− λβ(t)√

β(t)

√
β(t)

β(N(t)Eτ1)
− β(N(t)Eτ1)− β(t)√

β(t)

√
β(t)

β(N(t)Eτ1)
,

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íàáëþäåíèå è ðåçóëüòàò ñëåäñòâèÿ 4, ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü Eη1 =∞, Eτ r1 <∞, r > 2, Eξ2
1 <∞, òî

q(θN(t))

β(N(t)Eτ1)

p→ λ ïðè t→∞.
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Áîëåå òîãî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå:

lim
c→0

lim
n→∞

β(ct)

β(t)
= 0,

òî
q(θN(t))− λβ(t)√

λβ(t)

d→ N (0, 1) , ïðè t→∞.

2.4. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿ-

ùèì ïîòîêîì

2.4.1. Îïèñàíèå ìîäåëè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà S ñ ðåãåíåðèðóþùèì

âõîäÿùèì ïîòîêîì X(t), çàäàííûì íà ôèëüòðîâàííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå
(
Ω,F , {Ft}t≥0 ,P

)
, ôèëüòðàöèÿ {Ft}t≥0 ñîãëàñîâàíà ñ ïðîöåññîì

X(t). Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå òàêîãî ïîòîêà [21]( Àôàíàñüåâà, Áàøòîâà,

2014).

Îïðåäåëåíèå 3. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {X(t), t ≥ 0} ñ íåóáûâàþùèìè íåïðå-

ðûâíûìè ñëåâà òðàåêòîðèÿìè íàçûâàåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì ïîòîêîì, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {θi, i ≥ 0}, θ0 = 0 ìàð-

êîâñêèõ ìîìåíòîâ, îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè {Ft}t≥0 òàêèõ, ÷òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü

{κi}∞i=0 = {(X(θi−1 + t)−X(θi−1)), θi − θi−1, t ∈ [0; θi − θi−1)}∞i=0

ñîñòîèò èç í.î.ð. ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ.

Âåëè÷èíû θi è τi = θi − θi−1( i ≥ 1) íàçûâàþòñÿ i-ì ìîìåíòîì ðåãå-

íåðàöèè è i-ì ïåðèîäîì ðåãåíåðàöèè, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ÷èòàåì, ÷òî X(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé ïîñòóïèâøèõ â ñèñòåìó îáñëó-

æèâàíèÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t, X(0) = 0. Îáîçíà÷èì ξi = X (θi) −X (θi−1)

� ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïðèøåäøèõ çà i−é ïåðèîä ðåãåíåðàöèè, i ≥ 1.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 3, {τi}∞i=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

í.î.ð.c.â.

Èç îïðåäåëåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ξi è τj íåçàâèñèìû ïðè i 6= j. Îáîçíà÷èì

λ = Eξ1
Eτ1
.

Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê {ηi}∞i=1 îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

í.î.ð.c.â. ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ B(t), íå çàâèñÿùóþ îò âõîäÿùåãî ïî-

òîêà X(t). Õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ B(t) îáîçíà÷àåì ÷åðåç B(t) = 1−B(t).

Îñíîâíîå âíèìàíèå â äàííîé ãëàâå íàïðàâëåíî íà èçó÷åíèå ïðîöåññà

q(t), ðàâíîãî ÷èñëó çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ íà îáñëóæèâàíèè â ñèñòåìå S â

ìîìåíò âðåìåíè t.

2.4.2. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Îáîçíà÷èì

β(t) =

∫ t

0

B(x)dx.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè Eη1 =∞, òî lim
t→∞

β(t) =∞.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü Eη1 =∞, Eτ r1 <∞, r > 2, Eξ2
1 <∞, òîãäà

q(t)

β(t)

p→ λ ïðè t→∞.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü Eτ r1 < ∞, r > 2, Eξ2
1 < ∞ è âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

óñëîâèå

äëÿ 0 < c < 1 lim
c→0

lim
t→∞

β(ct)

β(t)
= 0, (2.44)

òîãäà
q(t)− λβ(t)√

λβ(t)

d→ N (0, 1) ïðè t→∞.

Çàìåòèì, ÷òî â êëàññ ðàñïðåäåëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.44), âõîäÿò,

íàïðèìåð, ðåãóëÿðíî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè ñ èíäåêñîì 0 < α < 1 [30](

Áîðîâêîâ, Áîðîâêîâ, 2008).
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2.4.3. Ìàæîðèðóþùèå ñèñòåìû

Äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ î÷åðåäè â S, ââîäèì äâå

âñïîìîãàòåëüíûå ñèñòåìû S1 è S2. Â S1 òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàþò â ìîìåíò

θi−1 ãðóïïîé îáúåìà ξi, i ≥ 1. Âòîðàÿ ñèñòåìà S2 àíàëîãè÷íà ïåðâîé, òîëüêî

ãðóïïà îáúåìà ξi ïîñòóïàåò íå â íà÷àëå ïåðèîäà, à â åãî êîíöå( ò.å. â ìîìåíò

θi).

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìû S, S1 è S2 çàäàíû íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì

ïðîñòðàíñòâå. Áóäåì îáîçíà÷àòü qi(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå Si, i =

1, 2.

Ëåììà 2.8. Ïî÷òè íàâåðíîå âûïîëíåíî ñëåäóþùåå äâîéíîå íåðàâåíñòâî

q1

(
θN(t)+1

)
− ξN(t)+1 ≤ q(t) ≤ q2

(
θN(t)

)
+ ξN(t)+1, t ≥ 0, (2.45)

ãäå N(t) = max {n : θn ≤ t}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç îïðåäåëåíèÿ ñèñòåì S2 è S ñëåäóåò, ÷òî ïðè n ≥ 1

q(θn) ≤ q2(θn) ï.í.

Ïîýòîìó ïðè t ≥ 0

q(θN(t)) ≤ q2(θN(t)) ï.í.

Äàëåå

q(t) ≤ q(θN(t)) + ξN(t)+1 ≤ q2(θN(t)) + ξN(t)+1, t ≥ 0.

2. Ïîñêîëüêó ïðè n ≥ 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

q(θn) ≥ q1(θn) ï.í,
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òî ïðè t ≥ 0

q(θN(t)+1) ≥ q1(θN(t)+1) ï.í.

Òàê êàê q(θN(t)+1) ≤ q(t) + ξN(t)+1, òî ïðè t ≥ 0

q(t) ≥ q(θN(t)+1)− ξN(t)+1 ≥ q1(θN(t)+1)− ξN(t)+1 ï.í.

Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ óäîáíî ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåñ-

ñû. Ïóñòü u = {ui}∞i=1, v = {vi}∞i=1, a = {ai}∞i=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçà-

âèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ, âíóòðè êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèå, ÷òî a íå çàâèñèò îò u, v. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â

u ïðèíèìàþò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî P(ai > t) = B(t).

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî íàáîðà òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëåäóþ-

ùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì

Sn(u,v,a) =
n∑
i=1

ui∑
j=1

I
(
aUi−1+j > Vn − Vi

)
, n ≥ 1, S0 = 0, (2.46)

ãäå Un =
n∑
i=1

ui, U0 = 0, Vn =
n∑
i=1

vi, V0 = 0.

Ñìûñë ýòèõ îáîçíà÷åíèé ïðîÿñíÿåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.9. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ïî ðàñïðåäåëåíèþ

1. q2(θn)
d
= Sn(ξ, τ ,η), n ≥ 0;

2. q1(θn)
d
=

ξ1∑
j=1

I (ηj > θn)− ξn+1 + Sn(ξ
′, τ ′,η′), n ≥ 0,

ãäå

(ξ, τ ,η) = (ξi, τi, ηi), (ξ′, τ ′,η′) = (ξ′i, τ
′
i , η
′
i) = (ξi+1, τi, ηξ1+i), i ≥ 1. (2.47)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ï.1 ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû S2.

Îáîçíà÷èì Cn =
n∑
i=1

ξi, n ≥ 1. Âåëè÷èíó q1(θn) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå ñóììû

q1(θn) =
n∑
i=1

(
ξi∑
j=1

I
(
ηCi−1+j > θn − θi−1

))
, n ≥ 1. (2.48)
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Òîãäà äëÿ n ≥ 2

q1(θn) =

ξ1∑
j=1

I (ηj > θn) +
n∑
i=2

(
ξi∑
j=1

I
(
ηCi−1+j > θn − θi−1

))
=

=

ξ1∑
j=1

I (ηj > θn) +
n−1∑
i=1

(
ξi+1∑
j=1

I (ηCi+j > θn − θi)

)
=

=

ξ1∑
j=1

I (ηj > θn) +
n∑
i=1

(
ξi+1∑
j=1

I (ηCi+j > θn − θi)

)
− ξn+1.

Äëÿ k ≥ 2, ïî ðàñïðåäåëåíèþ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Ck
d
= ξ1 +

k∑
i=2

ξi = C ′k−1 + ξ1,

ηξ1+C ′k−1+j
d
= η′C ′k−1+j.

Ïîýòîìó

q1(θn)
d
=

ξ1∑
j=1

I (ηj > θn)− ξn+1 + Sn(ξ
′, τ ′,η′).

Èç ëåìì 2.7 è 2.8 ñëåäóåò, ÷òî ïî ðàñïðåäåëåíèþ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

íåðàâåíñòâî

ξ1∑
j=1

I
(
ηj > θN(t)+1

)
− ξN(t)+1 + SN(t)+1(ξ

′, τ ′,η′)− ξN(t)+1 ≤ q(t) ≤

≤ SN(t)(ξ, τ ,η) + ξN(t)+1, t ≥ 0, (2.49)

ãäå N(t) = max {n : θn ≤ t}. Äàëåå, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ξN(t)+1 èìååò ñîá-

ñòâåííîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû ïóíêòîâ 2.3.1-

2.3.6 äëÿ SN(t)(ξ, τ ,η) è SN(t)+1(ξ
′, τ ′,η′), ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû òåîðåì 7 è

8.
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Ãëàâà 3. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû

3.1. Ââåäåíèå

Â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû èçó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé ïðîöåññà q(t), ðàâíîãî ÷èñëó òðåáîâàíèé â áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé

ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t, ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è èíòåíñèâ-

íîñòüþ çàâèñÿùåé îò âðåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

íîðìèðîâàííîãî è öåíòðèðîâàííîãî ïðîöåññà q(tT ) ñõîäÿòñÿ ê êîíå÷íîìåð-

íûì ðàñïðåäåëåíèÿì ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ïðè T →∞, t ∈ (0, h).

Âî âòîðîé ÷àñòè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîöåññ q(t) ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì

îòðèöàòåëüíûì äåìèìàðòèíãàëîì â íåïðåðûâíîì âðåìåíè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó

óäàåòñÿ ïðîâåðèòü óñëîâèå ïëîòíîñòè äëÿ ïðîöåññà q(t), â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà � ïîñòîÿííà. Ïîýòîìó

â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî Ñ-ñõîäèìîñòü íîðìèðîâàííîãî ïðîöåññà

q(tT ) ê ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó ïðè T →∞, t ∈ (0, h).

3.2. Îïèñàíèå ñèñòåìû

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïðè-

áîðîâ. Ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé îáðàçóþò ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ

X(t) ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ(t). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ èíòåíñèâíîñòè λ(t) âõî-

äÿùåãî ïîòîêà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 1. Îáîçíà÷èì Λ(t) =
t∫

0

λ(y)dy. Íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî τ ≥ 0,

λ > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sk}∞k=0 òàêèå, ÷òî Sk →∞ ïðè k →∞ è

0 < Sk − Sk−1 ≤ τ è Λ(Sk) = λSk, k ≥ 1, S0 = 0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èç Óñëîâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë 1
tΛ(t) ñóùå-

ñòâóåò ïðè t→∞ è ðàâåí λ.
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Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ {ηi}∞i=1 � í.î.ð.ñ.â. ñ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ B(x), B(x) = 1 − B(x). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà

ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

Óñëîâèå 2.

B(t) ∼ L(t)

t∆
ïðè t→∞, (3.1)

äëÿ íåêîòîðîãî 0 < ∆ < 1 è ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

ôóíêöèè L(t) [14]( Ñåíåòà, 1985).

Ïóñòü q(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t è q(0) = 0

ï.í. Çàäà÷à ñîñòîèò â èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðîöåññà q(tT )

ïðè T →∞ äëÿ t ∈ (0, h), h > 0.

3.3. Ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ñôîðìóëèðóåì íàø ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ 1 è 2 âûïîëíåíû, òî êîíå÷íî-

ìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà

q(tT )− ρ(tT )√
L(T )T 1−∆

ñëàáî ñõîäÿòñÿ ïðè T → ∞ ê êîíå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì öåíòðèðî-

âàííîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

R(t, t+ u) =
λ

1−∆

(
(t+ u)1−∆ − u1−∆

)
, (t ≥ 0, u ≥ 0).

Çäåñü ρ(tT ) =
tT∫
0

B(Tt− x)λ(x)dx, t ∈ (0, h).

×òîáû ïðîÿñíèòü îñíîâíóþ èäåþ, èñïîëüçîâàííóþ â äîêàçàòåëüñòâå

Òåîðåìû 10, íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ áîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ.
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3.3.1. ×àñòíûé ñëó÷àé: èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà � ïîñòî-

ÿííà

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âõîäÿùèé â ñèñòåìó ïîòîê � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ

èíòåíñèâíîñòè λ. Çàìåòèì, ÷òî Óñëîâèå 1 âñåãäà âûïîëíåíî â ýòîì ñëó÷àe.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ñèñòåìó S∗.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 10, ôèêñèðóåì íåêîòîðûå ìîìåíòû

âðåìåíè 0 < t1 < . . . < tn−1 < tn < ∞. Îáîçíà÷èì ÷èñëî òðåáîâàíèé,

êîòîðûå ïîñòóïèëè â ñèñòåìó íà [Tti−1;Tti] è îáñëóæèëèñü íà èíòåðâàëå

[Ttj;Ttj+1], ÷åðåç ξTij äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî T , ãäå 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî t0 = 0, tn+1 =∞.

Ëåììà 3.1. Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξTij, i ≤ j, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ

� ξTij è ξ
T
kl íåçàâèñèìû, äëÿ i 6= k, j 6= l;

� ξTij èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì αTij, ãäå

αTij = λ

∫ Tti

Tti−1

(
B(Ttj − y)−B(Ttj+1 − y)

)
dy

äëÿ 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, i ≤ j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì âåêòîð

~ξTi = (ξTii , ξ
T
ii+1, . . . , ξ

T
in),

ãäå 1 ≤ i ≤ n.

Çàìåòèì, ÷òî íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ ~ξk
T
è ~ξl

T
, äëÿ k 6= l ñëåäóåò èç

ñâîéñòâà íåçàâèñèìîñòè ÷èñëà ñêà÷êîâ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà íà íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ è íåçàâèñèìîñòè âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ.

Ïîêàæåì íåçàâèñèìîñòü êîîðäèíàò âåêòîðà ~ξi
T
, 1 ≤ i ≤ n. Äëÿ ýòî-

ãî ôèêñèðóåì íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà {kj}nj=i. Îáîçíà÷èì pTij � âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåáîâàíèå, êîòîðîå ïðèøëî â ñèñòåìó íà èíòåðâàëå
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[Tti−1, T ti], îáñëóæèòñÿ íà [Ttj, T tj+1]. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿò-

íîñòè íàõîäèì ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà ~ξi
T

P
(
ξTii = ki, ξ

T
ii+1 = ki+1, . . . , ξ

T
in = kn

)
=

=
∑

N≥ki+ki+1+...+kn

N !

ki!ki+1! . . . kn!(N − ki − ki+1 − . . .− kn)!
×

×
(
pTii
)ki (

pTii+1

)ki+1
. . .
(
pTin
)kn

(1− pTii − pTii+1 − . . .− pTin)N−ki−ki+1−...−kn×

×(Tti − Tti−1)
N

N !
e−λ(Tti−Tti−1) =

=
n∏
j=i

(
λpTij(Tti − Tti−1)

)kj
kj!

e−λp
T
ij(Tti−Tti−1) =

n∏
j=i

P
(
ξTij = kj

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà ~ξi
T
íåçàâèñèìû.

Óòâåðæäåíèå, ÷òî ξTij èìåþò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì α
T
ij,

ñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ ïðåäûäóùåãî ðàññóæäåíèÿ, èòàê

P
(
ξTij = kj

)
=

(
λpTij(Tti − Tti−1)

)kj
kj!

e−λp
T
ij(Tti−Tti−1),

ãäå pTij = 1
Tti−Tti−1

Tti∫
Tti−1

(
B(Ttj − y)−B(Ttj+1 − y)

)
dy. Òàêèì îáðàçîì, âòî-

ðàÿ ÷àñòü ëåììû äîêàçàíà.

Ëåììà 3.2. Åñëè âûïîëíåíî Óñëîâèå 2, òî äëÿ ôóíêöèé αTij, 1 ≤ i ≤ j ≤ n

èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà

αTij ∼
λ

1−∆
L(T )T 1−∆dij ïðè T →∞,

ãäå dij = (tj+1 − ti)1−∆ + (tj − ti−1)
1−∆ − (tj − ti)1−∆ − (tj+1 − ti−1)

1−∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ðàñ÷åòîâ ââåäåì îáîçíà÷åíèå

µTij = λ

∫ Tti

0

B(Ttj − y)dy, i ≤ j,

òîãäà αTij ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

αTij = µTij − µTi−1j − µTij+1 + µTi−1j+1.

Íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå µTij. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëó÷àè:
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1. Ïóñòü i < j. Èç Óñëîâèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ t âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(1− ε)L(t)

t∆
≤ B(t) ≤ L(t)

t∆
(1 + ε). (3.2)

Àíàëîãè÷íî, èç îïðåäåëåíèÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ëþáûõ a > 0, ε > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t

(1− ε)L(t) ≤ L(at) ≤ L(t)(1 + ε). (3.3)

Èç (3.2) è (3.3) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ t̄ òàêîå, ÷òî

äëÿ t > t̄

µTij = λ

∫ Tti

0

B(Ttj − y)dy = λT

∫ ti

0

B(T (tj − z))dz ≥

≥ (1−ε)λT
∫ ti

0

L(T (tj − z))

(T (tj − z))∆
dz = λ(1−ε)T 1−∆

∫ ti

0

L(T (tj − z))

(tj − z)∆

L(T )

L(T )
dz ≥

≥ (1− ε)2λL(T )T 1−∆

∫ ti

0

dz

(tj − z)∆
=

= (1− ε)2 λ

1−∆
L(T )T 1−∆

(
t1−∆
j − (tj − ti)1−∆

)
.

Ïîäîáíûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (3.2) è (3.3), íàõîäèì âåðõ-

íþþ îöåíêó µTij. Îáúåäèíÿÿ ýòè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü

µTij ∼
λ

1−∆
L(T )T 1−∆

(
t1−∆
j − (tj − ti)1−∆

)
äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i < j ≤ n

(3.4)

ïðè T →∞.

2. Ïóñòü i = j. Îáîçíà÷èì

I(t) =

∫ t

0

B(y)dy.

Òîãäà µTii = λI(Tti). Íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà I(t)

ïðè t → ∞. Ïîñêîëüêó, äëÿ ëþáîãî 0 < γ < 1 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå

I(t) =

∫ tγ

0

B(y)dy +

∫ t

tγ
B(y)dy = I1(t) + I2(t),

íàéäåì àñèìïòîòèêè I1(t) è I2(t).
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� Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (3.2) è (3.3), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

íàéäåòñÿ t̃ òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t > t̃

I2(t) =

∫ t

tγ
B(y)dy = t

∫ 1

tγ−1

B(zt)dz ≥ (1− ε)t
∫ 1

tγ−1

L(tz)

(tz)∆
dz =

= (1− ε)t1−∆

∫ 1

tγ−1

L(tz)

z∆

L(t)

L(t)
dz ≥ (1− ε)2t1−∆L(t)

∫ 1

tγ−1

dz

z∆
=

= (1− ε)2 t
1−∆

1−∆
L(t)

(
1− t(γ−1)(1−∆)

)
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó. Òàêèì îáðàçîì, ïðè t→∞

I2(t) ∼
t1−∆

1−∆
L(t).

� Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

I1(t) ≤ tγ, ïîñêîëüêó B(x) ≤ 1 äëÿ âñåõ x. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

âûáðàòü 0 < γ < 1−∆, òî ãëàâíûì ÷ëåíîì àñèìïòîòèêè I(t) áóäåò

t1−∆.

Îáúåäèíÿÿ ýòè îöåíêè, èìååì

I(t) ∼ t1−∆

1−∆
L(t) ïðè t→∞.

Ïîñêîëüêó µTii = λI(Tti), òî äëÿ ëþáîãî i ≥ 1

µTii ∼
λ

1−∆
L(T )T 1−∆t1−∆

i (3.5)

ïðè T →∞.

Óòâåðæäåíèå Ëåììû 3.2 ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ αTij è ïðèâåäåííûõ

àñèìïòîòèê (3.4) è (3.5).

Ëåììà 3.3. Ïóñòü ~d = (d11, d12 . . . d1n, d22, d23 . . . d2n, . . . , dnn). Îáîçíà÷èì

~̂ξ
T

=
~ξT − λ

1−∆T
1−∆L(T )~d√

λ
1−∆L(T )T 1−∆

.

Åñëè Óñëîâèå 2 âûïîëíåíî, òî

~̂ξ
T

d→N (0, D) ïðè T →∞. (3.6)
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Çäåñü ~ξT =
(
ξT11, ξ

T
12 . . . ξ

T
1n, ξ

T
22, ξ

T
23 . . . ξ

T
2n, . . . , ξ

T
nn

)
, D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðè-

öà ñî çíà÷åíèÿìè

{d11, d12 . . . d1n, d22, d23 . . . d2n, . . . , dnn}

íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ãäå {dij}ni,j=1 îïðåäåëåíû â Ëåììå 3.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç Ëåììû 3.2 è ñëåäóþùåãî ñâîé-

ñòâà ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζλ èìååò

ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ è ζβλ = β ζλ−λ√
λ
, òî

ζβλ
d→N (0, β2) ïðè λ→∞.

Òàê êàê ξTij èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòîì α
T
ij è α

T
ij →

∞ ñîãëàñíî Ëåììå 3.3 ïðè T →∞, òî

ξTij − λ
1−∆T

1−∆L(T )dij√
λ

1−∆T
1−∆L(T )

d→N (0, dij) ïðè T →∞

ãäå 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
{
ξTij
}
n
i,j=1 íåçàâèñèìû, òî èç ïîêîì-

ïîíåíòíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ñõîäèìîñòü âåêòîðîâ. Èòàê, Ëåììà 3.3 äîêà-

çàíà.

Ñâîðìóëèðóåì è äîêàæåì àíàëîã Òåîðåìû 10 äëÿ ñèñòåìû S∗.

Òåîðåìà 11. Åñëè äëÿ ñèñòåìû S∗ âûïîëíåíî Óñëîâèå 2, òî

~qT − ~ρ λ
1−∆L(T )T 1−∆√
λ

1−∆L(T )T 1−∆

d→N (0, R) ïðè T →∞.

Çäåñü âåêòîð ñðåäíèõ ~ρ = (t1−∆
1 , t1−∆

2 , . . . , t1−∆
n ), ìàòðèöà êîâàðèàöèè

R = (rij) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ rij = t1−∆
j − (tj − ti)1−∆ äëÿ 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 ≤ k ≤ n

q(Ttk) =
k∑
i=1

n∑
j=k

ξTij,
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ïîýòîìó âåêòîð ~qT = (q(Tt1), q(Tt2), . . . , q(Ttn)) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëå-

äóþùåì âèäå

~qT = C~ξT .

Çäåñü C � ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçìåðà n(n+1)
2 × n.

Íàïðèìåð, äëÿ n = 4 ìàòðèöà C èìååò âèä
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 1 1 1 0 0 0

0 0 1 1 0 1 1 1 1 0

0 0 0 1 0 0 1 0 1 1

 .

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð

~̂qT =
~qT − λ

1−∆T
1−∆L(T )C~d√

λ
1−∆T

1−∆L(T )

ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ~̂qT = C~̂ξT . Ïîñêîëüêó ~̂ξT
d→ ξ∞ ïðè T → ∞, òî

~̂qT
d→Cξ∞ ïðè T → ∞. Ñîãëàñíî Ëåììå 3.3 ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ∞ èìååò

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ãàóññîâñêîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Åñëè âåêòîð X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

(µ,Σ), òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A âåêòîð AX áóäåò èìåòü íîðìàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (Aµ,AΣAT ). Èòàê, âåêòîð Cξ∞ èìååò íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è íåêîòîðîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé.

×òîáû íàéòè âèä ýòîé ìàòðèöû, çàìåòèì, ÷òî äëÿ i ≤ k ìû èìååì ñëåäóþ-

ùåå ðàâåíñòâî

cov(q(Tti), q(Ttk)) = λ

∫ Tti

0

B(Ttk − y)dy = µik,

Ïîýòîìó äàëåå âñå ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 3.3.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà λ(t) = const, òåîðåìà 10 äîêàçàíà.
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3.3.2. Äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà λ(t) óäîâëåòâî-

ðÿåò Óñëîâèþ 1. Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ëåìì, êîòîðûå áûëè äîêàçàíû

â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, îñòàþòñÿ âåðíûìè è â ýòîì ñëó÷àå. Ðàññìîòðèì èõ

îäíî çà äðóãèì. Óòâåðæäåíèå Ëåììû 3.1 ñîõðàíÿåòñÿ ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå

αTij =

∫ Tti

Tti−1

(
B(Ttj − y)−B(Ttj+1 − y)

)
λ(y)dy.

Ëåììà 3.2 ôîðìóëèðóåòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíî-

ñòè. Íà äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 3.2 îñòàíîâèìñÿ áîëåå äåòàëüíî.

Ëåììà 3.4. Åñëè Óñëîâèÿ 1 è 2 âûïîëíåíû, òî äëÿ ôóíêöèè αTij óòâåð-

æäåíèå Ëåììû 3.2 èìååò ìåñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

mT
ij =

∫ Tti

0

B(Ttj − y)λ(y)dy.

Èñïîëüçóÿ ýòî îáîçíà÷åíèå, αTij ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

αTij = mT
ij −mT

i−1j −mT
ij+1 +mT

i−1j+1. (3.7)

Èòàê, ÷òîáû íàéòè àñèìïòîòèêó αTij ïðè T → ∞, äîñòàòî÷íî íàéòè àñèìï-

òîòèêó äëÿ mT
ij ïðè T → ∞, 1 ≤ i ≤ j ≤ n. Áóäåì äîêàçûâàòü ýòó ëåììó

òàê æå, êàê Ëåììó 3.2, â äâà øàãà.

1. Ïóñòü i < j. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íàì äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó

èíòåãðàëà äëÿ i = 1, j = 2

JT =

∫ Tt1

0

B(Tt2 − y)λ(y)dy.

Ïóñòü N(T ) = max {k : Sk < Tt1} . Ââèäó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè

B(Tt2 − y), èìååì

JT ≤ J+
T =

N(T )−1∑
k=0

B(Tt2 − Sk+1)

∫ Sk+1

Sk

λ(y)dy =
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= λ

N(T )−1∑
k=0

B(Tt2 − Sk+1)(Sk+1 − Sk).

Ïîñêîëüêó t2 > t1, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ T (1)
ε òàêîå, ÷òî

B(Tt2 − Sk+1) ≤ (1 + ε)
L(Tt2 − Sk)
(Tt2 − Sk)∆

äëÿ âñåõ k ≥ 0. Ïîýòîìó

J+
T ≤ λ(1 + ε)T

N(T )−1∑
k=1

L(Tt2 − Sk)
T∆
(
t2 − Sk

T

)∆

Sk+1 − Sk
T

=

= λ(1 + ε)T 1−∆L(T )

N(T )−1∑
k=1

L(T (t2 − Sk
T ))

L(T )

1(
t2 − Sk

T

)∆

Sk+1 − Sk
T

.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ T (2)
ε òàêîå, ÷òî äëÿ T > max(T

(1)
ε , T

(2)
ε )

J+
T ≤ λ(1 + ε)2T 1−∆L(T )

N(T )−1∑
k=0

(t2 − rk)∆ (rk+1 − rk) ,

ãäå rk = Sk
T . Òîãäà

N(T )∑
k=0

rk+1 − rk
(t2 − rk)∆

→
∫ t1

0

dy

(t2 − y)∆
=

1

1−∆

[
t1−∆
2 − (t2 − t1)1−∆

]
ïðè T →∞.

Èìååì

J+
T ≤

λ

1−∆
(1 + ε1)T

1−∆L(T )

äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ T . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

îöåíêó ñíèçó. Èòàê, äëÿ âñåõ i < j ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ýêâèâà-

ëåíòíîñòü

mT
ij ∼

λ

1−∆

(
t1−∆
j − (tj − ti)1−∆

)
T 1−∆L(T ) ïðè T →∞.

2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà i = j. Îáîçíà÷èì I(t) =
t∫

0

B(y)λ(t − y)dy,

òîãäà µTii = I(Tti). Íàéäåì àñèìïòîòèêó ôóíêöèè I(t) ïðè t → ∞,

èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

I(t) =

∫ tγ

0

B(y)λ(t− y)dy +

∫ t

tγ
B(y)λ(t− y)dy = I1(t) + I2(t),
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äëÿ ëþáîãî 0 < γ < 1. Íàéäåì àñèìïòîòèêó êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ ïðè

t→∞.

� Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ëåììû ( ñëó÷àé äëÿ i <

j), ïîëó÷àåì

I2(t) ∼
λ

1−∆
t1−∆L(t) ïðè t→∞.

� Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî I1(t) ≤
tγ∫
0

λ(t − y)dy = Λ(t) − Λ(t − tγ) ∼ λtγ

ïðè t→∞.

Èòàê, åñëè âûáðàòü 0 < γ < 1 − ∆, òî ãëàâíûì ÷ëåíîì àñèìïòîòèêè

I(t) áóäåò t1−∆. Èòàê, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n

mT
ii ∼

λ

1−∆
t1−∆
i L(T )T 1−∆.

Ëåììà 3.4 ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ àñèìïòîòèê äëÿmT
ij è ïðåäñòàâëåíèÿ (3.7)

äëÿ αTij.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 è 2, òî, êàê ýòî ñëåäóåò èç

ëåììû 3.4, èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà

ρ(tT ) ∼ λ

1−∆
(tT )1−∆L(tT ),

ïîýòîìó íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 10, ìîæåò

áûòü ïåðåïèñàíî â áîëåå ïðîñòîé ôîðìå.

Ïðèâåäåì ýòó ôîðìóëèðîâêó.

Ñëåäñòâèå 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ 1 è 2 âûïîëíåíû, òî êîíå÷íî-

ìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà

q(tT )− λ
1−∆(tT )1−∆L(tT )√
L(T )T 1−∆

ñëàáî ñõîäÿòñÿ ïðè T →∞ ê êîíå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ãàóññîâñêîãî

ïðîöåññà ξ(t) ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

R(t, t+ u) =
λ

1−∆

(
(t+ u)1−∆ − u1−∆

)
, (t ≥ 0, u ≥ 0).

74



Äàëåå, èñïîëüçóÿ ïîäõîä, ïðèâåäåííûé äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîé èíòåí-

ñèâíîñòè, ïîëó÷àåì Òåîðåìó 10.

Çàìå÷àíèå 3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì

èíòåíñèâíîñòè λ(t), ãäå λ(t) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì

τ > 0. Åñëè Óñëîâèå 2 âûïîëíåíî, òî òåîðåìà 10 âûïîëíåíà è λ = Λ(τ)
τ .

3.4. Ïëîòíîñòü

Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñëàáîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå

C[0, 1]. Ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé íà

çàìêíóòîì åäèíè÷íîì èíòåðâàëå [0, 1], ìåòðèçîâàííîå ðàññòîÿíèåì ìåæäó

äâóìÿ ôóíêöèÿìè x = x(t) è y = y(t):

ρ(x, y) = sup
0≤t≤1

|x(t)− y(t)|. (3.8)

Îòìåòèì, ÷òî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé â C íå ñëåäóåò èç ñëà-

áîé ñõîäèìîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Íî â ïðåäïîëîæåíèè îòíî-

ñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

âëå÷åò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé â C[0, 1]. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî

C[0, 1] ñåïàðàáåëüíî è ïîëíî, èç òåîðåìû Ïðîõîðîâà ñëåäóåò, ÷òî îòíîñè-

òåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü ñåìåéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà (C[0, 1], C[0, 1]) ýê-

âèâàëåíòíà ïëîòíîñòè ýòîãî ñåìåéñòâà. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäó-

þùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà.( Áîðîâêîâ, 1980 [5, ñòð. 21])

Ïóñòü Xn(u), n ≥ 1, X(u) � ñåïàðàáåëüíûå ïðîöåññû â ïðîñòðàíñòâå

(R(0, 1),R(0, 1)), C[0, 1] ⊂ R(0, 1).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû Xn
C→ X, n → ∞, ò.å. äëÿ ëþáîãî R(0, 1)-èçìåðèìîãî

ôóíêöèîíàëà f , íåïðåðûâíîãî â "òî÷êàõ"ïðîñòðàíñòâà C[0, 1] îòíîñè-

òåëüíî ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè (3.8), èìååò ìåñòî

P(f(Xn) < x)→ P(f(X) < x), n→∞,
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íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé.

1. Ñóùåñòâóåò âñþäó ïëîòíîå íà [0, 1] ìíîæåñòâî S òàêîå, ÷òî êîíå÷-

íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ {Xn(u), u ∈ S} ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ðàñïðåäåëå-

íèÿì {X(u), u ∈ S}.

2. Äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
c→0

lim sup
n→∞

P

(
sup
|u−v|≤c

|X(u)−X(v)| > ε

)
= 0. (3.9)

Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íàìè óæå ïî-

êàçàíà, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà C-ñõîäèìîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëî-

âèå (3.9). Äëÿ ýòîãî ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäàìè òåîðèè äåìèìàðòèíãà-

ëîâ. Ïðîâåäåì åãî â äâà ýòàïà:

1. Äàäèì îïðåäåëåíèå óñëîâíîãî íåïðåðûâíîãî îòðèöàòåëüíîãî äåìèìàð-

òèíãàëà. Ïðèâåäåì ðàññóæäåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ èçâåñòíûå ìàê-

ñèìàëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ äåìèìàðòèíãàëîâ â äèñêðåòíîì âðåìåíè,

ìîæíî ïåðåíåñòè íà ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî âðåìåíè.

2. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâíî öåíòðèðîâàííûé ïðîöåññ q(tT ) ÿâëÿåòñÿ óñëîâ-

íûì îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû, îáðàçîâàííîé âõîäÿùèì ïîòîêîì, îòðè-

öàòåëüíûì äåìèìàðòèíãàëîì â íåïðåðûâíîì âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü {St, t ∈ [0, T ]} � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, îïðåäåëåííûé

íà ïîëíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,A,P). Ýòîò ïðîöåññ íàçû-

âàåòñÿ óñëîâíûì îòíîñèòåëüíî F îòðèöàòåëüíûì äåìèìàðòèíãàëîì ñ

íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, åñëè äëÿ âñåõ 0 = t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tk = T ,

k ≥ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {
Stj , 0 ≤ j ≤ k − 1

}
ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì îòíîñèòåëüíî F îòðèöàòåëüíûì äåìèìàðòèíãà-

ëîì â äèñêðåòíîì âðåìåíè, â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííîãî â [34](

Christo�des, Hadjikyriakou, 2013).

Çäåñü F � σ-ïîäàëãåáðà A.
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Îïðåäåëåíèå îòðèöàòåëüíîãî óñëîâíîãî äåìèìàðòèíãàëà â äèñêðåòíîì âðå-

ìåíè ñôîðìóëèðîâàíî òàêæå â îïðåäåëåíèè 3 äèññåðòàöèè.

Èòàê, âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìû, îïè-

ñàííîé â íà÷àëå ýòîé ãëàâû, è ïðîöåññà q(t), ðàâíîãî ÷èñëó çàíÿòûõ ïðèáî-

ðîâ â ýòîé ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ïóñòü âðåìåíà ïðèõîäà òðåáîâàíèé â ñèñòåìó îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {θi}∞i=0, à âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ � {ηi}
∞
i=0. Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü

q̄T (t) = q(tT )− EFq(tT ) =
∑

i: θi≤tT

ζ tTi −
∑

i: θi≤tT

B(tT − θi),

ãäå ζ tTi = I (ηi > tT − θi).

Ëåììà 3.5. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
{
Q̄T (s, t) = q̄T (t)− q̄T (s)

}
t≥s, s, t ∈ (0, h),

T ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì îòíîñèòåëüíî F îòðèöàòåëüíûì äåìèìàðòèí-

ãàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s = h0 ≤ h1 ≤ h2 ≤ . . . ≤ hN = h, òî íóæíî

äîêàçàòü, ÷òî

EF
(
Q̄T (h0, hn+1)− Q̄T (h0, hn)

)
f(Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)) ≤ 0

äëÿ ëþáîé ïîêîìïîíåíòíî íåóáûâàþùåé ôóíêöèè f . Ïî îïðåäåëåíèþ, èìå-

åì

EF
(
Q̄T (h0, hn+1)− Q̄T (h0, hn)

)
f(Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)) =

= EF (q̄T (hn+1)− q̄T (hn)) f(Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)) =

=
∑

i:θi≤hnT

EF
((
ζ
hn+1T
i − ζhnTi − EFζ

hn+1T
i + EFζ

hnT
i

)
f(Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn))

)
+

∑
i:hnT<θi≤hn+1T

EF
((
ζ
hn+1T
i − EFζ

hn+1T
i

)
f
(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

))
= In+IIn.

Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì i òàêîì, ÷òî {hnT < θi ≤ hn+1T}, âåëè÷èíû

ζ
hn+1T
i − EFζ

hn+1T
i è f

(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
óñëîâíî íåçàâèñèìû îòíîñèòåëüíî F , òî IIn = 0.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì In. Ââåäåì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ

Ai(n) =
{
ω : ζ

hn+1T
i − ζhnTi = −1

}
, 1 ≤ i ≤ n.

Îòìåòèì, ÷òî òîãäà

Ai(n) =
{
ω : ζ

hn+1T
i = 0, ζhnTi = 1

}
= {ω : hn − θi < ηi < hn+1 − θi} . (3.10)

Èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ i ≥ 1

PF (Ai(n)) = B(hn − θi)−B(hn+1 − θi).

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî êàæäîå ñëàãàåìîå â In

Ni(n) =
(
ζ
hn+1T
i − ζhnTi

)
f
(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
−

−
(
EFζ

hn+1T
i − EFζ

hnT
i

)
f
(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî(
EFζ

hn+1T
i − EFζ

hnT
i

)
EFf

(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
=

= −
(
B(hnT − θi)−B(hn+1T − θi)

)
EFf

(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
.

Äàëåå, â ñèëó (3.10) èìååì

EF
(
ζ
hn+1T
i − ζhnTi

)
f
(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
=

= −EFf
(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
I {Ai(n)} =

= −EF
(
f
(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
|Ai(n)

)
PF {Ai(n)} =

= −EF
(
f
(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
|Ai(n)

) (
B(hn − θi)−B(hn+1 − θi)

)
.

Òàêèì îáðàçîì

Ni(n) = −
(
B(hn − θi)−B(hn+1 − θi)

)
·

·
(
EF
(
f
(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
|Ai(n)

)
− EF

(
f
(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)))
.
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ B ìîíîòîííî óáûâàåò, òî

B(hn − θi)−B(hn+1 − θi) ≥ 0, i : θi ≤ hn.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

EF
(
f
(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
|Ai(n)

)
−EF

(
f
(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
≥ 0.

(3.11)

Çàìåòèì, ÷òî

EF
(
f
(
Q̄T (h0, h0), . . . , Q̄T (h0, hn)

)
|Ai(n)

)
= EF

(
f
(
Q̄∗T (h0, h0), . . . , Q̄

∗
T (h0, hn)

))
,

ãäå

Q̄∗T (h0, hk) =

 Q̄∗T (h0, hk) + 1− ζhkTi äëÿ 1 ≤ i ≤ k,

Q̄∗T (h0, hk) äëÿ k < i ≤ n,

äëÿ 0 ≤ k ≤ n.

Ïîýòîìó Q̄∗T (h0, hk) ≥ Q̄T (h0, hk), 0 ≤ k ≤ n. Ñëåäîâàòåëüíî èç ïîêîì-

ïîíåíòíîãî íåóáûâàíèÿ f ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (3.11).

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå èç ðåçóëüòàòà äëÿ óñëîâíûõ îòðèöàòåëüíûõ

äåìèìàðòèíãàëîâ â äèñêðåòíîì âðåìåíè.

Ëåììà. [34, ñëåäñòâèå 18]( Christo�des, Hadjikyriakou, 2013)

ïóñòü {Sn, n ∈ N} � óñëîâíûé îòðèöàòåëüíûé äåìèìàðòèíãàë îòíîñè-

òåëüíî F . Òîãäà äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî F ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ε òàêîé, ÷òî ε > 0 ïî÷òè íàâåðíîå, èìååì

εPF

(
max

1≤k≤n
Sk ≥ ε

)
≤ EFSn. (3.13)

Ïåðåíåñåì ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé äåìèìàðòèíãàëîâ ñ íåïðåðûâíûì

âðåìåíåì. Íî ïåðåä ýòèì ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 5. Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {St, t ∈ [0, T ]} � ñåïà-

ðàáåëüíûé, åñëè íàéäóòñÿ èçìåðèìîå ìíîæåñòâî B, P(B) = 0 è ñ÷åòíîå
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ïîäìíîæåñòâî τ ⊂ [0, T ] òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî èíòåðâàëà

A ⊂ R è ëþáîãî îòêðûòîãî èíòåðâàëà (a, b) ⊂ [0, T ], ìíîæåñòâà

{ω : St(ω) ∈ A, t ∈ (a, b)} è {ω : St(ω) ∈ A, t ∈ (a, b) ∩ τ}

îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà ïîäìíîæåñòâå B.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ëþáîé äåéñòâèòåëüíî çíà÷íûé ïðîöåññ St, t ∈

[0, T ] ⊂ R èìååò ñåïàðàáåëüíóþ âåðñèþ [41, ñòð. 57]( Doob, 1953).

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå çàìå÷àíèÿ, ïîëó÷àåì:

Òåîðåìà 12. Ïóñòü {St, t ∈ [0, T ]} ñåïàðàáåëüíûé óñëîâíûé îòíîñèòåëüíî

F îòðèöàòåëüíûé äåìèìàðòèíãàë. Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ε > 0

ï.í. ïîëîæèì,

AT =

{
ω ∈ Ω : sup

0≤t≤T
St > ε

}
.

Òîãäà

εPF(AT ) ≤ EF (ST I {AT}) . (3.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî àíàëîãè÷íîé òåîðåìå äëÿ äåìèìàðòèíãàëîâ â

äèñêðåòíîì âðåìåíè( ñì. (3.13)) ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.14) âûïîëíå-

íî, åñëè ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî êîíå÷íîìó ïîäìíîæåñòâó ïàðàìåòðà, âêëþ÷àÿ

0 è T .

Ïîñêîëüêó

lim
n→∞

P

(
n⋃
k=0

Dk

)
= P

( ∞⋃
k=0

Dk

)
,

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Dk ∈ A, òî íåðàâåíñòâî (3.14) îñòàåòñÿ ñïðà-

âåäëèâûì, êîãäà ïàðàìåòð t â ñóïðåìóìå ïðîáåãàåò ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî

[0, T ]. Èç ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîöåññà, ìíîæåñòâî AT îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ìíîæåñòâà, ãäå ïàðàìåòð ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå [0, T ],

íà ìíîæåñòâî ìåðû 0. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Èç (3.14) ñëåäóåò, ÷òî

λPF(AT ) ≤ 2EF |ST |. (3.15)
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Âåðíåìñÿ ê íàøåé çàäà÷å. Ïóñòü

q̂(tT ) =
q(tT )− ρ(tT )√
L(T )T 1−β

,

ãäå F � σ-àëãåáðà, îáðàçîâàííàÿ âõîäÿùèì ïîòîêîì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ïëîòíîñòè q̂(tT ) íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0, âûïîëíåíî

lim
δ→0

lim sup
T→∞

P

(
sup
|u−v|≤δ

|q̂(tT )− q̂(sT )| > ε

)
= 0.

Ïîñêîëüêó

P

(
sup
|t−s|≤δ

|q̂(tT )− q̂(sT )| > ε

)
≤ P

(
sup
|t−s|≤δ

|q̄(tT )− q̄(sT )| > ε/2
√
L(T )T 1−β

)
+

+P

(
sup
|t−s|≤δ

|EFq(tT )− ρ(tT ) + ρ(sT )− EFq(sT )| > ε/2
√
L(T )T 1−β

)
=

= P

(
sup

t<s<t+δ
|q̄(tT )− q̄(sT )| > ε/2

√
L(T )T 1−β

)
+

+P

(
sup

t−δ<s<t
|q̄(tT )− q̄(sT )| > ε/2

√
L(T )T 1−β

)
+

+P

(
sup
|t−s|≤δ

|EFq(tT )− ρ(tT ) + ρ(sT )− EFq(sT )| > ε/2
√
L(T )T 1−β

)
+

= I1
δ,T + I2

δ,T + IIδ,T .

Èç ëåììû 20 è (3.15) ñëåäóåò, ÷òî

I1
δ,T ≤ E

EF |q̄(tT + δT )− q̄(tT )|√
(ε/2)2L(T )T 1−β

=
E |q̄(tT + δT )− q̄(tT )|√

(ε/2)2L(T )T 1−β
≤

≤

√
E (q(tT )− q((t+ δ)T ))2

(ε/2)2L(T )T 1−β =

√
λ
ρ(tT )− ρ(T (t+ δ)) + 2ρ(Tδ)

(ε/2)2L(T )T 1−β .

Èñïîëüçóÿ ëåììó 3.5, èìååì

0 ≤ lim
T→∞

I1
δ,T ≤ C(t1−∆ − (t+ δ)1−∆ + 2δ1−∆),

à ïîýòîìó

lim
δ→0

lim
T→∞

I1
δ,T = 0.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà I2
δ,T . Ñõîäèìîñòè äëÿ ñëàãàåìîãî

IIδ,T â îáùåì ñëó÷àå, ïîêà íå ÿñíî êàê ïîëó÷èòü. Íî åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà ïîñòîÿííà, ò.å. λ(t) = λ, òîãäà èíòåðâàëû

ìåæäó ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé ñòàíîâÿòñÿ í.î.ð.ñ.â. è ñõîäèìîñòü

lim
δ→0

lim
T→∞

IIδ,T = 0

ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû 2.5, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ξi = 1, i ≥ 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîöåññà q(t) â áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìå ñ

ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè óäàëîñü äîêà-

çàòü ôóíêöèîíàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó. Ñôîðìóëèðóåì åå.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2, à òàêæå èíòåíñèâíîñòü âõî-

äÿùåãî ïîòîêà λ ïîñòîÿííà. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ

q(tT )− ρ(tT )√
L(T )T 1−β

, t ∈ (0, h)

C-ñõîäèòñÿ ïðè T → ∞ ê ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

R(t, t+ u) =
λ

1−∆
((t+ u)1−∆ − u1−∆), t ≥ 0, u ≥ 0.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè íàéäåíû óñëîâèÿ äëÿ ñõîäèìîñòè íîðìèðîâàííîãî è

öåíòðèðîâàííîãî ïðîöåññà ðàâíîãî ÷èñëó òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ôèêñè-

ðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t, ïðè t → ∞. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ

âõîäÿùèõ ïîòîêîâ. Ýòî äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé è ðåãåíåðè-

ðóþùèé ïîòîêè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ïðîöåññà q(t) ðàâíîãî ÷èñëó

òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t, â áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòå-

ìàõ ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì, ïðè

t→∞.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ïðîöåññà q(t) ðàâíîãî ÷èñëó

òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t, â áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñè-

ñòåìàõ ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì, ïðè t→∞.

3. Íàõîæäåíèå óñëîâèé ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè ïðîöåññîâ q(tT ) ê

ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó ïðè T →∞, t ∈ (0, h), h > 0.

Êðàòêî ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû êàæäîé èç ãëàâ.

Â ïåðâîé ãëàâå áûëà ðàññìîòðåíà áåñêîíå÷íîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îá-

ñëóæèâàíèÿ ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è

áåñêîíå÷íûì ñðåäíèì âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ. Äëÿ ïðîöåññà q(t)

áûëè äîêàçàíû àíàëîãè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé

òåîðåìû. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé áûëè ðàññìîòðåíû ñèñòåìû ñ ðåãåíåðèðóþ-

ùèì âõîäÿùèì ÄÑÏ ïîòîêîì, à òàêæå ñèñòåìû ñ âõîäÿùèì ÄÑÏ ïîòîêîì,

óïðàâëÿåìûì ïîëóìàðêîâñêèì ìàðêîâñêè ìîäóëèðîâàííûì ïðîöåññîì. Èç-

âåñòíî, ÷òî åñëè âõîäÿùèé ïîòîê � ïóàññîíîâñêèé ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ, òî

ïðîöåññ q(t)−λβ(t)√
λβ(t)

èìååò ïðåäåëüíîå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,

ïðè óñëîâèè, ÷òî

β(t) =

∫ t

0

B(y)dy →∞, t→∞.
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Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 îáîáùàþò ýòîò ôàêò, íà ñëó÷àé äâà-

æäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïóàññîíîâñêîãî âõîäÿùåãî ïîòîêà ñî ñòàöèîíàðíîé èí-

òåíñèâíîñòüþ, êîòîðàÿ èìååò êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ äîñòàòî÷íî áûñòðî

ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíà áåñêîíå÷íîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâî-

ãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì. Äëÿ ïðîöåññà q(t)

äîêàçàíû àíàëîãè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðå-

ìû. Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîé ãëàâå áûëà ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ñ ðåãåíåðèðóþ-

ùèì äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è ïîêàçàíî,

÷òî ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ q(t) èìåþò ìåñòî ïðè íåêîòîðîì áîëåå ñëàáîì

óñëîâèè íà êîâàðèàöèþ èíòåíñèâíîñòè âõîäÿùåãî ÄÑÏ ïîòîêà, ÷åì òî, ÷òî

ïîëó÷åíî â ýòîé ãëàâå( â ñëó÷àå ÄÑÏ âúîäÿùåãî ïîòîêà ìîæåò òðåáîâàòüñÿ

ìåíåå îäíîãî ìîìåíòà ó ïåðèîäîâ ðåãåíåðàöèè). Íî ýòî è ïîíÿòíî, âåäü äâà-

æäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê èìååò áîëåå îïðåäåëåííûé âèä,

÷åì ðåãåíåðèðóþùèé è ïîýòîìó ïðîùå äëÿ àíàëèçà.

Â òðåòüåé ãëàâå áûëà ðàññìîòðåíà áåñêîíå÷íîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îá-

ñëóæèâàíèÿ ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì, ñ èíòåíñèâíîñòüþ çàâèñÿ-

ùåé îò âðåìåíè, è âðåìåíàìè îáñëóæèâàíèÿ õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé. Êàê è â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ èçó-

÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðîöåññà q(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòå-

ìå â ìîìåíò âðåìåíè t. Â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü êî-

íå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íîðìèðîâàííîãî è öåíòðèðîâàííîãî ïðîöåññà

q(t) ê ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó, ÿâíî âûïèñàíà êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî

ïðîöåññà. Âî âòîðîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû äåëàåòñÿ ïîïûòêà ïðîâåðèòü óñëîâèå

ïëîòíîñòè äëÿ íîðìèðîâàííîãî è öåíòðèðîâàííîãî q(t). Äëÿ ýòîãî äîêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî q(t) ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì óñëîâíûì äåìèìàðòèíãàëîì â

íåïðåðûâíîì âðåìåíè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàêñèìàëü-

íûå íåðàâåíñòâà, èçâåñòíûå äëÿ äåìèìàðòèíãàëîâ. Îäíàêî, ïðè ïðîâåðêå

84



ïëîòíîñòè âîçíèêàþò íåêîòîðûå ñëîæíîñòè â îöåíêàõ è äî êîíöà äîâåñòè

ïðîâåðêó ýòîãî óñëîâèÿ, óäàåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè.

×òî êàñàåòñÿ ðàçâèòèÿ è îáîáùåíèÿ, ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ñòîèò

ñêàçàòü î ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ñèñòåì ñ äâàæäû ñòî-

õàñòè÷åñêèì è ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèìè ïîòîêàìè. Äîêàçàòåëüñòâà òà-

êèõ òåîðåì ñîñòîÿò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ � äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè

êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñõîäèìîñòè îäíîìåð-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðàÿ è áûëà äîêàçàíà â äèññåðòàöèè. Âòîðàÿ ÷àñòü

� ïðîâåðêà óñëîâèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññà. Åãî äîêàçàòåëüñòâî

äîñòàòî÷íî ïðîñòî áóäåò ïîëó÷àòüñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü íàáëþäåíèÿ î òîì,

÷òî èññëåäóåìûé ïðîöåññ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè îòðèöàòåëüíîãî äåìèìàðòèí-

ãàëà.
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