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Выполнен анализ устойчивости фрактальных признаков в оптических спектрах квазиперио-
дических многослойных систем при внесении в их структуру детерминированных изменений.
Показано, что на скейлинг в характеристиках многослойных систем существенное влияние
оказывает трансформация суммационного принципа их построения, переход к модели аппрок-
симантов и изготовление слоев на основе метаматериалов.
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Введение

Существует обширная литература (например, [1–
3]), посвященная изучению свойств и возможно-
стей практического использования разнообразных
структур с фрактальными признаками. В частно-
сти, квазипериодические многослойные структуры
(КМС) нашли применение при создании широко-
полосных отражателей [4], оптических переклю-
чателей [5], элементов рентгеновской оптики [6]
и других устройств. Поскольку свойственная мно-
гим из них фрактальность в значительной степе-
ни определяет их оптические свойства, существует
необходимость в определении степени влияния раз-
личных факторов на самоподобие их характеристик.
Цель настоящей работы состоит в оценке влияния
детерминированного изменения структуры КМС на
стабильность фрактальных паттернов их оптических
спектров. Предполагается, что такие изменения мо-
гут быть внесены в многослойную структуру путем
трансформации суммационного принципа их постро-
ения [7], переходом к модели аппроксимантов [8, 9]
и изготовлением ряда слоев на основе широко при-
меняющихся метаматериалов [10–12].

Использование аппроксимантов позволяет тех-
нически упростить процедуру получения структур
с заданным набором оптических свойств. Предвари-
тельные исследования [8, 9] указывают на перспек-
тивность применения аппроксимантов, занимающих
промежуточное положение между апериодическими
и периодическими системами, при совершенствова-
нии и разработке новых средств оптической диаг-
ностики.

С использованием указанных приемов внесе-
ния детерминированных изменений в исследуемые
структуры появляется возможность оказывать целе-

направленное воздействие на характеристики КМС.
Так, во многих работах, выполненных ранее по
близкой тематике, в качестве КМС использовались
системы, построенные на базе числовой последова-
тельности Фибоначчи, являющейся частным случа-
ем более общей последовательности Штурма [13].
В настоящей работе для удобства сравнения ре-
зультатов разных авторов применялись так называе-
мые системы m-боначчи с различными значениями
структурного параметра m [14, 15]. Эти системы яв-
ляются родственными по отношению к системе Фи-
боначчи и отличаются от нее иным представлением,
лежащим в их основе суммационного принципа. При
m = 2 системы m-боначчи и Фибоначчи совпадают.
Рассмотрим свойства системы m-боначчи подробнее.

1. Построение структур m-боначчи

Многослойные системы m-боначчи представля-
лись в виде структурных блоков Sl = {A,B} , где l —
уровень генерации, A и B — составляющие элемен-
ты, чередующиеся по определенному закону и соот-
ветствующие различным показателям преломления
nA и nB . При этом изначально задавались m пер-
вых структурных блоков [14, 15]. Так, например,
m = 2 соответствует заданию двух начальных бло-
ков: S0 = B, S1 = A. При переходе к более высокому
уровню генерации l > 1 использовались следующие
правила замещения: A→ AB, B → A. Такая форма
построения системы эквивалентна такой процедуре:
Sl+1 = {SlSl−1} при l > 1. Для построения струк-
туры с параметром m = 3 задавались три первых
блока: S0 = B, S1 = A, S2 = AB. Последующие блоки
таких систем формируются объединением элементов
трех предшествующих уровней Sl+1 = {SlSl−1Sl−2}
при l > 2. В общем случае, когда m > 3, с помо-
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щью первых структурных блоков S0,S1,S2, . . . ,Sm
можно сформировать систему m-боначчи, используя
следующие правило: Sl+1 = {SlSl−1 · · ·Sl−(m−1)} при
l > m− 1.

В настоящей работе детерминированные изме-
нения задаваемых структур семейства m-боначчи
достигаются, в частности, переходом к моделям
их аппроксимантов первого типа [8]. В этом слу-
чае аппроксиманты первичной последовательности
Al = {Sl}p представляют собой последовательность
элементарных ячеек Sl . В роли таких ячеек могут
выступать отдельные уровни генерации l исполь-
зуемой числовой последовательности. Порядок ап-
проксиманта p определяется числом элементарных
ячеек.

Тогда аппроксиманты при m = 2 имеют вид

A0 =
{

B︸︷︷︸
S0

}p
, A1 =

{
A︸︷︷︸
S1

}p
, A2 =

{
AB︸︷︷︸
S2

}p
,

A3 =
{
ABA︸︷︷︸

S3

}p
, A4 =

{
ABAAB︸ ︷︷ ︸

S4

}p
,

A5 =
{
ABAABABA︸ ︷︷ ︸

S5

}p
, . . . , Al+1 =

{
SlSl−1

}p
.

(1)

Аппроксиманты при m = 3 подчиняются соотно-
шениям

A0 =
{

B︸︷︷︸
S0

}p
, A1 =

{
A︸︷︷︸
S1

}p
, A2 =

{
AB︸︷︷︸
S2

}p
,

A3 =
{
ABAB︸ ︷︷ ︸

S3

}p
, A4 =

{
ABABABA︸ ︷︷ ︸

S4

}p
,

A5 =
{
ABABABAABABAB︸ ︷︷ ︸

S5

}p
, . . . ,

Al+1 =
{
SlSl−1Sl−2

}p
. (2)

Подобным образом можно сформировать структу-
ры последующих аппроксимантов семейства m-бо-
наччи c m > 3. При изменении структурного пара-
метра m достигается трансформация первоначально-
го принципа построения рассматриваемых структур.

2. Оптические свойства структур m-боначчи
и их аппроксимантов

При внесении детерминированных изменений
в исследуемые структуры, рассматривалась возмож-
ность замены части диэлектрических слоев на слои
из метаматериалов. Считалось, что слои B вы-
полнены из диэлектрика, а слои A — из мате-
риала, который в определенном спектральном ин-
тервале имеет отрицательный показатель прелом-
ления nA = −√

εAµA , где диэлектрическая про-
ницаемость εA и магнитная восприимчивость µA
принимают одновременно отрицательные значения
εA, µA < 0. Отрицательность показателя преломле-
ния приводит к изменению направления фазовой

скорости и вызывает эффект фазовой компенсации,
способный изменить структуру оптических спектров
КМС [16].

Величины εA и µA слоев A зададим в дис-
кретном виде, отражающем экспериментальные дан-
ные [17, 18]

εA(fk) = 1 +
52

0.92 − f 2
k

+
102

11.52 − f 2
k
,

µA(fk) = 1 +
32

0.9022 − f 2
k
,

(3)

где fk = 1.5(1 + 0.0033k) определяет частоту, изме-
ряемую в ГГц, k = 0, . . . , Ñmax , Ñmax — целое число,
ограничивающее частотный интервал.

Фазовые набеги в слоях КМС определяются вы-
ражением [10]

Φj,k =
2πfkNj,kdj

c
, (4)

где j — номер слоя, c — скорость света, dj —
толщина слоев, Nj,k — значение показателя пре-
ломления j -го слоя c учетом частоты излучения
и выбранного закона чередования слоев A и B :

Nj,k =

{
±
√
εj(fk)µj(fk) для слоев A,

nj,k для слоев B,

знак «минус», стоящий перед корнем в последнем
выражении, соответствует случаю, когда величины
εj(fk) и µj(fk) одновременно принимают отрицатель-
ные значения, во всех остальных случаях следу-
ет выбирать знак «плюс». Параметры окружающей
среды принимались равными ε = 1, µ = 1. Толщины
слоев считались равными dA = 1.2 см и dB = 2.4 см.

Оптические характеристики (спектры пропуска-
ния и отражения) исследуемых многослойных си-
стем рассчитывались на основе использования из-
вестного матричного метода [19] с учетом выпол-
нения закона Френеля для метаматериалов [10].
Самоподобные свойства оптических характеристик
систем m-боначчи анализировались путем сопостав-
ления коэффициентов взаимной корреляции формы
регистрируемых самоподобных образований (паттер-
нов [20]) многослойных систем с диэлектрически-
ми слоями и многослойных систем с метаматери-
алами. При этом для более удобного выявления
фрактальных паттернов использовалось приведен-
ное логарифмическое представление спектральных
зависимостей, основанное на определении величины
r = − ln(1−R) [5], где R — коэффициент отраже-
ния многослойной структуры, связанный с коэффи-
циентом пропускания T соотношением R = 1−T .

Ранее нами было показано [21], что дисперси-
онные эффекты, описываемые формулами (3), могут
оказывать значительное влияние как на положе-
ние, так и на форму фиксируемых фрактальных
паттернов в спектрах систем Фибоначчи (m = 2).
В настоящей работе указанное утверждение было
проверено для случая m > 2. На рис. 1 приведе-
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Рис. 1. Трансформация формы паттернов в спектральных характеристиках КМС при m = 2 (а), 3 (б) и 4 (в)
с учетом дисперсионных эффектов. Число слоев J = 64, a1a2 , a2a3 , a4a5 , a6a7 , b1b2 , b3b4 , b5b6 , c1c2 , c3c4 ,

c5c6 — паттерны. Сплошная линия: nB = 1.5, штриховая: nB = 1

ны спектральные характеристики систем m-боначчи
с m = 2, 3, 4. При проведении расчетов считалось,
что дисперсионные эффекты в слоях B являются
пренебрежимо слабыми. Буквенными обозначения-
ми a1a2 , a2a3 , a4a5 , a6a7 , b1b2 , b3b4 , b5b6 , c1c2 ,
c3c4 , c5c6 выделены фиксируемые паттерны. Отме-
тим, что сходные по форме паттерны могут фик-
сироваться и при других значениях εA(fk) и µA(fk)
в областях, соответствующих как отрицательному,
так и положительному значениям показателя пре-
ломления. При проведении расчетов показатели пре-
ломления слоев B для областей, где показатели
преломления слоев A принимают отрицательные
или положительные значения, считались равными
njk = nB = 1 (штриховая линия) или njk = nB = 1.5
(сплошная).

Из приведенных графиков видно, что уве-
личение m вызывает значительную трансформа-
цию формы паттернов. Для количественной оцен-
ки этой трансформации были рассчитаны коэф-

фициенты взаимной корреляции между фиксиру-
емыми паттернами a1a2 и b1b2 , a6a7 и b5b6 ,
b1b2 и c1c2 , b5b6 и c5c6 в рассматриваемых спек-
тральных характеристиках, сформированных для
m = 2, 3 (рис. 1, a, б) и m = 3, 4 (рис. 1, б, в),
которые принимают значения K = 0.6–0.8. В пе-
реходной области, разделяющей спектральные диа-
пазоны, где показатель преломления слоев A при-
нимает отрицательные и положительные значения,
паттерным образованиям a4a5 и b3b4 , b3b4 и c3c4

соответствуют коэффициенты взаимной корреляции
K = 0.4–0.5. Наибольшее соответствие по форме
достигается между парами паттернов a1a2 и a6a7 ,
b1b2 и b5b6 , c1c2 и c5c6 , c1c2 и c3c4, при этом
K = 0.8–0.95. Значительный разброс коэффициен-
тов корреляции обусловлен, по всей вероятности,
сложным сочетанием влияний эффектов дисперсии
и фазовой компенсации [16].

Для того чтобы разделить оценку влияния ука-
занных эффектов, часть расчетов была выполнена
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Рис. 2. Спектральные характеристики КМС при
m = 2 (а, г) , 3 (б, д) , 4 (в, е) (число слоев J = 64)
без учета дисперсии. T — коэффициент пропуска-
ния (а–в); r — приведенный коэффициент отраже-
ния (г–е). Пунктиром обозначена зона расположения

паттерных образований

с использованием упрощенной ступенчатой аппрок-
симации формулы (3). При этом считалось, что
диэлектрическая проницаемость и магнитная вос-
приимчивость слоев A по абсолютной величине
равны |εA| = 9, |µA| = 1 и принимают отрицательные
значения в области k < 1500. Слои B характери-
зовались постоянным коэффициентом преломления
nj,k = nB = 1.5 во всей области частот. Для ука-
занных параметров на рис. 2 представлены фраг-
менты спектральных зависимостей коэффициентов
пропускания T и параметра r систем m-боначчи,
соответствующих m = 2, 3, 4.

Области паттерных образований выделены пунк-
тирными линиями. Из рис. 2 видно, что левая

часть спектральных зависимостей, когда k 6 1500,
оказывается крайне чувствительной к проявлению
эффекта фазовой компенсации, связанному с нали-
чием слоев из метаматериала. C увеличением m ,
приводящим к выравниванию количества слоев A
и B , из-за фазовой компенсации исчезает часть
резонансных пиков и спектр становится близким
к спектру периодических систем. Область k > 1500
соответствует классическому случаю многослойных
структур с диэлектрическими слоями. В этой обла-
сти анализируемые системы характеризуются нали-
чием специфических паттерных образований, по ко-
торым можно произвести идентификацию их струк-
туры. При этом коэффициент взаимной корреляции
по форме между паттернами из одного частотного
интервала, регистрируемыми в спектральных зави-
симостях структур семейства m-боначчи с m = 3
и m = 4 (рис. 2, д, е), достигает значения K = 0.9.
Для систем с m > 5 рассчитанные для аналогичных
областей коэффициенты K близки к единице.

Дополнительные исследования устойчивости пат-
терных образований в спектрах пропускания мно-
гослойных структур m-боначчи к изменению их
геометрической конфигурации, проводились с ис-
пользованием моделей аппроксимантов первого ти-
па [8, 9]. Рассмотрим особенности этой модели,
считая, что m = 2. Выполненные расчеты указывают
на то, что определяющим параметром, влияющим
на структуру спектров аппроксимантов, является
уровень генерации l . Это иллюстрирует рис. 3,
где приведены паттерные образования в оптических
характеристиках систем, сформированных с исполь-
зованием формулы (1). Параметр p выбирался таким
образом, чтобы число слоев J в рассматриваемых
КМС было примерно одинаковым.

Ход графиков на рис. 3 демонстрирует проявле-
ние сходных по своей структуре устойчивых пат-
тернов в области как с положительными, так и
с отрицательными коэффициентами преломления
для l > 4. При этом коэффициенты взаимной кор-
реляции по форме фиксируемых паттерных образо-
ваний из одного интервала последовательно сформи-
рованных аппроксимантов увеличиваются с ростом l
от K = 0.65 до K = 0.97.

Расчеты, выполненные для систем с m > 2, поз-
воляют распространить сделанные выше выводы на
аппроксиманты других видов. Это следует из общего
подхода геометрического построения таких систем.
Таким образом, появляется возможность описания
с единых позиций свойств широкого класса систем
m-боначчи и их аппроксимантов.

Заключение

Показано, что детерминированные изменения
структуры КМС и параметров ее слоев могут су-
щественным образом повлиять на ее фрактальные
свойства. Тем самым появляется возможность доста-
точно простыми средствами оказывать целенаправ-
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Рис. 3. Графическое сравнение спектров аппроксимантов A5 = {S5}29 (J = 232) (а), A6 = {S6}18

( J = 234) (б), A7 = {S7}11 (J = 231) (в), A8 = {S8}7 (J = 238) (г) и системы Фибоначчи ( J = 233) (д).
Пунктирными линиями выделены зоны расположения паттерных образований

ленное влияние на характеристики КМС, адаптируя
их к решению конкретной задачи.

Так, наличие в многослойных системах слоев из
метаматериала может оказывать заметное влияние
на проявление самоподобных свойств в оптических
характеристиках структур m-боначчи и их аппрок-
симантов, а в некоторых случаях — под влиянием
эффекта фазовой компенсации полностью их подав-
лять. Этот факт следует учитывать при фиксации
фрактальных паттернов в спектральных характери-
стиках рассматриваемых систем с целью их иденти-
фикации и выявления дефектов структуры. В то же
время корреляционный анализ указывает на опре-
деленную устойчивость формы регистрируемых пат-
тернов в системах m-боначчи и их аппроксимантах.

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке РФФИ в рамках научного проекта № 16-32-
00386 мол_а.
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The stability of the fractal properties of quasi-periodic multilayered structures
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The stability of fractal characteristics has been analyzed in the optical spectra of quasi-periodic multilayered
systems with the deterministic changes therein. The transformation of the summation principle of their
construction, the transition to the approximant model, and the preparation of metamaterial-based layers have
been shown to exert a strong influence on the scaling of the parameters in multilayered systems.
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