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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè

Çàäà÷è ñèíòåçà ñõåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðèòåðèÿì ýôôåêòèâíîñòè,
ó÷èòûâàþùèì ãëóáèíó, â òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñòàëè ðàññìàòðè-
âàòüñÿ íåíàìíîãî ïîçæå, ÷åì çàäà÷è îïòèìèçàöèè ÷èñëà ýëåìåíòîâ ñõåì
(ñëîæíîñòè). Åùå â 1956 ã. Î. Á. Ëóïàíîâ1 ïîñòàâèë è ðåøèë çàäà÷ó îï-
òèìàëüíîãî ñèíòåçà âåíòèëüíûõ ñõåì ãëóáèíû 2 � çà íåñêîëüêî ëåò äî
ïîëó÷åíèÿ ñâîèõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ îá àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîì
ñèíòåçå â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèé.

Ê 1960-ì ãîäàì âîïðîñû ñèíòåçà áûñòðûõ ñõåì äëÿ àðèôìåòèêè ñòà-
ëè àêòèâíî èçó÷àòüñÿ, èñõîäÿ èç ïîòðåáíîñòåé ýëåêòðîíèêè. Ñàìà òåîðèÿ
áûñòðûõ âû÷èñëåíèé, êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, âåäåò îòñ÷åò ñ îïóáëèêîâàí-
íîé ïî èíèöèàòèâå À. Í. Êîëìîãîðîâà ðàáîòû2 î áûñòðîì óìíîæåíèè
÷èñåë, â êîòîðîé, íàðÿäó ñ ðåêîðäíûì ïî ñëîæíîñòè ìåòîäîì À. À. Êà-
ðàöóáû, ïðåäñòàâëåí ìåòîä ïàðàëëåëüíîãî óìíîæåíèÿ Þ. Ï. Îôìàíà.

Ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðîáëåì òåîðèè ñèíòåçà ïà-
ðàëëåëüíûõ ñõåì áûë ðåøåí Î. Á. Ëóïàíîâûì. Â ÷àñòíîñòè, èì îïðåäå-
ëåíà àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Øåííîíà ãëóáèíû ñõåì íàä ïðîèçâîëüíûì
áóëåâûì áàçèñîì, è ïðè ýòîì ðåøåíà çàäà÷à îá îäíîâðåìåííîé ìèíèìè-
çàöèè ãëóáèíû è ñëîæíîñòè3, ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Øåííîíà
ñëîæíîñòè ôîðìóë îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû (àëüòåðíèðîâàíèÿ)4, 5 è ðåøå-
íà àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ñõåì6. Âîïðîñû ñëîæíîñòè âåíòèëüíûõ ñõåì
îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû âñåñòîðîííå èçó÷åíû Ý. È. Íå÷èïîðóêîì7. Èñ-
ñëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ âîïðîñîâ áûëî ïðîäîëæåíî â Ìîñêîâñêîì
óíèâåðñèòåòå ó÷åíèêàìè Î. Á. Ëóïàíîâà. Òàê, Ñ. Á. Ãàøêîâ óñòàíîâèë
âåëè÷èíó ôóíêöèè Øåííîíà ãëóáèíû áóëåâûõ ôóíêöèé â ñòàíäàðòíîì

1Ëóïàíîâ Î. Á. Î âåíòèëüíûõ è êîíòàêòíî-âåíòèëüíûõ ñõåìàõ. Äîêëàäû ÀÍ
ÑÑÑÐ. 1956. 111(6), 1171�1174.

2Êàðàöóáà À. À., Îôìàí Þ. Ï. Óìíîæåíèå ìíîãîçíà÷íûõ ÷èñåë íà àâòîìàòàõ.
Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. 1962. 145(2), 293�294.

3Ëóïàíîâ Î. Á. Î ñõåìàõ èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ çàäåðæêàìè. Ïðîáëåìû
êèáåðíåòèêè. Âûï. 23. Ì.: Íàóêà, 1970, 43�81.

4Ëóïàíîâ Î. Á. Î ðåàëèçàöèè ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ôîðìóëàìè èç êîíå÷íûõ
êëàññîâ (ôîðìóëàìè îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû) â áàçèñå &,∨, . Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè.
Âûï. 6. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1961, 5�14.

5Ëóïàíîâ Î. Á. Î ñëîæíîñòè óíèâåðñàëüíîé ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíîé ñåòè
ãëóáèíû 3. Òðóäû ÌÈ ÀÍ ÑÑÑÐ. 1973. Ò. 143. Ì.: Íàóêà, 1973, 127�131.

6Ëóïàíîâ Î. Á. Î ðåàëèçàöèè ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ ¾îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû¿ â áàçèñå &,∨, . Ñá. ðàáîò ïî ìàòåìàòè÷åñêîé
êèáåðíåòèêå. Ò. 2. Ì.: Èçä-âî ÂÖ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1977, 3�8.

7Íå÷èïîðóê Ý. È. Î òîïîëîãè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ ñàìîêîððåêòèðîâàíèÿ. Ïðîáëåìû
êèáåðíåòèêè. Âûï. 21. Ì.: Íàóêà, 1969, 5�102.
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áàçèñå ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé8 è àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò
ïîëó÷èë äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ (âêëþ÷àÿ âàæíûé ñëó÷àé ôóíêöèé k-çíà÷íîé
ëîãèêè)9. Ñ. À. Ëîæêèíûì ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Øåííîíà
ãëóáèíû äëÿ áàçèñîâ ñ íóëåâûìè âåñàìè ýëåìåíòîâ10 è ñåðèÿ àñèìïòî-
òè÷åñêèõ îöåíîê âûñîêîé òî÷íîñòè â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ ïàðàëëåëüíûõ
âû÷èñëåíèé11, 12, 13, 14, 15, 16, â ÷àñòíîñòè, íàèáîëåå òî÷íûå îöåíêè ôóíê-
öèè Øåííîíà ãëóáèíû ñõåì äëÿ ðÿäà áàçèñîâ, âêëþ÷àÿ ñòàíäàðòíûé è
ìîíîòîííûé. À. Å. Àíäðååâ (ó÷åíèê Â. Á. Êóäðÿâöåâà), ðàñøèðÿÿ ðå-
çóëüòàò Íå÷èïîðóêà, óñòàíîâèë àñèìïòîòèêó ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè âåí-
òèëüíûìè ñõåìàìè ãëóáèíû 2 äëÿ êëàññîâ íåäîîïðåäåëåííûõ ìàòðèö17.
À. Á. Óãîëüíèêîâ ïîëó÷èë îïèñàíèå ïîðÿäêîâ ôóíêöèè Øåííîíà ãëó-
áèíû äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé18. Î. Ì. Êàñèì-Çàäå
îïðåäåëèë çíà÷åíèå ôóíêöèè Øåííîíà ãëóáèíû ïðîèçâîëüíîãî áåñêî-
íå÷íîãî áóëåâà áàçèñà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé19. Åãî ó÷å-
íèê À. Â. Êî÷åðãèí ïîëó÷èë àñèìïòîòèêó ôóíêöèè Øåííîíà ãëóáèíû

8Ãàøêîâ Ñ. Á. Î ãëóáèíå áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 34. Ì.:
Íàóêà, 1978, 265�268.

9Ãàøêîâ Ñ. Á. Î ïàðàëëåëüíîì âû÷èñëåíèè íåêîòîðûõ êëàññîâ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàñ-
òóùèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ. Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòè-
êà. Ìåõàíèêà. 1990. �2, 88�92.

10Ëîæêèí Ñ. À. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèé Øåííîíà äëÿ çàäåðæåê ñõåì
èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 1976. 19(6), 939�951.

11Ëîæêèí Ñ. À. Î ñâÿçè ìåæäó ãëóáèíîé è ñëîæíîñòüþ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë è î
ãëóáèíå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè. Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 38. Ì.:
Íàóêà, 1981, 269�271.

12Ëîæêèí Ñ. À. Î ãëóáèíå ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè â íåêîòîðûõ áàçèñàõ. Annales
Univ. Budapest. Sec. Computatorica. 1983. IV, 113�125.

13Ëîæêèí Ñ. À. Î ãëóáèíå ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì áàçèñå.
Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 1996. �2, 80�82.

14Ëîæêèí Ñ. À. Î ñèíòåçå ôîðìóë, ñëîæíîñòü è ãëóáèíà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò
àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèõ îöåíîê âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè. Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 2007. �3, 19�25.

15Ëîæêèí Ñ. À., Êîíîâîäîâ Â. À. Î ñèíòåçå è ñëîæíîñòè ôîðìóë ñ îãðàíè÷åííîé
ãëóáèíîé àëüòåðíèðîâàíèÿ. Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 15. Âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåðíåòèêà. 2012. �2, 28�36.

16Ëîæêèí Ñ. À., Äàíèëîâ Á. Ð. Î çàäåðæêå ñõåì â ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé çíà÷åíèÿ
íà âõîäàõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 15.
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåðíåòèêà. 2013. �4, 25�33.

17Àíäðååâ À. Å. Î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè âåíòèëüíûìè ñõåìàìè íåäîîïðåäåëåííûõ
ìàòðèö. Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 1987. 41(1), 77�86.

18Óãîëüíèêîâ À. Á. Î ãëóáèíå ôîðìóë â íåïîëíûõ áàçèñàõ. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðî-
ñû êèáåðíåòèêè. Âûï. 1. Ì.: Íàóêà, 1988, 242�245.

19Êàñèì-Çàäå Î. Ì. Î ãëóáèíå áóëåâûõ ôóíêöèé ïðè ðåàëèçàöèè ñõåìàìè íàä ïðî-
èçâîëüíûì áåñêîíå÷íûì áàçèñîì. Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1. Ìà-
òåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 2012. �6, 55�57.
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äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî áàçèñà k-çíà÷íîé ëîãèêè20.
Ñ 1980-õ ãã. àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöå-

íîê ñëîæíîñòè èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé ïðè îãðàíè÷åíèè íà ãëóáè-
íó âû÷èñëåíèÿ. ×èñëî ðàáîò â ýòîé îáëàñòè èçìåðÿåòñÿ ñîòíÿìè. Äåëî
â òîì, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà ãëóáèíó ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü â òðàäèöè-
îííûõ ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèé (ñõåìû, ôîðìóëû íàä ïîëíûìè áàçèñàìè)
ñâåðõïîëèíîìèàëüíûå è äàæå ýêñïîíåíöèàëüíûå íèæíèå îöåíêè. Ïåð-
âûé ðåçóëüòàò òàêîãî ðîäà áûë ïîëó÷åí åùå îäíèì ó÷åíèêîì Ëóïàíîâà
Ã. À. Òêà÷åâûì21. Äàëåå, â ðàáîòàõ Ì. Ô�åðñòà, Äæ. Ñàêñà, Ì. Ñèïñå-
ðà22, Ý. ßî23 è É. Õîñòàäà24 áûëè çàëîæåíû îñíîâû òåîðèè. Ôóíäàìåí-
òàëüíûé âêëàä â òåîðèþ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ñõåì îãðàíè÷åííîé
ãëóáèíû âíåñëè ðàáîòû À. À. Ðàçáîðîâà, òàêæå ïðåäñòàâèòåëÿ øêîëû
Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà (ñõåìû â áàçèñå {∨,∧,⊕}25, ñõåìû èç ïîðîãî-
âûõ ýëåìåíòîâ26, àðèôìåòè÷åñêèå ñõåìû27).

Ðàçâèòèå ìåòîäîâ ñèíòåçà ïàðàëëåëüíûõ ñõåì äëÿ êîíêðåòíûõ ôóíê-
öèé èëè êëàññîâ ôóíêöèé, à òàêæå èññëåäîâàíèå ïðåäåëîâ âîçìîæíî-
ñòåé ýòèõ ìåòîäîâ ñòèìóëèðóåòñÿ ïðèëîæåíèÿìè, ïðåæäå âñåãî, â îáëà-
ñòè ìèêðîýëåêòðîíèêè. Øèðîêî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè ñèíòå-
çà ïàðàëëåëüíûõ ñõåì ïðèíàäëåæàò åùå îäíîìó ìàòåìàòèêó èç øêîëû
Ëóïàíîâà Â. Ì. Õðàï÷åíêî: êîíñòðóêöèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàëüíîãî
ïî ãëóáèíå ñóììàòîðà28, ýôôåêòèâíûå ïàðàëëåëüíûå ñõåìû äëÿ îïåðà-
òîðà óìíîæåíèÿ è ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé29, ìåòîä ïàðàëëåëüíîãî ïå-

20Êî÷åðãèí À. Â. Î ãëóáèíå ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Äèññ. íà ñîèñêàíèå
ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèç.-ìàò. íàóê. Ì.: ÌÃÓ, 2013.

21Òêà÷åâ Ã. À. Î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâûõ ôóíê-
öèé ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è π-ñõåìàìè ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèÿõ íà ñòðóêòóðó ñõåì. Êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû â ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêå. Ãîðüêèé: èçä-âî Ãîðüê. óí-òà, 1980, 161�207.

22Furst M., Saxe J., Sipser M. Parity, circuits, and the polynomial time hierarchy. Math.
Syst. Theory. 1984. 17, 13�27.

23Yao A. C. Separating the polynomial time hierarchy by oracles. Proc. 26th Symp. on
Found. of Comput. Sci. (Portland, 1985). Washington: IEEE, 1985, 1�10.

24H�astad J. Computational limitations of small-depth circuits. MIT Press, 1986.
25Ðàçáîðîâ À. À. Íèæíèå îöåíêè ðàçìåðà ñõåì îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû â ïîëíîì

áàçèñå, ñîäåðæàùåì ôóíêöèþ ëîãè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 1987.
41(4), 598�607.

26Razborov A., Wigderson A. nΩ(log n) lower bounds on the size of depth-3 threshold
circuits with AND gates at the bottom. Inform. Proc. Letters. 1993. 45, 303�307.

27Grigoriev D., Razborov A. Exponential lower bounds for depth 3 arithmetic circuits in
algebras of functions over �nite �elds. Appl. Algebra Eng. Comm. Comput. 2000. 10(6),
465�487.

28Õðàï÷åíêî Â. Ì. Îá àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå âðåìåíè ñëîæåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî
ñóììàòîðà. Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 19. Ì.: Íàóêà, 1967, 107�120.

29Õðàï÷åíêî Â. Ì. Íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ âðåìåíè óìíîæåíèÿ. Ïðîáëåìû êèáåð-
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ðåñòðîåíèÿ áóëåâûõ ôîðìóë30, 31. Ê ÷èñëó âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ â óêà-
çàííîé îáëàñòè ñëåäóåò îòíåñòè ìåòîä ñèíòåçà ïàðàëëåëüíûõ ïðåôèêñ-
íûõ ñõåì Ð. Ëàäíåðà è Ì. Ôèøåðà32, ïàðàëëåëüíûå ñõåìû ñîðòèðîâêè
Ì. Àéòàè, ß. Êîìëîøà è Ý. Ñåìåðåäè33, ïàðàëëåëüíûå ñõåìû äëÿ äåëå-
íèÿ, âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è äðóãèõ öåëî÷èñëåííûõ îïåðàöèé Ï. Áèìà,
Ñ. Êóêà è Äæ. Ãóâåðà34. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ
â ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ èäåàëüíî
ðàñïàðàëëåëèâàåìûå àëãîðèòìû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, èäåÿ
êîòîðîãî âîñõîäèò ê ðàáîòàì È. Ãóäà35, Äæ. Êóëè è Äæ. Òüþêè36.

Çà ïðîøåäøèå ïîëâåêà ñóùåñòâåííî èçìåíèëñÿ ïîíÿòèéíûé àïïàðàò
òåîðèè. Ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ãëóáèíû ôóíêöèé ÷àñòî âûïîëíÿ-
þòñÿ â òåðìèíàõ êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè ïîäõîäÿùèì îáðàçîì
îïðåäåëåííûõ ïðîòîêîëîâ. Ïîíÿòèå êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè áû-
ëî ââåäåíî Ý. ßî37. Íà åå ñâÿçü ñ ãëóáèíîé ñõåì áûëî óêàçàíî â ðà-
áîòå Ì. Êàð÷ìåðà è À. Âèãäåðñîíà38. Íàëè÷èå òàêîé ñâÿçè ïðèâåëî ê
ïîÿâëåíèþ ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ íèæíèõ îöåíîê ãëóáèíû êîíêðåòíûõ
ôóíêöèé. Ïðåæäå òàêèå îöåíêè, êàê ïðàâèëî, èçâëåêàëèñü ëèøü â êà-
÷åñòâå ñëåäñòâèé èç èçâåñòíûõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ôîðìóë èëè
ñõåì. Íàèáîëåå ÿðêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû À. Âèãäåðñîíîì ñ Ì. Êàð÷-
ìåðîì (íèæíÿÿ îöåíêà ìîíîòîííîé ãëóáèíû ôóíêöèè ïðîâîäèìîñòè) è
Ð. Ðàçîì39 (íèæíèå îöåíêè ìîíîòîííîé ãëóáèíû ïåðìàìåíòà è êëèêîâûõ

íåòèêè. Âûï. 33. Ì.: Íàóêà, 1978, 221�227.
30ßáëîíñêèé Ñ. Â., Êîçûðåâ Â. Ï. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. ¾Èíôîð-

ìàöèîííûå ìàòåðèàëû¿ Íàó÷íîãî ñîâåòà ïî êîìïëåêñíîé ïðîáëåìå ¾Êèáåðíåòèêà¿
ÀÍ ÑÑÑÐ. Âûï. 19à. Ì., 1968, 3�15.

31Õðàï÷åíêî Â. Ì. Î ñîîòíîøåíèè ìåæäó ñëîæíîñòüþ è ãëóáèíîé ôîðìóë. Ìåòîäû
äèñêðåòíîãî àíàëèçà â ñèíòåçå óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì. Âûï. 32. Íîâîñèáèðñê: ÈÌ ÑÎ
ÀÍ ÑÑÑÐ, 1978, 76�94.

32Ladner R. E., Fischer M. J. Parallel pre�x computation. J. ACM. 1980. 27(4), 831�
838.

33Ajtai M., Koml�os J., Szemer�edi E. Sorting in c log n parallel steps. Combinatorica.
1983. 3(1), 1�19.

34Beame P. W., Cook S. A., Hoover H. J. Log depth circuits for division and related
problems. SIAM J. Comput. 1986. 15(4), 994�1003.

35Good I. J. The interaction algorithm and practical Fourier analysis. J. R. Statist. Soc.
B. 1958. 20(2), 361�372; 1960. 22(2), 372�375.

36Cooley J. W., Tukey J. W. An algorithm for the machine calculation of complex
Fourier series. Math. Comp. 1965. 19, 297�301.

37Yao A. C. Some complexity questions related to distributed computing. Proc. 11th
Symp. on Theory of Computing (Atlanta, 1979). NY: ACM, 1979, 209�213.

38Karchmer M., Wigderson A. Monotone circuits for connectivity require super-
logarithmic depth. SIAM J. Discrete Math. 1990. 3(2), 255�265.

39Raz R., Wigderson A. Monotone circuits for matching require linear depth. J. ACM.
1992. 39(3), 736�744.
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ôóíêöèé).
Âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîíÿòèÿìè ãëóáèíû è ñëîæíîñòè âàðüèðó-

þòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè. Ñëîæíîñòü ôóíêöèè â
ìîäåëè äåðåâüåâ ðåøåíèé (ðåøàþùèõ äèàãðàìì) îïðåäåëÿåòñÿ ãëóáèíîé
ðåàëèçóþùåãî åå äåðåâà. Â òåðìèíàõ ïîñòðîåíèÿ äåðåâüåâ ðåøåíèé ôîð-
ìóëèðóþòñÿ ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè àëãîðèòìîâ, íàïðèìåð, çàäà÷è ñîðòè-
ðîâêè èëè ïîèñêà çà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñðàâíåíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ñïóñòÿ 60 ëåò ïîñëå ñâîåãî çàðîæäåíèÿ, òåîðèÿ
ïàðàëëåëüíîãî ñèíòåçà ïðîäîëæàåò ðàçâèâàòüñÿ è ðàñøèðÿòüñÿ, îêàçû-
âàÿñü âîâëå÷åííîé â øèðîêèé ñïåêòð ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îò ïðîåêòèðî-
âàíèÿ ýëåêòðîííûõ êîìïîíåíòîâ äî ñóïåðêîìïüþòåðíûõ è ðàñïðåäåëåí-
íûõ âû÷èñëåíèé.

Öåëü ðàáîòû

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà òåî-
ðèè ñèíòåçà ïàðàëëåëüíûõ ñõåì, íàïðàâëåííîå íà ðåøåíèå ïðîáëåì îï-
òèìàëüíîãî ñèíòåçà ñ îãðàíè÷åííîé ãëóáèíîé, ìèíèìèçàöèè ãëóáèíû âû-
÷èñëåíèé, ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Ñðåäè ðåøàå-
ìûõ çàäà÷: ïîëó÷åíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó ãëóáèíîé è ñëîæíîñòüþ áóëå-
âûõ ôîðìóë, âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ôîðìóë äëÿ ñèììåò-
ðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé ñèíòåç âåí-
òèëüíûõ ñõåì îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû, èçó÷åíèå îòíîøåíèé ðàçëè÷íûõ
ëèíåéíûõ ìåð ñëîæíîñòè áóëåâûõ ìàòðèö, ñèíòåç ìèíèìàëüíûõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðåôèêñíûõ ñõåì, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé ñèíòåç ñõåì è
ôîðìóë îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû èç ìíîãîâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåíèå
ñáàëàíñèðîâàííûõ ïî ãëóáèíå äåðåâüåâ ðåøåíèé äëÿ ñîðòèðîâêè.

Îáëàñòü è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Òåìà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îòíîñèòñÿ ê íàïðàâëåíèþ ¾òåîðèÿ àë-
ãîðèòìîâ è âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé¿, ðàçäåëó ¾àëãîðèòìè÷åñêàÿ òåîðèÿ
èíôîðìàöèè è òåîðèÿ ñëîæíîñòè¿ èç ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè 01.01.06.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé è äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêè, â òîì ÷èñëå, òåîðèè àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîãî
ñèíòåçà è êîìáèíàòîðèêè, à òàêæå ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû àëãåáðû è òåî-
ðèè ÷èñåë.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿ-
òåëüíî.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè
ïðèìåíåíèå ïðåæäå âñåãî â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ çàêîíîìåðíî-
ñòåé ñèíòåçà ïàðàëëåëüíûõ ñõåì. ×àñòü ðåçóëüòàòîâ èìååò ïðèêëàäíîé
ïîòåíöèàë â ñõåìîòåõíèêå èëè ïðàêòèêå áûñòðûõ âû÷èñëåíèé. Ýòî îòíî-
ñèòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ê êîíñòðóêöèÿì ïàðàëëåëüíûõ óìíîæèòåëåé,
ïàðàëëåëüíûõ ïðåôèêñíûõ ñõåì è îò÷àñòè ê ìåòîäó áûñòðîé ñîðòèðîâêè.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ
ñåìèíàðàõ ¾Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿ è ¾Ìàòåìàòè-
÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè¿ â ÌÃÓ (2009�2012, 2021 ãã.), íà ìåæäó-
íàðîäíûõ ñåìèíàðàõ ñåðèè ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ¿
(ÌÃÓ, 2010, 2019 ãã.), íà ìîëîäåæíûõ íàó÷íûõ øêîëàõ ïî äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿì â ÈÏÌ èì. Êåëäûøà (2013, 2015 ãã.), íà
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿
(Íèæíèé Íîâãîðîä 2011 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåí-
íûå ïðîáëåìû àíàëèçà è ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿ â ÌÃÓ â 2010 ã., íà
ñåìèíàðå ¾Òåîðåòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà¿ â ÈÏÌ èì. Êåëäûøà â 2019 ã. è
íà ñåìèíàðå ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà¿ â
ÌÃÓ â 2020 ã.

Ïóáëèêàöèè

Ïåðå÷åíü ïóáëèêàöèé, â êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû,
ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà: â ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ îïóáëèêîâà-
íî 16 ðàáîò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç øåñòè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû è ïàðàãðà-
ôû (ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé), è çàêëþ÷åíèÿ. Òåêñò äèññåðòàöèè
èçëîæåí íà 287 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 243 ïóíêòà.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââîäíîé ãëàâå 1 îïèñûâàåòñÿ íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, îáúÿñ-
íÿåòñÿ åãî àêòóàëüíîñòü, ôîðìóëèðóþòñÿ öåëè è ïîñòàíîâêà çàäà÷, äàåò-
ñÿ êðàòêàÿ èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà î ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ â äàííîé
îáëàñòè, ïåðå÷èñëÿþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, ïðèâîäÿòñÿ
ñâåäåíèÿ î ïóáëèêàöèÿõ àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè è îá àïðîáàöèè ðå-
çóëüòàòîâ. Ïîäðîáíåå ñîñòîÿíèå âîïðîñà ïî êàæäîé èç òåì èçëîæåíî â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâàõ.
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Â ãëàâå 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû î ñîîòíîøåíèè ìåæäó ãëóáèíîé è
ñëîæíîñòüþ áóëåâûõ ôîðìóë, î ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíûõ ïî ãëóáèíå èëè
ñëîæíîñòè ôîðìóë äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé è î íèæíèõ
îöåíêàõ ñëîæíîñòè ôîðìóë â áàçèñå k-ìåñòíûõ ôóíêöèé.

Ìíîæåñòâî ôîðìóë íàä áàçèñîì B, ñëîæíîñòü ôîðìóëû, ãëóáèíà
ôîðìóëû è ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ôîðìóëîé, îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâ-
íî ñëåäóþùèì îáðàçîì: 0) ñèìâîëû ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
ñëîæíîñòè 1, ãëóáèíû 0 è ðåàëèçóþò ñîîòâåòñòâóþùèå òîæäåñòâåííûå
ôóíêöèè; 1) âûðàæåíèå G(F1, ..., Fk), ãäå G � ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé k-
ìåñòíóþ ôóíêöèþ g ∈ B, à Fi � ôîðìóëà ñëîæíîñòè Li è ãëóáèíû Di,
ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ fi, ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ñëîæíîñòè L1 + . . .+ Lk,
ãëóáèíû max{D1, ..., Dk}+ 1 è ðåàëèçóåò ôóíêöèþ g(f1, . . . , fk).

Ñëîæíîñòü LB(f) (ãëóáèíà DB(f)) ðåàëèçàöèè áóëåâîé ôóíêöèè f
ôîðìóëàìè íàä áàçèñîì B îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìóì ñëîæíîñòè (ãëó-
áèíû) ôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ f . Ñëîæíîñòü LB(K) (ãëóáèíà DB(K))
êëàññà ôóíêöèé K îïðåäåëÿåòñÿ êàê maxf∈K LB(f) (ñîîòâåòñòâåííî
maxf∈K DB(f)). Ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ áóëåâ îïåðàòîð, îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ñîâîêóïíîñòü ôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ îòäåëüíûå ôóíêöèè � êîìïî-
íåíòû îïåðàòîðà. Ñëîæíîñòü áóëåâîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóì-
ìà ñëîæíîñòåé åãî êîìïîíåíò, à ãëóáèíà � êàê ìàêñèìóì ãëóáèíû êîì-
ïîíåíò.

Äàëåå ïðè ñðàâíåíèè ïîðÿäêîâ ðîñòà íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé èñ-
ïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: f = ω(g) ðàâíîñèëüíî g = o(f); f = Ω(g) ðàâ-
íîñèëüíî g = O(f) è ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê g � f èëè f � g; f � g
îçíà÷àåò f = Θ(g). Îáîçíà÷åíèÿ f ∼ g, f & g, f . g èñïîëüçóþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâ.

Òðèâèàëüíûì îáðàçîì â ëþáîì áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç íå áîëåå ÷åì
k-ìåñòíûõ ôóíêöèé, âûïîëíÿåòñÿ DB(f) ≥ logk LB(f). Áàçèñû, äëÿ êî-
òîðûõ òàêæå âûïîëíåíî DB(f) � logLB(f), íàçûâàþòñÿ ðàâíîìåðíû-
ìè. Ðàâíîìåðíîñòü áàçèñà B ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü âåëè÷èíîé (ðàâíîé
êîíñòàíòå èëè ∞)

cB = lim
N→∞

max
LB(f)=N

DB(f)

log2N
.

Îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé âûðàæàåìîé â áàçèñå B ôóíê-
öèè f âûïîëíåíî DB(f) ≤ (cB + o(1)) log2 LB(f), à òàêæå ñóùåñòâó-
åò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fk, äëÿ êîòîðîé DB(fk) ≥
(cB − o(1)) log2 LB(fk).

Åùå â 1960-õ ãã. Â. Ì. Õðàï÷åíêî40 äîêàçàë, ÷òî ôóíêöèîíàëüíî ïîë-

40ßáëîíñêèé Ñ. Â., Êîçûðåâ Â. Ï. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. ¾Èíôîð-
ìàöèîííûå ìàòåðèàëû¿ Íàó÷íîãî ñîâåòà ïî êîìïëåêñíîé ïðîáëåìå ¾Êèáåðíåòèêà¿
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íûå êîíå÷íûå áóëåâû áàçèñû ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè, ÷òî çíà÷èò: ãëó-
áèíà è ëîãàðèôì ñëîæíîñòè ôîðìóë äëÿ ëþáîé ôóíêöèè íàä òàêèìè
áàçèñàìè ñîâïàäàþò ïî ïîðÿäêó. Âïîñëåäñòâèè À. Á. Óãîëüíèêîâ41 è
Ì. Ðàãàç42 óñòàíîâèëè àíàëîãè÷íûé ôàêò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ
áóëåâûõ ñèñòåì.

Íà÷èíàÿ ñ 1970-õ ãã. áûëî ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî îöåíîê êîíñòàíò ðàâ-
íîìåðíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ. Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
àðèôìåòè÷åñêèå áàçèñû èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå
äåëåíèÿ, è áóëåâ àíàëîã � ìîíîòîííûé áàçèñ èç îïåðàöèé êîíúþíêöèè è
äèçúþíêöèè � â ñâÿçè ñ ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷åé î ïàðàëëåëüíîì ïåðåñòðî-
åíèè àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Äëÿ îáùèõ àðèôìåòè÷åñêèõ áàçèñîâ
BA = {+, ∗}, BAD = {+, ∗, /} è áóëåâà ìîíîòîííîãî áàçèñà BM = {∨, ∧}
ðåêîðäíûå âåðõíèå îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû Ä. Ìàëëåðîì, Ô. Ïðåïàðà-
òîé43 (cBAD

< 2.89), Â. Ì. Õðàï÷åíêî44 (cBM
< 1.73) è Ñ. Ð. Êîñàðàþ45

(cBA
≤ 2). Íåòðèâèàëüíûå íèæíèå îöåíêè êîíñòàíò ðàâíîìåðíîñòè áû-

ëè èçâåñòíû òîëüêî äëÿ ìîíîòîííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ áàçèñîâ èç ðàáîò
Ý. Øàìèðà, Ì. Øíèðà46 (cBA

> 1.16), Ä. Êîïïåðñìèòà è Á. Øèáåðà47

(cBA
≥ 1.5), à â áóëåâîì ñëó÷àå � äëÿ íåêîòîðûõ íåàðèôìåòè÷åñêèõ

áàçèñîâ íåâûñîêîé âûðàçèòåëüíîé ñèëû, íàïðèìåð, äëÿ áàçèñà èç åäèí-
ñòâåííîé ôóíêöèè ¾øòðèõ Øåôôåðà¿48.

Çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ íåòðèâèàëüíîé íèæíåé îöåíêè äëÿ áóëåâà ìîíî-
òîííîãî áàçèñà BM îñòàâàëàñü íåðåøåííîé íà ïðîòÿæåíèè 50 ëåò. Ðåøå-
íèå ïðåäñòàâëåíî àâòîðîì â ðàçäåëå 2.2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñïîâòîðíûõ
áóëåâûõ ôóíêöèé. Ñòðàòåãèÿ ðàññóæäåíèÿ ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè äâóõ
ãëàâíûõ ïîäôîðìóë ìèíèìàëüíîé ïî ãëóáèíå ôîðìóëû äëÿ äàííîé

ÀÍ ÑÑÑÐ. Âûï. 19à. Ì., 1968, 3�15.
41Óãîëüíèêîâ À. Á. Î ãëóáèíå è ïîëèíîìèàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë äëÿ

çàìêíóòûõ êëàññîâ äâóçíà÷íîé ëîãèêè. Ìàòåì. çàìåòêè. 1987. 42(4), 603�612.
42Ragaz M. Parallelizable algebras. Arch. math. Logic. 1986/87. 26, 77�99.
43Muller D. E., Preparata F. P. Restructuring of arithmetic expressions for parallel

evaluation. J. ACM. 1976. 23(3), 534�543.
44Õðàï÷åíêî Â. Ì. Î ñîîòíîøåíèè ìåæäó ñëîæíîñòüþ è ãëóáèíîé ôîðìóë. Ìåòîäû

äèñêðåòíîãî àíàëèçà â ñèíòåçå óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì. Âûï. 32. Íîâîñèáèðñê: ÈÌ ÑÎ
ÀÍ ÑÑÑÐ, 1978, 76�94.

45Kosaraju S. R. Parallel evaluation of division-free arithmetic equations. Proc. 18th
Symp. on Theory of Comput. (Berkeley, 1986). NY: ACM, 1986, 231�239.

46Shamir E., Snir M. On the depth complexity of formulas. Math. Syst. Theory.
1979/80.13(4), 301�322.

47Coppersmith D., Schieber B. Lower bounds on the depth of monotone arithmetic
computations. J. Complexity. 1999. 15(1), 17�29.

48Õðàï÷åíêî Â. Ì. Îá àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå âðåìåíè ñëîæåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî
ñóììàòîðà. Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 19. Ì.: Íàóêà, 1967, 107�120.
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ôóíêöèè. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëèáî îäíà èç ïîäôîðìóë ñîäåðæèò áåñïî-
âòîðíóþ ôóíêöèþ, ¾ïîõîæóþ¿ íà èñõîäíóþ (ò.å. ïðè ïåðåõîäå íà ìåíü-
øóþ ãëóáèíó ôóíêöèÿ íå ñèëüíî óïðîùàåòñÿ), ëèáî ñóììàðíîå ÷èñëî
ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ çàâèñÿò äâå ïîäôóíêöèè, ðåàëè-
çóåìûå ãëàâíûìè ïîäôîðìóëàìè, çàìåòíî âîçðàñòàåò. Äàëåå ñëîæíîñòü
ôîðìóë îöåíèâàåòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ãëóáèíó è èñïîëü-
çóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñëîæíîñòü ôîðìóëû ãëóáèíû d íå ìîæåò áûòü áîëü-
øå, ÷åì 2d. Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ê ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.2 Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: cBM
> 1.06.

Ìåòîä ðàáîòàåò è â àðèôìåòè÷åñêîì áàçèñå BA, ïîçâîëÿÿ ïîëó÷àòü
ïîòåíöèàëüíî áîëåå âûñîêèå íèæíèå îöåíêè, ÷åì â áóëåâîì ñëó÷àå, îä-
íàêî óñòóïàþùèå óæå èçâåñòíûì îöåíêàì äëÿ ýòîãî áàçèñà.

Ðàçäåëû 2.3, 2.4 ïîñâÿùåíû ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé. Ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè � ýòî ôóíêöèè, çíà÷åíèÿ êî-
òîðûõ íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå àðãóìåíòîâ. Â áóëåâîì ñëó÷àå
çíà÷åíèå ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ñóì-
ìîé ïåðåìåííûõ. Êëàññ âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðå-
ìåííûõ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sn.

Âîïðîñû ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðàç-
ëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëÿõ âñåãäà íàõîäèëèñü â ôîêóñå âíèìà-
íèÿ òåîðèè ñëîæíîñòè. Äëÿ ïðèëîæåíèé, ïðàêòè÷åñêèõ è òåîðåòè÷åñêèõ,
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ìåòîäû ñèíòåçà êàê êîíêðåòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé, òàê è ïîäêëàññîâ (ïîðîãîâûå, ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè), ðåæå
ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé âîîáùå. Îäíî èç ãëàâíûõ ïðèëîæåíèé � ïà-
ðàëëåëüíûå ñõåìû óìíîæåíèÿ ÷èñåë, îñíîâàííûå íà ýôôåêòèâíîì âû-
÷èñëåíèè àðèôìåòè÷åñêîé ñóììû áèòîâ. Èçâåñòíûå êîíñòðóêöèè ïàðàë-
ëåëüíûõ ñõåì äëÿ äåëåíèÿ è íåêîòîðûõ äðóãèõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà-
öèé ñ ÷èñëàìè èëè ýëåìåíòàìè êîíå÷íûõ ïîëåé49, 50, 51 òàêæå îïèðàþòñÿ
íà áûñòðûå ñõåìû äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòè, à çàòåì è î ãëóáèíå ôîðìóë äëÿ
ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé áûëè ïîëó÷åíû Â. Ì. Õðàï÷åíêî â

49Beame P. W., Cook S. A., Hoover H. J. Log depth circuits for division and related
problems. SIAM J. Comput. 1986. 15(4), 994�1003.

50Ñåðãååâ È. Ñ. Î ñõåìàõ ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â êîíå÷-
íûõ ïîëÿõ õàðàêòåðèñòèêè äâà. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. Âûï. 15. Ì.:
Ôèçìàòëèò, 2006, 35�64.

51Ãàøêîâ Ñ. Á., Ñåðãååâ È. Ñ. Î ïîñòðîåíèè ñõåì ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû äëÿ
èíâåðòèðîâàíèÿ â êîíå÷íûõ ïîëÿõ. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. 2008. 20(4), 8�28.
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íà÷àëå 1970-õ ãã.: êàê âåðõíèå îöåíêè52, 53, òàê è íèæíèå54 (âñå � äëÿ
ñòàíäàðòíîãî áàçèñà). Ïîçæå ê íèì áûëè äîáàâëåíû àíàëîãè÷íûå ðå-
çóëüòàòû äëÿ ïîëíîãî áèíàðíîãî áàçèñà; ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ
îöåíîê ðàçðàáîòàí Ì. Ôèøåðîì, À. Ìàéåðîì è Ì. Ïàòåðñîíîì55. Ñå-
ðèÿ óòî÷íåíèé âåðõíèõ îöåíîê ïðîäîëæàëàñü äî íà÷àëà 1990-õ ãã., êî-
ãäà óñèëèÿìè Ì. Ïàòåðñîíà, Í. Ïèïïåíäæåðà, Ó. Öâèêà56 áûëè îïðå-
äåëåíû ïðèíöèïû îïòèìàëüíîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ôîðìóë èç çàäàííûõ
ïîäôîðìóë-êîìïðåññîðîâ, è òåì ñàìûì îáîáùåíû ðàíåå èçâåñòíûå ìåòî-
äû.

Ïðåäïîëîæèòåëüíî, èçâåñòíûå âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû
ôîðìóë ãîðàçäî äàëüøå îòñòîÿò îò èñòèííûõ çíà÷åíèé, ÷åì íèæíèå, è
òðåáóþò ñóùåñòâåííîãî óòî÷íåíèÿ. Ñïóñòÿ 20 ëåò ïîñëå óïîìÿíóòûõ âû-
øå ðàáîò, àâòîðó íàñòîÿùåé ðàáîòû óäàëîñü ñäåëàòü øàã â óêàçàííîì
íàïðàâëåíèè, ïðåäëîæèâ íîâûå ìåòîäû ñèíòåçà ôîðìóë äëÿ ñèììåòðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîïóëÿðíûõ (â òåîðèè áûñòðûõ àë-
ãîðèòìîâ) èäåé èñïîëüçîâàíèÿ íåñêîëüêèõ âçàèìíî ïðîñòûõ ìîäóëåé è
ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé. Ýòè ìåòîäû ïîçâîëèëè íà 10�20% óëó÷øèòü
âåðõíèå îöåíêè ãëóáèíû è ëîãàðèôìà ñëîæíîñòè ôîðìóë (ê ñîæàëåíèþ,
ðåêîðäíûå ïîëó÷åííûå îöåíêè íåêîíñòðóêòèâíû).

Áîëüøàÿ ÷àñòü èçâåñòíûõ âåðõíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè è ãëóáèíû
ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé êàê ôîðìóëàìè, òàê è ñõåìà-
ìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íàä ïîëíûìè áàçèñàìè, ñâÿçàíû ñ
ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèåé áóëåâîãî (n,m)-îïåðàòîðà Cn(x1, . . . , xn) =
(Cn,m−1, ..., Cn,0) ïîäñ÷åòà ÷èñëà åäèíèö â áóëåâîì íàáîðå (x1, . . . , xn), ãäå
m = dlog2(n+1)e. Ñâåäåíèå ê âû÷èñëåíèþ Cn èñïîëüçóåòñÿ ïðè ìèíèìè-
çàöèè ãëóáèíû è ñëîæíîñòè ôîðìóë äëÿ óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ ÷èñåë.

Ïðåäëàãàåìûé íîâûé ìåòîä ñèíòåçà îñíîâàí íà ïðîñòîì ïðèìåíåíèè
ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêè. Âìåñòî ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêîé
ñóììû σ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn âû÷èñëÿþòñÿ ÷èñëà (σ mod 2k) è
(σ mod 3l), ãäå 2k·3l > n, ïðè÷åì äëÿ âû÷èñëåíèÿ (σ mod 3l) èñïîëüçóåòñÿ
òðîè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ. Èñêîìîå ÷èñëî σ ìîæåò áûòü çàòåì îïðåäå-

52Õðàï÷åíêî Â. Ì. Î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ôîðìóëàìè.
Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 1972. 11(1), 109�120.

53Õðàï÷åíêî Â. Ì. Íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ âðåìåíè óìíîæåíèÿ. Ïðîáëåìû êèáåð-
íåòèêè. Âûï. 33. Ì.: Íàóêà, 1978, 221�227.

54Õðàï÷åíêî Â. Ì. Îá îäíîì ìåòîäå ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè π-ñõåì.
Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 1971. 10(1), 83�92.

55Fischer M. J., Meyer A. R., Paterson M. S. Ω(n log n) lower bounds on length of
Boolean formulas. SIAM J. Comput. 1982. 11(3), 416�427.

56Paterson M. S., Pippenger N., Zwick U. Optimal carry save networks. LMS Lecture
Notes Series. Boolean function complexity. Vol. 169. Cambridge University Press, 1992,
174�201.

12



ëåíî ïðè ïîìîùè Êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ. Ýôôåêòèâíîñòü ñïî-
ñîáà îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ñàìûå ñëîæíûå äëÿ ìåòîäà êîìïðåññîðîâ ðàç-
ðÿäû ñóììû σ � ñòàðøèå � âû÷èñëÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè ¾áåñïëàòíî¿ èç
ìëàäøèõ ñðåäñòâàìè ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêè.

Åùå îäèí ïðèåì, óïðîùàþùèé ôîðìóëû, ñîñòîèò â äîïîëíèòåëüíîì
ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè ñóììû σ. Îòðåçîê [0, n] íàêðûâàåòñÿ èíòåð-
âàëàìè äëèíû T . Òîãäà çíà÷åíèå σ îïðåäåëÿåòñÿ ïî íîìåðó èíòåðâàëà
è îñòàòêàì σ mod 2k, σ mod 3l ïðè óñëîâèè 2k · 3l ≥ T . Ðàçìåð ôîðìóë
ñîêðàùàåòñÿ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ñóììû êîìïðåñ-
ñîðàìè îñòàíàâëèâàåòñÿ ðàíüøå (êîãäà íàéäåííûõ ðàçðÿäîâ äîñòàòî÷íî
äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ÷èñëà ïî ìîäóëþ T ).

Äëÿ èëëþñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà âû-
áèðàþòñÿ áàçèñ B2 âñåõ äâóìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé è ñòàíäàðòíûé
áàçèñ B0 = {∧,∨, }. Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî ïîëíûõ áèíàðíûõ áàçè-
ñîâ ðàñïàäàåòñÿ íà äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñëîæíîñòè
ôîðìóë. Áàçèñû B0 è B2 ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè ýòèõ êëàññîâ.

×åðåç C(3)
n (x1, . . . , xn) =

(
C

(3)
n,m−1, ..., C

(3)
n,0

)
, m = dlog3(n + 1)e, îáîçíà-

÷èì áóëåâ (n, 2m)-îïåðàòîð âû÷èñëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ñóììû áóëåâûõ
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Êîìïîíåíòà C(3)

n,i

ÿâëÿåòñÿ 2-áèòíûì êîäîì ñîîòâåòñòâóþùåé öèôðû èç òðîè÷íîé çàïèñè
÷èñëà.

Ïóñòü n = (2r − 1)(2t− 1)− 1. Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, n] íà 2r − 1 èíòåð-
âàëîâ äëèíû 2t − 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J t

n(x1, . . . , xn) =
(
J t

n,r−1, . . . , J
t
n,0

)
,

r =
⌈
log2

(
n+1
2t−1

+ 1
)⌉
, (n, r)-îïåðàòîð âû÷èñëåíèÿ íîìåðà èíòåðâàëà, â êî-

òîðîì íàõîäèòñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ñóììà σ ïåðåìåííûõ.

Ëåììà 2.10 Ïóñòü 2k · 3l ≥ 6t− 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî
áàçèñà B ñïðàâåäëèâû îöåíêè

LB(Cn) ≤ 2O(log2 log n) · LB

(
J t

n, Cn,k−1, . . . , Cn,0, C
(3)
n,l−1, . . . , C

(3)
n,0

)
,

DB(Cn) ≤ DB

(
J t

n, Cn,k−1, . . . , Cn,0, C
(3)
n,l−1, . . . , C

(3)
n,0

)
+O

(
log2 log n

)
.

Ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå ôóíê-
öèè ðàçðÿäîâ ÷èñëà σ2 = σ mod 2k è êîäà ÷èñëà σ3 = σ mod 3l. Äëÿ ýô-
ôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî âûïîëíèòü ñïåöèàëü-
íóþ ïåðåêîäèðîâêó ÷èñëà σ3. Äëÿ ýòîãî ÷èñëî ðàçáèâàåòñÿ íà äîñòàòî÷íî
äëèííûå áëîêè, êîòîðûå ïåðåêîäèðóþòñÿ â äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü l = λb, ãäå λ, b ∈ N, è b = Θ(log n/ log log n). ×èñëî σ3 =
σ mod 3l ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 3b, ãäå öèô-
ðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ äâîè÷íûìè ÷èñëàìè. Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû îïå-
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ðàòîðà, âû÷èñëÿþùåãî σ3 â óêàçàííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ÷åðåç C(3b)
n,i ,

i = 0, . . . , λν − 1, ãäå ν = db log2 3e.
Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn(x1, ..., xn) = (Rn,n−1, . . . , Rn,0) îïå-

ðàòîð óïîðÿäî÷åíèÿ íàáîðà èç n ÷èñåë: Rn,n−1 ≥ . . . ≥ Rn,0. Ìåòîäîì
êàñêàäîâ äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 2.11 Ïóñòü 2k · 3λb ≥ 6t− 3, ν = db log2 3e, r =
⌈
log2

(
n+1
2t−1

+ 1
)⌉
,

s = k + νλ+ r. Ïóñòü B ∈ {B0, B2}. Ïîëîæèì

(Ls−1, . . . , L0) = Rs

(
LB(J t

n,r−1), . . . , LB(J t
n,0),

LB(Cn,k−1), . . . , LB(Cn,0), LB

(
C

(3b)
n,νλ−1

)
, . . . , LB

(
C

(3b)
n,0

))
,

(Ds−1, . . . , D0) = Rs

(
DB(J t

n,r−1), . . . , DB(J t
n,0),

DB(Cn,k−1), . . . , DB(Cn,0), DB

(
C

(3b)
n,νλ−1

)
, . . . , DB

(
C

(3b)
n,0

))
.

Òîãäà

LB(Sn) ≤ 2O(log2 log n)

(
s−1∑
i=0

2s−iLi

)
,

DB(Sn) ≤ max
0≤i<s

{Di + s− i}+O
(√

log n
)
.

Îïåðàòîðû Cn è C
(3)
n ðåàëèçóþòñÿ ðàçâèòîé â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáî-

òàõ57 òåõíèêîé ïðè ïîìîùè êîìïðåññîðîâ. Äâîè÷íûé (k, l)-êîìïðåññîð
øèðèíû 1 � ýòî ôîðìóëà (èëè ñõåìà), ðåàëèçóþùàÿ áóëåâ îïåðàòîð
(x1, . . . , xk) → (y1, . . . , yl), îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì

∑
2aixi =

∑
2bjyj, ãäå

k > l, ai, bj ∈ Z. (k, l)-êîìïðåññîð ïðîèçâîëüíîé øèðèíû ñòðîèòñÿ èç
ïàðàëëåëüíûõ êîïèé êîìïðåññîðîâ øèðèíû 1 è ïîçâîëÿåò ñâîäèòü ñëî-
æåíèå k ÷èñåë ê ñëîæåíèþ l ÷èñåë. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ q-è÷íûé
êîìïðåññîð.

Ëåììû 2.10 è 2.11 â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì êîìïðåññîðîâ (ïîäõîäÿ-
ùèå êîìïðåññîðû ïîñòðîåíû àâòîðîì äèññåðòàöèè) áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ íîìåðà èíòåðâàëà ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì
êîíñòðóêòèâíûì îöåíêàì.

57Paterson M. S., Pippenger N., Zwick U. Faster circuits and shorter formulae for
multiple addition, multiplication and symmetric Boolean functions. Proc. 31st Symp. on
Found. of Comput. Sci. (St. Louis, 1990). Washington: IEEE, 1990, 642�650.
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Òåîðåìà 2.3 Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

LB0(Cn) � n4.47, LB0(Sn) � n4.48, LB2(Cn) � n3.03, LB2(Sn) � n3.04,

DB0(Cn) . 4.87 log2 n, DB0(Sn) . 4.88 log2 n,

DB2(Cn) . 3.34 log2 n, DB2(Sn) . 3.34 log2 n.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîìåðà èíòåðâàëà ìîæíî àäàïòèðîâàòü âåðîÿòíîñò-
íóþ ïðîöåäóðó, ïðåäëîæåííóþ Ë. Âýëüÿíòîì58. Òîãäà àïïàðàò ëåìì 2.10
è 2.11 çàäåéñòâóåòñÿ â ïîëíîì îáúåìå, ïðè ýòîì íåêîíñòðóêòèâíî ïîëó-
÷àåòñÿ óñèëåíèå òåîðåìû 2.3.

Òåîðåìà 2.4 Èìåþò ìåñòî îöåíêè:

LB0(Cn) � n3.91, LB0(Sn) � n4.01, LB2(Cn) � n2.84, LB2(Sn) � n2.95,

DB0(Cn) . 4.14 log2 n, DB2(Cn) . 3.02 log2 n,

DB0(Sn) . 4.24 log2 n, DB2(Sn) . 3.1 log2 n.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ, ðàíåå èçâåñòíûå îöåíêè59, 60 äëÿ îïåðàòîðà Cn èìåëè
âèä: LB0(Cn) � n4.57, LB2(Cn) � n3.13, DB0(Cn) . 4.94 log2 n, DB2(Cn) .
3.44 log2 n.

Â ðàçäåëå 2.5 îòäåëüíî ðàññìîòðåí âîïðîñ î ðåàëèçàöèè ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (MOD-ôóíêöèé). ×åðåç MODm

n îáîçíà-
÷àåòñÿ áóëåâ (n,m)-îïåðàòîð ñëîæåíèÿ n îäíîðàçðÿäíûõ ÷èñåë ïî ìîäó-
ëþ m. Êîìïîíåíòû îïåðàòîðà � MOD-ôóíêöèè � îïðåäåëÿþòñÿ êàê

MODm,r
n (x) =

(
n∑

i=1

xi ≡ r mod m

)
,

r ∈ Zm, ãäå x = (x1, . . . , xn). Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ôóíêöèè ñ
ìàëûìè ïðîñòûìè ÷èñëàìèm â êà÷åñòâå ïåðèîäîâ, â òîì ÷èñëå, â ñâÿçè ñ
íîâûì ìîäóëÿðíûì ìåòîäîì ñèíòåçà ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, èñïîëü-
çóþùèì íåäâîè÷íûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.

Óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ MOD-ôóíêöèè, êàê è ïðîèçâîëü-
íîé ñèììåòðè÷åñêîé áóëåâîé ôóíêöèè, ñîñòîèò â ñâåäåíèè ê ðåàëèçàöèè
îïåðàòîðà Cn. Íî êîíêðåòíûå MOD-ôóíêöèè ñ ìàëûìè ïåðèîäàìè ìîæ-
íî âû÷èñëÿòü áûñòðåå. Íåòðèâèàëüíûå âåðõíèå îöåíêè ïîëó÷åíû Ä. âàí

58Valiant L. G. Short monotone formulae for the majority function. J. Algorithms. 1984.
5, 363�366.

59Paterson M., Zwick U. Shallow circuits and concise formulae for multiple addition and
multiplication. Comput. Complexity. 1993. 3, 262�291.

60Grove E. Proofs with potential. Ph.D. thesis. Univ. of California, Berkeley, 1993.
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Ëåéåíõîðñòîì61 (äëÿ ñëîæíîñòè ôîðìóë â áàçèñå B2 ïðè m = 3, 5, 7) è
Ý. ×èíîì62 (äëÿ ãëóáèíû â áàçèñå B0 ïðè m = 3, 5, 11) îêîëî 1990 ã. ×å-
ðåç 25 ëåò àâòîðîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè � ÷àñòü
èç íèõ ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåííîãî îáùåãî ïðèåìà ñâåäåíèÿ ê çàäà÷å îá
îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè ìàòðèö ïðÿìîóãîëüíèêàìè.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ýôôåêòèâíûå ôîðìóëû â
ñòàíäàðòíîì áàçèñå, îïèðàÿñü íà ïîäõîäÿùèå ïîêðûòèÿ ñâÿçàííûõ ñ
ôóíêöèÿìè áóëåâûõ ìàòðèö. Äëÿ S ⊂ Zm ââîäÿòñÿ ôóíêöèè

MODm,S
n (x) =

(
n∑

i=1

xi mod m ∈ S

)
.

Íàáîð âñåõ ôóíêöèé MODm,S
n , 0 < |S| < m, çàäàåò çíà÷åíèå ñóììû ïåðå-

ìåííûõ ïî ìîäóëþ m, èñïîëüçóÿ ìàêñèìàëüíóþ îäíîçíà÷íóþ êîäèðîâêó
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Zm. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå ôîðìóë âèäà

MODm,S
n (x) =

∨
k

MODm,Ak
n1

(x1) ·MODm,Bk
n2

(x2),

ãäå x = (x1, x2). Èõ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ ïîêðû-
òèé ìíîæåñòâ èëè ìàòðèö. Êàæäîìó ìíîæåñòâó S ñîïîñòàâèì (m, m)-
ìàòðèöó IS

m, ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè èç Zm, à
ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ êàê IS

m[i, j] = (i+j ∈ S). Òîãäà ôîðìóëà îòâå÷àåò
ïîêðûòèþ ìàòðèöû IS

m ñïëîøü åäèíè÷íûìè ïîäìàòðèöàìè (ïðÿìîóãîëü-
íèêàìè) íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê Ak è ñòîëáöîâ Bk.

Äàëåå â ðàáîòå ïóòåì ïîäáîðà ïîêðûòèé ìàëîãî ðàíãà äëÿ íåáîëüøèõ
öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö ñòðîÿòñÿ ôîðìóëû íàä áàçèñîì B0, äîñòàâëÿþùèå
íîâûå âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû MOD-ôóíêöèé ñ ïåðèîäàìè
5 è 7. Êðîìå òîãî, äðóãèì ñïîñîáîì äîêàçûâàþòñÿ íîâûå âåðõíèå îöåíêè
ãëóáèíû îïåðàòîðà MOD3

n â áàçèñå B0 è îïåðàòîðà MOD7
n â áàçèñå B2.

Òåîðåìà 2.5 Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

LB0(MOD5
n) � n3.22, LB0(MOD7

n) � n3.63,

DB0(MOD3
n) . 2.8 log2 n, DB0(MOD5

n) . 3.35 log2 n,

DB0(MOD7
n) . 3.87 log2 n, DB2(MOD7

n) . 2.93 log2 n.

61van Leijenhorst D. C. A note on the formula size of the �mod k� functions. Inf. Proc.
Letters. 1987. 24, 223�224.

62Chin A. On the depth complexity of the counting functions. Inf. Proc. Letters. 1990.
35, 325�328.
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Ðàçäåë 2.6 ïîñâÿùåí ïðîáëåìå ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè
ïðè ðåàëèçàöèè ôîðìóëàìè â áàçèñå Uk èç k-ìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé, ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùèõ èëè ìîíîòîííî íåóáûâàþùèõ ïî êàæ-
äîé ïåðåìåííîé. Áàçèñ Uk ñëóæèò îáîáùåíèåì ñòàíäàðòíîãî áàçèñà B0

(òî÷íåå, ýêâèâàëåíòíîãî åìó áàçèñà U2 = B2 \ {⊕, ∼}) è ýêâèâàëåí-
òåí áàçèñó èç âñåõ ìîíîòîííûõ k-ìåñòíûõ ôóíêöèé è îòðèöàíèÿ. Ýòî
ìàêñèìàëüíûé k-àðíûé áàçèñ, â êîòîðîì ñëîæíîñòü ëèíåéíîé ôóíêöèè
ln(x1, . . . , xn) = x1 ⊕ . . .⊕ xn íåëèíåéíà.

Ñàìûì ñèëüíûì èíñòðóìåíòîì íèæíåé îöåíêè ñëîæíîñòè (ãëóáèíû)
ôîðìóë ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â áàçèñå U2 ïîêà îñòàåòñÿ ìåòîä Õðàï-
÷åíêî63. Îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êâàäðàòè÷íûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíî-
ñòè äëÿ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ ðàçíûå çíà÷åíèÿ â ñðåäíèõ ñëîÿõ áóëåâà
êóáà. Îöåíêà Õðàï÷åíêî ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì ÷óâñòâèòåëüíîñòè áóëåâîé
ôóíêöèè f , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

s(f) = max
N⊂f−1(0), P⊂f−1(1)

|R(N,P )|2

|N | · |P |
,

ãäå R(N,P ) � ìíîæåñòâî ïàð ñîñåäíèõ íàáîðîâ èç N è P , ò. å. îò-
ëè÷àþùèõñÿ â îäíîé êîîðäèíàòå. Õðàï÷åíêî óñòàíîâèë ñîîòíîøåíèå
LU2(f) ≥ s(f). Ìàêñèìàëüíóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü s(f) = n2 ñðåäè ôóíê-
öèé n ïåðåìåííûõ èìååò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f = ln. Äðóãèå ïîïóëÿðíûå
ïðèìåðû � ôóíêöèÿ ãîëîñîâàíèÿ mn(x1, . . . , xn) = (

∑
xi ≥ n/2), äëÿ êî-

òîðîé s(mn) ∼ n2/4, ìîíîòîííûå ïîðîãîâûå ôóíêöèè âîîáùå, îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû íàä GF (2).

Â ðÿäå ðàáîò èçó÷àëàñü ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè
è ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ â ïîëíûõ k-àðíûõ áàçèñàõ. Â îñíîâíîì íèæ-
íèå îöåíêè ïîëó÷àëèñü ìåòîäîì ñæàòèÿ ôîðìóë ïðè ñëó÷àéíûõ ïîäñòà-
íîâêàõ, âîñõîäÿùåì ê ðàáîòå Á.À. Ñóááîòîâñêîé64. Ïîëó÷àåìûå îöåíêè
èìåþò âèä LB(ln) = Ω

(
nΓB

)
, ãäå ΓB � ýêñïîíåíòà ñæàòèÿ áàçèñà B.

Ñàìà Ñóááîòîâñêàÿ (Ìó÷íèê)65 ïîëó÷èëà îöåíêè ΓB ≥ 1 + 1
3k−4

äëÿ íåêîòîðûõ k-àðíûõ áàçèñîâ B ⊂ Uk. Í. À. Ïåðÿçåâ66 äîêàçàë, ÷òî

63Õðàï÷åíêî Â. Ì. Îá îäíîì ìåòîäå ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè π-ñõåì.
Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 1971. 10(1), 83�92.

64Ñóááîòîâñêàÿ Á. À. Î ðåàëèçàöèè ëèíåéíûõ ôóíêöèé ôîðìóëàìè â áàçèñå ∨,&, .
Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. 1961. 136(3), 553�555.

65Ìó÷íèê Á. À. Îöåíêà ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè ôîðìóëàìè â
íåêîòîðûõ áàçèñàõ. Êèáåðíåòèêà. 1970. 4, 29�38.

66Ïåðÿçåâ Í. À. Ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèé áóëåâûõ ôóíêöèé ôîðìóëàìè â íåìî-
íîëèíåéíûõ áàçèñàõ. ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿. Âûï. 2. Èðêóòñê:
Èçä-âî Èðêóò. óí-òà, 1995.
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ΓUk
≥ 1+ 1

3k−4
. Äëÿ áàçèñà U3 Õ. ×îêëåð è Ó. Öâèê67 äîêàçàëè áîëåå ñèëü-

íóþ îöåíêó ΓU3 ≥ 4/3. Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ïðèâîäèò ê íàèëó÷øåé èç-
âåñòíîé ðàíåå îöåíêå ñëîæíîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèè â òåðíàðíîì áàçèñå
LU3(ln) = Ω

(
n4/3

)
. Òàì æå äîêàçàíà âåðõíÿÿ îöåíêà LU3(ln) � n1.74. Äëÿ

ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ Ê. Óåíî68 ïîëó÷èë âåðõíþþ îöåíêó LU3(mn) � n3.8.
Îòìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ïîíèæåíà ïðèìåíåíè-
åì ìåòîäîâ ðàçäåëîâ 2.3 è 2.4.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â áàçèñå Mk, ñîñòîÿùåì èç âñåõ k-ìåñòíûõ ìîíîòîí-
íûõ ôóíêöèé, èçâåñòíûå îöåíêè èìåþò âèä nlog2 3 � LM3(mn) � n4.3 è
LMk

(mn) � n3+c/ ln k (íèæíÿÿ ïîëó÷åíà Ì. Ì. Ðîõëèíîé69, à âåðõíèå �
À. Ãóïòîé è Ñ. Ìàõàäæàíîì70.

Ïðåäëàãàåìûé àâòîðîì ìåòîä â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ðàñøèðÿåò ìå-
òîä Õðàï÷åíêî íà k-àðíûå áàçèñû. Äëÿ áóëåâà áàçèñà B ýêñïîíåíòà

Õðàï÷åíêî χB îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî χ, òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f , âûðàçèìîé â áàçèñå B, âûïîëíåíî LB(f) ≥ sχ(f). Èç
îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóþò îöåíêè LB(ln) = Ω (n2χB), LB(mn) =
Ω (n2χB). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà B âûïîëíåíî χB ≥ 1/2, à äëÿ ëþáî-
ãî ïîëíîãî k-àðíîãî áàçèñà B 6⊂ Uk, ñïðàâåäëèâî χB = 1/2.

Îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì îò ðàññìîòðåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè áóëåâûõ
ôóíêöèé ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ ïîäõîäÿùèõ õàðàêòåðèñòèê äâóäîëüíûõ
ãðàôîâ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà G = (A,B,E) íà ìíîæå-
ñòâàõ âåðøèí A, B è ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð E âåëè÷èíà s(G) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

s(G) = max
X⊂A, Y⊂B

|E ∩ (X × Y )|2

|X| · |Y |
.

Ìíîæåñòâî äâóäîëüíûõ ãðàôîâ Gi = (Ai, Bi, Ei) íàçûâàåòñÿ ïîêðû-

òèåì äâóäîëüíîãî ãðàôà G = (A,B,E), åñëè äëÿ âñåõ i âûïîëíÿåòñÿ
Ai ⊂ A, Bi ⊂ B, ïðè ýòîì E ⊂

⋃
Ei. Ïîêðûòèå íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì,

åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ I îäíî èç äâóõ ìíîæåñòâ A\
⋃

i∈I Ai

è B \
⋃

i/∈I Bi ïóñòî.
Ïðè ëþáîì k ≥ 2 îïðåäåëèì ýêñïîíåíòó ñëîæíîñòè äâóäîëüíûõ

ãðàôîâ χk (ñîîòâåòñòâåííî ýêñïîíåíòó ìîíîòîííîé ñëîæíîñòè χ∗k) êàê

67Chockler H., Zwick U. Which bases admit non-trivial shrinkage of formulae? Comput.
Complexity. 2001. 10, 28�40.

68Ueno K. Formula complexity of ternary majorities. Proc. Int. Computing and
Combinatorics Conf. (Sydney, Australia, 2012). Lecture Notes in Comput. Sci. 2012. 7434,
433�444.

69Ðîõëèíà Ì. Ì. Î ñõåìàõ, ïîâûøàþùèõ íàäåæíîñòü. Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè.
Âûï. 23. Ì.: Íàóêà, 1970, 295�301.

70Gupta A., Mahajan S. Using ampli�cation to compute majority with small majority
gates. Comput. Complexity. 1996. 6, 46�63.
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ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî χ, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà G è äëÿ
ëþáîãî åãî ïîêðûòèÿ (ñîîòâåòñòâåííî ìîíîòîííîãî ïîêðûòèÿ) G1, . . . , Gk

âûïîëíåíî óñëîâèå ñóáàääèòèâíîñòè

sχ(G1) + . . .+ sχ(Gk) ≥ sχ(G).

Ñâÿçü ìåæäó ýêñïîíåíòîé Õðàï÷åíêî è ýêñïîíåíòàìè ñëîæíîñòè ãðàôîâ
óñòàíàâëèâàåò

Óòâåðæäåíèå 2.5 Ïðè ëþáîì k ≥ 2 ñïðàâåäëèâî χk ≤ χ∗k ≤ χUk
.

Ðåçóëüòàò Õðàï÷åíêî íà ÿçûêå ãðàôîâ èìååò âèä χ∗2 = 1, îäíàêî ïðè
ýòîì χ2 < 1. Â îáùåì ñëó÷àå àâòîðîì ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

Òåîðåìà 2.6 Ïðè ëþáîì k ≥ 2 âûïîëíåíî χUk
≤ logdk/2e(bk/2c+1) k.

Òåîðåìà 2.7 Ïðè ëþáîì k ≥ 2 ñïðàâåäëèâî χk ≥ 1/2 + 1/(10 ln k).

Îáúåäèíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äàåò

1

2
+

1

10 ln k
≤ χk ≤ χ∗k ≤ χUk

≤ 1

2
+

1

2 log2(k/2)

(ïðè k = 2 ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñìûñëå 1 <∞).
Îòäåëüíî äëÿ òåðíàðíîãî áàçèñà ïîëó÷åíà áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà:

Òåîðåìà 2.8 Ñïðàâåäëèâî χ∗3 ≥ 0.769.

Òàêèì îáðàçîì, 0.769 ≤ χU3 ≤ log4 3 ≈ 0.792. Êàê ñëåäñòâèå, ïðè
ëþáîì k ≥ 2 èìååò ìåñòî

LUk
(ln), LUk

(mn) ∈ Ω
(
n1+1/(5 ln k)

)
,

(óêàçàííàÿ îöåíêà ñèëüíåå ðàíåå èçâåñòíûõ ïðè k ≥ 4), à ïðè k = 3
ñïðàâåäëèâî

LU3(ln), LU3(mn) ∈ Ω
(
n1.538

)
.

Ïðîñòûå âåðõíèå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî íà ñàìîì äåëå LUk
(ln) �

n1+Θk(1/ ln k), ò.å. ðåçóëüòàò î ñëîæíîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèè â îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå îêîí÷àòåëüíûé:

Òåîðåìà 2.9 (i) Ïðè âñåõ k ≥ 2 ñïðàâåäëèâî

LU2k
(ln) ≤ 2n1+1/ log2 k, DU2k

(ln) ≤ dlogk ne.

(ii) Ïðè ëþáîì k ≥ 3 âûïîëíåíî

LU2k
(mn) = O

(
n1+c1 ln ln k/ ln k · (lnn)c2 ln ln k

)
,

ãäå c1, c2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
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Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ëèíåéíûì ñõåìàì è îáúåäèíÿåò ðåçóëüòàòû èç
íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèé. Ëèíåéíàÿ ñõåìà íàä êîììóòàòèâíîé ïîëó-
ãðóïïîé (S,+) îïðåäåëÿåòñÿ êàê îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô
ñ n âåðøèíàìè-âõîäàìè x1, . . . , xn, íå èìåþùèìè âõîäÿùèõ ðåáåð, è m
âåðøèíàìè-âûõîäàìè y1, . . . , ym, íå èìåþùèìè èñõîäÿùèõ ðåáåð. Â êàæ-
äîé âåðøèíå, êðîìå âõîäîâ, âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà íàä (S,+) ïî âñåì âõîäÿ-
ùèì ðåáðàì. Ñëîæíîñòü ñõåìû � îáùåå ÷èñëî ðåáåð â íåé, à ãëóáèíà �
÷èñëî ðåáåð â ñàìîì äëèííîì îðèåíòèðîâàííîì ïóòè. Ëèíåéíàÿ ñõåìà ðå-
àëèçóåò íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, íî ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî
ñõåìà ðåàëèçóåò ñàìó ìàòðèöó äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, â îñíîâíîì, ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþ-
ùèå ðàçíîâèäíîñòè ëèíåéíûõ ñõåì: ñõåìû íàä (B, ∨) (êëàññè÷åñêèå âåí-
òèëüíûå ñõåìû, OR-ñõåìû), ñõåìû íàä (B, ⊕) (âåíòèëüíûå ñõåìû ïî ìî-
äóëþ 2, XOR-ñõåìû), ñõåìû íàä (Z, +) (àääèòèâíûå ñõåìû, SUM-ñõåìû),
B = {0, 1}.

Â ðàçäåëå 3.2 ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëü-
íîãî ñèíòåçà ëèíåéíûõ ñõåì îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû äëÿ êëàññà ìàòðèö
ðàçìåðà m × n ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàçìåð êîýôôèöèåíòîâ, â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ êëàññà Bm×n áóëåâûõ ìàòðèö. Îöåíêè, îòíîñÿùèåñÿ ê íåáó-
ëåâûì ìàòðèöàì, ïîäðàçóìåâàþò èñïîëüçîâàíèå SUM-ñõåì. Îáîçíà÷èì
Eq = {0, 1, . . . , q − 1}. Ïóñòü Ld(q,m, n) îçíà÷àåò ôóíêöèþ Øåííîíà
ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè êëàññà ìàòðèö ðàçìåðà m×n ñ ýëåìåíòàìè èç Eq

ñ ãëóáèíîé d; L(q,m, n) � îáîçíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà áåç îãðà-
íè÷åíèÿ íà ãëóáèíó. Äàëåå ïîëàãàåì m ≤ n.

Â 1956 ã. Î. Á. Ëóïàíîâ ïîëó÷èë àñèìïòîòèêó ñëîæíîñòè êëàññà Bm×n

(áóëåâûõ ìàòðèö ðàçìåðà m× n) ïðè ðåàëèçàöèè âåíòèëüíûìè ñõåìàìè
â ñëó÷àå logm = o(log n)

L(2,m, n) ∼ L2(2,m, n) ∼ mn

log n
,

èñïîëüçóÿ ñõåìû ãëóáèíû 2. Ýòî îäèí èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà. ×óòü ïîçæå Ý. È. Íå÷èïîðóê71

ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè ãëóáèíû 3 ïîëó÷èë àñèìïòîòèêó ñëîæíîñòè
ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó m è n (à èìåííî, ïðè logm ∼
cp,r log n, ãäå cp,r = p

p(r−1)+r
, p, r ∈ N), âêëþ÷àÿ âàæíûé ñëó÷àé m = n:

L(2,m, n) ∼ L3(2,m, n) ∼ mn

log(mn)
.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â íàïðàâëåíèè èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòèêè ñëîæ-

71Íå÷èïîðóê Ý. È. Î âåíòèëüíûõ ñõåìàõ. Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. 1963. 148(1), 50�53.
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íîñòè êëàññà óçêèõ ìàòðèö, ïðè m � log n, ïîëó÷åíû Â. À. Îðëîâûì72 è
À. Â. ×àøêèíûì73.

Â êîíöå 1970-õ ãã. Í. Ïèïïåíäæåð74, îáîáùàÿ ðåçóëüòàòû Ëóïàíîâà
è Íå÷èïîðóêà, ðåøèë çàäà÷ó ïðè ëþáûõ m è n, èñêëþ÷àÿ ñëó÷àé óç-
êèõ ìàòðèö, íî èñïîëüçîâàë ñõåìû ðàñòóùåé ãëóáèíû. Âåðõíÿÿ îöåíêà
Ïèïïåíäæåðà ñïðàâåäëèâà ïðè óñëîâèè H = mn log q →∞ è èìååò âèä

L(q,m, n) ≤ 3m log3(q − 1) + (1 + τ(H))
H

log2H
+O(n),

ãäå τ(H) �
√

log log H
log H

. Ïðè log n = o(m log q) îíà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íà,

êàê ïîêàçûâàåò ïîëó÷åííàÿ Ïèïïåíäæåðîì íèæíÿÿ îöåíêà

L(q,m, n) ≥ 3m log3(q − 1) +

(
1−Θ

(
log logH

logH

))
H

log2H
.

Âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ñëîæíîñòè â îãðàíè-
÷åííîé ãëóáèíå äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì, ïîêà àâòîð äèññåðòà-
öèè, îòòàëêèâàÿñü îò êîíñòðóêöèé Íå÷èïîðóêà è Ïèïïåíäæåðà, íå ïî-
êàçàë, ÷òî àñèìïòîòèêà ñëîæíîñòè íà ñàìîì äåëå äîñòèãàåòñÿ íà ñõåìàõ
ãëóáèíû 3. Â òàêîì âèäå ðåçóëüòàò óæå íåóëó÷øàåì. Áîëåå òîãî, ïðè
íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå îöåíêè äîêàçàíû c îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ¾ïðà-
âèëüíîãî¿ ïîðÿäêà τ(H) � log log H

log H
.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ìàòðèöû âåíòèëüíûìè
ñõåìàìè ïîäîáíà çàäà÷à î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ìàòðèöû (âåêòîðíûìè)
àääèòèâíûìè öåïî÷êàìè. Òîëüêî ñëîæíîñòü àääèòèâíîé ñõåìû èçìåðÿ-
åòñÿ íå ÷èñëîì ðåáåð, à ÷èñëîì áèíàðíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ. Ìåòîäû
îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà âåíòèëüíûõ ñõåì, êàê ïðàâèëî, ìîãóò áûòü ïåðå-
ñòðîåíû â ìåòîäû îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà àääèòèâíûõ öåïî÷åê, è íàîáî-
ðîò. À. Áðàóýð75 óñòàíîâèë àñèìïòîòèêó ñëîæíîñòè àääèòèâíûõ öåïî÷åê
äëÿ ñëó÷àÿm = n = 1 åùå â 1939 ã. Í. Ïèïïåíäæåð76 àäàïòèðîâàë ê ìîäå-
ëè âåêòîðíûõ àääèòèâíûõ öåïî÷åê àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé ìåòîä

72Îðëîâ Â. À. Ðåàëèçàöèÿ ¾óçêèõ¿ ìàòðèö âåíòèëüíûìè ñõåìàìè. Ïðîáëåìû êè-
áåðíåòèêè. Âûï. 22. Ì.: Íàóêà, 1970, 45�52.

73×àøêèí À. Â. Î ñëîæíîñòè óçêèõ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìà-
òèêà. 1999. 11(3), 149�159.

74Pippenger N. The minimum number of edges in graphs with prescribed paths. Math.
System Theory. 1979. 12, 325�346.

75Brauer A. On addition chains. Bull. AMS. 1939. 45, 736�739.
76Pippenger N. On the evaluation of powers and monomials. SIAM J. Comput. 1980.

9(2), 230�250.
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ñèíòåçà âåíòèëüíûõ ñõåì. Çàòåì óòî÷íåíèå âåðõíåé îöåíêè áûëî ïîëó÷å-
íî C. Á. Ãàøêîâûì è Â. Â. Êî÷åðãèíûì77. Âïîñëåäñòâèè Â. Â. Êî÷åðãèí
ïîëó÷èë ðÿä îáîáùåíèé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êëàññà ìàòðèö ñ èíäèâèäóàëü-
íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàçìåð êàæäîãî êîýôôèöèåíòà78, 79.

Àâòîðîì äèññåðòàöèè äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 3.1 (i) Ïóñòü m ≤ n, m = Ω
(
log3/2 n

)
è q = no(1). Òîãäà

L3(q,m, n) ≤ (1 + τ(q, n))
mn

logq(mn)
, τ(q, n) �

√
log(q log n)

log n
.

(ii) Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî q = logO(1) n, m = Ω
(
log2 n

)
è

m ∈ nµ log±O(1) n äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé µ ∈ Q. Òîãäà

L3(q,m, n) ≤ (1 + τ(n))
mn

logq(mn)
, τ(n) � log log n

log n
.

Òåîðåìà 3.2 (i) Ïóñòü m ≤ n, m = Ω
(
log3/2 n

)
è q = o

(
n/ log2 n

)
.

Òîãäà

L4(q,m, n) ≤ (1 + τ(n))
mn

logq(mn)
, τ(n) �

√
log log n

log n
.

(ii) Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî m = Ω
(
log2 n

)
è m ∈ nµ log±O(1) n äëÿ

íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé µ ∈ Q. Òîãäà

L4(q,m, n) ≤ (1 + τ(n))
mn

logq(mn)
, τ(n) � log log n

log n
.

Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü m ≤ n, H = mn log q →∞.

(i) Ïóñòü 1 ≤ d ≤ blog3(q − 1)c. Îïðåäåëèì sd = blog3(q − 1)c − d ïðè
d ≥ log3(q − 1)/2 è sd = d− 1, èíà÷å. Òîãäà

Ld+3(q,m, n) ≤ (1 + τ(H))
H

log2H
+ n+mq1/d(blog3(q − 1)c+ sd),

77Ãàøêîâ Ñ. Á., Êî÷åðãèí Â. Â. Îá àääèòèâíûõ öåïî÷êàõ âåêòîðîâ, âåíòèëüíûõ
ñõåìàõ è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé. Ìåòîäû äèñêðåòíîãî àíàëèçà â òåîðèè
ãðàôîâ è ñëîæíîñòè. Âûï. 52. Íîâîñèáèðñê: ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, 1992, 22�40.

78Êî÷åðãèí Â. Â. Î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñèñòåì îäíî÷ëåíîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
ñòåïåíè ïåðåìåííûõ. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. 1998. 10(3), 27�34.

79Êî÷åðãèí Â. Â. Î ñëîæíîñòè àääèòèâíûõ âû÷èñëåíèé. Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå
ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèç.-ìàò. íàóê. Ì.: ÌÃÓ, 2008.
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ãäå τ(H) �
√

log log H
log H

.

(ii) Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî óñëîâèå n = logO(1) q. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî

Ld(q,m, n) ≤ 3m log3(q − 1) + (1 + τ(H))
H

log2H
,

ãäå d = blog3 q +
√

log3 qc+ 3 è τ(H) � log log H
log H

.

Ðàçäåë 3.3 ïîñâÿùåí âîïðîñó îá ýêñòðåìàëüíûõ îòíîøåíèÿõ ñëîæíî-
ñòè áóëåâîé ìàòðèöû ïðè ðåàëèçàöèè ëèíåéíûìè ñõåìàìè ðàçíûõ âèäîâ.
Ëþáîé èç ââåäåííûõ òèïîâ ëèíåéíûõ ñõåì ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü áóëå-
âû ìàòðèöû. Èìååò ìåñòî ýôôåêò Øåííîíà: ïî÷òè âñå áóëåâû ìàòðèöû
èìåþò àñèìïòîòè÷åñêè îäíó è òó æå ñëîæíîñòü, îäèíàêîâóþ â êàæäîé èç
òðåõ ìîäåëåé. Ýòî íå èñêëþ÷àåò òîãî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö êàðòè-
íà ìîæåò áûòü èíîé. Åñòåñòâåííî âñòàåò âîïðîñ, íàñêîëüêî ñèëüíî ìîæåò
îòëè÷àòüñÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè îäíîé è òîé æå ìàòðèöû ðàçíûìè âè-
äàìè ñõåì. Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâåííî OR-, XOR-
è SUM-ñõåìàìè îáîçíà÷àåì ÷åðåç OR(A), XOR(A) è SUM(A), äîáàâëÿÿ
èíäåêñ d, åñëè ââåäåíî îãðàíè÷åíèå d íà ãëóáèíó ñõåì.

Ïåðâàÿ èç çàäà÷ î ñðàâíèòåëüíîé ñèëå ëèíåéíûõ ìåð ñëîæíîñòè áûëà
ñôîðìóëèðîâàíà è ïî÷òè ðåøåíà åùå â ðàáîòå Á. Ñ. Ìèòÿãèíà è Á. Í. Ñà-
äîâñêîãî80 1965 ã., à èìåííî, â íåé áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î ìàêñèìó-
ìå îòíîøåíèÿ OR-ñëîæíîñòè è XOR-ñëîæíîñòè â êëàññå áóëåâûõ (n, n)-
ìàòðèö áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ñïëîøü åäèíè÷íûõ ïîäìàòðèö) ðàçìåðà
2 × 2. Îäíàêî àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè íà÷àëèñü ïî÷òè ïîëâå-
êà ñïóñòÿ â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíûõ ðàáîò àâòîðà ñ Ñ. Á. Ãàøêîâûì81 è
Ì. È. Ãðèí÷óêîì82. Ïðàêòè÷åñêè îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ïîëó÷èëà ïðî-
áëåìà Ìèòÿãèíà�Ñàäîâñêîãî, à çàîäíî àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû äëÿ êëàñ-
ñà öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö è âñåõ (n, n)-ìàòðèö. Ïîñòðîåíû êàê êîíñòðóê-
òèâíûå, òàê è íåêîíñòðóêòèâíûå ïðèìåðû. Äàëåå, â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ

80Ìèòÿãèí Á. Ñ., Ñàäîâñêèé Á. Í. Î ëèíåéíûõ áóëåâñêèõ îïåðàòîðàõ. Äîêëàäû ÀÍ
ÑÑÑÐ. 1965. 165(4), 773�776.

81Ãàøêîâ Ñ. Á., Ñåðãååâ È. Ñ. Î ñëîæíîñòè ëèíåéíûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ ñ ðåäêèìè
ìàòðèöàìè. Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. 2010. 17(3), 3�18.

82Ãðèí÷óê Ì. È., Ñåðãååâ È. Ñ. Ðåäêèå öèðêóëÿíòíûå ìàòðèöû è íèæíèå îöåí-
êè ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ. Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå
îïåðàöèé. 2011. 18(5), 38�53.
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ëåò ïîñëåäîâàëà ñåðèÿ ðàáîò83, 84, 85, 86 íåñêîëüêèõ êîëëåêòèâîâ àâòîðîâ,
â êîòîðûõ ïîìèìî îòíîøåíèé ñëîæíîñòè òèïà OR/XOR ðàññìîòðåíû îò-
íîøåíèå òèïà SUM/OR, îòíîøåíèå OR-ñëîæíîñòè ìàòðèö è èõ äîïîë-
íåíèé, â òîì ÷èñëå, ñ îãðàíè÷åíèåì íà ãëóáèíó ñõåì. Ïðîìåæóòî÷íûå
èòîãè ðàçâèòèÿ òåîðèè ïîäâåäåíû â ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàâå ñîâìåñòíîé
ñ Ñ. Þêíîé ðàáîòû àâòîðà87.

Àâòîðó äèññåðòàöèè ïðèíàäëåæèò ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàò-
ðèö ñ ðàñòóùèì îòíîøåíèåì XOR- è OR-ñëîæíîñòè â ãëóáèíå 2 è ïðè-
ìåðû ìàòðèö ñ áëèçêèì ê ìàêñèìàëüíîìó âîçìîæíîìó îòíîøåíèåì OR-
ñëîæíîñòè ê ñëîæíîñòè äîïîëíèòåëüíîé ìàòðèöû, â òîì ÷èñëå, â îãðà-
íè÷åííîé ãëóáèíå. ×àñòü ïåðå÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äîêàçûâàåòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóêöèé ýêñòðåìàëüíûõ ðåäêèõ ìíîæåñòâ � ìíî-
æåñòâ, ñâîáîäíûõ îò ñóìì S + T ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè |S| è |T |. Àâ-
òîðîì äîêàçàí ðåçóëüòàò, ðàñøèðÿþùèé îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíûõ
êîíñòðóêöèé ðåäêèõ ìíîæåñòâ.

Ïîäìíîæåñòâî H ïîëóãðóïïû (G, +) íàçûâàåòñÿ (k, l)-ðåäêèì, åñëè
îíî íå ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâ âèäà S + T = {a + b | a ∈ S, b ∈ T}, ãäå
|S| = k è |T | = l. Äëÿ êðàòêîñòè (k, k)-ðåäêîå ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ
k-ðåäêèì. Ê ïîíÿòèþ ðåäêîãî ìíîæåñòâà áëèçêî ïîíÿòèå ðåäêîé ìàò-

ðèöû. Áóëåâà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ (k, l)-ðåäêîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò
ñïëîøü åäèíè÷íûõ ïîäìàòðèö ðàçìåðà k × l. Äëÿ 2-ðåäêèõ ìàòðèö òàê-
æå ïðèíÿòî íàçâàíèå ìàòðèö áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ý. È. Íå÷èïîðóê88

äîêàçàë, ÷òî OR-ñëîæíîñòü (k, l)-ðåäêîé (m, n)-ìàòðèöû A áëèçêà ê åå
âåñó |A|: OR(A) ≥ |A|

(k−1)(l−1)
è OR2(A) ≥ |A|

max{k, l}−1
.

Õîðîøî èçâåñòíû 2-ðåäêèå ìíîæåñòâà â Zn àñèìïòîòè÷åñêè ýêñòðå-
ìàëüíîé ìîùíîñòè

√
n, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî Çèíãåðà89. Òàêæå îïèñà-

íû íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè ýêñòðåìàëüíûõ ìíîãîìåðíûõ ðåäêèõ ìíî-

83Katz N. H. On the CNF-complexity of bipartite graphs containing no squares.
Lithuanian Math. J. 2012. 52(4), 385�389.

84Pinto T. Biclique covers and partitions. Electr. J. Combinatorics. 2014. 21(1), 1�19.
85Boyar J., Find M. Cancellation-free circuits in unbounded and bounded depth.

Theoret. Comput. Sci. 2015. 590, 17�26.
86Find M., G�o�os M., J�arvisalo M., Kaski P., Koivisto M., Korhonen J. H. Separating

OR, SUM, and XOR circuits. J. Computer System Sci. 2016. 82(5), 793�801.
87Jukna S., Sergeev I. Complexity of linear boolean operators. Foundations and Trends

in Theoretical Computer Science. 2013. 9(1), 1�123.
88Íå÷èïîðóê Ý. È. Î ñàìîêîððåêòèðóþùèõñÿ âåíòèëüíûõ ñõåìàõ. Äîêëàäû ÀÍ

ÑÑÑÐ. 1964. 156(5), 1045�1048.
89Singer J. A theorem in �nite projective geometry and some applications to number

theory. Trans. Amer. Math. Soc. 1938. 43, 377�385.
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æåñòâ90, 91, 92, 93 â ãðóïïàõ (GF (q)n, +) èëè ïîëóãðóïïå (Nn, +), ãäå N =
N ∪ {0}.

Â ðÿäå çàäà÷, îäíàêî, óäîáíåå èìåòü äåëî ñ ÷èñëîâûìè (îäíîìåðíûìè)
ðåäêèìè ìíîæåñòâàìè. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ψq,s,t èç Est

q â Es
(2q−1)t ,

ïåðåâîäÿùåå âåêòîð (a0, . . . , ast−1) â âåêòîð(
t−1∑
i=0

ai(2q − 1)i,
t−1∑
i=0

at+i(2q − 1)i, . . . ,
t−1∑
i=0

a(s−1)t+i(2q − 1)i

)
.

Òåîðåìà 3.5 Åñëè ïîäìíîæåñòâî M ⊂ Est
q ïîëóãðóïïû (N st, +) ÿâ-

ëÿåòñÿ (k, l)-ðåäêèì, òî ïîäìíîæåñòâî ψq,s,t(M) ïîëóãðóïïû (N s, +)
òàêæå ÿâëÿåòñÿ (k, l)-ðåäêèì.

À. Å. Àíäðååâ94 ïåðâûì ïîñòðîèë ïðèìåð ìàòðèöû ýêñòðåìàëüíîé
OR-ñëîæíîñòè n2−o(1). Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 3.5 ê êîíñòðóêöèè ß. Êîë-
ëàðà, Ë. Ðîíüÿè è Ò. Ñàáî ïîçâîëÿåò ÿâíî çàäàòü öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó
OR-ñëîæíîñòè n2−o(1).

Ñëåäñòâèå 3.4 Ïðè ëþáîì n ìîæíî ýôôåêòèâíî óêàçàòü (k, l)-ðåäêóþ

öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n è âåñà αn2, ãäå k = O
(√

log n
log log n

)
,

l, α−1 ∈ 2O(
√

log n log log n).

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ íåñêîëüêî ïðîñòûõ ðåçóëüòàòîâ îá ýêñòðåìàëüíûõ
îòíîøåíèÿõ OR-ñëîæíîñòè è XOR-ñëîæíîñòè áóëåâûõ ìàòðèö: îöåíêè
äëÿ ìàòðèö áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îòäåëüíî � â îãðàíè÷åííîé ãëóáèíå,
à òàêæå êîíñòðóêòèâíûå îöåíêè äëÿ êëàññà âñåõ áóëåâûõ ìàòðèö.

Ñëåäñòâèå 3.5 Ìàêñèìóì îòíîøåíèÿ λ(n) = OR(A)/XOR(A) ïî âñåì
áóëåâûì (n, n)-ìàòðèöàì áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ çàêëþ÷åí â ïðåäåëàõ:

√
n/ log1+o(1) n � λ(n) �

√
n,

ïðè÷åì íèæíÿÿ îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî.

90Lindstr�om B. Determination of two vectors from the sum. J. Comb. Theory. 1969. 6,
402�407.

91Brown W. G. On graphs that do not contain a Thomsen graph. Canad. Math. Bull.
1966. 9, 281�285.

92Ãàøêîâ Ñ. Á. Îá îäíîì ìåòîäå ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ìîíîòîííûõ
âû÷èñëåíèé ìíîãî÷ëåíîâ. Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòèêà.
Ìåõàíèêà. 1987. �5, 7�13.

93K�ollar J., R�onyai L., Szab�o T. Norm-graphs and bipartite Tur�an numbers.
Combinatorica. 1996. 16(3), 399�406.

94Àíäðååâ À. Å. Îá îäíîì ñåìåéñòâå áóëåâûõ ìàòðèö. Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî Óíè-
âåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 1986. �2, 97�100.
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Ñëåäñòâèå 3.7 Äëÿ n × n ìàòðèöû Çèíãåðà Sn âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿ

OR4(Sn)/XOR4(Sn) �
√

log n, OR2t−1(Sn)/XOR2t−1(Sn) � n1/2−1/t

ïðè t ≥ 3.

Ñëåäñòâèå 3.8 Äëÿ íåêîòîðîé ÿâíî çàäàííîé n × n ìàòðèöû An âû-

ïîëíåíî

OR(An)/XOR(An) � n

∆
, OR(An)/XOR2t−1(An) � n1−1/t

∆

ïðè ëþáîì t ∈ N, ãäå ∆ = 2Θ(
√

log n log log n).

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìàòðèö ñ ðàñòóùèì îòíîøåíèåì XOR- è OR-
ñëîæíîñòè îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Àâòîðîì íàñòîÿùåé ðàáîòû âïåðâûå ïî-
ñòðîåí ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö Kn ñ ðàñòóùèì îòíîøåíèåì
â ãëóáèíå 2.

Òåîðåìà 3.9

OR2(Kn) � n · log n

log log n
, XOR2(Kn) � n · log n · log log log n

log log n
.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû êîíñòðóêòèâíûå îöåíêè äëÿ îòíîøåíèé OR-
ñëîæíîñòè ìàòðèöû è åå äîïîëíåíèÿ.

Òåîðåìà 3.11 Ìîæíî ýôôåêòèâíî óêàçàòü n × n ìàòðèöó A, äëÿ êî-
òîðîé ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

OR2(A)/OR2(A) �
√
n2−Θ(log2/3 n).

Òåîðåìà 3.12 (i) Äëÿ íåêîòîðîé êîíêðåòíî çàäàííîé áóëåâîé n × n

ìàòðèöû C âûïîëíåíî OR(C)/OR(C) = n · 2−O(
√

ln n ln ln n).

(ii) Äëÿ íåêîòîðîé êîíêðåòíî çàäàííîé áóëåâîé n×n ìàòðèöû C âû-

ïîëíåíî: OR(C) = O(n), ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ 2-ðåäêîé è |C| = Ω(n4/3).

Ãëàâó çàêðûâàåò ðàçäåë 3.4, â êîòîðîì äåìîíñòðèðóåòñÿ, êàê àïïàðàò
òåîðèè ëèíåéíûõ ñõåì ïîìîãàåò äëÿ ñëîæíîñòè CBM

(T 2
n) ðåàëèçàöèè ìî-

íîòîííîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ñ ïîðîãîì 2 ìîíîòîííûìè ñõåìàìè
âûâåñòè îöåíêè âûñîêîé òî÷íîñòè. Òåì ñàìûì ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà, ïî-
ñòàâëåííàÿ åùå â 1970-õ ãã Ë. Àäëåìàíîì è Ï. Áëîíèàðöåì95, î ñâåäåíèè
íèæíåé è âåðõíåé îöåíîê log2 n− 4 < CBM

(T 2
n)− 2n ≤ 2

√
n+O( 4

√
n).

95Bloniarz P. A. The complexity of monotone Boolean functions and an algorithm for
�nding shortest paths in a graph. Ph.D. thesis. Tech. Report No. 238, Lab. for Computer
Science, MIT, 1979.
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Òåîðåìà 3.13 Äëÿ n ∈ N âûïîëíåíî CBM
(T 2

n) > 2n+
√
n/8− 1/4− 4.

Òàêèì îáðàçîì, CBM
(T 2

n) = 2n + Θ(
√
n). Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â

êëàññå ñõåì ãëóáèíû 3 (èíà÷å ãîâîðÿ, ∨∧∨-ñõåì) èçâåñòíàÿ âåðõíÿÿ îöåí-
êà íå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà. ×åðåç C(3) îáîçíà÷åí ôóíêöè-
îíàë ñëîæíîñòè ñõåì ãëóáèíû 3.

Òåîðåìà 3.14 Äëÿ n ∈ N âûïîëíåíî C
(3)
BM

(T 2
n) ≥ 2n+ 2

√
n+ 27− 14.

Êàê ñëåäñòâèå, C(3)
BM

(T 2
n) = 2n+ 2

√
n−O(1) +O( 4

√
n).

Â ãëàâå 4 èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñëîæíîñòè ïàðàëëåëüíûõ
ïðåôèêñíûõ ñõåì. Ïóñòü ◦ � áèíàðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå G. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé x1 ◦ . . .◦xi, 1 ≤ i ≤ m, íàçûâà-
åòñÿ ñèñòåìîé ïðåôèêñîâ (èëè ïðåôèêñíûõ ñóìì) óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â G. Ñõåìû èç ôóíêöèî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ íàä áàçèñîì {◦}, ðåàëèçóþùèå ñèñòåìó ïðåôèêñíûõ
ñóìì, íàçûâàþò ïðåôèêñíûìè ñõåìàìè.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñëîæíîñòè ïðåôèêñíîé ñõåìû ñòàíîâèòñÿ íåòðè-
âèàëüíîé, åñëè íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ãëóáèíó. Ïàðàëëåëüíûå
ïðåôèêñíûå ñõåìû èñïîëüçóþòñÿ â ðÿäå ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, íà
áàçå ïðåôèêñíûõ ñõåì ñòðîÿòñÿ ýôôåêòèâíûå ñõåìû ñóììàòîðîâ ÷èñåë
(ïðåôèêñíûå ñóììàòîðû). Äîñòîèíñòâîì ïðåôèêñíûõ ñóììàòîðîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü áàëàíñèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ñõåìû
(ñëîæíîñòè, ãëóáèíû, âåòâëåíèÿ ýëåìåíòîâ) çà ñ÷åò ïîäáîðà êîíñòðóê-
öèè îïîðíîé ïðåôèêñíîé ñõåìû.

Ïóñòü L(m) îçíà÷àåò ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé óíèâåðñàëüíîé, ò.å.
ïîäõîäÿùåé äëÿ âû÷èñëåíèé â ëþáîé ïîëóãðóïïå (G, ◦), ïðåôèêñíîé ñõå-
ìû m âõîäîâ è ãëóáèíû dlog2me. ×åðåç L(m, k) îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíóþ
ñëîæíîñòü ïðåôèêñíîé ñõåìû ãëóáèíû dlog2me+ k.

Ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè ïàðàëëåëüíûõ ïðåôèêñíûõ ñõåì ïðåäëàãà-
ëèñü ñ êîíöà 1950-õ ãã. Íàèáîëåå ÿðêèé ðåçóëüòàò ïîëó÷èëè Ð. Ëàäíåð
è Ì. Ôèøåð96 îêîëî 1980 ã., âïåðâûå ïîëó÷èâ ëèíåéíóþ âåðõíþþ îöåí-
êó L(m) . 4m. ×óòü ïîçæå Ô. Ôè÷97 óòî÷íèëà ýòó îöåíêó è äîêàçàëà
íåòðèâèàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ ñëó÷àÿ m = 2n:(

31
3
− o(1)

)
2n ≤ L(2n) ≤

(
3421

792
− o(1)

)
2n.

Ñïóñòÿ 30 ëåò àâòîðó íàñòîÿùåé ðàáîòû óäàëîñü óñòàíîâèòü òî÷íîå
çíà÷åíèå ñëîæíîñòè ìèíèìàëüíîé ïðåôèêñíîé ñõåìû m = 2n âõîäîâ è

96Ladner R. E., Fischer M. J. Parallel pre�x computation. J. ACM. 1980. 27(4), 831�
838.

97Fich F. E. New bounds for parallel pre�x circuits. Proc. 15th Symp. on Theory of
Comput. (Boston, 1983). NY: ACM, 1983, 100�109.
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ãëóáèíû n. Çàîäíî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñëîæíîñòü ñõåìû ìîæåò áûòü ïî-
íèæåíà ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦,
â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 � ýôôåêò, âèäèìî,
ðàíåå íå çàìå÷åííûé.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ãëàâû ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òî÷íîé íèæíåé
îöåíêè. Èñïîëüçóåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ýëåìåíòîâ ñõåìû: êàðêàñíûå ýëå-
ìåíòû (îíè ñîñòàâëÿþò äåðåâî, âû÷èñëÿþùåå ìàêñèìàëüíûé ïðåôèêñ),
âûõîäû ñõåìû è ïðî÷èå ýëåìåíòû, íàçâàííûå èçáûòî÷íûìè. Ïî óñëî-
âèþ, ÷èñëî êàðêàñíûõ ýëåìåíòîâ è âûõîäîâ ôèêñèðîâàíî. Òåõíè÷åñêè
äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â àêêóðàòíîì ïîäñ÷åòå ÷èñëà èçáûòî÷íûõ
ýëåìåíòîâ â ëîêàëüíûõ ôðàãìåíòàõ ñõåìû.

Ýëåìåíòó v, íà âûõîäå êîòîðîãî ðåàëèçóåòñÿ ôóíêöèÿ xi ◦ . . .◦xj, ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìåòêà λ(v) = [i; j]. ×åðåç S îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîëü-
íàÿ ïðåôèêñíàÿ ñõåìà 2n âõîäîâ è ãëóáèíû n. Íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ
î ðàñïðåäåëåíèè èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðåäîñòàâëÿåò

Ëåììà 4.3 Ïóñòü k,N,R ∈ N, N < 2k è R < 2n−2k−1, R íå ÿâëÿåòñÿ

ñòåïåíüþ äâîéêè. Òîãäà â ñõåìå S ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå N èçáûòî÷íûõ

ýëåìåíòîâ ñ ïðàâûìè êîíöàìè ìåòîê èç èíòåðâàëà

JN,R,k = [N2n−k−1 +R2k, N2n−k−1 + (R + 1)2k − 1].

Èç ëåììû âûòåêàåò

Òåîðåìà 4.1 Ñïðàâåäëèâà íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè

L(2n) ≥ 3.5 · 2n − (8.5 + 3.5(n mod 2))2bn/2c + n+ 5.

Áîëåå òîãî, ëåììà 4.3 ïîìîãàåò ïîíÿòü ñòðîåíèå ìèíèìàëüíûõ ñõåì.

Òåîðåìà 4.2 Ñïðàâåäëèâà âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè

L(2n) ≤ 3.5 · 2n − (8.5 + 3.5(n mod 2))2bn/2c + n+ 5.

Âìåñòå òåîðåìû 4.1 è 4.2 îïðåäåëÿþò òî÷íîå çíà÷åíèå L(2n). Ïîïóò-
íî äëÿ ëþáûõ m ïîëó÷àþòñÿ âåðõíèå îöåíêè L(m) ≤ (3.5 − o(1))m è
L(m, k) ≤ (2 + 2−k − o(1))m, ãäå 1 ≤ k ≤ dlog2me − 2.

Ëó÷øèå âåðõíèå îöåíêè ïîëó÷åíû äëÿ ñëîæíîñòè ïðåôèêñíûõ XOR-
ñõåì, îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç L⊕. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σn îïðåäåëÿåòñÿ èç
ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ σn = 2σn−3 + σn−4 + 1 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè σ0 = 25

11
, σ1 = 39

11
, σ2 = 56

11
, σ3 = 79

11
. Ïðè ýòîì σn � χn, ãäå χ ≈ 1.395.

Òåîðåìà 4.4 Ñïðàâåäëèâà âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè

L⊕(2n) ≤ 3 3
11
· 2n − τn,
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ãäå

τn =
σn+3 + σn+2 + σn+1 − σn − n− 7

2
.

Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàíû îöåíêè L⊕(m) ≤
(
3 3

11
− o(1)

)
m è

L⊕(m, k) ≤
(
2 + 3

11
· 41−k − o(1)

)
m ïðè 1 ≤ k ≤ d(log2m)/2e − 1.

Â ãëàâå 5 èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå âîïðîñû ñèíòåçà ñõåì è ôîð-
ìóë, èñïîëüçóþùèõ ìíîãîâõîäîâûå ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû êîíú-
þíêöèè è äèçúþíêöèè è ëèáî ýëåìåíòû îòðèöàíèÿ, ëèáî îòðèöàíèÿ ïå-
ðåìåííûõ â êà÷åñòâå âõîäîâ (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäå-
ëè àíàëîãè÷íû ñõåìàì èëè ôîðìóëàì äå Ìîðãàíà; äëÿ íèõ ïðåäëîæå-
íî íàçâàíèå AC-ñõåì è AC-ôîðìóë). Óêàçàííûå ìîäåëè èññëåäóþòñÿ, â
ïåðâóþ î÷åðåäü, â íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè èí-
äèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé ïðè îãðàíè÷åíèè íà ãëóáèíó. Ìîäåëü AC-ñõåì
èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè êëàññîâ ñëîæíîñòè ACk. Çíà÷èòåëüíîå
÷èñëî ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíî äëÿ ðàñøèðåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî áàçèñà
ëèíåéíûìè, ñèììåòðè÷åñêèìè, ïîðîãîâûìè èëè ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè è ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ãëóáèíó ñõåì.

Ñëîæíîñòü ñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ â íåé, ãëóáèíà � êàê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â îðèåíòè-
ðîâàííîì ïóòè îò âõîäà ê âûõîäó ñõåìû. ×åðåç Cd(n) è C(n) îáîçíà-
÷èì ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ (ò.å.
ôóíêöèþ Øåííîíà) AC-ñõåìàìè ãëóáèíû d è, ñîîòâåòñòâåííî, íåîãðà-
íè÷åííîé ãëóáèíû.

Äîïîëíèòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñõåìû íàä áåñêîíå÷íûì áàçèñîì
U = {x1 ∨ . . .∨ xk, x1 · . . . · xk | k ∈ N} ∪ { } (âõîäàìè ñõåì ÿâëÿþòñÿ, êàê
îáû÷íî, òîëüêî áóëåâû ïåðåìåííûå). Äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà ñëîæíîñòè
òàêèõ ñõåì ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ CU

d (n) è CU(n) â çàâèñèìîñòè îò âèäà
îãðàíè÷åíèÿ íà ãëóáèíó. Ïðèíÿòî ñîãëàøåíèå, ÷òî ïðè ïîäñ÷åòå ãëóáèíû
ïðîïóñêàþòñÿ ýëåìåíòû îòðèöàíèÿ.

Äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà ñëîæíîñòè ñõåì íàä áàçèñîì U , â êîòîðûõ íå
ó÷èòûâàþòñÿ ýëåìåíòû îòðèöàíèÿ, ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ C∗

d(n) è C∗(n).
Òàêèå ñõåìû ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì îïðåäåëèòü êàê ñõåìû íàä
áåñêîíå÷íûì áàçèñîì U∞ = {(xα1

1 · . . . · xαk
k )β | k ∈ N;αi, β ∈ {0, 1} } èç

îáîáùåííûõ êîíúþíêöèé. (×åðåç xα îáîçíà÷àåòñÿ áóëåâà ñòåïåíü: x1 = x,
x0 = x.)

Äâå ïîñëåäíèõ ìîäåëè ââåäåíû äëÿ ïðîÿñíåíèÿ ðîëè ýëåìåíòîâ îò-
ðèöàíèÿ â îïòèìàëüíûõ ìåòîäàõ ñèíòåçà. Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóþò ñî-
îòíîøåíèÿ C∗(n) ≤ CU(n), C∗(n) ≤ C(n), CU(n) ≤ C(n) + n (òàêèå æå
ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî ïðè îãðàíè÷åíèè íà ãëóáèíó).

Ïîä ôîðìóëàìè ïîíèìàþòñÿ ñõåìû, â êîòîðûõ âûõîäû ôóíêöèî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ íå èìåþò âåòâëåíèé. Äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà ñëîæ-
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íîñòè AC-ôîðìóë ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Ld(n) è L(n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
LU

d (n) è LU(n) ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè ôîðìóë íàä áàçèñîì U .
Ïîíÿòèå ôîðìóëû ñ ¾áåñïëàòíûìè¿ îòðèöàíèÿìè ïî ñóùåñòâó ñîâïàäà-
åò ñ ïîíÿòèåì AC-ôîðìóëû. Âñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ, L(n) ≤ LU(n) è
Ld(n) ≤ LU

d (n). Ïðèíöèïèàëüíûì ïðåèìóùåñòâîì AC-ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ
îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé íà âåòâëåíèå îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à ñèíòåçà ñ ãëóáèíîé 2 ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ÄÍÔ èëè ÊÍÔ.
Ïîýòîìó âîïðîñ î ïîâåäåíèè ôóíêöèéØåííîíà ñòàíîâèòñÿ ñîäåðæàòåëü-
íûì â ãëóáèíå 3 è âûøå.

Ïîâåäåíèå ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè â ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäå-
ëÿõ ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷àëîñü. Ëèøü ðàáîòà Â. Äàíöèêà98 ñïåöèàëüíî
ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ îöåíîê äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè ñõåì ñ
îòðèöàíèÿìè. Ðåçóëüòàòû èìåþò âèä

1.914 · 2n/2 . CU(n) . C3(n) . 2.122 · 2n/2, C3(2m) . 2 · 2m.

Êðîìå òîãî, îöåíêè C∗(n) .
√

2 ·2n/2 è L(n) . 2n/n (äëÿ ñëîæíîñòè ñõåì
ñ ¾áåñïëàòíûìè¿ îòðèöàíèÿìè è AC-ôîðìóë) âûòåêàþò èç ðåçóëüòàòîâ
Ý. È. Íå÷èïîðóêà99 î ñèíòåçå ñõåì è ôîðìóë â áàçèñàõ ñ íóëåâûìè âåñàìè
ýëåìåíòîâ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâåííî áîëåå âûðàçèòåëüíîé ìîäåëè
ñõåì èç ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ î÷åíü íåòðèâèàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêè òî÷-
íûé ðåçóëüòàò100 áûë äîêàçàí Î. Á. Ëóïàíîâûì â 1970-å ãã. Íàêîíåö, èç-
âåñòíà ïîëó÷åííàÿ Î. Ì. Êàñèì-Çàäå101 óíèâåðñàëüíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà
O(2n/2) ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè ñõåì íàä ïðîèçâîëüíûì áåñêîíå÷-
íûì áàçèñîì.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðîäñòâåííîé ìîäåëè ñõåì èç ìíîãîâõîäî-
âûõ ýëåìåíòîâ êîíúþíêöèè è ñóììû ïî ìîäóëþ 2 íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ
ïîëó÷åíû Ñ. Í. Ñåëåçíåâîé, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåí ïîðÿäîê ôóíêöèè
Øåííîíà ñëîæíîñòè ⊕∧⊕-ñõåì102.

98Dan�c��k V. Complexity of Boolean functions with unbounded fan-in gates. Inf. Proc.
Letters. 1996. 57, 31�34.

99Íå÷èïîðóê Ý. È. Î ñëîæíîñòè ñõåì â íåêîòîðûõ áàçèñàõ, ñîäåðæàùèõ íåòðèâè-
àëüíûå ýëåìåíòû ñ íóëåâûìè âåñàìè. Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 8. Ì.: Ôèçìàòëèò,
1962, 123�160.
100Ëóïàíîâ Î. Á. Î ñèíòåçå ñõåì èç ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ. Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè.
Âûï. 26. Ì.: Íàóêà, 1973, 109�140.
101Êàñèì-Çàäå Î. Ì. Îáùàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ñõåì â ïðîèçâîëüíîì áåñ-
êîíå÷íîì ïîëíîì áàçèñå. Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòèêà.
Ìåõàíèêà. 1997. �4, 59�61.
102Ñåëåçíåâà Ñ. Í. Ïîðÿäîê äëèíû ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè â êëàññå ïñåâäîïîëè-
íîìèàëüíûõ ôîðì. Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 15. Âû÷èñëèòåëüíàÿ
ìàòåìàòèêà è êèáåðíåòèêà. 2016. �3, 27�31.
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Ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôóíêöèéØåííîíà ñëîæíî-
ñòè ñõåì è ôîðìóë ñ ìíîãîâõîäîâûìè ýëåìåíòàìè äèçúþíêöèè è êîíú-
þíêöèè áûëî âûïîëíåíî àâòîðîì äèññåðòàöèè. Â ðåçóëüòàòå óñòàíîâëåíà
àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè AC-ñõåì, ïðè÷åì îíà äîñòè-
ãàåòñÿ íà ñõåìàõ ãëóáèíû 3. Êðîìå òîãî, àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ðåçóëü-
òàòû ïîëó÷åíû äëÿ äðóãèõ âèäîâ ñõåì ãëóáèíû 3 è ôîðìóë ãëóáèíû 4
ñ îòðèöàíèÿìè. Öåíòðàëüíûì ìåñòîì â äîêàçàòåëüñòâå âåðõíèõ îöåíîê
ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïîêðûòèé áóëåâà êóáà ìíîæåñòâàìè ñïåöèàëüíîãî
âèäà, íàçâàííûìè ïñåâäîñôåðè÷åñêèìè.

Â íà÷àëå ïðèâîäèòñÿ âûâîä íèæíèõ îöåíîê, âûïîëíÿåìûé (çà èñêëþ-
÷åíèåì ëåììû 5.4) ñòàíäàðòíûìè ìîùíîñòûìè ðàññóæäåíèÿìè.

Ëåììà 5.1 Ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

LU(n) & 2n/n, L(n) & log3 2 · 2n/n > 0.63 · 2n/n.

Ëåììà 5.2 Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå: C(n) & 2 · 2n/2.

Ëåììà 5.3 Ïðè ëþáîì ïîñòîÿííîì d ≥ 2 ñïðàâåäëèâî

C∗
d+1(n) &

√
2d/(d− 1) · 2n/2.

Ëåììà 5.4 Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå: CU(n) & 1.944 · 2n/2.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòûå ìåòîäû ñèíòåçà, ýêñïëóàòèðóþùèå
èçâåñòíûå èäåè.

Òåîðåìà 5.1 Ñïðàâåäëèâà âåðõíÿÿ îöåíêà: L4(n) . 2n/n.

Òåîðåìà 5.2 Ñïðàâåäëèâà âåðõíÿÿ îöåíêà: LU
4 (n) . 2n/n.

Òåîðåìà 5.3 Ñïðàâåäëèâà âåðõíÿÿ îöåíêà: C4(n) . 2 · 2n/2.

Ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì è ôîðìóë ãëóáèíû 3 îïèðàþò-
ñÿ íà ñïåöèàëüíûå ðàçáèåíèÿ (èëè ïîêðûòèÿ) áóëåâà êóáà, îáîáùàþùèå
ïîêðûòèå åäèíè÷íûìè ñôåðàìè.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A, â êîòîðîì âûáðàíî íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîä-
ìíîæåñòâî B; ýëåìåíòû ïîäìíîæåñòâà B íàçûâàåì îòìåòêàìè. Äëÿ
âåêòîðà b = (b1, . . . , bn) ∈ (B ∪ {∗})n îïðåäåëèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

AobB = {(a1, . . . , an) ∈ An | ai = bi, åñëè bi ∈ B; ai /∈ B, åñëè bi = ∗} ⊂ An.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íà ïîçèöèÿõ îòìåòîê âåêòîðà b âåêòîðû èç AobB èìåþò
òàêèå æå îòìåòêè, à íà ïîçèöèÿõ çâåçäî÷åê � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû
èç A \ B. Ìíîæåñòâî S ⊂ An íàçîâåì (A,B)-ïñåâäîñôåðè÷åñêèì, åñëè
êàæäûé âåêòîð èç S îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ çíà÷åíèåì îòìåòêè (ò.å.
ýëåìåíòîì èç B) â íåêîòîðîé ïîçèöèè.
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Ïóñòü Aon,[h1, h2]
B îçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç An, èìåþùèõ

îò h1 äî h2 êîîðäèíàò èç ïîäìíîæåñòâà B (îòìåòîê). Îáîçíà÷èì

E(h, q, t, s) =
t∑

k=max{0, h−q}

(
t

k

)(
q − 1

h− 1− k

)
sk(s− 1)h−1−k,

E([h1, h2], q, t, s) =

h2∑
h=h1

E(h, q, t, s).

Âåëè÷èíû E(h, q, t, s) îïðåäåëåíû ïðè s ≥ 2 è h ≤ q + t, à òàêæå ïðè
s = 1 è h ≤ t+ 1.

Ëåììà 5.5 Ïóñòü B ⊂ A, r ≥ 0, 1 ≤ h1 ≤ h2 è ëèáî |B| = 1 è h2 ≤
t + 1, ëèáî |B| ≥ 2 è h2 ≤ q + t. Ïóñòü

∣∣∣Aoq+t,[h1, h2]
B × Ar

∣∣∣ = M . Òîãäà

ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Aoq+t,[h1, h2]
B × Ar íà

M/q + E([h1, h2], q, t, |B|) ·
(
q + t

q

)
· |B|q

(A,B)-ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ ìîùíîñòè íå áîëåå q.

Ëåììà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðàçíîîáðàçíûå ïîêðûòèÿ àñèìïòîòè÷åñêè
îïòèìàëüíîé ìîùíîñòè. Ïñåâäîñôåðîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ
íàáîðîâ îäèíàêîâîé äëèíû, òàêèõ, ÷òî êàæäûé íàáîð èìååò êîîðäèíà-
òó, çíà÷åíèå êîòîðîé îòëè÷àåò åãî îò âñåõ äðóãèõ íàáîðîâ ìíîæåñòâà.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óñèëèâàåò èçâåñòíóþ îöåíêó À. Å. Ëèïàòîâîé103 â
îñòàòî÷íîì ÷ëåíå.

Ñëåäñòâèå 5.1 Êóá Bn ìîæåò áûòü ïîêðûò (1 + O(log n/n)) · 2n/n
ïñåâäîñôåðàìè.

Ïî àíàëîãèè, íàçîâåì ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé) ïñåâäîïîëó-
ñôåðîé òàêóþ ïñåâäîñôåðó, â êîòîðîé êàæäûé íàáîð èìååò êîîðäèíàòó ñî
çíà÷åíèåì 1 (ñîîòâåòñòâåííî, 0), îòëè÷àþùóþ åãî îò îñòàëüíûõ íàáîðîâ
ïñåâäîñôåðû.

Ñëåäñòâèå 5.2 Ïóñòü B = {0} èëè B = {1}. Òîãäà êóá (ñ âûêîëîòîé
âåðøèíîé) Bn\Bn ìîæåò áûòü ïîêðûò (1+o(1))2n+1/n ïñåâäîïîëóñôå-
ðàìè.

Â çàäà÷å ñèíòåçà AC-ñõåì ãëóáèíû 3 ïîëåçíî èìåòü âîçìîæíîñòü ðàç-
áèåíèÿ áóëåâà êóáà èëè îñíîâíîé åãî ÷àñòè íà (1 + o(1))2n/q ìíîæåñòâ

103Ëèïàòîâà À. Å. Îá îäíîì ïîêðûòèè ìíîæåñòâà äâîè÷íûõ íàáîðîâ è ðåàëèçàöèè
êîíúþíêöèé êîíòàêòíûìè ñõåìàìè. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. Âûï. 2.
Ì.: Íàóêà, 1989, 161�173.
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ìîùíîñòè íå áîëåå q, òàêèõ, ÷òî ëþáîé íàáîð σ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà
èç ðàçáèåíèÿ îáëàäàåò óíèêàëüíûì â ðàìêàõ ñâîåãî ìíîæåñòâà ïîäíàáî-
ðîì σ′, ïðè ýòîì â êàæäîì ñëó÷àå òàêîé âûäåëÿþùèé ïîäíàáîð ìîæåò
áûòü âûáðàí èç íåêîòîðîãî îáùåãî äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ ìíîæå-
ñòâà ìîùíîñòè (1 + o(1))q.

Ñëåäñòâèå 5.3 Ïóñòü B ⊂ A = Bp, |B| = 1, q = p2(2p−2 − 1), t = p2. Òî-

ãäà ìíîæåñòâî èç (1− o(1/q))2p(q+t) ýëåìåíòîâ êóáà Aq+t ìîæåò áûòü

ïîêðûòî (1 + o(1))2p(q+t)/q (A,B)-ïñåâäîñôåðè÷åñêèìè ïîäìíîæåñòâà-

ìè.

Ðàçáèåíèÿ, ïðåäîñòàâëÿåìûå óêàçàííûìè ñëåäñòâèÿìè, ïîçâîëÿþò
âûâåñòè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ñèíòåçå ñõåì è ôîðìóë ãëóáèíû 3.

Òåîðåìà 5.4 Äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè AC-ôîðìóë ãëóáèíû 3
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: L3(n) . 2n/n.

Òåîðåìà 5.5 Ôóíêöèÿ Øåííîíà ñëîæíîñòè ôîðìóë ãëóáèíû 3 íàä áà-

çèñîì U óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ: LU
3 (n) . 2 · 2n/n.

Òåîðåìà 5.6 Äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè AC-ñõåì ãëóáèíû 3
èìååò ìåñòî îöåíêà: C3(n) . 2 · 2n/2.

Â ÷àñòíîñòè, ââèäó C(n) ∼ C3(n) ∼ CU
3 (n) ∼ C∗

3(n) ∼ 2 · 2n/2, âîïðîñ
î ñëîæíîñòè AC-ñõåì è ñõåì ãëóáèíû 3 â àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå
ðåøåí ïîëíîñòüþ.

Â ðàçäåëå 5.6 èçëîæåí àâòîðñêèé âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè-
÷åñêè òî÷íîé îöåíêè ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè ñõåì ñ áåñïëàòíûìè
îòðèöàíèÿìè (ïåðâûé âàðèàíò èçâëåêàåòñÿ â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ðå-
çóëüòàòà Íå÷èïîðóêà).

Òåîðåìà 5.7 Ñïðàâåäëèâà âåðõíÿÿ îöåíêà: C∗(n) .
√

2 · 2n/2.

Â ãëàâå 6 ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ñîðòèðîâêè íàáî-
ðà èç n ýëåìåíòîâ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ïðè ïîìîùè ïî-
ïàðíûõ ñðàâíåíèé. Àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå áè-
íàðíîãî êîðíåâîãî äåðåâà ñ îðèåíòàöèåé ðåáåð â íàïðàâëåíèè îò êîðíÿ.
Òàêîå äåðåâî îáû÷íî íàçûâàåòñÿ äåðåâîì ñðàâíåíèé, à òàêæå äåðåâîì

ðåøåíèé èëè ðåøàþùåé äèàãðàììîé. Âíóòðåííÿÿ âåðøèíà äåðåâà ñîîò-
âåòñòâóåò îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ íåêîòîðûõ äâóõ ýëåìåíòîâ. Â çàâèñèìî-
ñòè îò ðåçóëüòàòà ñðàâíåíèÿ àëãîðèòì îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä ïî îäíîìó
èç ðåáåð ê ñëåäóþùåé âåðøèíå. Êîíöåâàÿ âåðøèíà (ëèñò) äåðåâà ñîîò-
âåòñòâóåò ïîëó÷åííîìó â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèé óïîðÿäî÷åíèþ âõîäíîãî
íàáîðà. Ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà íàçûâàåòñÿ ãëóáèíà äåðåâà � ìàêñè-
ìàëüíîå ðàññòîÿíèå â ðåáðàõ ìåæäó êîðíåì è ëèñòîì.

Ïóñòü S(n) îçíà÷àåò ìèíèìàëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè
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n-ýëåìåíòíîãî íàáîðà. Ïîñêîëüêó ãëóáèíà äåðåâà ñ m ëèñòüÿìè íå ìåíü-
øå log2m, èìååò ìåñòî ïðîñòàÿ íèæíÿÿ (òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííàÿ)
îöåíêà

S(n) ≥ log2(n!) = n log2 n− log2 e · n+O(log n),

ãäå log2 e ≈ 1.443. Áîëåå òîãî, ýòà îöåíêà äåéñòâèòåëüíà è äëÿ ñëîæíîñòè
ñîðòèðîâêè â ñðåäíåì ïî âñåì n! âîçìîæíûì ïåðåñòàíîâêàì âõîäíîãî
íàáîðà.

Èçâåñòíûé ìåòîä Ôîðäà�Äæîíñîíà104 (ìåòîä áèíàðíûõ âñòàâîê),
ïðåäëîæåííûé áîëåå 60 ëåò íàçàä, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü î÷åíü áëèçêóþ
ê íèæíåé âåðõíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè ñîðòèðîâêè â âèäå

S(n) ≤ log2(n!) + cn+O(log n),

ãäå c < 0.12. Â íåñêîëüêèõ ðàçðàáîòàííûõ ïîçäíåå ìîäèôèêàöèÿõ ýòîãî
ìåòîäà êîíñòàíòà c â âåðõíåé îöåíêå ïîñëåäîâàòåëüíî ïîíèæàëàñü è ïî
èòîãàì ðàáîòû Ã. Ìàíàõåðà, Ò. Áóè, Ò. Ìàè105 èìåëà âåëè÷èíó â ðàéîíå
0.07. Äëÿ ñðåäíåé ñëîæíîñòè ñîðòèðîâêè ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì âõîäíîãî
íàáîðà èçâåñòíûå ê 2020 ã. âåðõíèå îöåíêè106 èìåëè òàêîé æå âèä, íî ñ
ìåíüøèìè êîíñòàíòàìè c < 0.032.

Ïî ñóùåñòâó, àëãîðèòì Ôîðäà�Äæîíñîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü îäíîòèïíûõ ïðîöåäóð âñòàâêè ýëåìåíòà â ëèíåéíî óïîðÿ-
äî÷åííîå ìíîæåñòâî. Âñòàâêà âûïîëíÿåòñÿ áèíàðíûì ìåòîäîì: âñòàâëÿå-
ìûé ýëåìåíò ñðàâíèâàåòñÿ ñî ñðåäèííûì ýëåìåíòîì öåëåâîãî ìíîæåñòâà,
çàòåì� ñî ñðåäèííûì ýëåìåíòîì â ïîëîâèíå ìíîæåñòâà, îïðåäåëåííîé
ðåçóëüòàòîì ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ, è ò. ä. Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ ïóòåì ïîäáîðà öåëåâûõ ìíîæåñòâ ñ îïòèìàëüíûìè çíà÷åíè-
ÿìè ìîùíîñòè 2k − 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî ñîâìåñòíàÿ âñòàâêà íåñêîëüêèõ ýëå-
ìåíòîâ ìîæåò áûòü âûïîëíåíà áûñòðåå, ÷åì ðàçäåëüíàÿ. Íàïðèìåð, åñëè
ìîùíîñòüm öåëåâîãî ìíîæåñòâà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 2k < m < 17

14
·2k−1,

òî ïðè âñòàâêå äâóõ ýëåìåíòîâ ìîæíî ñýêîíîìèòü îäíî ñðàâíåíèå îòíîñè-
òåëüíî áèíàðíîãî ìåòîäà107, 108. Åùå âûãîäíåå ìîæåò áûòü ãðóïïèðîâêà

104Ford L. R., Johnson S. M. A tournament problem. Amer. Math. Monthly. 1959. 66(5),
387�389.
105Manacher G. K., Bui T. D., Mai T. Optimum combinations of sorting and merging.
J. ACM. 1989. 36(2), 290�334.
106Iwama K., Teruyama J. Improved average complexity for comparison-based sorting.
Theor. Comput. Sci. 2020. 807, 201�219.
107Graham R.L. On sorting by comparisons. Computers in Number Theory. London:
Academic Press, 1971, 263�269.
108Hwang F. K., Lin S. Optimal merging of 2 elements with n elements. Acta Inf. 1971.
1, 145�158.
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ýëåìåíòîâ ïî 4 èëè 5 ñ ïîñëåäóþùåé èõ ñîðòèðîâêîé äî âñòàâêè109.
Â ðàçâèòèå ýòîé èäåè, â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì

ãðóïïîâîé âñòàâêè áîëüøîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, îðãàíèçîâàííûé â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå êàê ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ
âñòàâêè ýëåìåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè ïî î÷åðåäè.
Â êàêîé-òî ìîìåíò ïîñëå ñåðèè ñðàâíåíèé ïàðà ìîæåò áûòü ðàçáèòà, åñ-
ëè, íàïðèìåð, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî åå ýëåìåíòû ïîïàäàþò â íåïåðåñåêàþùèå-
ñÿ ïîäìíîæåñòâà (èíòåðâàëû) öåëåâîãî ìíîæåñòâà; äàëåå ýëåìåíòû ïàðû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïî îòäåëüíîñòè. Îäèíî÷íûé ýëåìåíò ëèáî âñòàâëÿåòñÿ
â ñâîé èíòåðâàë áèíàðíûì ìåòîäîì, êîãäà ýòî âûãîäíî, ëèáî ïîìåùàåòñÿ
âî âðåìåííîå õðàíèëèùå � êîíòåéíåð. Êàê òîëüêî â êîíòåéíåðå îêàçû-
âàþòñÿ äâà ýëåìåíòà, èç íèõ ôîðìèðóåòñÿ íîâàÿ ïàðà è âûïîëíÿåòñÿ åå
îáðàáîòêà. Àëãîðèòì èñïîëüçóåò ìíîæåñòâî êîíòåéíåðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê
ðàçëè÷íûì èíòåðâàëàì. Â ñàìîì êîíöå îñòàâøèåñÿ â êîíòåéíåðàõ îäè-
íî÷íûå ýëåìåíòû âñòàâëÿþòñÿ â öåëåâîå ìíîæåñòâî áèíàðíûì ìåòîäîì.

Íà ýòîì ïóòè ñëîæíîñòü âñòàâêè m ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâî ìîùíî-
ñòè n � m óäàåòñÿ ïðèáëèçèòü ê òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííîé íèæíåé
ãðàíèöå, ò. å. m(log2 n+ o(1)). Áîëåå òî÷íî, ïóñòü Pm(a) îáîçíà÷àåò ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî n, ïðè êîòîðîì ñëîæíîñòü âñòàâêè m óïîðÿäî÷åííûõ
ïàð â óïîðÿäî÷åííûé íàáîð äëèíû n− 1 íå ïðåâîñõîäèò 2am.

Òåîðåìà 6.1 Ïðè ëþáîì a ≥ 2 è 2a/4 ≤ m ≤ 2a/2 âûïîëíåíî

Pm(a) ≥ 2a+1/2 −O
(
a−γ · 2a

)
,

ãäå γ ìàëî, íàïðèìåð, γ = 1
5
.

Êàê ñëåäñòâèå, ìåòîä ñîðòèðîâêè ïðè ïîìîùè ãðóïïîâûõ âñòàâîê
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé îöåíêå.

Òåîðåìà 6.2 Ïðè ëþáûõ n âûïîëíÿåòñÿ

S(n) = log2(n!) +O
(
n log−1/5 n

)
.

Êîíå÷íî, îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñðåäíåé ñëîæíîñòè ñîðòèðîâêè.
Â Çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è

óêàçàíû âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðîáëåì îïòèìàëüíîãî
ñèíòåçà ñõåì è ôîðìóë ïðè îãðàíè÷åíèè íà ãëóáèíó, ìèíèìèçàöèè ãëó-
áèíû âû÷èñëåíèé, ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ.
109Schulte M�onting J. Merging of 4 or 5 elements with n elements. Theor. Comput. Sci.
1981. 14, 19�37.
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Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè, íàó÷íàÿ íîâèç-
íà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû, à òàêæå îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ðàáîòû, ïåðå÷èñëåííûå â çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè:

� íèæíÿÿ îöåíêà êîíñòàíòû ðàâíîìåðíîñòè ìîíîòîííîãî áóëåâà áà-
çèñà;

� ìåòîäû ñèíòåçà ýôôåêòèâíûõ ïî ãëóáèíå èëè ñëîæíîñòè ôîðìóë
äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè ìî-
äóëÿðíîé àðèôìåòèêè è ïðèáëèæåííîãî ñóììèðîâàíèÿ;

� ìåòîä ñèíòåçà ýôôåêòèâíûõ ïî ãëóáèíå èëè ñëîæíîñòè ôîðìóë äëÿ
ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, îñíîâàííûé íà
ñâåäåíèè ê çàäà÷å î ïîêðûòèè;

� ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ôóíêöèé ïðè ðå-
àëèçàöèè ôîðìóëàìè â k-àðíîì áàçèñå, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ñïå-
öèàëüíûõ ìåð ñëîæíîñòè äâóäîëüíûõ ãðàôîâ;

� ðåøåíèå çàäà÷è îá àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîì ñèíòåçå âåíòèëü-
íûõ ñõåì ãëóáèíû 3 â îáùåì ñëó÷àå;

� ðåçóëüòàò î âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíîãî ïîãðóæåíèÿ ìíîãîìåðíûõ
ðåäêèõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè;

� ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâûõ ìàòðèö ñ ðàñòóùèì îòíîøå-
íèåì XOR- è OR-ñëîæíîñòè â ãëóáèíå 2; ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâûõ ìàòðèö ñ ïî÷òè ýêñòðåìàëüíûì îòíîøåíèåì
OR-ñëîæíîñòè ê ñëîæíîñòè äîïîëíèòåëüíûõ ìàòðèö;

� òî÷íîå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè ìèíèìàëüíîé óíèâåðñàëüíîé ïðåôèêñ-
íîé ñõåìû ãëóáèíû n íà 2n âõîäàõ; âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïðåôèêñ-
íûõ ñõåì ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ãëóáèíó, è îòäåëüíî äëÿ ïðå-
ôèêñíûõ XOR-ñõåì;

� ìåòîä îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñõåì è ôîðìóë ãëóáèíû 3 èç ìíîãîâ-
õîäîâûõ ýëåìåíòîâ (òèïà êîíúþíêöèé, äèçúþíêöèé) è îòðèöàíèé, îñíî-
âàííûé íà ïîñòðîåíèè ñïåöèàëüíûõ ïîêðûòèé áóëåâà êóáà;

� ðåøåíèå çàäà÷è î ñîðòèðîâêå çà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñðàâíåíèé â
àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè, îïóáëèêîâàííûå â ðå-
öåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ äëÿ çàùèòû
â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå ÌÃÓ ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.06 � ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë � è âõîäÿùèõ â
áàçû öèòèðîâàíèÿ Scopus, Web of Science è RSCI

1. Ãàøêîâ Ñ. Á., Ñåðãååâ È. Ñ. Î ñëîæíîñòè ëèíåéíûõ áóëåâûõ îïå-
ðàòîðîâ ñ ðåäêèìè ìàòðèöàìè. Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâà-
íèå îïåðàöèé. 2010. 17(3), 3�18. Journal of Applied and Industrial
Mathematics. 2011. 5(2), 202�211. [Scopus SJR 2019: 0.2]
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ñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ìà-
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[Scopus SJR 2019: 0.4]
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8. Ñåðãååâ È. Ñ. Âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ôîðìóë
äëÿ MOD-ôóíêöèé. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. 2016. 28(2), 108�116.
Discrete Mathematics and Applications. 2017. 27(1), 15�22. [Scopus
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9. Ñåðãååâ È. Ñ. Âåíòèëüíûå ñõåìû îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû. Äèñêðåò-
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Ðàáîòû [1�15] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ èç áàçû äàííûõ RSCI.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [1] àâòîðó ïðèíàäëåæàò ïðèìåðû èç ��2�3, îòâå-
÷àþùèå íà îñíîâíîé âîïðîñ, è èõ àíàëèç. Â ðàáîòå [2] àâòîðó ïðèíàäëå-
æèò òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò �3, à òàêæå ñëåäñòâèÿ 3 è 4. Â ðàáîòå [4] àâ-
òîðó ïðèíàäëåæàò ëåììà 13, òåîðåìà 4 è ñëåäñòâèÿ èç íèõ (ñëåäñòâèå 1,
òåîðåìà 5 â îáùåé ôîðìóëèðîâêå). Â ðàáîòå [16] àâòîðó ïðèíàäëåæàò
ðåçóëüòàò �5.5 è ïðèìåð â êîíöå �5.6.

38


