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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ

áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ è ïðèìåíåíèþ òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Â òåîðèè

âîçìóùåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêîé ñèòóàöèåé âîç-

ìóùåíèÿ ðåãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì, áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ïî-

òåíöèàë íå ÿâëÿåòñÿ äàæå ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûì. Âïåðâûå âîïðîñû, ïîñâÿù¼ííûå

ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîìó ðàññìîòðåíèþ âîçìóùåíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñèíãóëÿðíû-

ìè ïîòåíöèàëàìè òèïà äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà, áûëè èññëåäîâàíû â öèêëå ñòàòåé

Ô.À. Áåðåçèíà, Ð.À. Ìèíëîñà è Ë.Ä. Ôàääååâà (ñì. [3, 13]). Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àè

ïîòåíöèàëîâ òèïà äåëüòà-ôóíêöèè è å¼ îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé, ÿâëÿþùèåñÿ ìî-

äåëüíûìè â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, èìåþò

ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è äî ñèõ ïîð ïðèâëåêàþò âíè-

ìàíèå èññëåäîâàòåëåé (ñì., íàïðèìåð, [22, 33]). Íàðÿäó ñ ìîäåëüíîé ñèòóàöèåé âîçìó-

ùåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè ñ äèñêðåòíûì íîñèòåëåì èí-

òåíñèâíî ðàçâèâàëàñü è àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé äëÿ îïåðàòîðîâ

îáùåãî âèäà. Èçëîæåíèå ýòîé òåîðèè äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë âîçìóùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì

îïåðàòîðîì, è ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî äàííîé òåìå ìîæíî íàéòè â îáçîðíîé ìî-

íîãðàôèè [24]. Òàêæå â [24] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ýòîé òåîðèè ê èçó÷åíèþ

ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ñëó÷àå ïî-

òåíöèàëîâ, ïîðîæä¼ííûõ òî÷å÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì. Äåòàëüíîìó æå ðàññìîòðåíèþ

âîçìóùåíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè ñ äèñêðåòíûì íîñèòå-

ëåì è ïðèëîæåíèÿì ïîëó÷åííûõ â äàííîé îáëàñòè ðåçóëüòàòîâ ê êâàíòîâîé ôèçèêå è

ýëåêòðîäèíàìèêå ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ [23].

Ðàññìîòðåíèå ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé êîíêðåòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ôóíê-

öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîáîëåâñêîãî òèïà. Óæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå êëàññè÷å-

ñêîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ W 2
2 (Rn) èçó÷åíèå åãî âîçìóùåíèé

ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàííûì ñ èññëåäîâàíèåì ìóëüòè-

ïëèêàòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñ ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè â ïðî-

ñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, êëàññè-

÷åñêèé îïåðàòîð Ëàïëàñà äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå äî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç

ïðîñòðàíñòâà W 1
2 (Rn) â ïðîñòðàíñòâî W−1

2 (Rn), è ïîýòîìó äàæå ñàìà ïðîáëåìà êîð-

ðåêòíîé îïðåäåë¼ííîñòè îïåðàòîðà −∆ +Mµ, ãäå ïîä ∆: W 1
2 (Rn) −→ W−1

2 (Rn) ìû

ïîíèìàåì ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà W 1
2 (Rn), à ïîä Mµ − îïåðàòîð óìíî-

æåíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå µ, ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ âîïðîñà î òîì, êîãäà µ ÿâëÿåòñÿ

ìóëüòèïëèêàòîðîì èç W 1
2 (Rn) â W−1

2 (Rn). Áîëåå òîãî, ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâà
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ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [W 1
2 (Rn) → W−1

2 (Rn)] îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì è äëÿ èññëåäîâà-

íèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ âîçìóù¼ííîãî îïåðàòîðà −∆+Mµ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê

êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà àïïðîêñèìàöèè â ñìûñëå ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè ýòîãî îïå-

ðàòîðà âîçìóùåíèÿìè îïåðàòîðà Ëàïëàñà c ãëàäêèì ïîòåíöèàëîì, èçó÷àâøàÿñÿ ðàíåå

ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [4, 58]).

Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ãäå ìåòîäû òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ áûëè ïðèìåíåíû ê

èçó÷åíèþ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ýëëèïòè÷åñêîãî

òèïà â ñëó÷àå ïîòåíöèàëîâ ñ íåäèñêðåòíûì íîñèòåëåì, áûëà ñòàòüÿ Ì.È. Íåéìàí-Çàäå

è À.À. Øêàëèêîâà [17]. Ýòî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé áûëî ïðîäîëæåíî â öèê-

ëå ñòàòåé Äæ. - Ã. Áàêà, Ì.È. Íåéìàí-Çàäå, À .Ì. Ñàâ÷óêà, À.À. Øêàëèêîâà (ñì.

[1, 16, 60]). Äðóãîé ïîäõîä ê ðàññìîòðåíèþ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé îïåðàòîðîâ

òèïà Ëàïëàñà, òàêæå îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ, âîñõî-

äèò ê ñòàòüå Â. Ã. Ìàçüè è È.Ý. Âåðáèöêîãî [54]. Ýòîò ïîäõîä, îïèðàþùèéñÿ íà

ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ïîòåíöèàëà ïðîñòðàíñòâó ìóëüòè-

ïëèêàòîðîâ â òåðìèíàõ ¼ìêîñòåé, ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ñòàòüÿõ [55, 56]. Îòìåòèì, ÷òî

ïðèìåíåíèå òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ èçó÷åíèÿ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ýëëèï-

òè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî ëèøü ñëó÷àåì

êëàññè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ïîðîäèâøèì èíòåðåñ ê ýòîé òåìàòèêå. Òàê, åù¼

â ðàáîòå [17] ìåòîäû òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïðèìåíÿëèñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèí-

ãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé êàê îïåðàòîðà Ëàïëàñà, òàê è ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà

(−∆)m, ãäå m ∈ N. Â ñòàòüå æå [55] ðàññìàòðèâàëèñü ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ îïåðà-

òîðà
√
−∆: W

1
2
2 (Rn) −→W

− 1
2

2 (Rn), à â ðàáîòå [60] ñ ïîìîùüþ òåîðèè ìóëüòèïëèêàòî-

ðîâ èçó÷àëèñü çàäàííûå íà Rn ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

ñ ðàâíîìåðíî ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé ãëàâíîé ÷àñòüþ è ìëàäøèìè êîýôôèöèåíòàìè

èç ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ãëàäêîñòè.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ âîçìóùåíèé çàäàííîãî íà îêðóæíîñòè îïå-

ðàòîðà (− d2

dx2 )
s, s > 0, â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë ïðèíàäëåæèò îáîáù¼ííîìó ïåðè-

îäè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè, â ñòàòüå

[14] òàêæå áûëà ïðèìåíåíà òåõíèêà òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Ýòî ïîçâîëèëî âíåñòè

ñóùåñòâåííûé âêëàä â ñòàâøåå îñîáåííî àêòóàëüíûì â ïîñëåäíåå âðåìÿ èññëåäîâàíèå

âîçìóùåíèé îïåðàòîðîâ òèïà Øð¼äèíãåðà ñèíãóëÿðíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè è àíòèïå-

ðèîäè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [26, 39, 41, 42, 44, 57]).

Îòìåòèì, ÷òî, ïîìèìî ïðèìåíåíèÿ ê òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé äèôôåðåí-

öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, òåîðèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ òàêæå îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé ïðè

èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè îïåðàòîðîâ, òàêèõ, êàê ïðîáëåìà îãðàíè÷åííî-

ñòè â øêàëå ïðîñòðàíñòâ òèïà Ñîáîëåâà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, â

÷àñòíîñòè, îïåðàòîðîâ Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà (ñì. [35, 45, 70]), íàõîæäåíèå àñèìï-

òîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåêîòîðûõ âûðîæäåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-
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àëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. [28, 29, 38]), ïîëó÷åíèå òåî-

ðåì ñëàáî-ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè (weak-strong uniqueness) çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà (ñì. [36, 48], à òàêæå ìîíîãðàôèþ [47], ãäå ïðèâåäåíà è ïîäðîá-

íàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî ýòîé òåìàòèêå), èññëåäîâàíèå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ ñ ñèìâîëàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì îñëàáëåííîé ðåãóëÿðíîñòè (ñì.

[34, 46, 50, 51, 69]).

Ðàçëè÷íûå àñïåêòû òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñîáîëåâñêîãî òè-

ïà ïðåäñòàâëÿþò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ â ðàìêàõ òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ äåòàëüíîå èçó÷åíèå ìóëüòèïëèêà-

òîðîâ áûëî èíèöèèðîâàíî ïèîíåðñêîé ðàáîòîé Ðîáåðòà Ñ. Ñòðèõàðòöà [66], ãäå, â ÷àñò-

íîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ s > n
p íà ïðîñòðàíñòâå H

s
p(Rn) ìî-

æåò áûòü êîððåêòíî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ, ïðè÷¼ì ïðîñòðàí-

ñòâî Hs
p(Rn) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè. Â äàëüíåéøåì èçó÷åíèå

ìóëüòèïëèêàòîðîâ êàê â ïðîñòðàíñòâàõ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ, òàê è â áîëåå îáùåì

ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ òèïà Áåñîâà�Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ, áûëî ïðîäîëæåíî â ñèòóàöèè,

êîãäà èíäåêñû ãëàäêîñòè îáîèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëîæèòåëüíû, ïðè÷¼ì â áîëüøèíñòâå

ðàáîò ðàññìàòðèâàëèñü ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [As
p,q(Rn) → As

p,q(Rn)], ãäå

As
p,q(Rn) åñòü íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî òèïà Áåñîâà�Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ. Â ðàìêàõ

ýòîé ïðîáëåìàòèêè áûëè ðàçâèòû ðàçëè÷íûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìóëü-

òèïëèêàòîðîâ è îáíàðóæåíû ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòà-

òîâ ê èññëåäîâàíèþ ìíîãèõ àêòóàëüíûõ ïðîáëåì àíàëèçà. Òàê, äëÿ èçó÷åíèÿ ìóëü-

òèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ñîáîëåâñêîãî òèïà â êîíöå 1970-ûõ - íà÷àëå 1980-ûõ

ãîäîâ â öèêëå ðàáîò Â. Ã. Ìàçüè, Ò.Î. Øàïîøíèêîâîé, È.Ý. Âåðáèöêîãî è èõ ñîàâòî-

ðîâ èñïîëüçîâàëñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îïèñàíèè ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ

â òåðìèíàõ ¼ìêîñòåé êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ, äåòàëüíîå èçëîæåíèå êîòîðîãî ìîæíî

íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [11, 53]. Äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè ïðî-

èçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé â âèäå ñóììû òð¼õ ïàðàïðîèçâåäåíèé, òî åñòü ñëàáî ñõî-

äÿùèõñÿ ðÿäîâ, ïîñòðîåííûõ ïî ãëàäêîìó äèàäè÷åñêîìó ðàçáèåíèþ åäèíèöû ñ ïî-

ìîùüþ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â S′(Rn), ïîëó÷èë ðàçâèòèå â

ðàáîòàõ [27, 40, 43, 49, 63, 65]. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ýòîãî ìåòîäà, îêàçàâøå-

ãîñÿ îñîáåííî ïëîäîòâîðíûì ïðè èçó÷åíèè ïðîáëåìàòèêè òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ,

è ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè Ò. Ðóíñòà è Â. Çèêåëÿ [62].

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ìóëüòèïëèêàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ ñîáîëåâñêîãî òèïà èçó÷àëèñü

äðóãèìè ìåòîäàìè â ñòàòüÿõ [5, 7, 8, 18, 32, 59, 68].

Ê ðàáîòå Ñòðèõàðòöà [66] âîñõîäèò îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè øêàëû ðàâíîìåð-

íî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå êîíñòðóêòèâíîãî îïèñà-

íèÿ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ. À èìåííî, â [66] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíå-

íèè óñëîâèÿ s > n
p ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs

p(Rn) → Hs
p(Rn)] ñîâïàäàåò
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ñ ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ Hs
p, unif (Rn).

Ïðåäëîæåííûé â ýòîé ðàáîòå ïîäõîä îêàçàëñÿ ïðîäóêòèâíûì è â áîëåå îáùåé ñèòóà-

öèè, êîãäà äëÿ îïèñàíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà

Áåñîâà�Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ As
p, q(Rn) â ñåáÿ èñïîëüçóåòñÿ øêàëà ðàâíîìåðíî ëîêàëè-

çîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ As
p, q, unif (Rn), îïðåäåëÿåìûõ ïî àíàëîãèè ñ Hs

p, unif (Rn). Òàê, â

ðàáîòå [31] ðàññìàòðèâàëîñü ïðîñòðàíñòâî Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ F s
p, q(Rn) è äëÿ ìóëü-

òèïëèêàòîðîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå

M [F s
p, q(Rn) → F s

p, q(Rn)] = F s
p, q, unif (Rn)

ïðè p, q > 1, s > n
p . Â ñèòóàöèè, êîãäà â ðîëè As

p, q(Rn) âûñòóïàåò ïðîñòðàíñòâî

Áåñîâà Bs
p, q(Rn), ïîëó÷åíèå àíàëîãè÷íîãî îïèñàíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå

ñëîæíîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó óñòàíîâëåííîå äëÿ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ

â ðàáîòå [66] ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè äîïóñêàåò îáîáùåíèå äëÿ F s
p, q(Rn),

íî äëÿ Bs
p, q(Rn) ýòî ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî ëèøü â ñëó÷àå p = q, êîãäà ïðîñòðàíñòâà

Bs
p, p(Rn) è F s

p, p(Rn) ñîâïàäàþò. Èñõîäÿ èç îòñóòñòâèÿ ó ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà Bs
p, q(Rn)

ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè ïðè p ̸= q, â ñòàòüå [25] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â

ñëó÷àå p > q äàæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ s > n
p ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ

M [Bs
p, q(Rn) → Bs

p, q(Rn)] ñòðîãî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî Bs
p, q, unif (Rn). Òåì íå ìåíåå,

â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 1 6 p 6 q ïðè s > n
p ïîçäíåå â [64] áûëî óñòàíîâëåíî

ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Bs
p, q(Rn) → Bs

p, q(Rn)] ñ Bs
p, q, unif (Rn).

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
p(Rn) â Ht

p(Rn) ïðè p > 1, s > t > 0,

s > n
p àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå â òåðìèíàõ øêàëû ïðîñòðàíñòâ Hγ

r, unif (R
n) áûëî ïî-

ëó÷åíî â íà÷àëå 1980-ûõ â öèêëå ðàáîò Â. Ã. Ìàçüè è Ò.Î. Øàïîøíèêîâîé è íàøëî

ñâî¼ îòðàæåíèå â ìîíîãðàôèè [11]. Îäíàêî, â ñëó÷àå, êîãäà èíäåêñû p è q íåîáÿçà-

òåëüíî ñîâïàäàþò, ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Tn) → Ht

q(Rn)] îñòàâàëîñü

íåèññëåäîâàííûì â ëèòåðàòóðå äàæå ïðè s, t > 0.

Èçó÷åíèå æå ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ ïîëî-

æèòåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè â ïðîñòðàíñòâî áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ îòðèöà-

òåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè áûëî èíèöèèðîâàíî çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå ðàáîòîé [17].

Âïîñëåäñòâèè çàäà÷à îïèñàíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ áåññåëåâûõ ïîòåí-

öèàëîâ ñ èíäåêñàìè ãëàäêîñòè ðàçíîãî çíàêà èññëåäîâàëàñü òàêæå â [35, 36, 54, 55], íî

øêàëà ïðîñòðàíñòâ Hγ
r, unif (R

n), îïèñàíèå â òåðìèíàõ êîòîðîé äà¼ò êîíñòðóêòèâíûé

êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâó ìóëüòèïëèêàòîðîâ, ïðèìåíÿ-

ëàñü äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è òîëüêî â ðàáîòàõ [1, 60]. À èìåííî, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé, îáîáùàþùèõ âîñõîäÿùåå ê [66] îãðàíè÷åíèå s > n
p , â ñòàòüÿõ [1, 60] áû-

ëè ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → H−s

p′ (Rn)],

M [Hs
p(Rn) → H−s

p (Rn)] è M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)] â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî ëîêàëèçî-

âàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ïðè s, t > 0. Òàêæå îòìåòèì ðàáîòó [52],
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ãäå â ñòðèõàðòöåâñêîì ñëó÷àå äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà (ÿâëÿþùèõ-

ñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ, êîãäà èíäåêñ ãëàäêîñòè

ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì) áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ

M [W k
p (Rn) → W−l

p (Rn)], k, l ∈ N, â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ êëàññè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà Wm

r, unif (Rn).

Ïðîáëåìå îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] â òåð-

ìèíàõ ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ è ïîñâÿùå-

íà îñíîâíàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû. À èìåííî, â ïåðâîé ãëàâå â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ

óñëîâèé òèïà Ñòðèõàðòöà óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ïðî-

ñòðàíñòâà M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)], s, t > 0, â øêàëå Hγ
r, unif (R

n), è äåìîíñòðèðóåòñÿ

îïòèìàëüíîñòü ïîêàçàòåëÿ r0 = n
max(s,t) â îäíîñòîðîííåì íåïðåðûâíîì âëîæåíèè

H
−min(s,t)
r0, unif

(Rn) ⊂M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)].

Âî âòîðîé ãëàâå â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé, îáîáùàþùèõ êëàññè÷åñêîå óñëîâèå

Ñòðèõàðòöà, ïðè s, t > 0, p, q > 1 ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòè-

ïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] è M [Hs
p(Rn) → H−t

q (Rn)] â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ

Hγ
r, unif (R

n) è ïîêàçàíî, ÷òî âñå íàêëàäûâàåìûå ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷å-

íèÿ, ñâÿçûâàþùèå èíäåêñû s, t, p, q è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà n, ÿâëÿþòñÿ íåîá-

õîäèìûìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîé õàðàêòåðèçàöèè. Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ

èíäåêñîâ p è q ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëè-

êàòîðîâ â øêàëå Hγ
r, unif (R

n) ðàíåå íå èññëåäîâàëñÿ. Â íåñòðèõàðòöåâñêîì æå ñëó÷àå,

êîãäà ïîäîáíîå îïèñàíèå íåâîçìîæíî äàæå â ïðîñòåéøåé ñèòóàöèè p = q = 2, óñòà-

íàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ òèïà

H−s
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−s

q (Rn)].

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ìóëüòèïëèêàòîðîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ

íà n−ìåðíîì òîðå Tn, è ïðèìåíåíèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ïðî-

ñòðàíñòâîM [Hs
2(Tn) → H−s

2 (Tn)], äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäàííûõ íà Tn âîçìóùåíèé ñòå-

ïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà (−∆)s, s > 0, ïîòåíöèàëîì èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàí-

ñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû

èç 76 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 149 ñòðàíèö. Ðàáîòà

íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè

òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, òåîðèè èíòåðïîëÿöèè, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè

ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è ñìåæíûõ âîïðîñîâ òåîðèè óðàâíå-

íèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ðÿäå

íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðîâ è íà ÷åòûð¼õ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôå-

ðåíöèÿõ â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ÌÈ ÐÀÍ èìåíè Â.À. Ñòåêëîâà è ÐÓÄÍ.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 6 ðàáîòàõ àâòîðà, 2 èç êîòîðûõ

îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ. Ðàáîò, îïóáëèêîâàííûõ â ñîàâòîðñòâå, íåò.

Îïèøåì òåïåðü ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè áîëåå ïîäðîáíî.

Â ïåðâîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî

M [s,−t] def= M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)]

ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
2(Rn) â H−t

2 (Rn) â ñëó÷àå, êîãäà s, t > 0 è max(s, t) > 0. Äëÿ

óäîáñòâà èçëîæåíèÿ äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

m = min(s, t), p1 =
n

max(s, t)
.

Îñíîâíîé öåëüþ ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òî÷íîñòè íåïðåðûâíîãî âëîæå-

íèÿ ïðîñòðàíñòâ

H−m
p1, unif

(Rn) ⊂M [s,−t]

ïðè óñëîâèè max(s, t) < n
2 . À èìåííî, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî

ìàëîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñïðåäåëåíèå vε ∈ S′(Rn), ÷òî

vε ∈ H−m
p1−ε, unif (R

n),

íî

vε /∈M [s,−t].

Àêòóàëüíîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç íåãî ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü

òî÷íîãî îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [s,−t] â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî

ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ Hγ
p, unif (R

n) â ñëó÷àå, êîãäà

max(s, t) < n
2 .

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àåmax(s, t) > n
2 èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [60] òðèâèàëüíî ñëåäóåò,

÷òî

M [s,−t] = H−m
2, unif (R

n),

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû. Çàìåòèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå óñëî-

âèå s > t, íàêëàäûâàåìîå â [60], íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè

ñîîòíîøåíèÿ

M [s,−t] =M [t,−s].

Òàêæå èç ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü äâó-

ñòîðîííèõ íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé

H−m
p1, unif

(Rn) ⊂M [s,−t] ⊂ H−m
2, unif (R

n)

ïðèmax(s, t) < n
2 . Ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 1 îçíà÷àåò, ÷òî

â ñèòóàöèè, êîãäà 0 < max(s, t) < n
2 , ïîêàçàòåëü p1 =

n
max(s,t) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì
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â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè åãî óìåíüøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàí-

íîå ïðîñòðàíñòâî áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ óæå íå áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå

M [s,−t].
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è êëàññè÷åñêèå

ðåçóëüòàòû òåîðèè ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ è òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ

äëÿ ïðîñòðàíñòâ ýòîãî òèïà. Îíè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íàìè íå òîëüêî â ýòîé ãëàâå,

íî è â ïîñëåäóþùèõ. Öåíòðàëüíûìè äëÿ ïåðâîé ãëàâû èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿ-

þòñÿ òåîðåìà âëîæåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ òèïà Hγ
p, unif (R

n), òåîðåìà î çàìêíóòîñòè

ïðîñòðàíñòâ òèïà Hγ
p (Rn) îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîé èíòåðïîëÿöèè è ïîëó÷åííîå â

ñòàòüå [60] íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−t
n
s
, unif (R

n) ⊂M [s,−t],

ñïðàâåäëèâîå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 0 6 t 6 s < n
2 , s > 0.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ìû ñíà÷àëà îòìå÷àåì, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë α

âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà α < n ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì êîððåêòíîé îïðåäåë¼ííîñòè (â

ñìûñëå ïðèíàäëåæíîñòè äóàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà S′(Rn)) ðåãóëÿðíîãî ôóíê-

öèîíàëà fα, ïîðîæä¼ííîãî ôóíêöèåé

fα : Rn \ {0} −→ R, x 7−→ |x|−α.

Òàêæå â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíóþ ïî z ∈ Rn ñòåïåííóþ îöåíêó äëÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ôóíêöèè ψ(z) ·fα, ãäå ψ(z)− ñäâèã íà z ôóíêöèè ψ ∈ D(Rn).

Ñ ïîìîùüþ ýòîé îöåíêè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå t > −n
2 âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

0 < α < min
(
n, t + n

2

)
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèîíàëà fα

ïðîñòðàíñòâó H−t
2, unif (R

n).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà α 6 s + t ÿâ-

ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, à âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà α < s + t − äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì

ïðèíàäåæíîñòè ôóíêöèîíàëà fα ïðîñòðàíñòâó ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [s,−t]. Èñïîëü-
çóÿ ýòîò ôàêò, à òàêæå ðåçóëüòàòû äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ, â çàâåðøåíèå ìû

äîêàçûâàåì îñíîâíóþ òåîðåìó ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü s, t > 0, 0 < max(s, t) < n
2 , m = min(s, t), p1 = n

max(s,t) . Òîãäà

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ε, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 0 < ε < p1−2, íàéä¼òñÿ òàêîå

÷èñëî

δ(ε) ∈
(
0;
n

2
−max(s, t)

)
,

÷òî äëÿ α = s+ t+ δ(ε) èìååì

fα ∈ H−m
p1−ε, unif (R

n) \ M [s,−t].

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå õàðàêòåðèçàöèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
p(Rn)

â Ht
q(Rn) â òåðìèíàõ êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðè íåêîòîðûõ åñòå-

ñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èíäåêñû s, t ∈ R, p, q > 1.
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Âïåðâûå øêàëà ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ

Hγ
r, unif (R

n), γ ∈ R, r > 1, áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòè-

ïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Hs

p(Rn)] â ïèîíåðñêîé ðàáîòå Ðîáåðòà Ñ. Ñòðèõàðòöà [66].

Â ýòîé ðàáîòå òàêîå îïèñàíèå áûëî äàíî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà s > n
p ,

ãàðàíòèðóþùåãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Hs
p(Rn) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îïåðà-

öèè ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ. Âïîñëåäñòâèè öåëûé ðÿä àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ áûë

ïîëó÷åí äëÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ â

äðóãîå â ñèòóàöèè, êîãäà èíäåêñû ãëàäêîñòè îáîèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëîæèòåëüíû (ñì.

ìîíîãðàôèè [53; Chapter 3] è [62; Chapter 4], à òàêæå ñîäåðæàùóþñÿ òàì áèáëèî-

ãðàôèþ), íî íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
p(Rn) â

Ht
q(Rn), ãäå s, t > 0, p, q > 1, îñòàâàëñÿ íåèññëåäîâàííûì, äàæå åñëè âûïîëíåíû

óñëîâèÿ ñòðèõàðòöåâñêîãî òèïà.

Ñëó÷àé æå, êîãäà îäíî èç ïðîñòðàíñòâ èìååò îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ ãëàäêîñòè,

äîëãîå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè íå ðàññìàòðèâàëñÿ â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè ìóëüòèïëè-

êàòîðîâ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîáîëåâñêîãî òèïà. Íà÷àëî åãî ñèñòåìàòè-

÷åñêîìó èçó÷åíèþ áûëî ïîëîæåíî öèêëîì ðàáîò À.À. Øêàëèêîâà, Ì.È. Íåéìàí-Çàäå

è Äæ. - Ã. Áàêà [1, 17, 60], ãäå áûë ðàçâèò ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç

ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè â ïðî-

ñòðàíñòâî áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè, îñíîâàííûé

íà êðèòåðèÿõ ñïðàâåäëèâîñòè âëîæåíèé òèïà

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) −→ H−t

p′ (R
n)]

â òåðìèíàõ âûïîëíåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ îöåíîê. Ñ ïîìîùüþ

ýòîãî ïîäõîäà â ðàáîòàõ [1, 60] áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1)M [Hs
p(Rn) → H−s

p′ (Rn)] = H−s
p′, unif (R

n) ïðè 1 < p 6 2, s >
n

p
;

2)M [Hs
p(Rn) → H−s

p (Rn)] = H−s
max(p,p′), unif (R

n) ïðè p > 1, s >
n

max(p, p′)
;

3)M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)] = H−t
2, unif (R

n) ïðè s > t > 0, s >
n

2
.

Êðîìå òîãî, â ñèòóàöèè, êîãäà ïîêàçàòåëè ãëàäêîñòè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè è ñîîòâåòñòâó-

þùèå ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèìè ïðîñòðàí-

ñòâàìè Ñîáîëåâà, â ðàáîòå [52] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

4)M [W k
p (Rn) →W−l

p (Rn)] =W−l
p, unif (R

n) ∩W−k
p′, unif (R

n)

ïðè k, l ∈ N è âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé

a) k > l, k >
n

p
; b) l > k, l >

n

p′
.
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêà-

òîðîâ èç Hs
p(Rn) â Ht

q(Rn) ïðè s > 0, t ∈ R, p, q > 1 â íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâ-

êå. Íàìè òàêæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íàêëàäûâàåìûå ïðè ýòîì íà èíäåêñû s, t, p, q

äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè õîòÿ

áû îäíî èç íèõ íå âûïîëíÿåòñÿ, òî õàðàêòåðèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] â òåðìèíàõ øêàëû ïðîñòðàíñòâ Hγ
r, unif (R

n) íåâîçìîæíà. Åñ-

ëè èíäåêñ ãëàäêîñòè t âòîðîãî ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëåí, òî ïîëó÷åííîå îïèñàíèå

îáîáùàåò ïðèâåä¼ííûå âûøå ðåçóëüòàòû èç [1, 52, 60].

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äà¼òñÿ îáùåå îïðåäåëåíèå ìóëüòèïëèêàòîðà èç áàíàõîâà

ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé S1(Rn) â ïðîñòðàíñòâî îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé S2(Rn) ⊂ D′(Rn)

â òîì ñëó÷àå, êîãäà D(Rn) ïëîòíî âëîæåíî â S1(Rn). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà S2(Rn) èçî-

ìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî íåêîòîðîìó áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé T1(Rn), êîòîðîå

ñîäåðæèò D(Rn) â êà÷åñòâå ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî äàòü

ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ìóëüòèïëèêàòîðà µ ∈ M [S1(Rn) → S2(Rn)] â òåðìèíàõ

íåïðåðûâíîñòè íà S1(Rn) × T1(Rn) ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû, ïîðîæä¼ííîé ðàñïðå-

äåëåíèåì µ. Ýòîò ïîäõîä îáîáùàåò äàííîå â ðàáîòå [60] îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà

ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)] ïðè s, t > 0.

Äàëåå, èñõîäÿ èç îáùåãî îïðåäåëåíèÿ, ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ

èç Hs
p(Rn) â Ht

q(Rn) ïðè s, t ∈ R, p, q > 1. Òàêæå â ïåðâîì ïàðàãðàôå èçëàãàþòñÿ

ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] è äîêà-

çûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ⊂ Ht
q, unif (Rn) ∩H−s

p′, unif (R
n), (1)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë s, t ∈ R, p, q > 1.

Îñíîâíàÿ öåëü âòîðîãî ïàðàãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü êðèòåðèé

ñïðàâåäëèâîñòè íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)]

â òåðìèíàõ âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèîíàëüíîé îöåíêè. Ìå-

òîä ïîëó÷åíèÿ ïîäîáíûõ êðèòåðèåâ, ðàçâèòûé â ðàáîòå [1] äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà

t = s è q = p′, ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò òîò ôàêò, ÷òî íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−s

p′ (Rn)] è Hγ
r (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → H−s
p′ (Rn)]

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Â îáùåì ñëó÷àå îäíîâðåìåííîñòü âûïîëíåíèÿ

íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] è Hγ
r (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)]

èìååò ìåñòî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë γ ∈ R è r > 1, åñëè íà ïðîñòðàíñòâå ìóëüòè-

ïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé íîðìå

11



ðàâíîìåðíóþ ìóëüòèïëèêàòîðíóþ íîðìó

|||µ|||M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]
def
= sup

z∈Rn
{ ∥η(z) · µ∥M [Hs

p(Rn)→Ht
q(Rn)]},

ãäå η(z) − ñäâèã íà z ∈ Rn ôèíèòíîé ãëàäêîé ôóíêöèè η, óäîâëåòâîðÿþùåé íåêîòî-

ðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Ïîýòîìó ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòè-

ïëèêàòîðîâM [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Hγ
r, unif (R

n) îêàçûâàåòñÿ òåñíî

ñâÿçàííîé ñ íàõîæäåíèåì íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íà èíäåêñû p è q, ïðè

êîòîðûõ óêàçàííûå âûøå íîðìû ýêâèâàëåíòíû íà M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)].

Â íà÷àëå âòîðîãî ïàðàãðàôà, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ñòðè-

õàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè, ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü 1 < p 6 q, s, t ∈ R è ôóíêöèÿ η ∈ D(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì òåîðåìû Ñòðèõàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè, òî åñòü

a) 0 6 η(x) 6 1 ∀ x ∈ Rn,

b) η(x) = 1 ∀ x ∈ Q1
def
= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |xi| 6 1 ∀ i = 1, n },

c) η(x) = 0 ∀ x /∈ Q2
def
= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |xi| 6 2 ∀ i = 1, n }.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-

ñòâîì

Munif [H
s
p(Rn) → Ht

q(Rn)]
def
= {u ∈ D′(Rn)| sup

z∈Rn
∥η(z) · u∥M [Hs

p(Rn)→Ht
q(Rn)] < +∞},

ïðè÷¼ì ðàâíîìåðíàÿ ìóëüòèïëèêàòîðíàÿ íîðìà ||| · |||M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] ýêâèâàëåíòíà

ñòàíäàðòíîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)].

Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîãî ôóíêöèîíàëà I, ïîðîæä¼ííîãî ôóíêöèåé,

òîæäåñòâåííî ðàâíîé åäèíèöå íà Rn, íîðìà ∥I∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] êîíå÷íà, îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå p 6 q â óñëîâèÿõ ëåììû 1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñëó÷àÿ

s > t, êîòîðûé è áóäåò ïðåèìóùåñòâåííî ðàññìàòðèâàòüñÿ äàëåå.

Â çàâåðøåíèå ïàðàãðàôà â ñëó÷àå s > 0 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé

ñïðàâåäëèâîñòè íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé òèïà

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)]

â òåðìèíàõ âûïîëíåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèîíàëüíîé îöåíêè.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü γ, s, t > 0, p, q, r > 1. Òîãäà

1) ïðè p 6 q íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)]

èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Ht
q(Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∥g∥Hγ
r (Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn);

12



2) ïðè p 6 q′ íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−γ
r′, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)]

èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Hγ
r (Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå â ñëó÷àå s > t > 0 ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé

a) 1 < p < q, s− n

p
> t− n

q
èëè b) p > q > 1

ìû äîêàçûâàåì îáùóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ îöåíêó

∥f · g∥Ht
q(Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn),

ãäå êîíñòàíòà C > 0 íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèé f, g ∈ D(Rn).

Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîé îöåíêè, íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ (1) è ÷àñòè 1) óòâåðæäå-

íèÿ 1 ñëåäóåò òåîðåìà, äàþùàÿ â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òèïà Ñòðèõàðòöà îïèñà-

íèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ

â äðóãîå â ñèòóàöèè, êîãäà èíäåêñû ãëàäêîñòè îáîèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëîæèòåëüíû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p, q > 1, p 6 q, s > n
p , t > 0 è s − n

p > t − n
q . Òîãäà èìååò

ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] = Ht
q, unif (Rn),

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íàêëàäûâàåìûå â òåîðåìå 2 â äîïîëíåíèå ê êëàññè÷åñêîìó

óñëîâèþ Ñòðèõàðòöà s > n
p îãðàíè÷åíèÿ p 6 q è s − n

p > t − n
q ÿâëÿþòñÿ íåîáõî-

äèìûìè äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ïðîñòðàíñòâà M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] â òåðìèíàõ øêàëû

ïðîñòðàíñòâ Hγ
r, unif (R

n), γ ∈ R, r > 1. Äåéñòâèòåëüíî, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 èç ñïðà-

âåäëèâîñòè íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) −→ Ht

q(Rn)]

äëÿ êàêèõ-ëèáî ïîêàçàòåëåé γ ∈ R è r > 1 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåïðåðûâíîãî

âëîæåíèÿ

Hs
p(Rn) ⊂ Ht

q(Rn).

Ïîñëåäíåå æå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå, êàê èçâåñòíî, íå èìååò ìåñòà â ñëó÷àå íåâûïîë-

íåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç íåðàâåíñòâ p 6 q è s− n
p > t− n

q .
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Èç óñòàíîâëåííîé âûøå ìóëüòèïëèêàòèâíîé îöåíêè è ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî

ïàðàãðàôà íåòðóäíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ â òåðìèíàõ

øêàëû ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ â ñëåäóþ-

ùèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ:

a)M [Hs
p(Rn) −→ H−s

q′ (Rn)] = H−s
max(p′, q′), unif (R

n) ïðè 1 < p 6 q′, s >
n

max(p, q)
;

b)M [Hs
p(Rn) −→ H−t

p′ (R
n)] = H

−min(s,t)
p′, unif (Rn) ïðè 1 < p 6 2, s, t > 0, max(s, t) >

n

p
.

Â íàèáîëåå îáùåé ñèòóàöèè íàõîæäåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâà M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)]

ïðè s, t > 0, p, q > 1 àíàëîãè÷íîãî îïèñàíèÿ îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæ-

íîé çàäà÷åé. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ, òàêæå

äîêàçûâàåìûå â òðåòüåì ïàðàãðàôå: ëåììà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ìóëüòèïëèêàòî-

ðîâ è ëåììà î ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èç S′(Rn) â âèäå ñóììû

ýëåìåíòîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ëåììà 2. Ïóñòü s, t ∈ R, m ∈ Z+, p, q > 1 è

µ ∈M [Hs
p(Rn) −→ Ht

q(Rn)] ∩M [Hs−m
p (Rn) −→ Ht−m

q (Rn)].

Òîãäà Dαµ ∈M [Hs
p(Rn) −→ Ht−m

q (Rn)] ∀ α ∈ Zn
+ :

n∑
j=1

αj = m è

∥Dαµ∥M [Hs
p(Rn)→Ht−m

q (Rn)] 6 C ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]∩M [Hs−m
p (Rn)→Ht−m

q (Rn)],

ãäå C − íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò s, t, p, q, m è

n.

Ëåììà 3. Ïóñòü k ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû

A0, Aβ, β ∈ Zn
+, |β|1

def
=

n∑
j=1

βj = k, äåéñòâóþùèå èç S′(Rn) â S′(Rn), òàêèå, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî u ∈ S′(Rn) èìååì

u = A0(u) +
∑

|β|1=k

Dβ(Aβ(u)),

ïðè÷¼ì ∀ s ∈ R, ∀ p > 1 îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ A0, Aβ íà ïðîñòðàíñòâî Hs
p(Rn)

ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè èç Hs
p(Rn) â Hs+k

p (Rn).

Ýòè äâå ëåììû èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé êëþ÷åâîé òåîðåìû, êî-

òîðàÿ äà¼ò îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] ïðè

s, t > 0, p, q > 1 â ñèòóàöèè, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ, îáîáùàþùèå êëàññè÷å-

ñêîå óñëîâèå Ñòðèõàðòöà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p, q > 1, p 6 q′ è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1) s > t > 0, s >
n

p
èëè 2) t > s > 0, t >

n

q
.
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Òîãäà èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

M [Hs
p(Rn) −→ H−t

q′ (R
n)] = H−t

q′, unif (R
n) ∩H−s

p′, unif (R
n),

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû.

Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà èíäåêñû ïðîñòðàíñòâ â òåîðåìå 3,

ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðè s, t > 0, p, q > 1 îïèñàíèå ïðî-

ñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
p(Rn) â H−t

q′ (R
n) â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî ëîêàëèçî-

âàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ Hγ
r, unif (R

n). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−γ1
r1, unif

(Rn) ⊂ H−t
q′, unif (R

n) ∩H−s
p′, unif (R

n),

ãäå γ1 = min(s, t), r1 = max(p′, q′), òî, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû

2, ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3 íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ îò îãðàíè÷åíèÿ

p 6 q′. Óñëîâèÿ æå ñòðèõàðòöåâñêîãî òèïà â òåîðåìå 3 ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äàæå

â ïðîñòåéøåé ñèòóàöèè, êîãäà p = q = 2, ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷àåòñÿ â ãëàâå 1, ïðè

âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà max(s, t) < n
2 íåâîçìîæíî äàòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëü-

òèïëèêàòîðîâ M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)] â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Hγ
r, unif (R

n), γ ∈ R, r > 1.

Çàâåðøàåò âòîðóþ ãëàâó ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, óñòàíàâëèâàþùèé â íåñòðèõàðòöåâ-

ñêîì ñëó÷àå îäíîñòîðîííåå âëîæåíèå òèïà

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−s

q′ (Rn)].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü p, q > 1, p 6 q′ è âûïîëíåíî óñëîâèå(
1

p
− 1

q′

)
· n < s <

n

max(p, q)
.

Òîãäà èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−s
r0, unif

(Rn) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−s

q′ (Rn)],

ãäå

r0 =
n

s−
(
1
p − 1

q′

)
n
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 èñïîëüçóåò ìóëüòèïëèêàòèâíûå îöåíêè, óñòàíîâëåííûå

â ñòàòüå [65], à ñàì ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåò ïîëó÷åííîå â [1; Òåîðåìà 6] äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå ñïðàâåäëèâîñòè íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ òèïà

H−s
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) −→ H−s

p′ (Rn)].

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà
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íà n−ìåðíîì òîðå. Îïèñàíèå êëàññà ïîòåíöèàëîâ, äëÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü êîððåêò-

íî îïðåäåë¼í âîçìóù¼ííûé îïåðàòîð, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê òðåáîâàíèþ

ïðèíàäëåæíîñòè ïîòåíöèàëà êîíêðåòíîìó ïðîñòðàíñòâó ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Ðàçëè÷-

íûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýòèõ âîçìóùåíèé òàêæå îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñî ñâîé-

ñòâàìè ïîòåíöèàëîâ, ôîðìóëèðóåìûìè â òåðìèíàõ òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Òàê,

íàïðèìåð, ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîòåíöèàëîâ qm ê ïîòåíöèàëó q â ïðîñòðàí-

ñòâå ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)] âëå÷¼ò ðàâíîìåðíóþ ðåçîëüâåíòíóþ

ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ (−∆)α + Qm ê îïåðàòîðó (−∆)α + Q â

ïðîñòðàíñòâå L2(Tn) = H0
2 (Tn).

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñíèçó ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà

T, äåéñòâóþùåãî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, îïðåäåëÿåòñÿ øêàëà ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâ Hθ

def
= D(T

θ
2 ), θ > 0, à òàêæå âûâîäÿòñÿ ñâîéñòâà ýòîé øêàëû è äåéñòâó-

þùèõ â íåé ñòåïåíåé îïåðàòîðà T â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè íàì ïîíàäîáÿòñÿ. Ýòè

ñâîéñòâà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì â ñèòóàöèè, êîãäà â êà÷åñòâå H áåð¼òñÿ

ïðîñòðàíñòâî L2(Tn), à â êà÷åñòâå T − îïåðàòîð IdL2(Tn) + (−∆)α, ãäå α > 0. Çà-

ìåòèì, ÷òî ìíîãèå êîíñòðóêöèè ýòîãî ïàðàãðàôà âîñõîäÿò ê ðàáîòàì [24, 17, 60], ãäå

ðàññìàòðèâàëàñü ñõîæàÿ ñèòóàöèÿ.

Òàêæå â ïåðâîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî H−1 êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàí-

ñòâà H ïî íîðìå

∥x∥H−1

def
= ∥T− 1

2 (x)∥H, x ∈ H,

è ñòðîèòñÿ ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà T : H2 → H äî îïåðàòîðà T , äåéñòâóþùåãî èç H1

â H−1. Ïðîäîëæàÿ îïåðàòîð T− 1
2 : H → H1 äî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç H−1 â H,

è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó

ïðîñòðàíñòâàìè H−1 è (H1)
∗, ìû ââîäèì äóàëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

< ·, · >D : H−1 ×H1 −→ C.

Îïðåäåëèâ ñ ïîìîùüþ äóàëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ñèììåòðè÷íîñòè

è ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè äëÿ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç H1 â H−1, ìû óñòàíàâëèâàåì

ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòü îïåðàòîðà T : H1 −→ H−1. Äëÿ îïåðàòîðà Q : H1 −→ H−1, îïðå-

äåë¼ííîãî íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå H1 è T −ïîä÷èí¼ííîãî â ñìûñëå ôîðì ñ T −ãðàíüþ,
ìåíüøåé 1, äîêàçûâàåòñÿ ñåêòîðèàëüíîñòü è çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥H
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

t+ q : H1 −→ C, (t+ q)(v) =< (T +Q)(v), v >D ∀ v ∈ H1.

Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü êëàññè÷åñêóþ ïåðâóþ òåîðåìó î ïðåäñòàâëåíèè

[9; Òåîðåìà VI.2.1] è ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð Q : H1 −→ H−1 ïîä÷èí¼í â ñìûñëå ôîðì

îïåðàòîðó T ñ T −ãðàíüþ αQ < 1 è åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñî âñåì H1.
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Òîãäà ñóæåíèå

T +̃Q : H −→ H

îïåðàòîðà T +Q íà ìíîæåñòâî

D(T +̃Q) = {x ∈ H1 | (T +Q)(x) ∈ H}

ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðèàëüíûì îïåðàòîðîì.

Åñëè, êðîìå òîãî, îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî äóàëüíî-

ãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òî îïåðàòîð T +̃Q ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îòíî-

ñèòåëüíî < ·, · >H è ïîëóîãðàíè÷åííûì ñíèçó îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥H.

Ïàðàãðàô çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ, ãëàñÿùåãî, ÷òî åñëè îïåðàòîð

Q0 ∈ B(H1,H−1) ÿâëÿåòñÿ T −ïîä÷èí¼ííûì ñ T −ãðàíüþ α < 1 è

Qn
B(H1,H−1)−−−−−−−→

n→∞
Q0,

òî èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòî-

ðîâ T +̃Qn ê îïåðàòîðó T +̃Q0 â ïðîñòðàíñòâå H.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ââîäÿòñÿ ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ, çàäàííûå

íà n−ìåðíîì òîðå Tn, èçëàãàþòñÿ èõ ñâîéñòâà è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ýòèõ ïðî-

ñòðàíñòâ ñî øêàëîé ïðîñòðàíñòâ Hs
def
= D(T

s
2 ), ïîðîæä¼ííîé îïåðàòîðîì

T
def
= IdL2(Tn) + (−∆)α : L2(Tn) → L2(Tn), α > 0,

â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíñòðóêöèåé, èçëîæåííîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ íà Tn ìû ââîäèì îïåðàòîð

Js,π : D
′(Tn) −→ D′(Tn)

ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

Js,π(u)
D′(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(u)(1 + |k|2)
s
2 fk ∀ u ∈ D′(Tn),

ãäå {fk}k∈Zn åñòü îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé â L2(Tn), îïðåäåë¼ííàÿ êàê

fk(z) = (2 π)−
n
2 ·

n∏
m=1

zkmm ∀ z = (z1, . . . , zm) ∈ Tn,

à êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ck(u) ðàñïðåäåëåíèÿ u ∈ D′(Tn) çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì

ck(u) = u(f−k) ∀ k ∈ Zn.

Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé áåñêîíå÷íî

ãëàäêîé 2π−ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f : Rn −→ C ðàñïðåäåëåíèå Js(f) ∈ S′(Rn) ÿâëÿ-

åòñÿ ðåãóëÿðíûì ôóíêöèîíàëîì è åãî ïëîòíîñòü g : Rn −→ C òàêæå åñòü áåñêîíå÷íî
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ãëàäêàÿ 2π−ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷¼ì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé f è g

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ck(g) = (1 + |k|2)
s
2 · ck(f) ∀ k ∈ Zn.

Ïðîñòðàíñòâî H0
p (Tn) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâó H0

p (Rn) è äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ s ∈ R è p > 1 ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ íà n−ìåðíîì
òîðå

Hs
p(Tn) = {u ∈ D′(Tn) | Js,π(u) ∈ H0

p (Tn)},

ñ íîðìîé

∥u∥Hs
p(Tn) = ∥Js,π(u)∥H0

p(Tn).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå òàêæå êðàòêî èçëàãàþòñÿ ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Hs
p(Tn), àíàëî-

ãè÷íûå ñâîéñòâàì ïðîñòðàíñòâ Hs
p(Rn), ïðèâåä¼ííûì â ïåðâîì ïàðàãðàôå ãëàâû 1.

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð

−∆0 : L2(Tn) −→ L2(Tn)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(−∆0) = W 2
2 (Tn), ÿâëÿþùèéñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì çàìûêà-

íèåì îïåðàòîðà L = −∆cl, ãäå ïîä ∆cl ìû ïîíèìàåì êëàññè÷åñêèé îïåðàòîð Ëàïëàñà ñ

îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ C2(Tn). Â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

α > 0 çàäà¼òñÿ îïåðàòîð

(−∆0)
α : L2(Tn) −→ L2(Tn)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H2α
2 (Tn)

def
= {f ∈ L2(Tn) | f ∈ H2α

2 (Tn)}.
Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàí-

ñòâàìè Hα
2 (Tn) è Hα

2 (Tn), òî îïåðàòîð

(−∆0)
α + IdL2(Tn) : L2(Tn) → L2(Tn)

îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ïîðîæäàåò îïåðàòîð T : L2(Tn) → L2(Tn). Òàê êàê ââåä¼ííûé

òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì è ïîëóîãðàíè÷åííûì ñíèçó â

L2(Tn), òî ìîæíî, ñëåäóÿ ðàçâèòîìó â ïåðâîì ïàðàãðàôå ìåòîäó, ïîñòðîèòü øêàëó

ïðîñòðàíñòâ

Hs
def
= D(T

s
2 ),

ãäå íîðìà íà ïðîñòðàíñòâå Hs îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

∥u∥Hs = ∥T
s
2 (u)∥L2(Tn) ∀ u ∈ Hs.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü α > 0, s > 0. Òîãäà èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

Hs = Hαs
2 (Tn),

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñ ïîìîùüþ àáñòðàêòíîé êîíñòðóêöèè, èçëîæåííîé â ïåðâîì

ïàðàãðàôå ãëàâû 1, îïåðàòîð T : L2(Tn) → L2(Tn) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H2α
2 (Tn)

ìîæíî ïðîäîëæèòü äî îïåðàòîðà T , äåéñòâóþùåãî èç Hα
2 (Tn) â H−α

2 (Tn).

Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ

ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ íà n−ìåðíîì òîðå Tn è äîêàçàòåëüñòâó äëÿ íèõ

òåîðåì âëîæåíèÿ, àíàëîãè÷íûõ òåîðåìàì èç [60], óñòàíîâëåííûì äëÿ ïðîñòðàíñòâà

ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)], s, t > 0.

Â íà÷àëå ïàðàãðàôà ìû äà¼ì àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Hs
p(Tn),

îñíîâàííîå íà ââåäåíèè íîðìû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþ ãëàäêîãî ðàçáèåíèÿ

åäèíèöû íà òîðå, è îòìå÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ äàííîìó âûøå êëàñ-

ñè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ Hs
p(Tn). Ïîñëå ýòîãî â ñëó÷àå s, t > 0 äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå

ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ

Mπ[s,−t]
def
= M [Hs

2(Tn) → H−t
2 (Tn)],

îñíîâàííîå íà ïðîäîëæåíèè ïîðîæä¼ííîé ìóëüòèïëèêàòîðîì ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîð-

ìû ñ D(Tn)×D(Tn) íà Hs
2(Tn)×Ht

2(Tn), à òàêæå îòìå÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå

ñâîéñòâà ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Äàëåå äëÿ s, t > 0 â ñèòóàöèè max(s, t) > 0 áóäåì îáîçíà÷àòü

m = min(s, t), p1 =
n

max(s, t)
.

Òîãäà â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà max(s, t) > n
2 äîêàçûâàåòñÿ ñîâïàäåíèå ïðî-

ñòðàíñòâ

Mπ[s,−t] = H−m
2 (Tn),

à â ñëó÷àå, êîãäà max(s, t) 6 n
2 , äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëè-

âîñòü íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

H−m+ε
p1 (Tn) ⊂Mπ[s,−t].

Òàêæå â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè max(s, t) > 0 è äëÿ íåêîòîðûõ

÷èñåë γ ∈ R, r > 1 èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå Hγ
r (Tn) ⊂Mπ[s,−t], òî ïðîèç-

âîëüíûé ýëåìåíò v ïðîñòðàíñòâà Hγ
r (Tn) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìóëüòèïëèêàòîðîì èç

Hs
2(Tn) â H−t

2 (Tn). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè max(s, t) > n
2 ïðîñòðàí-

ñòâî Mπ[s,−t] ñîñòîèò òîëüêî èç êîìïàêòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ.
×åòâ¼ðòûé ïàðàãðàô ñîäåðæèò îñíîâíûå òåîðåìû ýòîé ãëàâû. Â ýòîì ïàðàãðàôå

÷åðåç Mµ îáîçíà÷àåòñÿ ïîðîæä¼ííûé ìóëüòèïëèêàòîðîì µ ∈Mπ[s,−t] îãðàíè÷åííûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð èç Hs

2(Tn) â H−t
2 (Tn), òàêîé, ÷òî

Mµ(f) = f · µ ∀ f ∈ D(Tn).
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Ïî àíàëîãèè ñ àáñòðàêòíîé ñèòóàöèåé, ðàññìàòðèâàâøåéñÿ â ïåðâîì ïàðàãðàôå, äëÿ

îïåðàòîðîâ A1 : H
α
2 (Rn) → H−α

2 (Rn) è A2 : H
α
2 (Rn) → H−α

2 (Rn) ÷åðåç A1+̃A2 áóäåì

îáîçíà÷àòü îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà A1 +A2 : H
α
2 (Rn) → H−α

2 (Rn) íà ìíîæåñòâî

D(A1+̃A2) = {x ∈ Hα
2 (Tn) | (A1 +A2)(x) ∈ L2(Tn)}.

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñõîäèìîñòüþ ïîòåíöè-

àëîâ â ïðîñòðàíñòâå ìóëüòèïëèêàòîðîâ è ðàâíîìåðíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòüþ

ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìóùåíèé ñòåïåíè îïåðàòîðà −∆ â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü α > 0, q ∈Mπ[α,−α] è îïåðàòîð

Q
def
= Mq : H

α
2 (Tn) −→ H−α

2 (Tn)

ïîä÷èí¼í îïåðàòîðó T â ñìûñëå ôîðì ñ T −ãðàíüþ a < 1. Ïóñòü òàêæå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðîâ {qm}m∈N ⊂ Mπ[α,−α] ñõîäèòñÿ ê q ïî íîðìå

∥ · ∥Mπ [α,−α]. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü äåéñòâó-

þùèõ â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn) îïåðàòîðîâ

(−∆)α +̃Qm
R

=⇒ (−∆)α +̃Q,

ãäå Qm
def
= Mqm : Hα

2 (Tn) −→ H−α
2 (Tn) − îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, ïîðîæä¼ííûå

ìóëüòèïëèêàòîðàìè qm.

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñèíãóëÿðíîå âîçìóùåíèå ñòåïåíè îïå-

ðàòîðà Ëàïëàñà íà òîðå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âîçìó-

ùåíèé ñ áåñêîíå÷íî ãëàäêèìè ïîòåíöèàëàìè. À èìåííî, âåðåí ñëåäóþùèé ôàêò:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü èìååò ìåñòî îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ:

1) α > n
2 , q ∈ H−α

2 (Tn);

èëè

2) 0 < α 6 n
2 , q ∈ H−α+ε

n/α (Tn) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ ôóíêöèé fm ∈ D(Tn), m ∈ N, òàêàÿ,
÷òî

(−∆)α +̃Mfm
R

=⇒ (−∆)α +̃Mq.

Â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ Hα
2 (Tn) ⊂ H−α

2 (Tn) è âñþäó ïëîò-

íîñòè ìíîæåñòâà Hα
2 (Tn) â ïðîñòðàíñòâå H−α

2 (Tn) ïî íîðìå ∥ · ∥H−α
2 (Tn) ìîæíî îïðå-

äåëèòü ïîíÿòèÿ ðåçîëüâåíòû, ñïåêòðà, ñîáñòâåííûõ è êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ

îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç Hα
2 (Tn) â H−α

2 (Tn).

Â äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû ýòîé ãëàâû öåíòðàëüíóþ ðîëü èãðàåò ëåììà,

ãëàñÿùàÿ, ÷òî åñëè îïåðàòîð A : Hα
2 (Tn) −→ H−α

2 (Tn) êîìïàêòåí îòíîñèòåëüíî íîðì

ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, òî ó îïåðàòîðà

T +A : Hα
2 (Tn) −→ H−α

2 (Tn)
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è åãî ñóæåíèÿ T +̃ A, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå L2(Tn), ñîâïàäàþò ñïåêòðû, à òàêæå ñîáñòâåííûå è êîðíåâûå ïîäïðî-

ñòðàíñòâà.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü α > 0, q ∈Mπ[α,−α] è îïåðàòîð

Q =Mq : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Òîãäà îïåðàòîð

(−∆)α +̃Q : L2(Tn) → L2(Tn)

èìååò êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó, ñèñòåìà åãî êîðíåâûõ âåêòîðîâ ïîëíà â L2(Tn) è

äëÿ ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà (−∆)α +̃ Q ñïðàâåäëèâî

àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

N(−∆)α +̃Q(r) ∼ N(−∆)α(r) ∼ Cα · r
n
2α ïðè r → +∞,

ãäå Cα − íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò α è n.

Ó÷èòûâàÿ óñòàíîâëåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ ïðî-

ñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ Mπ[k,−l], îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü èìååò ìåñòî îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ:

1) α > n
2 , q ∈ H−α

2 (Tn);

èëè

2) 0 < α 6 n
2 , q ∈ H−α+ε

n/α (Tn) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.

Òîãäà îïåðàòîð

Q =Mq : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8.

Â òåêñòå äèññåðòàöèè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Lp(Rn), p > 1 � êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿ-

þòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèå èç âñåõ îòëè÷àþùèõñÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû

íîëü èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîé ìåðû Ëåáåãà ôóíêöèé f : Rn → C, òàêèõ,
÷òî ôóíêöèÿ |f |p ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîé ìåðû Ëåáåãà

C∞
b (Rn) � ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ íà Rn áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé

f : Rn → C, òàêèõ, ÷òî âñå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííû-

ìè íà Rn ôóíêöèÿìè
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D(Rn) � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé ñî ñòàíäàðòíûì

îáðàçîì ââîäèìîé íà í¼ì òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

S(Rn) � ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà (áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé) ñî ñòàíäàðòíûì

îáðàçîì ââîäèìîé íà í¼ì òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

Z+
def
= N ∪ {0}

IdX � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X íà ñåáÿ, òî åñòü îòîáðàæåíèå,

îïðåäåë¼ííîå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X ñîîòíîøåíèåì

IdX(x) = x ∀ x ∈ X

cl(M) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X

X + Y
def
= {x + y | x ∈ X, y ∈ Y } � ñóììà äâóõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ X è

Y, ÿâëÿþùèõñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà, íàäåë¼ííàÿ íîðìîé

∥z∥X+Y = inf{∥z1∥X + ∥z2∥Y | z1 ∈ X, z2 ∈ Y, z1 + z2 = z}

X ∩ Y � ïåðåñå÷åíèå äâóõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y, ñàìî ÿâëÿþùååñÿ

íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî íîðìû

∥z∥X∩Y = max(∥z∥X , ∥z∥Y )

X∗ � ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíà-

ëîâ íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X

X ∗ � ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ àíòèëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèîíàëîâ íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X

B(X,Y ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç íîðìèðîâàí-

íîãî ïðîñòðàíñòâà X â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Y, îïðåäåë¼ííûõ íà âñ¼ì X, ñ

ââåä¼ííîé íà í¼ì ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé íîðìîé

B(X)
def
= B(X,X)

Cld(X) � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâóþùèõ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X çàìêíó-

òûõ îòíîñèòåëüíî ∥ · ∥X ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïëîòíîé â (X, ∥ · ∥X) îáëàñòüþ îïðå-

äåëåíèÿ

ρ(A) � ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â íîðìè-

ðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X è îïðåäåë¼ííîãî íà ìíîæåñòâå D(A), ïëîòíîì â (X, ∥ · ∥X),

òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ÷èñåë λ ∈ C, ÷òî êîððåêòíî îïðåäåë¼í ëèíåéíûé îïåðà-
òîð Rλ(A) ∈ B(X) (íàçûâàåìûé ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëó

λ), òàêîé, ÷òî

Rλ(A) ◦ (A− λ · IdX) = IdD(A), (A− λ · IdX) ◦Rλ(A) = IdX ,

òî åñòü Rλ(A) = (A− λ · IdX)−1
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σ(A)
def
= C\ρ(A) � ñïåêòð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå X è îïðåäåë¼ííîãî íà ìíîæåñòâå D(A), ïëîòíîì â (X, ∥ · ∥X)

σp(A) � òî÷å÷íûé ñïåêòð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå X è îïðåäåë¼ííîãî íà ìíîæåñòâå D(A), ïëîòíîì â (X, ∥ · ∥X), òî åñòü

ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýòîãî îïåðàòîðà

Kλ(A)
def
=

∪
k∈N

Ker(A−λ·IdX)k � êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî îïåðàòîðàA,

äåéñòâóþùåãî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X è èìåþùåãî ïëîòíóþ â ïðîñòðàíñòâå

(X, ∥ · ∥X) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A), îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ ∈ σp(A);

ïðè ýòîì dim(Kλ(A)) íàçûâàåòñÿ (àëãåáðàè÷åñêîé) êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

λ îïåðàòîðà A

f(z) � ñäâèã ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f : Rn −→ C íà z ∈ Rn, òî åñòü îïðåäåë¼ííàÿ

íà Rn êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(z)(x)
def
= f(x− z) ∀ x ∈ Rn

f � ôóíêöèÿ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííàÿ ê ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f : Rn → C,
îïåðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

f(x)
def
= f(x) ∀ x ∈ Rn

Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, îïðåäåë¼ííàÿ êàê

Γ(z) =

+∞∫
0

xz−1e−xdx ∀ z ∈ C : Re(z) > 0

∆ � êëàññè÷åñêèé îïåðàòîð Ëàïëàñà, îïðåäåë¼ííûé äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè

f ∈ C2(Rn) ñîîòíîøåíèåì

(∆(f))(x) =

n∑
k=1

∂2f

∂x2k
(x) ∀ x ∈ Rn

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X êîìïëåêñíîçíà÷-

íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà Rn, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç X ′ ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîì-

ïëåêñíîçíà÷íûõ ëèíåéíûõ ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X. Â ÷àñò-

íîñòè, ÷åðåç D′(Rn) è S′(Rn) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâà îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé,

ñîñòîÿùèå èç âñåõ ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàí-

ñòâàõ D(Rn) è S(Rn) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ñäâèã ôóíêöèîíàëà u ∈ X ′ íà z ∈ Rn

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

u(z)(φ)
def
= u(φ(−z)) ∀ φ ∈ X.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèé E ⊂ D′(Rn) ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Eloc
def
= {u ∈ D′(Rn) | f · u ∈ E ∀ f ∈ D(Rn)}.
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Òàêæå äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà γ > 1 ÷åðåç γ′ îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå ñîîòíîøåíèþ
1

γ
+

1

γ′
= 1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn îïðåäåëèì | · |1 è | · | ñëåäóþùèìè
ðàâåíñòâàìè:

|x|1 =
n∑

j=1

|xj | è |x| =
( n∑

j=1

|xj |2
) 1

2
.

Íà L1(Rn) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F : L1(Rn) → C(Rn) îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèåì

(F(f))(x) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

e−i·<x,y> · f(y) dy ∀ x ∈ Rn.

Êàê èçâåñòíî, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà ïðî-

ñòðàíñòâî L2(Rn) ñ âñþäó ïëîòíîãî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâà L1(Rn) ∩ L2(Rn),

è ðåçóëüòàò ýòîãî ïðîäîëæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàí-

ñòâà L2(Rn) íà ñåáÿ.

Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ïðî-

ñòðàíñòâà S(Rn) íà ñåáÿ, òî ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

íà äóàëüíîì ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà S′(Rn) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F(u)(φ) = u(F(φ)) ∀ u ∈ S′(Rn), ∀ φ ∈ S(Rn).

Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ,

äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Àíäðåþ Àíäðååâè÷ó Øêàëèêîâó

çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîääåðæêó è ìíîãî÷èñëåííûå ñîâåòû íà âñåõ ýòàïàõ íàïèñà-

íèÿ ðàáîòû. Òàêæå âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

ïðîôåññîðó Èãîðþ Àíàòîëüåâè÷ó Øåéïàêó, êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-

óê, äîöåíòó Àðò¼ìó Ìàðêîâè÷ó Ñàâ÷óêó, êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Àíòîíó Àëåêñååâè÷ó Âëàäèìèðîâó, êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Ñåðãåþ

Íèêîëàåâè÷ó Òóìàíîâó, Âàëåðèþ Ëåîíèäîâè÷ó Ãåéíöó è âñåì ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà

�Îïåðàòîðíûå ìîäåëè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå� çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Àâòîð

ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíî-

ãî àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà çà

ñîçäàíèå òâîð÷åñêîé àòìîñôåðû è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Ãëàâà I. Ìóëüòèïëèêàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ

áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ â íåñòðèõàðòöåâñêîì ñëó÷àå

Â ýòîé ãëàâå â ñëó÷àå s, t > 0 óñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íîñòü âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ

H
−min(s,t)

n
max(s,t)

, unif (R
n) ⊂M [Hs

2(Rn) → H−t
2 (Rn)] (1.1)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 0 < max(s, t) < n
2 . À èìåííî, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ÷èñëà ε, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

0 < ε <
n

max(s, t)
− 2,

ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñïðåäåëåíèå vε ∈ S′(Rn), ÷òî

vε ∈ H
−min(s,t)

n
max(s,t)

−ε, unif (R
n),

íî

vε /∈M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)].

Ýòî ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ïîêàçàòåëü n
max(s,t) âî âëîæåíèè (1.1) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷-

øàåìûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè åãî óìåíüøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâíîìåðíî ëîêà-

ëèçîâàííîå ïðîñòðàíñòâî áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ óæå íå áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)].

Àêòóàëüíîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç íåãî ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü

òî÷íîãî îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)] â øêàëå

ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ Hγ
p, unif (R

n) â ñëó-

÷àå 0 < max(s, t) < n
2 .

1.1. Ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ è ìóëüòèïëèêàòîðû â

ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ: îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è êëàññè÷åñêèå ôàêòû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû, â îñíîâíîì ñëåäóÿ â èçëîæåíèè ðàáîòàì [1] è [60], ïðèâåäåì

íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è òå èçâåñòíûå ôàêòû èç òåîðèè îáîáù¼ííûõ ñîáîëåâñêèõ

ïðîñòðàíñòâ è òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ýòîãî òèïà, êîòîðûå áóäåì

èñïîëüçîâàòü â ýòîé è ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë u ∈ D′(Rn)
(
èëè u ∈ S′(Rn)

)
ñ ïëîòíîñòüþ f ∈ L1, loc(Rn),

îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

u(φ) =

∫
Rn

f(x) · φ(x) dx ∀ φ ∈ D(Rn)
(
∀ φ ∈ S(Rn)

)
,
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â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü êàê f .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ f, g ∈ D(Rn) ðàñïðåäåëåíèå f · g = g · f ∈ D′(Rn) ÿâëÿåòñÿ

ðåãóëÿðíûì ôóíêöèîíàëîì ñ ïëîòíîñòüþ f · g.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü p > 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå u ∈ S′(Rn)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H0
p (Rn), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ Lp(Rn) èìååì

u(φ) = f(φ) ∀ φ ∈ S(Rn),

ïðè÷¼ì íîðìà ðàñïðåäåëåíèÿ u â ïðîñòðàíñòâå H0
p (Rn) ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé

∥u∥H0
p(Rn) = ∥f∥Lp(Rn).

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïóñòü s ∈ R. Îïðåäåëèì îïåðàòîð Js : S
′(Rn) → S′(Rn) ðà-

âåíñòâîì

Js(u)
def
= F−1(φs · F(u)) ∀ u ∈ S′(Rn),

ãäå F è F−1 − ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â S′(Rn), à

ôóíêöèÿ φs : Rn −→ R îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

φs(x) = (1 + |x|2)
s
2 ∀ x ∈ Rn.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïåðàòîð Js îïðåäåëÿåòñÿ è íà S(Rn), ïðè÷¼ì, êàê íåñëîæíî

âèäåòü, Js ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà S(Rn) íà ñåáÿ.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.2 ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

{Js : S′(Rn) −→ S′(Rn)}s∈R,

îáëàäàåò ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì, òî åñòü

Js1 ◦ Js2 = Js1+s2 ∀ s1, s2 ∈ R.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s ∈ R èìååì

Js ◦ J−s = J−s ◦ Js = J0 = IdS′(Rn),

÷òî îçíà÷àåò âçàèìíóþ îáðàòíîñòü îïåðàòîðîâ Js è J−s.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè φs, s ∈ R, ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè, òî

F(φs · F−1(ψ)) = F−1(φs · F(ψ)) ∀ ψ ∈ S(Rn).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L1(Rn) ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-

øåíèÿ

F(f) = F−1(f) è F−1(f) = F(f),
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âûòåêàåò, ÷òî

Js(f) = Js(f) ∀ f ∈ S(Rn)

è

(Js(u))(ψ) = u(Js(ψ)) ∀ u ∈ S′(Rn), ∀ ψ ∈ S(Rn).

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, òàêæå íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

< Js(f), g >L2(Rn) = < f, Js(g) >L2(Rn) ∀ f, g ∈ S(Rn).

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-

öèè f ∈ S(Rn) ðàñïðåäåëåíèå Js(f) ∈ S′(Rn) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ôóíêöèîíàëîì ñ

ïëîòíîñòüþ Js(f).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè s = 2 k, k ∈ N, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Js = (Id−∆)
s
2 = (Id−∆)k

è, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð Js : S′(Rn) −→ S′(Rn) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì îïå-

ðàòîðîì ïîðÿäêà s = 2 k.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ïóñòü s ∈ R, p > 1. Òîãäà ïðîñòðàíñòâîì áåññåëåâûõ ïî-

òåíöèàëîâ Hs
p(Rn) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

{u ∈ S′(Rn) | Js(u) ∈ H0
p (Rn)}

ñ ââåä¼ííîé íà í¼ì íîðìîé

∥u∥Hs
p(Rn) = ∥Js(u)∥H0

p(Rn).

Íåñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî íîðìà ïðîñòðàíñòâà Hs
p(Rn) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî

ñäâèãà, òî åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ Hs
p(Rn) èìååì

∥u(z)∥Hs
p(Rn) = ∥u∥Hs

p(Rn) ∀ z ∈ Rn,

ãäå u(z) − ñäâèã ôóíêöèîíàëà u ∈ S′(Rn) íà z ∈ Rn, îïðåäåë¼ííûé âûøå.

Ó÷èòûâàÿ ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ {Js}s∈R, ëåãêî ïîêàçàòü,

÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ s ∈ R è p > 1 îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Js íà ïðîñòðàíñòâî

Hs
p(Rn) èçîìåòðè÷åñêè îòîáðàæàåò ýòî ïðîñòðàíñòâî íà âñ¼H0

p (Rn).Îòñþäà òðèâèàëü-

íî ñëåäóåò, ÷òî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Hs
p(Rn) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Ïðîñòðàíñòâî

æå Hs
2(Rn) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

< u, v >Hs
2(Rn) = < Js(u), Js(v) >H0

2 (Rn) ∀ u, v ∈ Hs
2(Rn),

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâåH0
2 (Rn) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

< f ,g >H0
2 (Rn)

def
= < f, g >L2(Rn) ∀ f, g ∈ L2(Rn).
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Òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, ñîïîñòàâëÿÿ ôóíêöèè f ∈ S(Rn) ïîðîæä¼ííûé åþ

ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë f , ìû ïîëó÷àåì èíúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðî-

ñòðàíñòâà S(Rn) â ïðîñòðàíñòâî Hs
p(Rn) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ s ∈ R è p > 1. Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî D(Rn), îïðåäåë¼ííîå êàê îáðàç ìíîæåñòâà D(Rn) ïðè ýòîì

îòîáðàæåíèè, ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â ïðîñòðàíñòâå Hs
p(Rn).

Õîðîøî èçâåñòíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðè k ∈ N è p > 1 åñòåñòâåííîãî

ëèíåéíîãî ãîìåîìîðôèçìà ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì Hk
p (Rn) è êëàññè÷åñêèì ïðîñòðàí-

ñòâîì Ñîáîëåâà W k
p (Rn).

Èç ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ {Jt : S′(Rn) → S′(Rn)}t∈R íåïî-

ñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ s, t ∈ R è p > 1 îïåðàòîð

Jt |Hs
p(Rn) : H

s
p(Rn) −→ Hs−t

p (Rn)

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ Hs
p(Rn) è Hs−t

p (Rn).

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α ∈ Zn
+, s ∈ R è

p > 1 ñóæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Dα : S′(Rn) −→ S′(Rn) íà ïðîñòðàí-

ñòâî Hs
p(Rn) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì èç Hs

p(Rn) â H
s−|α|
p (Rn).

Ïðè s ∈ R è p > 1 ìîæíî ââåñòè äóàëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îòíîñèòåëüíî

ïàðû ïðîñòðàíñòâ Hs
p(Rn) è H−s

p′ (Rn)

< ·, · >s : H
−s
p′ (Rn)×Hs

p(Rn) −→ C,

îïðåäåë¼ííîå êàê

< u, v >s =< J−s(u), Js(v) >0 ∀ u ∈ H−s
p′ (Rn), ∀ v ∈ Hs

p(Rn),

ãäå

< f ,g >0 =

∫
Rn

f(x) · g(x) dx ∀ f ∈ Lp′(Rn), ∀ g ∈ Lp(Rn).

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó:

| < u, v >s | 6 ∥u∥H−s
p′ (Rn) ∥v∥Hs

p(Rn) ∀ u ∈ H−s
p′ (Rn), ∀ v ∈ Hs

p(Rn).

Èñïîëüçóÿ îòìå÷åííûå âûøå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Js, òàêæå ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ H−s
p′ (Rn) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

< u, f >s = u(f) ∀ f ∈ S(Rn).

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Ïóñòü s ∈ R, p > 1. Òîãäà èç îòìå÷åííîé âûøå îöåíêè íåïî-

ñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ H−s
p′ (Rn) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|u(f)| 6 ∥u∥H−s
p′ (Rn) ∥f∥Hs

p(Rn) ∀ f ∈ S(Rn).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè u ∈ S′(Rn) è ∃ C > 0 :

|u(f)| 6 C ∥f∥Hs
p(Rn) ∀ f ∈ D(Rn),

òî u ∈ H−s
p′ (Rn), ïðè÷¼ì

∥u∥H−s
p′ (Rn) 6 C.

Ïóñòü s ∈ R è p > 1. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 1.1.2, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

F : H−s
p′ (Rn) −→ (Hs

p(Rn))∗, u −→ Fu,

ãäå

Fu(v) =< u, v >s ∀ v ∈ Hs
p(Rn),

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ H−s
p′ (Rn) è (Hs

p(Rn))∗.

Çàìå÷àíèå 1.1.3. Ïóñòü s ∈ R, p > 1. Òîãäà èç çàìå÷àíèÿ 1.1.2 ñëåäóåò, ÷òî

ñõîäèìîñòü

un
Hs

p(Rn)
−−−−−→
n→∞

u

âëå÷¼ò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü

un(φ) −−−→
n→∞

u(φ) ∀ φ ∈ D(Rn).

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 1.1.1. ([21; ëåììà 4.6.2]) Ïóñòü φ ∈ D(Rn), s ∈ R, p > q > 1. Òî-

ãäà êîððåêòíî îïðåäåë¼í îïåðàòîð Aφ : H
s
p(Rn) −→ Hs

q (Rn) óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ

φ, ïðè÷¼ì îí ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ íîðì ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ.

Çàìå÷àíèå 1.1.4. Èç óòâåðæäåíèÿ 1.1.1 ïðè p = q ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Aφ

óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ φ ∈ D(Rn) êîððåêòíî îïðåäåë¼í êàê îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

èç Hs
p(Rn) â Hs

p(Rn), ïðè÷¼ì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

∥Aφ(z)
∥B(Hs

p(Rn)) = ∥Aφ∥B(Hs
p(Rn)) ∀ z ∈ Rn, (1.2)

ãäå φ(z) − îïðåäåë¼ííûé âûøå ñäâèã ôóíêöèè φ íà z ∈ Rn. Áîëåå òîãî, ïðè p = q

óòâåðæäåíèå 1.1.1 è ñîîòíîøåíèå (1.2) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ φ ∈ C∞
b (Rn),

ãäå C∞
b (Rn) − ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ

âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè íà Rn.

Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà äëÿ ïðî-

ñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ.
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Óòâåðæäåíèå 1.1.2. (ñì., íàïðèìåð, [21; �2.8.1, çàìå÷àíèå 2]) Ïóñòü s, t ∈ R,
p, q > 1. Òîãäà åñëè p 6 q è s− n

p > t− n
q , òî èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hs
p(Rn) ⊂ Ht

q(Rn).

Çàìå÷àíèå 1.1.5. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè p > q èëè s− n
p < t− n

q , òî íåïðå-

ðûâíîå âëîæåíèå Hs
p(Rn) ⊂ Ht

q(Rn) íå èìååò ìåñòà. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå

íåðàâåíñòâ p 6 q è s− n
p > t− n

q , íà ñàìîì äåëå, ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ñïðàâåäëèâî-

ñòè ýòîãî íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ.

Øêàëà ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ Hs
p(Rn) çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî êîì-

ïëåêñíîé èíòåðïîëÿöèè, à èìåííî, âåðåí ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ôàêò.

Óòâåðæäåíèå 1.1.3. (ñì., íàïðèìåð, [21; �2.4.2, çàìå÷àíèå 2d]) Ïóñòü s0, s1 ∈ R,
p0, p1 > 1, θ ∈ (0, 1). Òîãäà

[Hs0
p0 (R

n),Hs1
p1 (R

n)]θ = Hsθ
pθ
(Rn),

ãäå
1

pθ
=

1− θ

p0
+

θ

p1
, sθ = (1− θ)s0 + θs1,

òî åñòü äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîé ïàðû ïðîñòðàíñòâ (Hs0
p0 (R

n),Hs1
p1 (R

n)) ðåçóëüòà-

òîì ïðèìåíåíèÿ êîìïëåêñíîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà ñ ïîêàçàòåëåì θ ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîñòðàíñòâî Hsθ
pθ
(Rn).

Çàìå÷àíèå 1.1.6. Ïóñòü s0, s1, t0, t1 ∈ R, p0, p1, q0, q1 > 1, θ ∈ (0, 1),

1

pθ
=

1− θ

p0
+

θ

p1
,

1

qθ
=

1− θ

q0
+
θ

q1
, sθ = (1− θ)s0 + θs1, tθ = (1− θ)t0 + θt1.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T : S′(Rn) → S′(Rn), òàêîé, ÷òî åãî

îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîñòðàíñòâà Hs0
p0 (R

n) è Hs1
p1 (R

n) ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè îïåðàòî-

ðàìè èç Hs0
p0 (R

n) â Ht0
q0(R

n) è èç Hs1
p1 (R

n) â Ht1
q1(R

n) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîñêîëü-

êó ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðïîëÿöèîííûé ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì òèïà θ (ñì.

[21; òåîðåìà 1.9.3]), òî îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà T íà ïðîñòðàíñòâî Hsθ
pθ
(Rn) ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì èç Hsθ
pθ
(Rn) â Htθ

qθ
(Rn), ïðè÷¼ì

∥T∥B(Hsθ
pθ

(Rn),H
tθ
qθ

(Rn))
6 ∥T∥1−θ

B(Hs0
p0

(Rn),H
t0
q0

(Rn))
∥T∥θ

B(Hs1
p1

(Rn),H
t1
q1

(Rn))
.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ïóñòü s ∈ R, p > 1. Òîãäà îïðåäåëèì

Hs
p, unif (Rn)

def
= {u ∈ Hs

p, loc(Rn)| ∥u∥Hs
p, unif, η(Rn)

def
= sup

z∈Rn
∥η(z) · u∥Hs

p(Rn) < +∞},

ãäå ôóíêöèÿ η ∈ D(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

0 6 η(x) 6 1 ∀ x ∈ Rn è η(x) = 1 ∀ x : |x| 6 1.
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Ïîñêîëüêó ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ η ∈ D(Rn), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèÿì îïðåäåëåíèÿ 1.1.4, íîðìû ∥ ·∥Hs
p, unif, η(Rn) ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé, òî îïðåäå-

ëåíèå Hs
p, unif (Rn) êîððåêòíî â ñìûñëå íåçàâèñèìîñòè îò âûáîðà ôóíêöèè η. Ïîýòîìó

â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ η ó íîðìû ∥ · ∥Hs
p, unif, η(Rn) è ïèñàòü ïðîñòî

∥ · ∥Hs
p, unif (Rn) òàì, ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì.

Çàìå÷àíèå 1.1.7. Íåïîñðåäñòâåíî èç çàìå÷àíèÿ 1.1.4 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü

íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

Hs
p(Rn) ⊂ Hs

p, unif (Rn) ∀ s ∈ R, ∀ p > 1.

Çàìå÷àíèå 1.1.8. Ïóñòü s, t ∈ R, p, q > 1 è ïóñòü òàêæå èìååò ìåñòî îäèí èç

ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àåâ:

a) p 6 q, s− n

p
> t− n

q
, èëè b) p > q, s > t.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hs
p, unif (Rn) ⊂ Ht

q, unif (Rn).

Òåïåðü, ñëåäóÿ â èçëîæåíèè ðàáîòå [17], äàäèì îïðåäåëåíèå ìóëüòèïëèêàòîðà èç

ïðîñòðàíñòâà Hs
2(Rn) â ïðîñòðàíñòâî H−t

2 (Rn).

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Ïóñòü s, t > 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u ∈ D′(Rn) ÿâëÿåò-

ñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì èç Hs
2(Rn) â H−t

2 (Rn), åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0,

òàêàÿ, ÷òî

|u(f · g)| 6 C ∥f∥Hs
2(Rn) ∥g∥Ht

2(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî M [s,−t] âñåõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
2(Rn) â H−t

2 (Rn) ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, ïðè÷åì ôóíêöèÿ

∥u∥M [s,−t]
def
= inf{C ∈ R+| |u(f · g)| 6 C ∥f∥Hs

2(Rn) ∥g∥Ht
2(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn)}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà í¼ì.

Çàìå÷àíèå 1.1.9. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ s, t > 0 ïðîñòðàíñòâà M [s,−t] è M [t,−s]
ñîâïàäàþò è èõ íîðìû ðàâíû, ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.5 ñèììåò-

ðè÷íî îòíîñèòåëüíî f è g.

Òåïåðü ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêó ðåçóëüòàòà, ôàêòè÷åñêè óñòàíàâëèâàþùåãî ñïðà-

âåäëèâîñòü íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ, âîïðîñ î òî÷íîñòè êîòîðîãî ìû è áóäåì èññëåäî-

âàòü.

Óòâåðæäåíèå 1.1.4. (Ì.È. Íåéìàí-Çàäå, À.À. Øêàëèêîâ, [60; Lemma 6]) Ïóñòü

0 6 t 6 s < n
2 . Òîãäà èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−t
n
s
, unif (R

n) ⊂M [s,−t].
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1.2. Óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îäíîãî êëàññà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèîíàëîâ

ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû óñòàíîâèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α > 0 ðåãóëÿðíûé ôóíêöè-

îíàë fα, ïîðîæä¼ííûé äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèåé

fα(x)
def
=

|x|−α, x ∈ Rn, x ̸= 0,

0, x = 0,

êîððåêòíî îïðåäåë¼í íà S(Rn) è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H−t
2, unif (R

n).

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ Br(x) = {y ∈ Rn | |y − x| < r}, Br = Br(0)

è B(r,R) = BR \Br = {x ∈ Rn | r 6 |x| 6 R}.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ r1, r2 > 0 ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê îáîáù¼ííûì ñôåðè÷åñêèì

êîîðäèíàòàì ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå∫
B(r1,r2)

fα(x)dx = C(n) ·
∫

[r1,r2]

r−α · rn−1dr = C(n) ·
∫

[r1,r2]

r−(α−n+1)dr,

ãäå êîíñòàíòà

C(n) =
2 · π

n
2

Γ(n2 )

åñòü ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè (n− 1)−ìåðíîé ãèïåðñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â Rn. Èç

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè

ôóíêöèè fα : ∫
B1

fα(x)dx < +∞ ⇐⇒ α < n

è ∫
Rn\B1

fα(x)dx < +∞ ⇐⇒ α > n,

òî åñòü ôóíêöèÿ fα èíòåãðèðóåìà íà åäèíè÷íîì øàðå B1 òîëüêî ïðè α < n, à âíå

åäèíè÷íîãî øàðà B1 − òîëüêî ïðè α > n.

Áîëåå òîãî, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êðèòåðèé êîððåêòíîé

îïðåäåë¼ííîñòè ðåãóëÿðíîãî ôóíêèöîíàëà fα êàê ýëåìåíòà äóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

Øâàðöà S′(Rn).

Óòâåðæäåíèå 1.2.1. Ïóñòü α > 0. Òîãäà ôóíêöèîíàë fα : S(Rn) → R, îïðåäåëÿå-
ìûé êàê

φ
fα7−→
∫
Rn

fα(x)φ(x)dx,

êîððåêòíî îïðåäåëåí è íåïðåðûâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α < n.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ïàðàãðàôà íàì ïîíàäîáÿòñÿ âñïî-

ìîãàòåëüíûå ôàêòû. Â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè ðèññîâñêèõ ïîòåíöèàëîâ õîðîøî èçâåñòåí

ñëåäóþùèé ôàêò.

Óòâåðæäåíèå 1.2.2. ([20; �5.1, ëåììà 1]) Ïóñòü 0 < α < n. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

F(fα)
S′(Rn)
= C(α, n) fn−α,

ãäå

C(α, n) =
2

n
2
−α · Γ(n−α

2 )

Γ(α2 )
.

Îòìåòèì, ÷òî äðóãîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû â [20; �5.1, ëåììà 1] îáóñëîâëåíî îòëè÷íûì

îò íàøåãî ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò íåòðóäíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1.2.2 è ñïðàâåä-

ëèâîå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ Rn ñîîòíîøåíèå

(F(φ))(x− t) = (F−1(jx · φ))(t) ∀ t ∈ Rn,

ãäå ôóíêöèÿ jx : Rn −→ C îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

jx(y) = e−i <x,y> ∀ y ∈ Rn.

Ëåììà 1.2.1. Ïóñòü 0 < α < n, φ ∈ S(Rn). Òîãäà φ · fα ∈ L1(Rn) è èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî (
F(φ · fα)

)
(x) = (2π)−

n
2 C(α, n)

(
F(φ) ∗ fn−α

)
(x) ∀ x ∈ Rn,

ãäå ïîä φ ∗ ψ ïîíèìàåòñÿ ñâ¼ðòêà ôóíêöèé φ è ψ.

Äàëåå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ôóíêöèè ψ(z)·fα ìû óñòàíîâèì ðàâíîìåðíóþ ïî

z ∈ Rn îöåíêó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

ýòîãî ïàðàãðàôà.

Ëåììà 1.2.2. Ïóñòü 0 < α < n, ψ ∈ D(Rn), z ∈ Rn. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ

êîíñòàíòà M(α, n, ψ) > 0, ÷òî

|(F(ψ(z) · fα))(x)| 6M(α, n, ψ) · (1 + |x|2)
α−n
2 ∀ x ∈ Rn. (1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû M1 =M1(α, n, ψ) > 0 è M2 =M2(α, n, ψ) > 0, òàêèå, ÷òî

|(F(ψ(z) · fα))(x)| 6M1 ∀ x : |x| 6 1 (1.4)

è

|(F(ψ(z) · fα))(x)| 6M2 |x|α−n ∀ x : |x| > 1. (1.5)
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Äåéñòâèòåëüíî, èç (1.4) è (1.5) ñëåäóåò (1.3) ñ êîíñòàíòîé M = 2
n−α
2 (M1 +M2), ïî-

ñêîëüêó ∀ x : |x| 6 1 èìååì

M1 6
2

n−α
2 (M1 +M2)

(1 + |x|2)
n−α
2

è ∀ x : |x| > 1 èìååì

M2

|x|n−α
6 2

n−α
2 (M1 +M2)

(1 + |x|2)
n−α
2

.

Òàê êàê â ñèëó ëåììû 1.2.1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

F(ψ(z) · fα) = (2π)−
n
2 C(α, n) F(ψ(z)) ∗ fn−α,

à (F(ψ(z)))(x) = e−i <x, z> · (F(ψ))(x) ∀ x ∈ Rn, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|(F(ψ(z) · fα))(x)| 6 (2π)−
n
2C(α, n)

∫
Rn

|(F(ψ))(x− y)|
|y|n−α

dy.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê äëÿ ψ ∈ D(Rn) ⊂ S(Rn) èìååì, ÷òî F(ψ) ∈ S(Rn), òî ñõîäèìîñòü

èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç óòâåðæäåíèÿ 1.2.1.

Ïîñêîëüêó F(ψ) ∈ S(Rn), òî

∥F(ψ)∥0,N
def
= sup

x∈Rn
((1 + |x|2)N |(F(ψ))(x)|) < +∞ ∀N ∈ N,

ãäå ∥ · ∥0,N åñòü îäíà èç ïîëóíîðì, îïðåäåëÿþùèõ òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà S(Rn).

Ââåä¼ì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N ∈ N îáîçíà÷åíèå C1(N,φ) = ∥F(φ)∥0,N .
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ N1 = [n2 ] + 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|(F(ψ))(x− y)| 6 C1(N1, ψ)(1 + |x− y|2)−N1 ∀ x, y ∈ Rn.

Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|(F(ψ(z) · fα))(x)| 6 (2π)−
n
2C(α, n) C1(N1, ψ)

∫
Rn

dy

|y|n−α (1 + |x− y|2)N1
, (1.6)

ãäå ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.6) ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî n− α < n, à n− α+ 2 ·N1 > 2 ·N1 > n.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé |x| 6 1, â êîòîðîì óñòàíîâèì ðàâíîìåðíóþ ïî x îöåíêó

ýòîãî èíòåãðàëà.

Ïðåäñòàâèâ èíòåãðàë ïî Rn â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ ïî åäèíè÷íîìó øàðó è ïî

âíåøíîñòè ýòîãî øàðà, ïîëó÷èì∫
Rn

dy

|y|n−α(1 + |x− y|2)N1
=

∫
B1

dy

|y|n−α(1 + |x− y|2)N1
+

∫
Rn\B1

dy

|y|n−α(1 + |x− y|2)N1
6
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6
∫
B1

dy

|y|n−α
+

∫
Rn\B1

dy

|y|n−α(1 + |x− y|2)N1
.

Ñõîäèìîñòü ïåðâîãî èç ýòèõ èíòåãðàëîâ ñëåäóåò èç óñòàíîâëåííîãî âûøå êðèòåðèÿ

èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè fα íà øàðå B1. Äëÿ îöåíêè æå âòîðîãî èíòåãðàëà îòìåòèì,

÷òî ïðè |y| > 1 èìååò ìåñòî öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

|x− y| > |y| − |x| > |y| − 1 > 0

è ñëåäóþùåå èç íå¼ íåðàâåíñòâî

|x− y|2 > (|y| − 1)2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó∫
Rn\B1

dy

|y|n−α (1 + |x− y|2)N1
6

∫
Rn\B1

dy

|y|n−α (1 + (|y| − 1)2)N1
,

ãäå èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà óæå íå çàâèñèò îò x. Ñõîäèìîñòü æå ýòîãî

èíòåãðàëà ëåãêî èçâëå÷ü èç êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè fα íà Rn \B1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè |x| 6 1 èìååò ìåñòî îöåíêà∫
Rn

dy

|y|n−α(1 + |x− y|2)N1
6 C2(N1, n, α).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé |x| > 1. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë èç íåðàâåíñòâà (1.6)

ðàçîáü¼ì íà äâà èíòåãðàëà∫
Rn

dy

|y|n−α(1 + |x− y|2)N1
=

∫
B|x|/2

dy

|y|n−α(1 + |x− y|2)N1
+

∫
Rn\B|x|/2

dy

|y|n−α(1 + |x− y|2)N1

è áóäåì îöåíèâàòü êàæäûé èç íèõ ïî îòäåëüíîñòè.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè |y| < |x|
2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |x − y| > |x| − |y| > |x|

2 ,

ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

∫
B|x|/2

dy

|y|n−α(1 + |x− y|2)N1
6 1(

1 + |x|2
4

)N1

∫
B|x|/2

dy

|y|n−α
=
C(n, α) · 4N1

(4 + |x|2)N1

|x|
2∫

0

rn−1

rn−α
dr =

=
C(n, α) · 22N1

α (4 + |x|2)N1
· |x|

α

2α
6 C(n, α) · 22N1−α

α
· 1

|x|2N1−α
6 D1(N1, n, α) |x|α−n,

ïðè÷¼ì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî â ñèëó òîãî, ÷òî |x| > 1, à N1 >
n
2 .

Äëÿ äðóãîãî æå èíòåãðàëà ïîëó÷èì îöåíêó∫
Rn\B|x|/2

dy

|y|n−α(1 + |x− y|2)N1
6 2n−α

|x|n−α

∫
Rn\B|x|/2

dy

(1 + |x− y|2)N1
6
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6 2n−α|x|α−n

∫
Rn

dy

(1 + |x− y|2)N1
= 2n−α|x|α−n

∫
Rn

du

(1 + |u|2)N1
= D2(N1, n, α) |x|α−n,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ

ïðè 2 ·N1 > n.

Èòàê, äëÿ ñëó÷àÿ |x| 6 1 äîêàçàíà îöåíêà∫
Rn

dy

|y|n−α(1 + |x− y|2)−N1
6 C2(N1, n, α),

à äëÿ ñëó÷àÿ |x| > 1 äîêàçàíà îöåíêà∫
Rn

dy

|y|n−α(1 + |x− y|2)N1
6 (D1(N1, n, α) +D2(N1, n, α)) |x|α−n.

Èç ýòèõ îöåíîê, âìåñòå ñ óæå ïîëó÷åííîé îöåíêîé (1.6), íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò

òðåáóåìûå îöåíêè (1.4) è (1.5).

Ëåììà 1.2.2 äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå 1.2.3. Ïóñòü t > −n
2 . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà α, òàêîãî,

÷òî 0 < α < min
(
n, t+ n

2

)
, èìååì

fα ∈ H−t
2, unif (R

n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η ∈ D(Rn), ïðè÷¼ì

0 6 η(x) 6 1 ∀ x ∈ Rn, η(x) = 1 ∀ x : |x| 6 1.

Äîêàæåì, ÷òî

η(z) · fα ∈ H−t
2 (Rn) ∀ z ∈ Rn

è îöåíèì ñâåðõó sup
z∈Rn

∥η(z) · fα∥H−t
2 (Rn).

Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà

H0
2 (Rn) íà ñåáÿ, òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

F(J−t(η(z) · fα)) ∈ H0
2 (Rn) ∀ z ∈ Rn

è

sup
z∈Rn

∥F(J−t(η(z) · fα))∥H0
2 (Rn) = sup

z∈Rn
∥φ−t · F(η(z) · fα)∥H0

2 (Rn) < +∞,

ãäå, êàê áûëî îïðåäåëåíî âûøå,

φ−t(x) = (1 + |x|2)−
t
2 ∀ x ∈ Rn.

Ïîñêîëüêó äëÿ α < n âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî fα ∈ S′(Rn), à èç íåðàâåíñòâà t > −n
2

ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ φ−t ∈ C∞(Rn) ðàñò¼ò íå áûñòðåå ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà Pn : x→ xn
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ïðè |x| → +∞, òî ðàñïðåäåëåíèå φ−t · F(η(z) · fα) êîððåêòíî îïðåäåëåíî êàê ýëåìåíò

S′(Rn). Èñõîäÿ èç ýòîãî, à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî η(z) · fα ∈ L1(Rn), íåòðóäíî ïîëó÷èòü,

÷òî ðàñïðåäåëåíèå φ−t · F(η(z) · fα) ∈ S′(Rn) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ôóíêöèîíàëîì,

ïîðîæä¼ííûì ôóíêöèåé φ−t · F(η(z) · fα).
Òàê êàê α < n, òî â ñèëó ëåììû 1.2.2 èìååì

(1 + |x|2)−t|(F(η(z) · fα))(x)|2 6
(M(α, n, η))2

(1 + |x|2)t+n−α
∀ x ∈ Rn.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíóþ ïî z ∈ Rn îöåíêó∫
Rn

(1 + |x|2)−t|(F(η(z) · fα))(x)|2 dx 6 (M(α, n, η))2
∫
Rn

dx

(1 + |x|2)t+n−α
, (1.7)

ãäå èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó èç óñëîâèÿ α < t + n
2

ñëåäóåò, ÷òî 2 (t+ n− α) > n.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z ∈ Rn ïîëó÷àåì, ÷òî

φ−t · F(η(z) · fα) ∈ L2(Rn)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

η(z) · fα ∈ H−t
2 (Rn).

Ïðè ýòîì â ñèëó (1.7) èìååì, ÷òî

sup
z∈Rn

∥η(z) · fα∥2H−t
2 (Rn)

= sup
z∈Rn

∫
Rn

(1 + |x|2)−t|(F(η(z) · fα))(x)|2 dx < +∞.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå è îçíà÷àåò, ÷òî fα ∈ H−t
2, unif (R

n).

Óòâåðæäåíèå 1.2.3 äîêàçàíî.

1.3. Òî÷íîñòü âëîæåíèÿ íåêîòîðîãî ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííîãî

ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ â ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìîå (òåîðåìà 1.3.2) è äî-

ñòàòî÷íîå (òåîðåìà 1.3.1) óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ðåãóëÿðíîãî ôóíêöèîíàëà fα ïðî-

ñòðàíñòâó ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
2(Rn) â H−t

2 (Rn). Â çàâåðøàþùåì ýòîò ïàðàãðàô

äîêàçàòåëüñòâå òî÷íîñòè âëîæåíèÿ

H
−min(s,t)

n
max(s,t)

, unif (R
n) ⊂M [s,−t]

èñïîëüçóåòñÿ ëèøü òåîðåìà 1.3.2, íî ïîñêîëüêó çàäà÷à îïèñàíèÿ òîãî, ïðè êàêèõ çíà÷å-

íèÿõ α ôóíêöèîíàë fα ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [s,−t], ïðåä-
ñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, òî ïðèâåä¼ì îáå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü s, t > 0 è max(s, t) < n
2 . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà α,

òàêîãî, ÷òî 0 < α < s+ t, èìååì

fα ∈M [s,−t].

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó M [s,−t] = M [t,−s] ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ
1.1.9, òî ìîæíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî 0 6 t 6 s < n

2 .

Ïîëîæèì s1 = s+ t− n
2 . Ïîñêîëüêó òîãäà

s1 > −n
2

è α < s+ t = s1 + n/2,

à èç íåðàâåíñòâ max(s, t) < n
2 è α < s + t ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ α < n, òî

ïðèìåíèìî óòâåðæäåíèå 1.2.3, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïîëó÷àåì, ÷òî

fα ∈ H−s1
2, unif (R

n).

Òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

2 6 n

s
è − s1 −

n

2
= −s− t = −t− n

n
s

,

òî, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1.8, èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−s1
2, unif (R

n) ⊂ H−t
n
s
, unif (R

n).

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.1.4 ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−t
n
s
, unif (R

n) ⊂M [s,−t],

òî â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî

fα ∈ H−s1
2, unif (R

n) ⊂ H−t
n
s
, unif (R

n) ⊂M [s,−t].

Òåîðåìà 1.3.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.3.2. Ïóñòü s, t > 0, max(s, t) < n
2 , 0 < α < n. Òîãäà åñëè fα ∈M [s,−t],

òî α 6 s+ t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë fα ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ìóëüòèïëè-

êàòîðîâ M [s,−t], òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî

| fα(g · h) | 6 C ∥g∥Hs
2(Rn)∥h∥Ht

2(Rn) ∀ g, h ∈ D(Rn). (1.8)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ γ ∈ R, p > 1 ìíîæåñòâî D(Rn) ïëîòíî â ïðî-

ñòðàíñòâå (S(Rn), ∥ · ∥Hγ
p(Rn)), ãäå ∥f∥Hγ

p(Rn)
def
= ∥f∥Hγ

p (Rn). Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ôóíêöèîíàë fα ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó S′(Rn) ïðè 0 < α < n, à ïðîñòðàíñòâî
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Øâàðöà S(Rn) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïîòî÷å÷íî-

ãî óìíîæåíèÿ, íåðàâåíñòâî (1.8) ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî S(Rn) :

| fα(g · h) | 6 C ∥g∥Hs
2(Rn)∥h∥Ht

2(Rn) ∀ g, h ∈ S(Rn). (1.9)

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê g · fα ∈ L1(Rn), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

fα(g · h) = (F(g · fα))(F−1(h)) = (F(g · fα))(F(h)).

Ïîñêîëüêó, ê òîìó æå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà γ ∈ R èìååò ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ

∥f∥Hγ
2 (Rn) = ∥Jγ(f)∥L2(Rn) = ∥F(Jγ(f))∥L2(Rn) = ∥φγ · F(f)∥L2(Rn) ∀ f ∈ S(Rn),

òî íåðàâåíñòâî (1.9) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

|(F(g · fα))(F(h))| 6 C ∥φs · F(g)∥L2(Rn) ∥φt · F(h)∥L2(Rn) ∀ g, h ∈ S(Rn). (1.10)

Íàïîìíèì, ÷òî ñâ¼ðòêà ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà è ðàñïðåäåëåíèÿ èç äó-

àëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(ψ ∗ u)(f) = u(ψ− ∗ f) ∀ u ∈ S′(Rn), ∀ ψ, f ∈ S(Rn),

ãäå ψ− : Rn → C, x 7→ ψ(−x). Ïîñêîëüêó g ∈ S(Rn), fα ∈ S′(Rn), è, êàê õîðîøî

èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [37; Theorem 5.18]),

F(ψ · u) = (2 · π)
n
2
(
F(ψ)

)
∗
(
F(u)

)
∀ ψ ∈ S(Rn), ∀ u ∈ S′(Rn),

òî

(F(g · fα))(F(h)) = (2 · π)
n
2 C(α, n)

(
F(g) ∗ fn−α

)
(F(h)) =

= (2 · π)
n
2 C(α, n) · fn−α

(
(F(g))− ∗ F(h)

)
.

Èñõîäÿ èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ, ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.10) ýêâèâà-

ëåíòíî íåðàâåíñòâó∣∣fn−α

(
(F(g))− ∗ F(h)

)∣∣ 6 K(α, n) ∥φs · F(g)∥L2(Rn) ∥φt · F(h)∥L2(Rn) ∀ g, h ∈ S(Rn),

ãäå

K(α, n) = (2 · π)−
n
2 · C

C(α, n)
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé g, h ∈ S(Rn) îïðåäåëèì íà Rn ôóíêöèè

g0 = φs · (F(g)), h0 = φt · (F(h)).

Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, òàê æå, êàê è îïåðàòîð óìíîæå-

íèÿ íà ôóíêöèþ φγ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ ∈ R, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ãîìåîìîðôèçìîì
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ïðîñòðàíñòâà S(Rn) íà ñåáÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíèå èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà (1.8)

ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà∣∣∣∫
Rn

(∫
Rn

φ−s(y−x)·g0(y−x)·φ−t(y)·h0(y)dy
)
·fn−α(x)dx

∣∣∣ 6 K(α, n)∥g0∥L2(Rn)∥h0∥L2(Rn)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé g0, h0 ∈ S(Rn).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè î ïåðåñòàíîâêå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì

èíòåãðàëå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

(φ−s · g0) ∗ fn−α = fn−α ∗ (φ−s · g0),

ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê∣∣∣∫
Rn

( ∫
Rn

fn−α(y−x) ·φ−s(x) ·g0(x)dx
)
φ−t(y) ·h0(y)dy

∣∣∣ 6 K(α, n)∥g0∥L2(Rn)∥h0∥L2(Rn).

Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ∈ N ôóíêöèþ ψm ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψm(x) = η
( x
m

)
∀ x ∈ Rn,

ãäå η ∈ D(Rn)− äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

0 6 η(x) 6 1 ∀ x ∈ Rn, η(x) = 1 ∀ x : |x| 6 1.

Âçÿâ â íåðàâåíñòâå âûøå â êà÷åñòâå ôóíêöèé g0 è h0 ôóíêöèþ ψm, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî m ∈ N äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣ ∫
Rn

( ∫
Rn

fn−α(y − x) · φ−s(x) · η
( x
m

)
dz

)
φ−t(y) · η

( y
m

)
dy
∣∣∣ 6 K(α, n) ∥ψm∥2L2(Rn).

Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè âñåõ ôóíêöèé, ôèãóðèðóþùèõ â ëåâîé

÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣ ∫
Rn

( ∫
Rn

fn−α(y − x) · φ−s(x) · η
( x
m

)
dx

)
φ−t(y) · η

( y
m

)
dy
∣∣∣ >

>
∫

Bm(0)

( ∫
Bm(0)

fn−α(y − x) · φ−s(x) · η
( x
m

)
dx

)
φ−t(y) · η

( y
m

)
dy =

=

∫
Bm(0)

( ∫
Bm(0)

|y − x|−(n−α)(1 + |x|2)−
s
2dx

)
(1 + |y|2)−

t
2dy,

à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì

∥ψm∥2L2(Rn) =

∫
Rn

(η(x/m))2dx = mn ·
∫
Rn

(η(z))2dz = C1 ·mn,
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ãäå C1 = ∥η∥2L2(Rn).

Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1

|y − x|n−α(1 + |x|2)
s
2

> 1

[2(1 + |x|2 + |y|2)]
n−α
2 (1 + |x|2)

s
2

> 1

2
n−α
2 (1 + |x|2 + |y|2)

n−α+s
2

,

òî, ïåðåõîäÿ îò ïîâòîðíîãî èíòåðàëà ê äâîéíîìó, ïîëó÷àåì, ÷òî äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ

îöåíêà ∫
Bm(0)×Bm(0)

(1 + |y|2)−
t
2

(1 + |x|2 + |y|2)
n−α+s

2

d(x× y) 6 K(α, n) · C1 · 2
n−α
2 ·mn,

èç êîòîðîé íåìåäëåííî ñëåäóåò îöåíêà∫
Bm(0)×Bm(0)

1

(1 + |x|2 + |y|2)
n−α+s+t

2

d(x× y) 6 K1 ·mn

äëÿ êîíñòàíòû

K1 = K1(α, n, η) = K(α, n) · C1 · 2
n−α
2 .

Ïîñêîëüêó øàð Um(0) = {(x, y) ∈ Rn × Rn | |x|2 + |y|2 6 m2} ñîäåðæèòñÿ âíóò-

ðè Bm(0) × Bm(0), à ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà, òî, çàìåíÿÿ îáëàñòü

èíòåãðèðîâàíèÿ Bm(0)×Bm(0) íà Um(0), ïîëó÷àåì, ÷òî

K1 ·mn >
∫

Um(0)

1

(1 + |x|2 + |y|2)
n−α+s+t

2

d(x× y) = C(2 n) ·
∫

[0,m]

r2n−1dr

(1 + r2)
n−α+s+t

2

>

> C(2 n) ·
∫

[1,m]

r2n−1dr

(1 + r2)
n−α+s+t

2

> C(2 n) ·
∫

[1,m]

r2n−1dr

(2 r2)
n−α+s+t

2

= C1(n) ·
∫

[1,m]

rn+α−s−t−1dr,

ãäå

C(2n) =
2 · πn

Γ(n)
, a C1(n) = C(2n) · 2

α−n−s−t
2 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òîmax(s, t) < n
2 è, çíà÷èò, n+α−s−t > 0, â èòîãå ïîëó÷àåì âûïîëíåíèå

íåðàâåíñòâà

mn+α−s−t <
K1 · (n+ α− s− t)

C1(n)
·mn + 1.

Òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ∈ N, òî n+ α− s− t 6 n,

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî α 6 s+ t.

Òåîðåìà 1.3.2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.3.3. Ïóñòü s, t > 0 è 0 < max(s, t) < n
2 . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà

ε, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

0 < ε <
n

max(s, t)
− 2,
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íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî

δ(ε) ∈
(
0;
n

2
−max(s, t)

)
,

÷òî äëÿ α = s+ t+ δ(ε) èìååì

fα ∈ H
−min(s,t)

n
max(s,t)

−ε, unif (R
n) \ M [s,−t].

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.1.9 è ñèììåòðè÷íîñòè óñëîâèé òåîðåìû

1.3.3 ìîæíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî 0 6 t 6 s < n
2 , ïðè÷¼ì s > 0.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε, òàêîå, ÷òî

0 < ε <
n

s
− 2 =

n− 2 s

s

è ïîëîæèì

δ(ε) =
s2

2(nε − s)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó 0 < ε < n/s− 2, òî n/ε− s > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, δ(ε) > 0.

Òåïåðü ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

δ(ε) <
n

2
− s.

Äåéñòâèòåëüíî,

s2

2(nε − s)
<
n

2
− s ⇐⇒ n

ε
− s >

s2

n− 2s
⇐⇒ ε <

n

n− s
· n− 2 s

s
,

à ïîñëåäíåå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ

ε <
n− 2 s

s
.

Òîãäà äëÿ α
def
= s+ t+ δ ìû èìååì, ÷òî

α < s+ t+
n

2
− s = t+

n

2
< n,

è ïîýòîìó ôóíêöèîíàë fα êîððåêòíî îïðåäåë¼í êàê ýëåìåíò S′(Rn).

Ïîëîæèâ

t1
def
= s+ t+ 2 δ − n

2
,

ïîëó÷èì, ÷òî

t1 > −n
2
.

Ïîñêîëüêó, ê òîìó æå,

α = s+ t+ δ < s+ t+ 2 δ = t1 +
n

2
,

è, êàê ïîêàçàíî âûøå, α < n, òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.2.3,

fα ∈ H−t1
2, unif (R

n).
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Èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

t1 +
n

2
= s+ t+ 2 δ = t+ s+

s2

n
ε − s

= t+
n · s

n− s · ε

ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

−t1 −
n

2
= −t− n

n
s − ε

.

Â ñèëó ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 2 < n/s− ε ìîæíî ïðèìåíèòü çàìå-

÷àíèå 1.1.8, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−t1
2, unif (R

n) ⊂ H−t
n
s
−ε, unif (R

n)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

fα ∈ H−t1
2, unif (R

n) ⊂ H−t
n
s
−ε, unif (R

n).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó α = s+ t+ δ > s+ t, òî èç òåîðåìû 1.3.2 ñëåäóåò, ÷òî

fα /∈M [s,−t].

Òåîðåìà 1.3.3 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.3.1. Èç òåîðåìû 1.3.3 ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà max(s, t) < n
2 ,

íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [s,−t] â øêà-

ëå ïðîñòðàíñòâ òèïà Hγ
p, unif (R

n). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò

àíàëîãà óñòàíîâëåííîãî â [1] óòâåðæäåíèÿ, ãëàñÿùåãî, ÷òî ïðè max(s, t) > n
2 èìå-

åò ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ M [s,−t] = H
−min(s,t)
2, unif (Rn) ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ

ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðì.
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Ãëàâà II. Îïèñàíèå ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ

áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ â øêàëå ðàâíîìåðíî

ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâàHs
p(Rn)

â ïðîñòðàíñòâî Ht
q(Rn) â òåðìèíàõ êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â ñèòó-

àöèè, êîãäà íà èíäåêñû s > 0, t ∈ R, p, q > 1 íàëîæåíû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå

åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå øêàëà ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ

ïîòåíöèàëîâ áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëü-

òèïëèêàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ, â ñëåäóþùèõ

âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (ñì. [53; Theorem 3.2.5], [1; Òåîðåìà 4], [15; Òåîðåìà 2.5],

[60; Lemma 5] ñîîòâåòñòâåííî):

a)M [Hs
p(Rn) → Ht

p(Rn)] = Ht
p, unif (Rn) ïðè p > 1, s > t > 0, s >

n

p
;

b)M [Hs
p(Rn) → H−s

p′ (Rn)] = H−s
p′, unif (R

n) ïðè 1 < p 6 2, s >
n

p
;

c)M [Hs
p(Rn) → H−s

p (Rn)] = H−s
max(p,p′), unif (R

n) ïðè p > 1, s >
n

max(p, p′)
;

d)M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)] = H−t
2, unif (R

n) ïðè s > t > 0, s >
n

2
.

Â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå âñåõ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà íàèáîëåå îáùèé ñëó-

÷àé ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
p(Rn) â Ht

q(Rn) è èç Hs
p(Rn) â H−t

q′ (R
n) ïðè s, t > 0,

p, q > 1. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî èç íàêëàäûâàåìûõ ïðè ýòîì äîïîë-

íèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íå âûïîëíÿåòñÿ, òî îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà

ìóëüòèïëèêàòîðîâ â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Hγ
r, unif (R

n), γ ∈ R, r > 1, íåâîçìîæíî.

2.1. Ìóëüòèïëèêàòîðû â àáñòðàêòíîì ñëó÷àå

è â ïðîñòðàíñòâàõ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ

Ââåä¼ì ñíà÷àëà ïîíÿòèå ìóëüòèïëèêàòîðà èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé â

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé, à çàòåì ïðèìåíèì ýòîò îáùèé ïîäõîä

äëÿ îïðåäåëåíèÿ è èçëîæåíèÿ îñíîâíûõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç

Hs
p(Rn) â Ht

q(Rn) â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ èíäåêñîâ s, t ∈ R, p, q > 1.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ïóñòü S1 − áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî çàäàííûõ íà Rn êîì-

ïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, òàêîå, ÷òî D(Rn) ïëîòíî âëîæåíî â (S1, ∥ · ∥S1), è ïóñòü

òàêæå S2 ⊂ D′(Rn) − áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé. Ðàñïðåäåëåíèå
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µ ∈ D′(Rn) íàçîâ¼ì ìóëüòèïëèêàòîðîì èç S1 â S2, åñëè µ ∈ S2, loc è ñóùåñòâóåò

êîíñòàíòà C > 0, òàêàÿ, ÷òî

∥f · µ∥S2 6 C ∥f∥S1 ∀ f ∈ D(Rn).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 2.1.1 ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèïëèêà-

òîðîâ èç S1 â S2, êîòîðîå ìû äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê M [S1 −→ S2], ÿâëÿåòñÿ

íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî íîðìû

∥µ∥M [S1→S2]
def
= inf{C > 0 | ∥f · µ∥S2 6 C ∥f∥S1 ∀ f ∈ D(Rn)}.

Óòâåðæäåíèå 2.1.1. Ïóñòü D(Rn) ïëîòíî âëîæåíî â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

çàäàííûõ íà Rn êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé (T2, ∥ ·∥T2). Òîãäà, åñëè â óñëîâèÿõ îïðå-

äåëåíèÿ 2.1.1 ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì

F : S2 −→ T ∗
2 , µ 7−→ Fµ,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

µ(g) = Fµ(g) ∀ µ ∈ S2, ∀ g ∈ D(Rn),

òî

M [S1 −→ S2] = {µ ∈ D′(Rn) | ∃ C1 > 0: |µ(f · g)| 6 C1 ∥f∥S1∥g∥T2 ∀ f, g ∈ D(Rn)},

ïðè÷¼ì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî µ ∈M [S1 → S2] èìååì

∥µ∥M [S1→S2] = inf {C1 > 0 | |µ(f · g)| 6 C1 ∥f∥S1∥g∥T2 ∀ f, g ∈ D(Rn)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

M1[S1 → S2] = {µ ∈ D′(Rn) | ∃ C1 > 0: |µ(f · g)| 6 C1 ∥f∥S1∥g∥T2 ∀ f, g ∈ D(Rn)}

è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî µ ∈M1[S1 → S2] ïîëîæèì

∥µ∥M1[S1→S2]
def
= inf {C1 > 0 | |µ(f · g)| 6 C1 ∥f∥S1∥g∥T2 ∀ f, g ∈ D(Rn)}.

Ïóñòü µ ∈M [S1 → S2].

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ D(Rn). Òîãäà èìååì, ÷òî f ·µ ∈ S2, ïðè÷¼ì

∥f · µ∥S2 6 ∥µ∥M [S1→S2] ∥f∥S1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g ∈ D(Rn) ïîëó÷àåì, ÷òî

|µ(f · g)| = |(f · µ)(g)| = |Ff ·µ(g)| 6 ∥Ff ·µ∥T ∗
2
∥g∥T2 =
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= ∥f · µ∥S2∥g∥T2 6 ∥µ∥M [S1→S2]∥f∥S1∥g∥T2 .

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|µ(f · g)| 6 ∥µ∥M [S1→S2] ∥f∥S1∥g∥T2 ∀ f, g ∈ D(Rn),

êîòîðîå è îçíà÷àåò, ÷òî µ ∈M1[S1 → S2] è

∥µ∥M1[S1→S2] 6 ∥µ∥M [S1→S2].

Íàîáîðîò, ïóñòü µ ∈ M1[S1 → S2]. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ D(Rn)

èìååì

|(f · µ)(g)| = |µ(f · g)| 6 ∥µ∥M1[S1→S2] ∥f∥S1∥g∥T2 ∀ g ∈ D(Rn).

Â ñèëó ïëîòíîñòè D(Rn) â ïðîñòðàíñòâå T2, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå f · µ
ïîðîæäàåò íåïðåðûâíûé àíòèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë Φf ·µ íà ïðîñòðàíñòâå (T2, ∥·∥T2),

òàêîé, ÷òî

Φf ·µ(g) = (f · µ)(g) ∀ g ∈ D(Rn)

è

∥Φf ·µ∥T ∗
2

6 ∥µ∥M1[S1→S2] · ∥f∥S1 .

Ïîñêîëüêó F îñóùåñòâëÿåò èçîìåòðèþ ìåæäó S2 è T ∗
2 , òî

∃ νf ∈ S2 : Φf ·µ = F (νf ) = Fνf ,

ïðè÷¼ì

(f · µ)(g) = Φf ·µ(g) = Fνf (g) = νf (g) ∀ g ∈ D(Rn).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ D(Rn) èìååì f · µ D′(Rn)
= νf ∈ S2,

ïðè÷¼ì

∥f · µ∥S2 = ∥Fνf ∥T ∗
2
= ∥Φf ·µ∥T ∗

2
6 ∥µ∥M1[S1→S2] · ∥f∥S1 .

À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî µ ∈M [S1 → S2], ïðè÷¼ì

∥µ∥M [S1→S2] 6 ∥µ∥M1[S1→S2].

Óòâåðæäåíèå 2.1.1 äîêàçàíî.

Òåïåðü îïðåäåëèì ïîíÿòèå ìóëüòèïëèêàòîðà, äåéñòâóþùåãî â øêàëå ïðîñòðàíñòâ

áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ïóñòü s, t ∈ R, p, q > 1. Òîãäà ïðîñòðàíñòâîì ìóëüòèïëè-

êàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] íàçîâ¼ì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

{µ ∈ Ht
q, loc(Rn) | ∃ C > 0: ∥f · µ∥Ht

q(Rn) 6 C ∥f∥Hs
p(Rn) ∀ f ∈ D(Rn)}

ñ îïðåäåë¼ííîé íà í¼ì íîðìîé

∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] = inf{C > 0 | ∥f · µ∥Ht
q(Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∀ f ∈ D(Rn)}.
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Èç èíâàðèàíòíîñòè íîðìû ïðîñòðàíñòâà Hγ
r (Rn), γ ∈ R, r > 1, îòíîñèòåëüíî ñäâèãà

íà z ∈ Rn è ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî ñîîòíîøåíèÿ

f · µ(z) = (f(−z) · µ)(z) ∀ f ∈ D(Rn), ∀ µ ∈ D′(Rn), ∀ z ∈ Rn

ñëåäóåò, ÷òî ñäâèã ïðîèçâîëüíîãî ìóëüòèïëèêàòîðà µ ∈ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] íà

z ∈ Rn òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì èç Hs
p(Rn) â Ht

q(Rn), ïðè÷¼ì

∥µ(z)∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] = ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] ∀ z ∈ Rn.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè s > 0 â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè âëîæåíèÿ Hs
p(Rn) ⊂ H0

p (Rn) ïðî-

ñòðàíñòâî Hs
p(Rn) ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì

Hs
p(Rn) = {f ∈ Lp(Rn) | f ∈ Hs

p(Rn},

ïðè÷¼ì

∥f∥Hs
p(Rn)

def
= ∥Js(f)∥Lp(Rn) = ∥f∥Hs

p(Rn) ∀ f ∈ Hs
p(Rn).

Òîãäà åñëè â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 2.1.2 ïîòðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî s > 0, òî

ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) −→ Ht

q(Rn)] áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïðîñòðàí-

ñòâîì M [Hs
p(Rn) −→ Ht

q(Rn)], îïðåäåë¼ííûì êàê

{µ ∈ Ht
q, loc(Rn) | ∃ C > 0: ∥f · µ∥Ht

q(Rn) 6 C ∥f∥Hs
p(Rn) ∀ f ∈ D(Rn)}.

Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê D(Rn) ïëîòíî âëîæåíî â Hs
p(Rn), òî ýòî îïðåäåëåíèå ïðîñòðàí-

ñòâà M [Hs
p(Rn) −→ Ht

q(Rn)] = M [Hs
p(Rn) −→ Ht

q(Rn)] ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

îïðåäåëåíèÿ 2.1.1, êîãäà â ðîëè ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà S1 âûñòóïàåò Hs
p(Rn),

à â ðîëè ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèé S2 âûñòóïàåò Ht
q(Rn).

Çàìå÷àíèå 2.1.1. Ïóñòü s, t > 0, p, q > 1. Êàê áûëî îòìå÷åíî â ãëàâå 1,

â ýòîé ñèòóàöèè ïðîñòðàíñòâî H−t
q′ (R

n) èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó

(Ht
q(Rn)∗ ∼= (Ht

q(Rn))∗, ïðè÷¼ì èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì

G : H−t
q′ (R

n) −→ (Ht
q(Rn))∗, u 7−→ Gu,

îïðåäåë¼ííûé êàê

Gu(f) =< u, f >t ∀ f ∈ Ht
q(Rn),

óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

Gu(g) = u(g) ∀ g ∈ D(Rn).

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.1.1, ïðîñòðàíñòâî M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] ìî-

æåò áûòü òàêæå îïðåäåëåíî êàê

{µ ∈ D′(Rn)| ∃ C > 0: |µ(f · g)| 6 C ∥f∥Hs
p(Rn)∥g∥Ht

q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn)}.
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Ïðè ýòîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî µ ∈M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] èìååì

∥µ∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] = inf{C > 0 | |µ(f · g)| 6 C ∥f∥Hs
p(Rn)∥g∥Ht

q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn)}.

Òàêîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ìóëüòèïëèêàòîðîâ, èñïîëüçîâàííûé íàìè â ãëàâå 1,

âîñõîäèò ê ñòàòüÿì [17, 60], ãäå îí áûë ðàçâèò â ÷àñòíîì ñëó÷àå p = q = 2.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî D(Rn) ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèîíàëîâ ñ ïëîòíîñòÿ-

ìè èç D(Rn) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Hs
p(Rn), òî â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 2.1.2 ìóëüòè-

ïëèêàòîð µ ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò îãðàíè÷åííûé

ëèíåéíûé îïåðàòîð Mµ èç Hs
p(Rn) â Ht

q(Rn), òàêîé, ÷òî

Mµ(f) = f · µ ∀ f ∈ D(Rn).

Òàêèì îáðàçîì, Mµ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå µ íà ðåãóëÿð-

íûõ ôóíêöèîíàëàõ f , ãäå f ∈ D(Rn), ïðè÷¼ì äëÿ ìóëüòèïëèêàòîðà

µ ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)]

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] = ∥Mµ∥B(Hs
p(Rn), Ht

q(Rn)).

Áîëåå òîãî, åñëè èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå Hs
p(Rn) ⊂ Ht

q(Rn), òî íàéäóòñÿ

òàêèå êîíñòàíòû C > 0, Cf > 0, ÷òî

∥g · f∥Ht
q(Rn) 6 C ∥f · g∥Hs

p(Rn) 6 C Cf ∥g∥Hs
p(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn)

è, çíà÷èò, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ D(Rn) èìååì f ∈ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)],

ïðè÷¼ì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Mf (u) = f · u ∀ u ∈ Hs
p(Rn).

Çàìå÷àíèå 2.1.2. Ïóñòü p, q > 1, s, s1, t, t1 ∈ R, ïðè÷¼ì s1 > s, t > t1. Òîãäà èç

îïðåäåëåíèÿ 2.1.2 è íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèé

Hs1
p (Rn) ⊂ Hs

p(Rn) è Ht
q(Rn) ⊂ Ht1

q (Rn)

ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ⊂M [Hs1
p (Rn) → Ht1

q (Rn)].

Óòâåðæäåíèå 2.1.2. Ïóñòü s, t ∈ R, p, q > 1. Òîãäà èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå

ïðîñòðàíñòâ

M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] =M [Ht

q(Rn) → H−s
p′ (Rn)],

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ðàâíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ ∈M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)]. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-

öèè f ∈ D(Rn) èìååì f · µ ∈ H−t
q′ (R

n), ïðè÷¼ì

∥f · µ∥H−t
q′ (Rn) 6 ∥µ∥M [Hs

p(Rn)→H−t
q′ (Rn)] ∥f∥Hs

p(Rn) ∀ f ∈ D(Rn).

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ g ∈ D(Rn). Òîãäà

|(g · µ)(f)| = |(f · µ)(g)| 6 ∥f · µ∥H−t
q′ (Rn) · ∥g∥Ht

q(Rn) 6

6 ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] ∥f∥Hs
p(Rn) · ∥g∥Ht

q(Rn) ∀ f ∈ D(Rn).

Îòñþäà, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1.2, ñëåäóåò, ÷òî g · µ ∈ H−s
p′ (Rn) è ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî

∥g · µ∥H−s
p′ (Rn) 6 ∥µ∥M [Hs

p(Rn)→H−t
q′ (Rn)] ∥g∥Ht

q(Rn) .

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ôóíêöèè g ∈ D(Rn) ýòî íåðàâåíñòâî è îçíà÷àåò, ÷òî

µ ∈M [Ht
q(Rn) → H−s

p′ (Rn)],

ïðè÷¼ì

∥µ∥M [Ht
q(Rn)→H−s

p′ (Rn)] 6 ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)].

Îáðàòíîå âëîæåíèå è ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Óòâåðæäåíèå 2.1.2 äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 2.1.3. Ïóñòü s, t ∈ R, p, q > 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå

âëîæåíèå

M [Hs
p(Rn) −→ Ht

q(Rn)] ⊂ Ht
q, unif (Rn) ∩H−s

p′, unif (R
n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ ∈ M [Hs
p(Rn) −→ Ht

q(Rn)], à ôóíêöèÿ h ∈ D(Rn) óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì

0 6 h(x) 6 1 ∀ x ∈ Rn, h(x) = 1 ∀ x : |x| 6 1.

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z ∈ Rn èìååì h(z) ∈ D(Rn), òî

h(z) · µ ∈ Ht
q(Rn),

ïðè÷¼ì

∥h(z) · µ∥Ht
q(Rn) 6 ∥µ∥M [Hs

p(Rn)→Ht
q(Rn)] ∥h(z)∥Hs

p(Rn) = ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] ∥h∥Hs
p(Rn).

Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê ñóïðåìóìó ïî z ∈ Rn, ïîëó÷àåì, ÷òî µ ∈ Ht
q, unif (Rn) è

∥µ∥Ht
q, unif (Rn) 6 C1 ∥µ∥M [Hs

p(Rn)→Ht
q(Rn)] ,
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ãäå C1 = ∥h∥Hs
p(Rn).

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ⊂ Ht
q, unif (Rn). (2.1)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâà M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] è M [H−t
q′ (R

n) → H−s
p′ (Rn)] ñîâ-

ïàäàþò â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.1.2 è èõ íîðìû ýêâèâàëåíòíû, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî

âûøåäîêàçàííîìó ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

M [H−t
q′ (R

n) → H−s
p′ (Rn)] ⊂ H−s

p′, unif (R
n),

òî ñïðàâåäëèâî è íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ⊂ H−s
p′, unif (R

n). (2.2)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî èç íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé

(2.1) è (2.2) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî âëîæåíèÿ

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ⊂ Ht
q, unif (Rn) ∩H−s

p′, unif (R
n)

ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêîé íîðì.

Óòâåðæäåíèå 2.1.3 äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 2.1.1. Ïóñòü s > 0, t > 0, p > 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåïðåðûâíûå

âëîæåíèÿ

a)M [Hs
p(Rn) → Ht

p′(R
n)] ⊂ Ht

p′, unif (R
n);

b)M [Hs
p(Rn) → H−t

p′ (R
n)] ⊂ H

−min{s,t}
p′, unif (Rn).

Ðåçóëüòàò ñëåäñòâèÿ 2.1.1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.1.3 è ñïðà-

âåäëèâîãî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë s, γ ∈ R ñîîòíîøåíèÿ

Hγ
p′, unif (R

n) ∩H−s
p′, unif (R

n) = H
max{−s,γ}
p′, unif (Rn),

êîòîðîå ëåãêî ïîëó÷èòü èç ïóíêòà b) çàìå÷àíèÿ 1.1.8.

2.2. Ýêâèâàëåíòíûå íîðìû íà ïðîñòðàíñòâå ìóëüòèïëèêàòîðîâ

è êðèòåðèé âëîæåíèÿ â ýòî ïðîñòðàíñòâî ðàâíîìåðíî

ëîêàëèçîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü, êîãäà èìååò ìåñòî îáðàòíîå âëîæåíèå

Ht
q, unif (Rn) ∩H−s

p′, unif (R
n) ⊂M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)],
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â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì èññëåäîâàòü áîëåå îáùóþ ïðîáëåìó ñïðàâåäëèâîñòè íåïðå-

ðûâíîãî âëîæåíèÿ

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)]

ïðè γ, s, t ∈ R, p, q, r > 1. Îòìåòèì, ÷òî â ñèòóàöèè, êîãäà íà ïðîñòðàíñòâå ìóëüòè-

ïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü ðàâíîìåðíóþ ìóëü-

òèïëèêàòîðíóþ íîðìó ||| · |||M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] òàê, ÷òîáû ýòà íîðìà áûëà ýêâèâàëåíòíà

ñòàíäàðòíîé íîðìå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) −→ Ht

q(Rn)] è Hγ
r (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) −→ Ht
q(Rn)]

èìåþò ìåñòî îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåìîãî óñëî-

âèÿ ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâîãî èç ýòèõ âëîæåíèé ìû óñòàíàâëèâàåì â ýòîì ïàðàãðàôå

êðèòåðèé ñïðàâåäëèâîñòè íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

Hγ
r (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)]

â òåðìèíàõ âûïîëíåíèÿ êîíêðåòíîé ôóíêöèîíàëüíîé îöåíêè è èññëåäóåì âîïðîñ, êî-

ãäà íà ïðîñòðàíñòâå M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ìîæíî ââåñòè ðàâíîìåðíóþ ìóëüòèïëèêà-

òîðíóþ íîðìó, ýêâèâàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé íîðìå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ íîðì íà ïðîñòðàíñòâå ìóëüòèïëè-

êàòîðîâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ òåîðåìà Ñòðèõàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè è íåêîòî-

ðàÿ å¼ ìîäèôèêàöèÿ.

Òåîðåìà Ñòðèõàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè. Ïóñòü s ∈ R, p > 1 è

ôóíêöèÿ φ ∈ D(Rn) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

a) 0 6 φ(x) 6 1 ∀ x ∈ Rn,

b) φ(x) = 1 ∀ x ∈ Q1
def
= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |xi| 6 1 ∀ i = 1, n },

c) φ(x) = 0 ∀ x /∈ Q2
def
= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |xi| 6 2 ∀ i = 1, n }.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ v ∈ S′(Rn) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) v ∈ Hs
p(Rn);

2) ∀ m ∈ Zn φ(m) · v ∈ Hs
p(Rn) è

∥v∥s, p, φ
def
=

( ∑
m∈Zn

∥φ(m) · v∥
p
Hs

p(Rn)

) 1
p

< +∞.

Ïðè ýòîì ∥ · ∥s, p, φ îïðåäåëÿåò íà Hs
p(Rn) íîðìó, ýêâèâàëåíòíóþ íîðìå ∥ · ∥Hs

p(Rn).

Â ñëó÷àå s > 0 ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [66; Ch. I, Theorem 3.1]. Äëÿ èíäåêñà

ãëàäêîñòè ïðîèçâîëüíîãî çíàêà àíàëîãè÷íûé òåîðåìå Ñòðèõàðòöà ðåçóëüòàò ñîäåð-

æèòñÿ â [67; Theorem 2.4.7], òîëüêî íà ôóíêöèþ φ ∈ D(Rn) âìåñòî óñëîâèé a) − c)

íàêëàäûâàåòñÿ åäèíñòâåííîå óñëîâèå∑
m∈Zn

φ(m)(x) = 1 ∀ x ∈ Rn.
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Îïðåäåëèì ïî ôóíêöèè φ ∈ D(Rn), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû Ñòðèõàðò-

öà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè, ôóíêöèþ

θ : Rn → R, θ(x)
def
=

1∑
k∈Zn

φ(k)(x)
∀ x ∈ Rn.

Òîãäà íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî θ ∈ C∞
b (Rn), ãäå ÷åðåç C∞

b (Rn) ìû îáîçíà÷àåì ïðîñòðàí-

ñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè

ïðîèçâîäíûìè íà Rn. Ïîñêîëüêó, ê òîìó æå, ñèñòåìà ôóíêöèé {θ ·φ(k)}k∈Zn îáðàçóåò

ðàçáèåíèå åäèíèöû, òî èç [67; Theorem 2.4.7] ñëåäóåò ðåçóëüòàò òåîðåìû Ñòðèõàðòöà

î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè äëÿ s < 0 â ñèëó ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü s ∈ R, p > 1 è ôóíêöèÿ φ ∈ D(Rn) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-

ùèì óñëîâèÿì:

a) 0 6 φ(x) 6 1 ∀ x ∈ Rn,

b) φ(x) = 1 ∀ x ∈ Q1
def
= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |xi| 6 1 ∀ i = 1, n },

c) φ(x) = 0 ∀ x /∈ Q2
def
= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |xi| 6 2 ∀ i = 1, n}.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ v ∈ S′(Rn) óñëîâèå 2) òåîðåìû î ðàâíîìåðíîé

ëîêàëèçàöèè ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

3) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g ∈ C∞
b (Rn), òàêîé, ÷òî

g(x) > δg > 0 ∀ x ∈ Rn,

èìååì, ÷òî

g · φ(m) · v ∈ Hs
p ∀m ∈ Zn

è

∥v∥s, p, φ, g
def
=

( ∑
m∈Zn

∥g · φ(m) · v∥
p
Hs

p(Rn)

) 1
p

< +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. 2) ⇒ 3) Ïóñòü äëÿ v ∈ S′(Rn) âûïîëíåíî óñëîâèå 2) òåîðåìû î

ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè è g ∈ C∞
b (Rn) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî

g(x) > δg > 0 ∀ x ∈ Rn.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Ag óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ g ∈ C∞
b (Rn) îãðàíè÷åí â ïðîñòðàí-

ñòâå Hs
p(Rn) ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1.4, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ∈ Zn

g · φ(m) · v ∈ Hs
p(Rn),

ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà Cg > 0, òàêàÿ, ÷òî

∥g · φ(m) · v∥Hs
p(Rn) 6 Cg ∥φ(m) · v∥Hs

p(Rn) ∀m ∈ Zn.
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Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî( ∑
m∈Zn

∥g · φ(m) · v∥
p
Hs

p(Rn)

) 1
p

6 Cg

( ∑
m∈Zn

∥φ(m) · v∥
p
Hs

p(Rn)

) 1
p

,

îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî v ∈ S′(Rn), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 2),

ñïðàâåäëèâî òàêæå è óñëîâèå 3).

3) ⇒ 2) Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå 2) ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ 3), åñëè âçÿòü ôóíêöèþ g,

òîæäåñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå.

Ëåììà 2.2.1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Ïóñòü k ∈ N, s ∈ R, p > 1 è ôóíêöèÿ φ ∈ D(Rn) óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì a) − c) èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 2.2.1. Òîãäà óñëîâèÿ 1), 2) è 3)

ýêâèâàëåíòíû óñëîâèþ

3') äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g ∈ C∞
b (Rn), òàêîé, ÷òî

g(x) > δg > 0 ∀ x ∈ Rn,

èìååì, ÷òî

g · φk
(m) · v ∈ Hs

p ∀m ∈ Zn

è

∥v∥s, p, φk, g
def
=

( ∑
m∈Zn

∥g · φk
(m) · v∥

p
Hs

p(Rn)

) 1
p

< +∞.

Ïðè ýòîì âñå íîðìû

∥ · ∥Hs
p(Rn), ∥ · ∥s, p, φ, ∥ · ∥s, p, φ, g, ∥ · ∥s, p, φk, g

ýêâèâàëåíòíû íà ïðîñòðàíñòâå Hs
p(Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1), 2) è 3) ñëåäóåò èç òåîðåìû Ñòðè-

õàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè è ëåììû 2.2.1. Ïîñêîëüêó æå ôóíêöèÿ

φk : Rn −→ R, x 7−→ (φ(x))k

óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì a)− c), ÷òî è ôóíêöèÿ φ, òî óñëîâèå 3') òàêæå ýêâè-

âàëåíòíî âñåì ýòèì óñëîâèÿì.

Òàê êàê ïðè íàëîæåííûõ íà g ∈ C∞
b (Rn) îãðàíè÷åíèÿõ ôóíêöèÿ h = 1/g òàêæå ïðè-

íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C∞
b (Rn), òî îïåðàòîð Ah óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ h îãðàíè÷åí

â ïðîñòðàíñòâå Hs
p(Rn) è, çíà÷èò, íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà Ch > 0, ÷òî

∥φ(m) · v∥Hs
p(Rn) = ∥Ah(g · φ(m) · v)∥Hs

p(Rn) 6 Ch ∥g · φm · v∥Hs
p(Rn) ∀m ∈ Zn.

53



Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà( ∑
m∈Zn

∥g · φ(m) · v∥
p
Hs

p(Rn)

) 1
p

6 Cg

( ∑
m∈Zn

∥φ(m) · v∥
p
Hs

p(Rn)

) 1
p

è ( ∑
m∈Zn

∥φ(m) · v∥
p
Hs

p(Rn)

) 1
p

6 Ch

( ∑
m∈Zn

∥g · φ(m) · v∥
p
Hs

p(Rn)

) 1
p

,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàò ñàìîé òåîðåìû î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè, ìû ïîëó÷àåì

ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ íîðì

∥ · ∥Hs
p(Rn), ∥ · ∥s, p, φ, ∥ · ∥s, p, φ, g, ∥ · ∥s, p, φk, g

íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Hs
p(Rn).

Ñëåäñòâèå 2.2.1 äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ïóñòü s, t ∈ R, p, q > 1 è ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì òåîðåìû Ñòðèõàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

Munif [H
s
p(Rn) → Ht

q(Rn)] êàê ìíîæåñòâî òåõ ðàñïðåäåëåíèé u ∈ D′(Rn), äëÿ êîòî-

ðûõ êîððåêòíî îïðåäåëåíà è êîíå÷íà íîðìà

∥u∥Munif, φ[Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]
def
= sup

z∈Rn
{ ∥φ(z) · u∥M [Hs

p(Rn)→Ht
q(Rn)]}.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå 2.2.1 íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèè φ, ïðè-

÷¼ì íîðìû ∥ · ∥Munif, φ1
[Hs

p(Rn)→Ht
q(Rn)] è ∥ · ∥Munif, φ2

[Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] ýêâèâàëåíòíû äëÿ

ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé φ1 è φ2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû î ðàâíîìåðíîé

ëîêàëèçàöèè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ φ â îáîçíà÷åíèè

∥ · ∥Munif, φ[Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] è ïèñàòü ïðîñòî ∥ · ∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)].

Ëåììà 2.2.2. Ïóñòü s, t ∈ R, 1 < p 6 q. Òîãäà èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðî-

ñòðàíñòâ

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] =Munif [H
s
p(Rn) → Ht

q(Rn)],

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. I. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ⊂Munif [H
s
p(Rn) → Ht

q(Rn)].

Ïóñòü µ ∈ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] è ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû

Ñòðèõàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå z ∈ Rn. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

φ(z) · µ ∈ Ht
q(Rn)
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è, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè â Ht
q(Rn) îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ èç D(Rn),

f · (φ(z) · µ) ∈ Ht
q(Rn) ∀ f ∈ D(Rn),

ïðè÷¼ì

∥f · (φ(z) · µ)∥Ht
q(Rn) = ∥(f · φ(z)) · µ∥Ht

q(Rn) 6 ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] ∥φ(z) · f∥Hs
p(Rn) 6

6 ∥Aφ∥B(Hs
p(Rn))∥µ∥M [Hs

p(Rn)→Ht
q(Rn)] ∥f∥Hs

p(Rn) ∀ f ∈ D(Rn),

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1.4.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.1.2, φ(z) ·µ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì èç

Hs
p(Rn) â Ht

q(Rn), ïðè÷¼ì

∥φ(z) · µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 K ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)),

ãäå K = ∥Aφ∥B(Hs
p(Rn)).

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ñóïðåìóìó ïî z ∈ Rn, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì,

÷òî µ ∈Munif [H
s
p(Rn) → Ht

q(Rn)] è

∥µ∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 K ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)].

II. Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Munif [H
s
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)].

Ïóñòü µ ∈ Munif [H
s
p(Rn) → Ht

q(Rn)], òî åñòü µ ∈ D′(Rn) è äëÿ ôóíêöèè φ, óäîâëå-

òâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè, èìååì, ÷òî

φ(z) · µ ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ∀ z ∈ Rn,

ïðè÷¼ì

∥µ∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] = sup
z∈Rn

{∥φ(z) · µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]} < +∞.

Äîêàæåì, ÷òî µ ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)], ïðè÷¼ì äëÿ íåêîòîðîé íå çàâèñÿùåé îò µ

êîíñòàíòû C > 0 âûïîëíåíà îöåíêà

∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 C ∥µ∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] .

Ïóñòü f ∈ D(Rn). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü íîðìó f · µ â ïðîñòðàíñòâå Ht
q(Rn),

ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèÿ φ2
(m) · f · µ, ãäå m ∈ Zn.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå m ∈ Zn. Ïîñêîëüêó

φ(m) · f ∈ D(Rn), à φ(m) · µ ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)],
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òî ïîëó÷àåì, ÷òî

φ2
(m) · f · µ = φ(m) · f · (φ(m) · µ) ∈ Ht

q(Rn),

ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

∥φ2
(m) · f · µ∥Ht

q(Rn) 6 ∥φ(m) · µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] ∥φ(m) · f∥Hs
p(Rn) 6

6 ∥µ∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] ∥φ(m) · f∥Hs
p(Rn).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà∑
m∈Zn

∥φ(m) · f∥
q
Hs

p(Rn),

ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðÿä ∑
m∈Zn

∥φ(m) · f∥
p
Hs

p(Rn).

Èç òåîðåìû Ñòðèõàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ

è äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C1 > 0, íå çàâèñÿùåé îò f ∈ D(Rn), ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî ∑
m∈Zn

∥φ(m) · f∥
p
Hs

p(Rn) 6 C1 ∥f∥pHs
p(Rn).

Ïîñêîëüêó ïðè p 6 q ïðîñòðàíñòâî lp íåïðåðûâíî âëîæåíî â lq, ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

∥a∥lq 6 ∥a∥lp ∀ a ∈ lp,

òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî( ∑
m∈Zn

∥φ(m) · f∥
q
Hs

p(Rn)

) 1
q

6
( ∑

m∈Zn

∥φ(m) · f∥
p
Hs

p(Rn)

) 1
p

6 C
1
p

1 ∥f∥Hs
p(Rn).

Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííóþ âûøå îöåíêó íîðìû ∥φ2
(m) ·f ·µ∥Ht

q(Rn), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:( ∑
m∈Zn

∥φ2
(m) · f · µ∥qHt

q(Rn)

) 1
q

6 ∥µ∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] ·

( ∑
m∈Zn

∥φ(m) · f∥
q
Hs

p(Rn)

) 1
q

6

6 C
1
p

1 ∥µ∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] · ∥f∥Hs
p(Rn).

Ïðèìåíÿÿ äëÿ v = f ·µ ñëåäñòâèå 2.2.1 ïðè k = 2 è ôóíêöèè g, òîæäåñòâåííî ðàâíîé

åäèíèöå, ïîëó÷àåì, ÷òî f · µ ∈ Ht
q(Rn) è íàéä¼òñÿ òàêàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà f è

µ êîíñòàíòà C0 > 0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

∥f · µ∥Ht
q(Rn) 6 C0

( ∑
m∈Zn

∥φ2
(m) · f · µ∥qHt

q(Rn)

) 1
q

6 C ∥µ∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]∥f∥Hs
p(Rn),
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ãäå C
def
= C0 · C

1
p

1 − íåêîòîðàÿ íå çàâèñÿùàÿ íè îò âûáîðà f, íè îò âûáîðà µ ïîëîæè-

òåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà f ∈ D(Rn) ýòà îöåíêà îçíà÷àåò, ÷òî

µ ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)],

ïðè÷¼ì

∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 C ∥µ∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)].

Ëåììà 2.2.2 äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó â ñèëó ëåììû 2.2.2 ïðè p 6 q ïðîñòðàíñòâà M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] è

Munif [H
s
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ñîâïàäàþò è ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû, òî â

ýòîé ñèòóàöèè íà ïðîñòðàíñòâå ìóëüòèïëèêàòîðîâM [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ìîæíî ââåñòè

íîðìó

|||µ|||M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]
def
= ∥µ∥Munif [Hs

p(Rn)→Ht
q(Rn)] ∀ µ ∈M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)],

ýêâèâàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé íîðìå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îáîñíóåì íåîáõîäèìîñòü îãðàíè÷åíèÿ p 6 q â óñëîâèÿõ ëåììû 2.2.2 äëÿ ñëó÷àÿ

s > t, êîòîðûé è áóäåò â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàòüñÿ äàëåå.

Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñëó÷àå p > q âåðåí âûâîä ëåììû 2.2.2. Òîãäà â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 1.1.1 êîððåêòíî îïðåäåë¼í îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïðî-

èçâîëüíóþ ôóíêöèþ èç D(Rn), äåéñòâóþùèé èç Hs
p(Rn) â Hs

q (Rn). Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ,

÷òî â ñëó÷àå s > t ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.1.2 ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

M [Hs
p(Rn) → Hs

q (Rn)] ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)],

ïîëó÷àåì, ÷òî

f ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)]

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ D(Rn).

Òîãäà äëÿ ðåãóëÿðíîãî ôóíêöèîíàëà I, ïîðîæä¼ííîãî òîæäåñòâåííî ðàâíîé åäèíèöå

ôóíêöèåé I(·), îïðåäåë¼ííîé íà Rn, ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
z∈Rn

∥h(z) · I∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] = sup
z∈Rn

∥h(z)∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] = ∥h∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)],

ãäå ôóíêöèÿ h óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ñòðèõàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëè-

çàöèè. Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî îïðåäåëåíà êîíå÷íàÿ íîðìà

∥I∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] = ∥h∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)].

è, çíà÷èò, I ∈Munif [H
s
p(Rn) → Ht

q(Rn)]. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ

î ñïðàâåäëèâîñòè âûâîäà ëåììû 2.2.2,

I ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)],
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îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hs
p(Rn) ⊂ Ht

q(Rn),

êîòîðîå íåâîçìîæíî ïðè p > q. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è ïîêàçûâàåò, ÷òî â ôîð-

ìóëèðîâêå ëåììû 2.2.2 íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ p 6 q â ñëó÷àå, êîãäà s > t.

Ëåììà 2.2.3. Ïóñòü s, t ∈ R, p, q > 1 è ïóñòü òàêæå ñîâïàäàþò ïðîñòðàíñòâà

Munif [H
s
p(Rn) → Ht

q(Rn)] è M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)], à èõ íîðìû ýêâèâàëåíòíû. Òîãäà

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë γ ∈ R è r > 1 íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)]

è

Hγ
r (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)]

ñïðàâåäëèâû îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâîãî íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ ñëåäóåò ñïðà-

âåäëèâîñòü âòîðîãî, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1.7 èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå

âëîæåíèå

Hγ
r (Rn) ⊂ Hγ

r, unif (R
n).

Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hγ
r (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)]

è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0, òàêàÿ, ÷òî

∥u∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 C ∥u∥Hγ
r (Rn) ∀ u ∈ Hγ

r (Rn).

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ φ ∈ D(Rn), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì òåîðå-

ìû Ñòðèõàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè, òî åñòü

a) 0 6 φ(x) 6 1 ∀ x ∈ Rn,

b) φ(x) = 1 ∀ x ∈ Qn
1

def
= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |xi| 6 1 ∀ i = 1, n },

c) φ(x) = 0 ∀ x /∈ Qn
2

def
= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |xi| 6 2 ∀ i = 1, n }.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â ïðîñòðàíñòâå Rn åäèíè÷íûé øàð B1(0) ñîäåðæèòñÿ â êó-

áå Qn
1 , òî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, íàëàãàåìûì íà ôóíêöèþ η â îïðåäåëåíèè 1.1.4

ïðîñòðàíñòâà Hs
r, unif (Rn).

Ïóñòü µ ∈ Hγ
r, unif (R

n). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z ∈ Rn èìååì, ÷òî

φ(z) · µ ∈ Hγ
r (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)]

è

∥φ(z) · µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 C ∥φ(z) · µ∥Hγ
r (Rn) 6 C ∥µ∥Hγ

r, unif (Rn).
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Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ñóïðåìóìó ïî z ∈ Rn, ïîëó÷àåì, ÷òî

∥µ∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 C ∥µ∥Hγ
r, unif (Rn).

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì ëåììû, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî µ ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] è ñóùåñòâó-

åò íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà µ êîíñòàíòà C1 > 0, òàêàÿ, ÷òî

∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 C1∥µ∥Munif [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 C1 C ∥µ∥Hγ
r, unif (Rn).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà µ ∈ Hγ
r, unif (R

n) ýòî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå íåïðåðûâ-

íîãî âëîæåíèÿ

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)].

Ëåììà 2.2.3 äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2.4. Ïóñòü γ, s, t > 0 è p, q, r > 1. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

1) íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî

∥f · g∥Hγ
r (Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn); (2.3)

2) Hs
p(Rn) íåïðåðûâíî âëîæåíî â M [Ht

q(Rn) → Hγ
r (Rn)];

3) Ht
q(Rn) íåïðåðûâíî âëîæåíî â M [Hs

p(Rn) → Hγ
r (Rn)];

4) H−γ
r′ (Rn) íåïðåðûâíî âëîæåíî â M [Hs

p(Rn) → H−t
q′ (R

n)].

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2) Ïóñòü íàéä¼òñÿ íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà C > 0, òàêàÿ, ÷òî

âûïîëíåíà îöåíêà

∥g · f∥Hγ
r (Rn) = ∥f · g∥Hγ

r (Rn) 6 C ∥f∥Hs
p(Rn) ∥g∥Ht

q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

Ýòà îöåíêà îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ D(Rn) èìååì

f ∈M [Ht
q(Rn) → Hγ

r (Rn)],

ïðè÷åì äëÿ íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà f êîíñòàíòû C > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥f∥M [Ht
q(Rn)→Hγ

r (Rn)] 6 C ∥f∥Hs
p(Rn).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò v ∈ Hs
p(Rn). Äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü fm ∈ D(Rn),m ∈ N, òàêàÿ, ÷òî

fm
Hs

p(Rn)
−−−−−→
m→∞

v.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ g ∈ D(Rn) è äîêàæåì, ÷òî èìåååò ìåñòî

ñõîäèìîñòü

g · fm
Hγ

r (Rn)−−−−−→
m→∞

g · v.
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Äåéñòâèòåëüíî, ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {g · fm}m∈N â ïðîñòðàíñòâå

Hγ
r (Rn) ñëåäóåò èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fm}m∈N â ïðîñòðàíñòâå

Hs
p(Rn) è îöåíêè

∥g · fm1 − g · fm2∥Hγ
r (Rn) = ∥(fm1 − fm2) · g∥Hγ

r (Rn) 6 C ∥fm1 − fm2∥Hs
p(R

n)∥g∥Ht
q(R

n).

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî Hγ
r (Rn) ïîëíî, òî ∃ w ∈ Hγ

r (Rn) :

g · fm
Hγ

r (Rn)−−−−−→
m→∞

w.

Îòñþäà â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1.3 ñëåäóåò, ÷òî

w(φ) = lim
m→∞

(g · fm)(φ) = lim
m→∞

fm(g · φ) ∀ φ ∈ D(Rn).

Ïîñêîëüêó fm
Hs

p(Rn)
−−−−−→
m→∞

v, òî, ñíîâà ïðèìåíÿÿ çàìå÷àíèå 1.1.3, ïîëó÷àåì, ÷òî

w(φ) = lim
m→∞

fm(g · φ) = v(g · φ) = (g · v)(φ) ∀ φ ∈ D(Rn).

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

g · fm
Hγ

r (Rn)−−−−−→
m→∞

w = g · v.

Òîãäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m→ ∞ â íåðàâåíñòâå

∥g · fm∥Hγ
r (Rn) = ∥fm · g∥Hγ

r (Rn) 6 C ∥fm∥Hs
p(Rn)∥g∥Ht

q(Rn),

ïîëó÷àåì, ÷òî

∥g · v∥Hγ
r (Rn) 6 C ∥v∥Hs

p(Rn) ∥g∥Ht
q(Rn).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà g ∈ D(Rn) èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî v

ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì èç Ht
q(Rn) â Hγ

r (Rn) è

∥v∥M [Ht
q(Rn)→Hγ

r (Rn)] 6 C ∥v∥Hs
p(Rn).

À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, è îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hs
p(Rn) ⊂M [Ht

q(Rn) → Hγ
r (Rn)].

2) ⇒ 1) Âûïîëíåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé îöåíêè (2.3) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç

ñïðàâåäëèâîñòè íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

Hs
p(Rn) ⊂M [Ht

q(Rn) → Hγ
r (Rn)]

è îöåíêè

∥f · g∥Hγ
r (Rn) = ∥g · f∥Hγ

r (Rn) 6 ∥f∥M [Ht
q(Rn)→Hγ

r (Rn)] ∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).
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Ýêâèâàëåíòíîñòü æå óñëîâèÿ 3) óñëîâèþ 1) ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïîëíîñòüþ àíà-

ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 1) è 2).

1) ⇒ 4) Ïóñòü íàéä¼òñÿ íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà C > 0, òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà

∥f · g∥Hγ
r (Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå v ∈ H−γ
r′ (Rn). Ïðèìåíÿÿ çàìå÷àíèå 1.1.2,

ïîëó÷àåì, ÷òî

|v(f · g)| 6 ∥v∥H−γ

r′ (Rn)∥f · g∥Hγ
r (Rn) 6 C ∥v∥H−γ

r′ (Rn)∥f∥Hs
p(Rn) ∥g∥Ht

q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.1.1, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî v ∈ M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] è ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà

∥v∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6 C ∥v∥H−γ

r′ (Rn).

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−γ
r′ (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → H−t
q′ (R

n)].

4) ⇒ 1) Ïóñòü èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−γ
r′ (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → H−t
q′ (R

n)].

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ v ∈ H−γ
r′ (Rn) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥v∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6 C ∥v∥H−γ

r′ (Rn).

Òàê êàê èìååò ìåñòî èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì Hγ
r (Rn) ∼= (H−γ

r′ (Rn))∗, òî ïðî-

ñòðàíñòâà Hγ
r (Rn) è (H−γ

r′ (Rn))∗ òàêæå èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíû, â ñèëó ÷åãî äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ f, g ∈ D(Rn) èìååì

∥f · g∥Hγ
r (Rn) = sup { |v(f · g)| | v ∈ H−γ

r′ (Rn), ∥v∥H−γ

r′ (Rn) = 1 }.

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.1.1 ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

|v(f · g)| 6 ∥v∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)]∥f∥Hs
p(Rn) ∥g ∥Ht

q(Rn) 6

6 C ∥v∥H−γ

r′ (Rn)∥f∥Hs
p(Rn) ∥g∥Ht

q(Rn) ∀ v ∈ H−γ
r′ (Rn), ∀ f, g ∈ D(Rn),

òî ïîëó÷àåì, ÷òî

∥f · g∥Hγ
r (Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà òðåáóåìàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà.

Ëåììà 2.2.4 äîêàçàíà.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ëåìì 2.2.2, 2.2.3 è 2.2.4 âûòåêàåò
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Ñëåäñòâèå 2.2.2. Ïóñòü γ, s, t > 0, p, q, r > 1. Òîãäà

1) ïðè p 6 q íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)]

èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Ht
q(Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∥g∥Hγ
r (Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn);

2) ïðè p 6 q′ íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−γ
r′, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)]

èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Hγ
r (Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

2.3. Îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â òåðìèíàõ øêàëû

ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò äîêàçàíû îñíîâíûå òåîðåìû äàííîé ãëàâû. Äëÿ ýòîãî

íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ èìåþò è

ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ñíà÷àëà äîêàæåì ëåììó, ñîäåðæàùóþ îñíîâíóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ îöåíêó, êî-

òîðàÿ âìåñòå ñ ðåçóëüòàòîì ñëåäñòâèÿ 2.2.2 è áóäåò äàâàòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà

ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] â íåêîòîðûõ âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Ëåììà 2.3.1. Ïóñòü p, q > 1, s > t > 0, s > n
p è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ

óñëîâèé:

a) p 6 q, s− n

p
> t− n

q
èëè b) p > q.

Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0, òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

îöåíêà

∥f · g∥Ht
q(Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå äîêàæåì ýòó îöåíêó äëÿ t ̸= n
q .

Èç óòâåðæäåíèÿ 1.1.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè f ∈ D(Rn), òî

f ∈M [Ht
q(Rn) → Ht

q(Rn)].
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Òîãäà èìååì, ÷òî

∥f · g∥Ht
q(Rn) = ∥g · f∥Ht

q(Rn) 6 ∥f∥M [Ht
q(Rn)→Ht

q(Rn)] ∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn)

è äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé îöåíêè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî âèäà

∥f∥M [Ht
q(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 C ∥f∥Hs
p(Rn) ∀ f ∈ D(Rn).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1) t > n
q . Êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [66; Ch. II, Corollary 2.2]),

â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

M [Ht
q(Rn) → Ht

q(Rn)] = Ht
q, unif (Rn),

ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

Çàìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hs
p, unif (Rn) ⊂ Ht

q, unif (Rn)

èìååò ìåñòî êàê ïðè ïðè p 6 q, s − n
p > t − n

q (ñëó÷àé (a) çàìå÷àíèÿ 1.1.8), òàê è

ïðè p > q, s > t (ñëó÷àé (b) çàìå÷àíèÿ 1.1.8). Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ñïðàâåäëèâîñòü

íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

Hs
p(Rn) ⊂ Hs

p, unif (Rn),

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ D(Rn) èìååò ìåñòî öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

∥f∥M [Ht
q(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 C0 ∥f∥Ht
q, unif (Rn) 6 C1 ∥f∥Hs

p, unif (Rn) 6 C2 ∥f∥Hs
p(Rn),

ãäå C0, C1, C2− íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà ôóíê-

öèè f.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2) t < n
q . Â ýòîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð,

[11; �2.3.1, ïðåäëîæåíèå 1]),

∥f∥M [Ht
q(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 C3 (∥f∥Ht
n
t , unif

(Rn) + ∥f∥L∞(Rn)) ∀ f ∈ D(Rn),

ãäå C3 > 0− íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ôóíêöèè f.

Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

Hs
p, unif (Rn) ⊂ Ht

n
t
, unif (R

n)

áóäåò ñëåäîâàòü èç çàìå÷àíèÿ 1.1.8, â êîòîðîì â êà÷åñòâå q áåð¼òñÿ n
t . Äåéñòâèòåëüíî,

ïðè p > n
t èç íåðàâåíñòâà s > t ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèé ïóíêòà b) çàìå÷àíèÿ

1.1.8, à ïðè p 6 n
t ìîæíî ïðèìåíèòü ïóíêò a) çàìå÷àíèÿ 1.1.8, òàê êàê èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

s− n

p
> 0 = t− n

n
t

.
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Òîãäà èç ñïðàâåäëèâîñòè íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé

Hs
p(Rn) ⊂ Hs

p, unif (Rn) è Hs
p, unif (Rn) ⊂ Ht

n
t
, unif (R

n)

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C4 > 0, C5 > 0, òàêèå, ÷òî

∥f∥Ht
n
t , unif

(Rn) 6 C4 ∥f∥Hs
p, unif (Rn) 6 C5 ∥f∥Hs

p(Rn) ∀ f ∈ D(Rn).

Ïîñêîëüêó ïðè s > n
p íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C6 > 0, ÷òî âåðíà îöåíêà

∥f∥L∞(Rn) 6 C6 ∥f∥Hs
p(Rn) ∀ f ∈ D(Rn)

(ñì. áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå â [21; �2.8.1, çàìå÷àíèå 2]), òî â èòîãå ïîëó÷àåì

∥f∥M [Ht
q(Rn)→Ht

q(Rn)] 6 C3 (∥f∥Ht
n
t , unif

(Rn) + ∥f∥L∞(Rn)) 6 C7 ∥f∥Hs
p(Rn) ∀ f ∈ D(Rn),

ãäå C7 = C3 (C5 + C6).

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà äîêàçàíà ïðè t ̸= n
q .

Òåïåðü äîêàæåì ýòó ìóëüòèïëèêàòèâíóþ îöåíêó äëÿ t0 = n
q .

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε : 0 < ε < min(s − n
p , t0). Òîãäà, t0 − ε > 0, s − ε > n

p è,

èñõîäÿ èç äîêàçàííîãî â ñëó÷àÿõ 1) è 2), èìååì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f, g ∈ D(Rn)

∥f · g∥
H

t0−ε
q (Rn)

6 C7 ∥f∥Hs−ε
p (Rn)∥g∥Ht0−ε

q (Rn)

è

∥f · g∥
H

t0+ε
q (Rn)

6 C2 ∥f∥Hs+ε
p (Rn)∥g∥Ht0+ε

q (Rn)
.

Ïðèìåíèâ çàìå÷àíèå 1.1.6 î êîìïëåêñíîé èíòåðïîëÿöèè äëÿ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ

ïîòåíöèàëîâ è òåîðåìó î ïîëèëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè [2; Òåîðåìà 4.4.1], èç ýòèõ íåðà-

âåíñòâ ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ C =
√
C2 · C7 âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥
H

t0
q (Rn)

6 C ∥f∥Hs
p(Rn)∥g∥Ht0

q (Rn)
∀ f, g ∈ D(Rn).

Ëåììà 2.3.1 äîêàçàíà.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äà¼òñÿ îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] äëÿ

íåîòðèöàòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé ãëàäêîñòè s, t > 0 ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ åñòå-

ñòâåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü p, q > 1, p 6 q, s > n
p , t > 0 è s− n

p > t− n
q . Òîãäà èìååò

ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] = Ht
q, unif (Rn),

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Ht
q, unif (Rn) ⊂ H−s

p′, unif (R
n).

Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå q > p′ ýòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå ñëåäóåò èç ïóíêòà b) çà-

ìå÷àíèÿ 1.1.8, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî t > −s. Â ñëó÷àå æå q < p′ èç

ñîîòíîøåíèÿ

s− n

p
> 0 > −t− n

q′
,

âûòåêàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

t− n

q
> −s− n

p′
,

â ñèëó ÷åãî ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ ñëåäóåò èç ïóíêòà

a) çàìå÷àíèÿ 1.1.8.

Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 2.1.3, òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëî-

æåíèå

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ⊂ Ht
q, unif (Rn) ∩H−s

p′, unif (R
n) = Ht

q, unif (Rn).

Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Ht
q, unif (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)].

Ñîãëàñíî ïóíêòó 1) ñëåäñòâèÿ 2.2.2, ýòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå èìååò ìåñòî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Ht
q(Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn)∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óñëîâèå s > t íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ s − n
p > t − n

q è

p 6 q, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ýòà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà â ñèëó ëåììû

2.3.1.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] = Ht
q, unif (Rn)

è ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðì.

Òåîðåìà 2.3.1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Ïðè s, t > 0, p, q > 1 îãðàíè÷åíèÿ s > n
p , p 6 q, s − n

p > t− n
q

èç óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3.1 ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî âîçìîæíî

îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] â òåðìèíàõ øêàëû ðàâíîìåðíî ëîêà-

ëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ.
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Â ñàìîì äåëå, êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [62; Remark 4.9.2]), â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ

íåðàâåíñòâà s > n
p äàæå äëÿ ïðîñòðàíñòâà M [Hs

p(Rn) → Hs
p(Rn)] íåâîçìîæíî äàòü

îïèñàíèå â òåðìèíàõ ýòîé øêàëû.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ p 6 q è s − n
p > t− n

q òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåîá-

õîäèìûìè äëÿ îïèñàíèÿ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ Hγ
r, unif (R

n),

γ ∈ R, r > 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà γ ∈ R è r > 1, ÷òî

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] = Hγ
r, unif (R

n),

òî, ïîñêîëüêó ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë I, ïîðîæä¼ííûé òîæäåñòâåííî ðàâíîé åäèíè-

öå íà Rn ôóíêöèåé, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Hγ
r, unif (R

n), ïîëó÷àåì, ÷òî äîëæíî

èìåòü ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hs
p(Rn) ⊂ Ht

q(Rn).

Â ñèëó æå çàìå÷àíèÿ 1.1.5 íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñïðàâåäëèâîñòè

ýòîãî íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ p 6 q

è s− n
p > t− n

q .

Çàìå÷àíèå 2.3.2. Ïóñòü s, t > 0, p, q > 1 è âûïîëíÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëî-

âèÿ

max(s, t) >
n

max(p, q)
, p 6 q′.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå âûøå ôàêòû, à èìåííî, óòâåðæäåíèå 2.1.3, ñëåäñòâèå

2.2.2 è ëåììó 2.3.1, ìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâàM [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)]

â âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ëèáî s = t, ëèáî p = q.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.1.3 èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] ⊂ H−t

q′, unif (R
n) ∩H−s

p′, unif (R
n).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà æå îáðàòíîãî âëîæåíèÿ íóæíî ïðèìåíèòü ñîäåðæàùèéñÿ â

ïóíêòå 2) ñëåäñòâèÿ 2.2.2 êðèòåðèé ñïðàâåäëèâîñòè íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

H−γ
r′, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)]

â òåðìèíàõ âûïîëíåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèîíàëüíîé îöåíêè

∥f · g∥Hγ
r (Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn)∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn)

è ëåììó 2.3.1.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå s = t > 0 äëÿ p, q > 1 ïðè âûïîëíåíèè åñòåñòâåííûõ îãðà-

íè÷åíèé p 6 q′ è s > n
max(p, q) ïîëó÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

M [Hs
p(Rn) → H−s

q′ (Rn)] = H−s
q′, unif (R

n) ∩H−s
p′, unif (R

n) = H−s
max(p′, q′), unif (R

n),
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ïðè÷åì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîá-

ùåíèåì ïîëó÷åííîãî â [15; Òåîðåìà 2.5] îïèñàíèÿ

M [Hs
p(Rn) → H−s

p (Rn)] = H−s
max(p, p′), unif (R

n) ïðè p > 1, s >
n

max(p, p′)
.

Â ñëó÷àå æå, êîãäà p = q, s, t > 0, ïðè âûïîëíåíèè åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé

1 < p 6 2 è max(s, t) > n
p ïîëó÷àåì, ÷òî

M [Hs
p(Rn) → H−t

p′ (R
n)] = H−t

p′, unif (R
n) ∩H−s

p′, unif (R
n) = H

−min(s,t)
p′, unif (Rn),

ïðè÷åì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû. Îòìåòèì, ÷òî ïðè p = 2 ýòîò

ðåçóëüòàò áûë óñòàíîâëåí â [60; Lemma 4].

Ïîëó÷åííûå â çàìå÷àíèè 2.3.2 îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ

÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ðåçóëüòàòà òåîðåìû 2.3.2, êîòîðàÿ áóäåò äîêàçàíà íèæå. Îäíàêî

å¼ äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûì, ÷åì ðàññóæäåíèÿ â çàìå-

÷àíèè 2.3.2, è îïèðàåòñÿ íà ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, îäíèì èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ìóëüòèèíäåêñà α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn
+ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

îáîçíà÷åíèå

|α|1 =
n∑

k=1

αk.

Ëåììà 2.3.2. Ïóñòü s, t ∈ R, m ∈ Z+, p, q > 1, è

µ ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ∩M [Hs−m
p (Rn) → Ht−m

q (Rn)].

Òîãäà Dα(µ) ∈M [Hs
p(Rn) → Ht−m

q (Rn)] ∀ α ∈ Zn
+ : |α|1 = m è

∥Dα(µ)∥M [Hs
p(Rn)→Ht−m

q (Rn)] 6 C ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]∩M [Hs−m
p (Rn)→Ht−m

q (Rn)] ,

ãäå C − íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò s, t, p, q è m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî m = |α|1.
Ïóñòü m = |α|1 = 1 è

µ ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ∩M [Hs−1
p (Rn) → Ht−1

q (Rn)].

Òîãäà Dα = ∂
∂xi

äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, ..., n} è

f ·Dα(µ) = Dα(f · µ)−Dα(f) · µ ∀ f ∈ D(Rn).

Ïîñêîëüêó

µ ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ∩M [Hs−1
p (Rn) → Ht−1

q (Rn)]
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è, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1.1, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë κ ∈ R è r > 1 äèôôåðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð Dα : Hκ
r (Rn) → Hκ−1

r (Rn) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, òî

f ·Dα(µ) = Dα(f · µ)−Dα(f) · µ ∈ Ht−1
q (Rn) ∀ f ∈ D(Rn),

ïðè÷¼ì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ D(Rn) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥f ·Dα(µ)∥Ht−1
q (Rn) 6 ∥Dα(f · µ)∥Ht−1

q (Rn) + ∥Dα(f) · µ∥Ht−1
q (Rn) 6

6 C1 · ∥f · µ∥Ht
q(Rn) + ∥µ∥M [Hs−1

p (Rn)→Ht−1
q (Rn)] · ∥D

α(f)∥Hs−1
p (Rn) 6

6 C1 · ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] · ∥f∥Hs
p(Rn) + C2 · ∥µ∥M [Hs−1

p (Rn)→Ht−1
q (Rn)] · ∥f∥Hs

p(Rn) 6

6 (C1 + C2)∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]∩M [Hs−1
p (Rn)→Ht−1

q (Rn)] · ∥f∥Hs
p(Tn),

ãäå

C1 = ∥Dα∥B(Ht
q(Rn)→Ht−1

q (Rn)), C2 = ∥Dα∥B(Hs
p(Rn)→Hs−1

p (Rn)).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Dα(µ) ∈M [Hs
p(Rn) → Ht−1

q (Rn)]

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥Dα(µ)∥M [Hs
p(Rn)→Ht−1

q (Rn)] 6 (C1 + C2) ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]∩M [Hs−1
p (Rn)→Ht−1

q (Rn)],

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðè |α|1 = 1.

Ïóñòü, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, óòâåðæäåíèå óæå äî-

êàçàíî äëÿ âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ α ∈ Zn
+, òàêèõ, ÷òî |α|1 6 m− 1.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìóëüòèèíäåêñ α ∈ Zn
+, òàêîé, ÷òî |α|1 = m, è ïðîèçâîëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå

µ ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ∩M [Hs−m
p (Rn) → Ht−m

q (Rn)].

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå Dα(µ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Dα(µ) = Dα2(Dα1(µ)),

ãäå α1, α2 ∈ Zn
+, α1 + α2 = α, |α1|1 = 1 è |α2|1 = m− 1.

Èç òåîðåìû î êîìïëåêñíîé èíòåðïîëÿöèè äëÿ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ

ñëåäóåò, ÷òî

µ ∈M [Hs−m1
p (Rn) → Ht−m1

q (Rn)] ∀m1 ∈ N : m1 6 m,

ïðè÷¼ì

∥µ∥
M [H

s−m1
p (Rn)→H

t−m1
q (Rn)]

6 ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]∩M [Hs−m
p (Rn)→Ht−m

q (Rn)].
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Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ m1 = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî

µ ∈M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ∩M [Hs−1
p (Rn) → Ht−1

q (Rn)].

Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ áàçû èíäóêöèè, èìååì, ÷òî

Dα1(µ) ∈M [Hs
p(Rn) → Ht−1

q (Rn)],

ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà µ êîíñòàíòà C3 > 0, òàêàÿ, ÷òî

∥Dα1(µ)∥M [Hs
p(Rn)→Ht−1

q (Rn)] 6 C3 ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]∩M [Hs−1
p (Rn)→Ht−1

q (Rn)].

Ïîëàãàÿ æå m1 = m− 1, ïîëó÷èì, ÷òî

µ ∈M [Hs−(m−1)
p (Rn) → Ht−(m−1)

q (Rn)] ∩M [Hs−m
p (Rn) → Ht−m

q (Rn)]

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ áàçû èíäóêöèè,

Dα1(µ) ∈M [Hs−(m−1)
p (Rn) → Ht−m

q (Rn)] =M [Hs−(m−1)
p (Rn) → Ht−1−(m−1)

q (Rn)],

ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà µ êîíñòàíòà C4 > 0, òàêàÿ, ÷òî

∥Dα1(µ)∥
M [H

s−(m−1)
p (Rn)→H

t−1−(m−1)
q (Rn)]

6

6 C4 ∥µ∥M [H
s−(m−1)
p (Rn)→H

t−(m−1)
q (Rn)]∩M [Hs−m

p (Rn)→Ht−m
q (Rn)]

.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì, ÷òî

Dα1(µ) ∈M [Hs
p(Rn) → Ht−1

q (Rn)] ∩M [Hs−(m−1)
p (Rn) → Ht−1−(m−1)

q (Rn)],

ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥Dα1(µ)∥
M [Hs

p(Rn)→Ht−1
q (Rn)]∩M [H

s−(m−1)
p (Rn)→H

t−1−(m−1)
q (Rn)]

6

6 C5 · ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]∩M [Hs−m
p (Rn)→Ht−m

q (Rn)],

ãäå C5 = max(C3, C4).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Dα(µ) = Dα2(Dα1(µ)) ∈M [Hs
p(Rn) → Ht−m

q (Rn)],

ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà µ êîíñòàíòà C6 > 0, òàêàÿ, ÷òî

∥Dα(µ)∥M [Hs
p(Rn)→Ht−m

q (Rn)] 6

6 C6 · ∥Dα1(µ)∥
M [Hs

p(Rn)→Ht−1
q (Rn)]∩M [H

s−(m−1)
p (Rn)→H

t−1−(m−1)
q (Rn)]

6

6 C5 · C6 · ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]∩M [Hs−m
p (Rn)→Ht−m

q (Rn)].

Ëåììà 2.3.2 äîêàçàíà.

Òàêæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîá-

ùåíèå èçâåñòíîãî ôàêòà î ïðåäñòàâëåíèè ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà W−k
p (Rn), ãäå k ∈ N,

p > 1, â âèäå äèâåðãåíöèè k−ãî ïîðÿäêà íåêîòîðîãî âåêòîðà, ñîñòîÿùåãî èç ýëåìåíòîâ
ïðîñòðàíñòâà W 0

p (Rn) (ñì., íàïðèìåð, [11; �1.5]).
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Ëåììà 2.3.3. Ïóñòü k ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå îïåðàòî-

ðû A0, Aβ, β ∈ Zn
+, |β|1 = k, äåéñòâóþùèå èç S′(Rn) â S′(Rn), òàêèå, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî u ∈ S′(Rn) èìååì

u = A0(u) +
∑

β∈Zn
+ : |β|1=k

Dβ(Aβ(u)),

ïðè÷¼ì ∀ s ∈ R, ∀ p > 1 îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ A0, Aβ íà ïðîñòðàíñòâî Hs
p(Rn)

ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè èç Hs
p(Rn) â Hs+k

p (Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ S′(Rn) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

u = J2k(J−2k(u)) = (Id−∆)k(J−2k(u)) =
∑

|α|162k

Cα ·Dα(J−2k(u)) = u1 + u2,

ãäå

u1
def
=

∑
|α|16k

Cα ·Dα(J−2k(u)), u2
def
=

∑
k<|α|162k

Cα ·Dα(J−2k(u)).

Îïðåäåëèì íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A0 : S
′(Rn) → S′(Rn) ðàâåíñòâîì

A0(u)
def
= u1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü u2. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ìóëüòèèíäåêñ α ∈ Zn
+, òàêîé,

÷òî k < |α|1 6 2k, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

α = β(α) + γ(α),

ãäå β(α), γ(α) ∈ Zn
+, |β(α)|1 = k è |γ(α)|1 = |α|1 − k 6 k. Ïîýòîìó u2 ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

u2 =
∑

|β|1=k

Dβ

 ∑
|γ|16k

Cβ,γ ·Dγ(J−2k(u))

 .

Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, íî äàëüíåéøåå äîêà-

çàòåëüñòâî íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîé êîíêðåòíûé íàáîð êîíñòàíò Cβ,γ âûáðàí èç âñåõ

òåõ íàáîðîâ êîíñòàíò, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ýòî ïðåäñòàâëåíèå.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìóëüòèèíäåêñà β ∈ Zn
+, òàêîãî, ÷òî |β|1 = k, îïðåäåëèì íåïðå-

ðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð Aβ : S
′(Rn) → S′(Rn) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aβ(u)
def
=

∑
|γ|16k

Cβ,γ ·Dγ(J−2k(u)).

Èòàê, ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå

u = A0(u) +
∑

|β|1=k

Dβ(Aβ(u)) ∀ u ∈ S′(Rn).
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Òåïåðü çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå s ∈ R è p > 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëå-

ìåíò u ∈ Hs
p(Rn). Òîãäà J−2k(u) ∈ Hs+2k

p (Rn) è

∥J−2k(u)∥Hs+2k
p (Rn) = ∥u∥Hs

p(Rn).

Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 1.1.1 è àíàëîã òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà äëÿ ïðîñòðàíñòâ

áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî

Dα(J−2k(u)) ∈ Hs+2k−|α|1
p (Rn) ⊂ Hs+k

p (Rn) ∀ α ∈ Zn
+ : |α|1 6 k,

è, çíà÷èò,

u1 =
∑

|α|16k

Cα ·Dα(J−2k(u)) ∈ Hs+k
p (Rn).

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìóëüòèèíäåêñà α ∈ Zn
+ îïåðàòîð

Dα|
H

s+k+|α|1
p (Rn)

: Hs+k+|α|1
p (Rn) −→ Hs+k

p (Rn)

îãðàíè÷åí ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1.1, òî ñóùåñòâóþò òàêèå íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà

u ∈ Hs
p(Rn) êîíñòàíòû Kα > 0, ÷òî ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

∥u1∥Hs+k
p (Rn) 6

∑
|α|16k

|Cα| · ∥Dα(J−2k(u))∥Hs+k
p (Rn) 6

6
∑

|α|16k

|Cα|Kα · ∥J−2k(u)∥Hs+k+|α|1
p (Rn)

=
∑

|α|16k

|Cα|Kα · ∥u∥
H

s+|α|1−k
p (Rn)

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìóëüòèèíäåêñà α ∈ Zn
+, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

|α|1 6 k, èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hs
p(Rn) ⊂ Hs+|α|1−k

p (Rn)

è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà v ∈ Hs
p(Rn) êîíñòàíòà C1,α > 0, òàêàÿ,

÷òî

∥v∥
H

s+|α|1−k
p (Rn)

6 C1,α · ∥v∥Hs
p(Rn) ∀ v ∈ Hs

p(Rn),

â èòîãå ïîëó÷àåì îöåíêó

∥u1∥Hs+k
p (Rn) 6

 ∑
|α|16k

|Cα|Kα C1,α

 ∥u∥Hs
p(Rn).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A0|Hs
p(Rn) : H

s
p(Rn) −→ Hs+k

p (Rn), îïðåäåëÿåìûé ñîîòíî-

øåíèåì

A0(u) = u1 ∀ u ∈ Hs
p(Rn),

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.
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Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèÿ

Aβ(u) =
∑

|γ|16k

Cβ,γ ·Dγ(J−2k(u)) è A0(u) =
∑

|α|16k

Cα ·Dα(J−2k(u))

îòëè÷àþòñÿ òîëüêî êîíñòàíòàìè Cβ,γ è Cα, òî ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ

ïðîâåä¼ííûì âûøå, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ Hs
p(Rn) èìååì

Aβ(u) =
∑

|γ|16k

Cβ,γ ·Dγ(J−2k(u)) ∈ Hs+k
p (Rn),

ïðè÷¼ì

∥Aβ(u)∥Hs+k
p (Rn) 6

 ∑
|γ|16k

|Cβ,γ |Kγ C1,γ

 ∥u∥Hs
p(Rn).

Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðîâ

Aβ|Hs
p(Rn) : H

s
p(Rn) → Hs+k

p (Rn) ∀ β ∈ Zn
+ : |β|1 = k,

à, çíà÷èò, è óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 2.3.3 äîêàçàíà.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì êëþ÷åâóþ òåîðåìó, äàþùóþ îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòè-

ïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] ïðè s, t > 0, p, q > 1 â ñèòóàöèè, êîãäà âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ, îáîáùàþùèå êëàññè÷åñêîå óñëîâèå Ñòðèõàðòöà.

Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü p, q > 1, p 6 q′ è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ

óñëîâèé:

1) s > t > 0, s >
n

p
èëè 2) t > s > 0, t >

n

q
.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] = H−t

q′, unif (R
n) ∩H−s

p′, unif (R
n),

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.1.3 èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] ⊂ H−t

q′, unif (R
n) ∩H−s

p′, unif (R
n).

Ïîýòîìó îñòà¼òñÿ äîêàçàòü îáðàòíîå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−t
q′, unif (R

n) ∩H−s
p′, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)].

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 1) s > t > 0, s > n
p , òî äîêàçàòåëüñòâî ðàñïàäàåòñÿ íà äâà

ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1.1. Ïóñòü ëèáî à) p < q è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî s − n
p > t − n

q , ëèáî

á) p > q.
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Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå à) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà q′ < p′ è −t − n
q′ > −s − n

p′ , à

â ñëó÷àå á) - íåðàâåíñòâà q′ > p′ è −t > −s, è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1.8

ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−t
q′, unif (R

n) ⊂ H−s
p′, unif (R

n).

Ïîýòîìó â ñëó÷àå 1.1 èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

H−t
q′, unif (R

n) ∩H−s
p′, unif (R

n) = H−t
q′, unif (R

n),

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû.

Òàê êàê p 6 q′, òî ìîæíî ïðèìåíèòü ïóíêò 2) ñëåäñòâèÿ 2.2.2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−t
q′, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)]

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Ht
q(Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn)∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå 1.1 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 2.3.1, ñîãëàñíî êîòîðîé

è ñïðàâåäëèâà äàííàÿ îöåíêà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî

M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] = H−t

q′, unif (R
n) ∩H−s

p′, unif (R
n) = H−t

q′, unif (R
n),

ïðè÷¼ì íîðìû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû. Ýòî è çàâåðøàåò äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû â ñëó÷àå 1.1.

Ñëó÷àé 1.2. Ïóñòü òåïåðü p < q è s − n
p < t − n

q , òî åñòü íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

ñëó÷àÿ 1.1.

Òàê êàê, ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû, s − n
p > 0, òî â ýòîì ñëó÷àå èìååì t > n

q .

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

s+ t >
n

p
+
n

q
> n

q′
+
n

q
= n.

Ïóñòü òåïåðü

µ ∈ H−t
q′, unif (R

n) ∩H−s
p′, unif (R

n),

à ôóíêöèÿ η âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà îäíîâðåìåííî óëîâëåòâîðÿëà è óñëî-

âèÿì îïðåäåëåíèÿ 1.1.4, è óñëîâèÿì òåîðåìû Ñòðèõàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå z ∈ Rn. Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà

µz
def
= η(z) · µ ∈ H−t

q′ (R
n) ∩H−s

p′ (Rn).
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Ïðèìåíèâ ëåììó 2.3.3 â ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå k áåð¼òñÿ n, ïîëó÷àåì, ÷òî èìååò

ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

µz = A0(µz) +
∑

|β|1=n

Dβ(Aβ(µz)),

ãäå äëÿ íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A0, Aβ, β ∈ Zn
+, |β|1 = n, äåéñòâóþùèõ â

ïðîñòðàíñòâå S′(Rn), ñïðàâåäëèâî, ÷òî

A0|H−s
p′ (Rn) , Aβ|H−s

p′ (Rn) ∈ B(H−s
p′ (Rn),Hn−s

p′ (Rn)),

A0|H−t
q′ (Rn) , Aβ|H−t

q′ (Rn) ∈ B(H−t
q′ (R

n),Hn−t
q′ (Rn)).

Ââåä¼ì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ µβ,z
def
= Dβ(Aβ(µz)) è µ1,z

def
=

∑
|β|1=n

µβ,z.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå A0(µz) è ðàñïðåäå-

ëåíèÿ µβ,z äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìóëüòèèíäåêñà β ∈ Zn
+, òàêîãî, ÷òî |β|1 = n, ÿâëÿþòñÿ

ìóëüòèïëèêàòîðàìè èç Hs
p(Rn) â H−t

q′ (R
n).

×òîáû ïðèìåíèòü ëåììó 2.3.2 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

µβ,z = Dβ(Aβ(µz)) ïðîñòðàíñòâó M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)], íàì ïîòðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü,

÷òî

Aβ(µz) ∈M [Hs
p(Rn) → Hn−t

q′ (Rn)] ∩M [Hs−n
p (Rn) → H−t

q′ (R
n)].

Ïîýòîìó ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hn−t
q′ (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → Hn−t
q′ (Rn)].

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n− t > 0, òî â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 1) è 2) â ëåììå

2.2.4 äîêàçûâàåìîå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Hn−t
q′ (Rn) 6 C ∥f∥Hn−t

q′ (Rn)∥g∥Hs
p(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

Ñàìà æå ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà ñîãëàñíî ëåììå 2.3.1, ïðèìåíèìîé â äàííîé ñèòóàöèè,

ïîñêîëüêó p 6 q′, s > n
p , s > n− t > 0, à óñëîâèå

s− n

p
> n− t− n

q′

ñëåäóåò èç âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ s > n
p è t > n

q .

Åñëè æå n− t < 0, òî â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 1) è 4) â ëåììå 2.2.4 äîêàçû-

âàåìîå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Ht−n
q (Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn)∥g∥Ht−n
q (Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).
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Ñïðàâåäëèâîñòü æå ýòîé îöåíêè òàêæå ñëåäóåò èç ëåììû 2.3.1, êîòîðóþ ìîæíî ïðè-

ìåíèòü, ïîñêîëüêó s > t−n > 0, s > n
p , p < q, à íåðàâåíñòâî s− n

p > t−n− n
q ñëåäóåò

èç òîãî, ÷òî

s− t > 0 > −
(
n− n

p

)
− n

q
.

Òàêèì îáðàçîì, âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà n− t ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà
íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé

Hn−t
q′ (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → Hn−t
q′ (Rn)] ⊂M [Hs

p(Rn) → H−t
q′ (R

n)],

ãäå ïîñëåäíåå âëîæåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç çàìå÷àíèÿ 2.1.2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

A0(µz) ∈ Hn−t
q′ (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → H−t
q′ (R

n)],

ïðè÷¼ì ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C0, C1 > 0, íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà µ è z ∈ Rn, òàêèå,

÷òî

∥A0(µz)∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6 C1 ∥A0(µz)∥Hn−t
q′ (Rn) 6 C0 C1 ∥µz∥H−t

q′ (Rn).

Òàêæå èç äîêàçàííîãî âûøå íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

Aβ(µz) ∈ Hn−t
q′ (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → Hn−t
q′ (Rn)] ∀ β ∈ Zn

+ : |β|1 = n,

ïðè÷¼ì ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû Cβ > 0, íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà µ è z ∈ Rn, òàêèå, ÷òî

∥Aβ(µz)∥M [Hs
p(Rn)→Hn−t

q′ (Rn)] 6 C1 ∥Aβ(µz)∥Hn−t
q′ (Rn) 6 C1 Cβ ∥µz∥H−t

q′ (Rn).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü ëåììó 2.3.2 î äèôôåðåíöèðîâàíèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ

è äîêàçàòü, ÷òî

µβ,z = Dβ(Aβ(µz)) ∈M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)],

ðàññìîòðèì òàêæå ïðîñòðàíñòâî

M [Hs−n
p (Rn) → H−t

q′ (R
n)] =M [Ht

q(Rn) → Hn−s
p′ (Rn)].

Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hn−s
p′ (Rn) ⊂M [Ht

q(Rn) → Hn−s
p′ (Rn)].

Â ñàìîì äåëå, åñëè n−s > 0, òî â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 1) è 2) â ëåììå 2.2.4

êðèòåðèåì ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé

îöåíêè

∥f · g∥Hn−s
p′ (Rn) 6 C ∥f∥Hn−s

p′ (Rn)∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

75



Ñàìà æå ýòà îöåíêà ñëåäóåò èç ëåììû 2.3.1, êîòîðóþ ìîæíî ïðèìåíèòü, ïîñêîëüêó

t > n− s > 0, t > n
q , èç óñëîâèÿ p 6 q′ ñëåäóåò, ÷òî q 6 p′, à óñëîâèå

t− n

q
> n− s− n

p′

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî s+ t > n
p + n

q .

Åñëè æå n−s < 0, òî ìîæíî ñíîâà ïðèìåíèòü ëåììó 2.2.4 (à èìåííî ýêâèâàëåíòíîñòü

óñëîâèé 1) è 4)), ñîãëàñíî êîòîðîé íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hn−s
p′ (Rn) ⊂M [Ht

q(Rn) → Hn−s
p′ (Rn)]

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Hs−n
p (Rn) 6 C ∥f∥Ht

q(Rn)∥g∥Hs−n
p (Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå 1.2 èìååì q > p è t > n
q , à èç óñëîâèÿ s − n

p < t − n
q ñëåäóåò

íåðàâåíñòâî t > s − n, òî ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé îöåíêè âûòåêàåò

íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 2.3.1.

Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò çíàêà n− s, ïîëó÷àåì, ÷òî

Aβ(µz) ∈ Hn−s
p′ (Rn) ⊂M [Ht

q(Rn) → Hn−s
p′ (Rn)] ∀ β ∈ Zn

+ : |β|1 = n,

ïðè÷¼ì ñóùåñòâóþò íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà µ è z ∈ Rn êîíñòàíòû K1 > 0 è Kβ > 0,

òàêèå, ÷òî

∥Aβ(µz)∥M [Hs−n
p (Rn)→H−t

q′ (Rn)] = ∥Aβ(µz)∥M [Ht
q(Rn)→Hn−s

p′ (Rn)] 6

6 K1 ∥Aβ(µz)∥Hn−s
p′ (Rn) 6 K1Kβ ∥µz∥H−s

p′ (Rn).

Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìóëüòèèíäåêñà β ∈ Zn
+ ïîðÿäêà n ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

Aβ(µz) ∈M [Hs
p(Rn) → Hn−t

q′ (Rn)] ∩M [Hs−n
p (Rn) → H−t

q′ (R
n)],

ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥Aβ(µz)∥M [Hs
p(Rn)→Hn−t

q′ (Rn)]∩M [Hs−n
p (Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6 Rβ · ∥µz∥H−t
q′ (Rn)∩H−s

p′ (Rn),

ãäå Rβ = max(C1 Cβ,K1 Kβ).

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê µβ,z = Dβ(Aβ(µz)) ëåììó 2.3.2, ïîëó÷èì, ÷òî

µβ,z ∈M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] ∀ β ∈ Zn

+ : |β|1 = n,

ïðè÷¼ì ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû Cβ,1 > 0, íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà µ è z ∈ Rn, òàêèå,

÷òî

∥µβ,z∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6 Cβ,1 ∥Aβ(µz)∥M [Hs
p(Rn)→Hn−t

q′ (Rn)]∩M [Hs−n
p (Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6
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6 Cβ,1 ·Rβ · ∥µz∥H−t
q′ (Rn)∩H−s

p′ (Rn).

Ñëåäîâàòåëüíî, µ1,z =
∑

|β|1=n

µβ,z ∈M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] è

∥µ1,z∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6
∑

|β|1=n

∥µβ,z∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6 C2 ∥µz∥H−t
q′ (Rn)∩H−s

p′ (Rn),

ãäå C2 =
∑

|β|1=n

Cβ,1 ·Rβ.

Â èòîãå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z ∈ Rn èìååì, ÷òî

η(z) · µ = µz = A0(µz) + µ1,z ∈M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)],

ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥η(z) · µ∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6 ∥A0(µz)∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] + ∥µ1,z∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6

6 (C0 C1 + C2) · ∥µz∥H−t
q′ (Rn)∩H−s

p′ (Rn).

Ïåðåõîäÿ ê ñóïðåìóìó ïî z ∈ Rn, ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
z∈Rn

∥η(z) · µ∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6 (C0 C1 + C2) · sup
z∈Rn

∥µz∥H−t
q′ (Rn)∩H−s

p′ (Rn) =

= (C0 C1 + C2) · ∥µ∥H−t
q′, unif

(Rn)∩H−s
p′, unif

(Rn),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî µ ∈ Munif [H
s
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)]. Òîãäà, òàê êàê p 6 q′, ìîæíî

ïðèìåíèòü ëåììó 2.2.2, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî

µ ∈M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)]

è ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà µ êîíñòàíòà C3 > 0, òàêàÿ, ÷òî

∥µ∥M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6 C3 |||µ|||M [Hs
p(Rn)→H−t

q′ (Rn)] 6 C4 ∥µ∥H−t
q′, unif

(Rn)∩H−s
p′, unif

(Rn),

ãäå C4 = C3 (C0 C1 + C2).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà µ ∈ H−t
q′, unif (R

n) ∩H−s
p′, unif (R

n) ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî

â ñëó÷àå 1.2 òàêæå èìååò ìåñòî íåïåðûâíîå âëîæåíèå

H−t
q′, unif (R

n) ∩H−s
p′, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)].

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âûøå áûëî äîêàçàíî îáðàòíîå âëîæåíèå, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå

òåîðåìû â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 1) s > t > 0, s > n
p .

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî óñëîâèå 2) t > s > 0, t > n
q .
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Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.1.2 èìååì, ÷òî

M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] =M [Ht

q(Rn) → H−s
p′ (Rn)],

òî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñîâïàäåíèå

ïðîñòðàíñòâ

M [Ht
q(Rn) → H−s

p′ (Rn)] = H−t
q′, unif (R

n) ∩H−s
p′, unif (R

n)

è ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Òàê êàê óñëîâèå q 6 p′ âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó îíî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ p 6 q′, òî

ìîæíî ïðèìåíèòü äîêàçàííîå äëÿ ñëó÷àÿ 1) óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ñèòóàöèè, êîãäà

èíäåêñû s è t, à òàêæå p è q ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå

2) èìåò ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

M [Ht
q(Rn) → H−s

p′ (Rn)] = H−s
p′, unif (R

n) ∩H−t
q′, unif (R

n),

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåìà 2.3.2 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.3.1. Ïóñòü p > 1 è ëèáî s > t > 0, s > n
p , ëèáî t > s > 0, t > n

p′ .

Òîãäà

M [Hs
p(Rn) → H−t

p (Rn)] = H−t
p, unif (R

n) ∩H−s
p′, unif (R

n),

ïðè÷¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 2.3.2 ïðè q = p′.

Çàìå÷àíèå 2.3.3. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè èíäåêñû ãëàäêîñòè ïðîñòðàíñòâ

áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ âçÿòü öåëûìè, òî ñëåäñòâèå 2.3.1 ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä.

Ïðè k, l ∈ N, p > 1 è âûïîëíåíèè îäíîãî èç äâóõ óñëîâèé 1)k > l, k > n
p ; 2)l > k, l > n

p′

èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

M [W k
p (Rn) →W−l

p (Rn)] =W−l
p, unif (R

n) ∩W−k
p′,unif (R

n)

è ýêâèâàëåíòíîñòü èõ íîðì. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ðàíåå äðóãèìè ìåòîäàìè

â ñòàòüå [52].

Çàìå÷àíèå 2.3.4. Ïîêàæåì, ÷òî íàêëàäûâàåìûå â óñëîâèè òåîðåìû 2.3.2 îãðà-

íè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðè s, t > 0, p, q > 1

îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] â òåðìèíàõ øêàëû ïðîñòðàíñòâ

Hγ
r, unif (R

n), γ ∈ R, r > 1. Óñëîâèÿ 1) è 2) ñòðèõàðòöåâñêîãî òèïà â òåîðåìå 2.3.2

ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå p = q = 2, ïîñêîëüêó, êàê îò-

ìå÷àåòñÿ â ãëàâå 1 äèññåðòàöèè, ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà max(s, t) < n
2 íåâîç-

ìîæíî äàòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)] â
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øêàëå ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ áåññåëåâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðîâîäÿ æå ðàññóæ-

äåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñîäåðæàùèìñÿ â çàìå÷àíèè 2.3.1, ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ñîâïà-

äåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] ñ ïðîñòðàíñòâîì

Hγ1
r1, unif

(Rn)∩Hγ2
r2, unif

(Rn) ïðè íåêîòîðûõ γ1, γ2 ∈ R è r1, r2 > 1 ñëåäóåò ñïðàâåäëè-

âîñòü íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

Hs
p(Rn) ⊂ H−t

q′ (R
n).

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1.5 íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî

âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà p 6 q′, òî â ñëó÷àå p > q′ íåâîçìîæíî

ïîëó÷èòü àíàëîã ðåçóëüòàòà òåîðåìû 2.3.2.

Õîòÿ â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ óñëîâèé òèïà Ñòðèõàðòöà íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü îïè-

ñàíèå ïðîñòðàíñòâà M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)], ãäå s, t > 0, p, q > 1, àíàëîãè÷íîå ðå-

çóëüòàòó òåîðåìû 2.3.2, òåì íå ìåíåå, ïðè ñîâïàäåíèè ïîêàçàòåëåé ãëàäêîñòè s è t

óäà¼òñÿ óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå îäíîñòîðîííåå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà

òèïà Hγ
r, unif (R

n) â ïðîñòðàíñòâî M [Hs
p(Rn) → H−s

q′ (Rn)].

Òåîðåìà 2.3.3. Ïóñòü p, q > 1, p 6 q′ è âûïîëíåíî óñëîâèå(
1

p
− 1

q′

)
· n < s <

n

max(p, q)
.

Òîãäà èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−s
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−s

q′ (Rn)],

ãäå

r =
n

s−
(
1
p − 1

q′

)
n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî è óñëîâèÿ, è çàêëþ÷åíèå òåîðåìû

íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå p è q. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç ñïðàâåäëèâîñòè

ðàâåíñòâà
1

p
− 1

q′
=

1

q
− 1

p′
,

ðàâíîñèëüíîñòè óñëîâèÿ p 6 q′ óñëîâèþ q 6 p′ è ñîâïàäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëè-

êàòîðîâ

M [Hs
p(Rn) → H−s

q′ (Rn)] è M [Hs
q (Rn) → H−s

p′ (Rn)].

Ïîýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p > q.

Çàìåòèì, ÷òî r > 1, ïîñêîëüêó â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû

r =
n

s−
(
1
p − 1

q′

)
n

> n

s
> max(p, q) > 1.
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Òàê êàê p 6 q′, òî ìîæíî ïðèìåíèòü ïóíêò 2) ñëåäñòâèÿ 2.2.2, ñîãëàñíî êîòîðîìó

íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−s
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−s

q′ (Rn)]

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Hs
r′ (R

n) 6 C ∥f∥Hs
p(Rn) ∥g∥Hs

q (Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn). (2.4)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó
n

r
= s− n

p
+
n

q′
,

òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
n

r′
=
n

p
+
n

q
− s.

Ñîãëàñíî [65; Theorem 4.2.1], ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Hs
r0

(Rn) 6 C ∥f∥Hs
p(Rn) ∥g∥Hs

q (Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn)

äëÿ r0, îïðåäåë¼ííîãî ñîîòíîøåíèåì

1

r0
=

1

p
+

1

q
− s

n
,

èìååò ìåñòî, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1

p
− s

n
> 0,

1

q
− s

n
> 0 è

1

p
+

1

q
− 2 · s

n
< 1.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ýòèõ íåðàâåíñòâ â óñëîâèÿõ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû. Î÷åâèäíî,

÷òî r0 = r′, ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç óñëîâèÿ

s <
n

max(p, q)
,

à òðåòüå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

1

p
− 1

q′
<

2 · s
n

,

òàêæå î÷åâèäíî ñëåäóþùåìó èç óñëîâèé òåîðåìû 2.3.3. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíè-

ìà òåîðåìà [65; Theorem 4.2.1], ñîãëàñíî êîòîðîé è âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

îöåíêà (2.4), ÿâëÿþùàÿñÿ êðèòåðèåì ñïðàâåäëèâîñòè äîêàçûâàåìîãî íåïðåðûâíîãî

âëîæåíèÿ

H−s
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−s

q′ (Rn)].

Òåîðåìà 2.3.3 äîêàçàíà.
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Ãëàâà III. Ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ ñòåïåíåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà òîðå

Â äàííîé ãëàâå ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ èññëåäóþòñÿ ñïåêòðàëü-

íûå ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðà Ëàïëà-

ñà íà n−ìåðíîì òîðå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîððåêòíî îïðåäåëèòü ïðè α > 0 âîçìó-

ùåíèå ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà (−∆)α ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì, ìû ïðèìåíÿ-

åì òåîðèþ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé, ðàçâèòóþ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñàìîñîïðÿæ¼í-

íîãî, ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñíèçó îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â àáñòðàêòíîì ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âîçìóùåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòî-

ðà (−∆)α : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì q êîððåêòíî îïðåäåëåíî

â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì èç ïðîñòðàíñòâà Hα
2 (Tn) â

ïðîñòðàíñòâî H−α
2 (Tn). Áîëåå òîãî, ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà âîçìóù¼ííîãî îïåðàòîðà

îêàçûâàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ïîòåíöèàëîâ, ôîðìóëèðó-

åìûìè â òåðìèíàõ òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Òàê, íàïðèìåð, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî

ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîòåíöèàëîâ qm ê ïîòåíöèàëó q â ïðîñòðàíñòâå ìóëü-

òèïëèêàòîðîâM [Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)] âëå÷¼ò ðàâíîìåðíóþ ðåçîëüâåíòíóþ ñõîäèìîñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ (−∆)α +Qm ê îïåðàòîðó (−∆)α +Q â ïðîñòðàíñòâå

L2(Tn). Òàêæå â ýòîé ãëàâå ñ ïîìîùüþ òåõíèêè òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ øèðî-

êîãî êëàññà ñèíãóëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ óñòàíàâëèâàþòñÿ òàêèå ñâîéñòâà âîçìóù¼ííîãî

îïåðàòîðà, êàê äèñêðåòíîñòü ñïåêòðà, ïîëíîòà ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ, è íàõî-

äèòñÿ àñèìïòîòèêà ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýòîãî îïåðàòîðà.

3.1. Âîçìóùåíèÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî ïîëóîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà

T è åãî ñòåïåíåé â øêàëå ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæä¼ííîé îïåðàòîðîì T

Ñíà÷àëà èçëîæèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû àáñòðàêòíîé òåîðèè âîçìóùåíèé ñàìñî-

ïðÿæ¼ííûõ íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â øêàëå ãèëüáåðòîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ, ïîðîæä¼ííîé ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè èñõîäíîãî îïåðàòîðà. Íàø ïîä-

õîä â ñâîèõ îáùèõ ÷åðòàõ âîñõîäèò ê ðàáîòå [60], íî, ó÷èòûâàÿ ðàçëè÷èÿ êàê â ôîð-

ìóëèðîâêàõ ðåçóëüòàòîâ, òàê è â ìåòîäàõ äîêàçàòåëüñòâà, ìû ïðèâåä¼ì íèæå öåëüíîå

èçëîæåíèå òåõ ðåçóëüòàòîâ èç àáñòðàêòíîé òåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðûå áóäóò èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé ýòîé ãëàâû.

Ïóñòü H − ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, IdH : H → H − îïðåäåë¼ííûé âñþäó íà

H òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, à T : H → H − ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð,

îïðåäåë¼ííûé íà D(T ) ⊂ H è òàêîé, ÷òî îïåðàòîð T − IdH : H → H ÿâëÿåòñÿ íåîòðè-

öàòåëüíî îïðåäåë¼ííûì. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâîD(T ) âñþäó ïëîòíî âH êàê îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà T. Èç ñïðàâåäëèâîñòè æå íåðàâåíñòâà

< T (x), x >H > < x, x >H > 0 ∀ x ∈ D(T ), x ̸= 0,
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ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð T ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í è èíúåêòèâåí.

Ïîñêîëüêó, êàê õîðîøî èçâåñòíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà

A, äåéñòâóþùåãî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X, îïåðàòîð A+c ·IdX : X → X òàêæå

áóäåò ñàìîñîïðÿæ¼ííûì äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c ∈ R (ñì., íàïðèìåð, [19; �VIII.2, ñ. 333]),

òî îïåðàòîð T − IdH ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì â ïðîñòðàíñòâå H. Â ñèëó íåîòðèöà-

òåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà T − IdH : H → H äëÿ ñïåêòðà

îïåðàòîðà T èìååì σ(T ) ⊂ [1,+∞). Òîãäà, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà α ∈ R
ôóíêöèÿ

fα : [1,+∞) −→ R, t
fα7−→ tα,

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå σ(T ), òî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç îáùåé ñïåê-

òðàëüíîé òåîðåìû (ñì. [6; Òåîðåìà XII.2.6]), äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà α ∈ R êîððåêò-

íî îïðåäåë¼í ñàìîñîïðÿæ¼ííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

Tα def
= fα(T ) : H −→ H

ñ âñþäó ïëîòíîé â H îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Tα), ïðè÷¼ì èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

< Tα(x), y >H =

∫
σ(T )

λα dΠx,y(λ) ∀ x ∈ D(Tα), ∀ y ∈ H, (3.1)

ãäå Π− ïðîåêòîðíîçíà÷íàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà, îòâå÷àþùàÿ îïåðàòîðó T, à êîìïëåêñ-

íîçíà÷íàÿ ìåðà Πx,y äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà M ⊂ R îïðåäåëåíà

ñîîòíîøåíèåì

Πx,y(M) = < (Π(M))(x), y >H .

Îòìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (3.1) è ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè fα íà ìíîæåñòâå σ(T )

ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü îïåðàòîðîâ Tα, α ∈ R.
Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî [6; Òåîðåìà XII.2.6] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà α ∈ R èìååì

D(Tα) = {x ∈ H |
∫

σ(T )

λ2α dΠx,x(λ) < +∞},

à äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë β, γ ∈ R, òàêèõ, ÷òî β 6 γ, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

λβ 6 λγ ∀ λ ∈ σ(T ) ⊂ [1,+∞),

òî

D(T γ) ⊂ D(T β) ∀ β, γ ∈ R : β 6 γ. (3.2)

Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå âêëþ÷åíèå

D(T 0) ⊂ D(Tα) ∀ α 6 0.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî T 0 = IdH, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîðû Tα, α 6 0, îïðåäåëåíû íà

âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå H. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ïðè α 6 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

fα(x) = xα 6 1 ∀ x ∈ σ(T ) ⊂ [1,+∞),

òî ñîãëàñíî [6; Òåîðåìà XII.2.9] ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè α 6 0 îïåðàòîð Tα ÿâëÿåòñÿ îãðà-

íè÷åííûì, ïðè÷¼ì

∥Tα∥B(H) 6 1.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ {Tα|α ∈ R} îáëàäàåò àíàëîãîì
ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

T s1 ◦ T s2 = T s1+s2
∣∣
D(T s1+s2 )∩D(T s2 )

= T s1+s2
∣∣
D(T s3 )

∀ s1, s2 ∈ R, (3.3)

ãäå s3 = max(s1 + s2, s2), ïåðâîå ðàâåíñòâî â (3.3) ñëåäóåò èç [6; Ñëåäñòâèå XII.2.7], à

âòîðîå ðàâåíñòâî � èç ñîîòíîøåíèÿ (3.2). Â ÷àñòíîñòè, ïðè s1 > 0, s2 ∈ R ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

T s1 ◦ T s2 = T s1+s2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ s1 = α > 0, s2 = −α èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Tα ◦ T−α = T 0 = IdH.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (3.3) ñëåäóåò, ÷òî

T−α ◦ Tα = T 0
∣∣
D(Tmax(0,α))

= IdD(Tα).

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α > 0

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

D(T−α) = Im(Tα) = H, D(Tα) = Im(T−α).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà α ∈ R îïåðàòîðû Tα è T−α ôàêòè÷åñêè

ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåë¼ííûé âñþäó

íà H îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð f−1(T ) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê T.

Îïðåäåëèì òåïåðü øêàëó ïðîñòðàíñòâ {Hθ}θ>0.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïóñòü θ > 0. Òîãäà îïðåäåëèì Hθ ðàâåíñòâîì

Hθ
def
= D(T

θ
2 ).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà θ > 0 ìíîæåñòâî Hθ ïëîòíî â (H, ∥ · ∥H) êàê
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà T

θ
2 .

Ïðè θ > 0 íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Hθ ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

< · , · >θ : Hθ ×Hθ −→ R, < x, y >θ = < T
θ
2 (x), T

θ
2 (y) >H ∀ x, y ∈ Hθ,
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ïðè÷¼ì ñâîéñòâî

< x, x >θ = 0 ⇐⇒ x = 0

ñëåäóåò èç èíúåêòèâíîñòè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîãî îïåðàòîðà T
θ
2 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñëó÷àå θ > 0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

∥x∥Hθ
=

√
< x, x >θ = ∥T

θ
2 (x)∥H ∀ x ∈ Hθ,

è

T
θ
2 (T− θ

2 (y)) = y ∀ y ∈ H,

íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà (H, ∥·∥H) ñëåäóåò ïîëíîòà ïðîñòðàí-
ñòâà (Hθ, ∥ · ∥Hθ

) ïðè θ > 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà θ > 0 ïðîñòðàíñòâî Hθ ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåð-

òîâûì îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · >Hθ
.

Äëÿ θ1 > θ2 > 0 èç (3.2) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âëîæå-

íèÿ

Hθ1 ⊂ Hθ2 .

Íåïðåðûâíîñòü æå ýòîãî âëîæåíèÿ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî îïåðàòîð T
θ2−θ1

2 îãðàíè÷åí

è, çíà÷èò,

∥x∥Hθ2
= ∥T

θ2
2 (x)∥H = ∥T

θ2−θ1
2 (T

θ1
2 (x))∥H 6 ∥T

θ2−θ1
2 ∥B(H) ∥x∥Hθ1

∀ x ∈ Hθ1 .

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Çàìå÷àíèå 3.1.1. Ïóñòü θ1 > θ2 > 0. Òîãäà èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

(Hθ1 , ∥ · ∥Hθ1
) ⊂ (Hθ2 , ∥ · ∥Hθ2

).

Åñëè θ > 0 è α ∈
(
−∞, θ2

]
, òî â ñèëó (3.2) èìååò ìåñòî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå

âêëþ÷åíèå

Hθ = D(T
θ
2 ) ⊂ D(Tα)

è, ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïîäïðîñòðàíñòâî Tα(Hθ). Òîãäà èç ñîîòíîøå-

íèÿ

Hθ = D(T
θ
2 ) = Im(T− θ

2 ) ∀ θ > 0

è àíàëîãà ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà äëÿ ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ {Tα | α ∈ R} âûòåêàåò,
÷òî ïðè θ > 0 è α ∈

(
−∞, θ2

]
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Tα(Hθ) = Hθ−2α,

ïðè÷¼ì îïåðàòîð

Tα|Hθ
: (Hθ, ∥ · ∥Hθ

) → (Hθ−2α, ∥ · ∥Hθ−2α
)
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ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè θ > 0

îïåðàòîð

T
θ
2 : (Hθ, ∥ · ∥Hθ

) → (H, ∥ · ∥H)

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ Hθ è H.
Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå Tα(Hθ) = Hθ−2α ïðè α = −1

2 è θ = 1 ïðèíèìàåò âèä

T− 1
2 (H1) = H2.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ïëîòíîñòüH1 â ïðîñòðàíñòâå (H, ∥·∥H) è èçîìåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà

T− 1
2 : (H, ∥ · ∥H) → (H1, ∥ · ∥H1),

ñëåäóåò ïëîòíîñòü H2 â ïðîñòðàíñòâå (H1, ∥ · ∥H1).

Äàëåå îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâîH−1, äóàëüíîå êH1 îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ < ·, · >H . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ H. Îí ïîðîæäàåò
íà H1 àíòèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

x̃ : y 7−→ < x, y >H .

Ôóíêöèîíàë x̃ : (H1, ∥ · ∥H1) −→ C ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ýëåìåíòà y ∈ H1 ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

< T− 1
2 (x), T

1
2 (y) >H = < x, T− 1

2 (T
1
2 (y)) >H = < x, y >H

è, çíà÷èò,

|x̃(y)| = | < T− 1
2 (x), T

1
2 (y) >H | 6 ∥T− 1

2 (x)∥H ∥y∥H1 ∀ y ∈ H1.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

∥x̃∥H ∗
1
6 ∥T− 1

2 (x)∥H.

Çàìåòèì, ÷òî âûøå ôàêòè÷åñêè äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

< T− 1
2 (x), T

1
2 (y) >H = < x, y >H ∀ x ∈ H, ∀ y ∈ H1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîé îöåíêè íîðìû ôóíêöèîíàëà x̃ ∈ H ∗
1 ðàññìîòðèì äåé-

ñòâèå ôóíêöèîíàëà x̃ íà ýëåìåíòå T−1(x) ∈ H2 ⊂ H1. Äåéñòâèòåëüíî,

x̃(T−1(x)) =< x, T−1(x) >H=< T− 1
2 (x), T

1
2 (T−1(x)) >H=< T− 1

2 (x), T− 1
2 (x) >H=

= ∥T− 1
2 (x)∥2H = ∥T− 1

2 (x)∥H∥T
1
2 (T−1(x))∥H = ∥T− 1

2 (x)∥H∥T−1(x)∥H1 ,

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìàÿ îöåíêà

∥x̃∥H ∗
1
> ∥T− 1

2 (x)∥H.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∥x̃∥H ∗
1
= ∥T− 1

2 (x)∥H. (3.4)

Â ñèëó èíúåêòèâíîñòè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîãî îïåðàòîðà T− 1
2 ôóíêöèÿ

∥ · ∥−1 : H → R; ∥x∥−1
def
= ∥T− 1

2 (x)∥H,

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà ïðîñòðàíñòâå H.
Òåïåðü îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî H−1 êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà (H, ∥ · ∥−1) è

áóäåì îáîçíà÷àòü åãî íîðìó ∥ · ∥H−1 .

Ñëåäóþùåå èç îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà T− 1
2 â ïðîñòðàíñòâå (H, ∥·∥H) íåðàâåíñòâî

∥x∥H−1 = ∥T− 1
2 (x)∥H 6 ∥T− 1

2 ∥B(H) ∥x∥H ∀ x ∈ H

ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü âëîæåíèÿ

(H, ∥ · ∥H) ⊂ (H−1, ∥ · ∥H−1).

Óòâåðæäåíèå 3.1.1. Ïðîñòðàíñòâà (H−1, ∥ ·∥H−1) è (H ∗
1 , ∥ ·∥H ∗

1
) èçîìåòðè÷åñêè

èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

F : H −→ H ∗
1 , x

F−→ x̃,

è îáîçíà÷èì åãî îáðàç êàê H̃. Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.4) ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò,

÷òî

∥F (x)∥H ∗
1
= ∥T− 1

2 (x)∥H = ∥x∥H−1 ∀ x ∈ H.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìíîæåñòâî H̃ ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå (H ∗
1 , ∥ · ∥H ∗

1
).

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî (H1, < ·, · >H1) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì è, ñëåäîâàòåëüíî,

ðåôëåêñèâíûì, òî îòîáðàæåíèå

j : H1 −→ (H ∗
1 )

∗, j : h 7−→ jh, ãäå jh(f) = f(h) ∀ f ∈ H ∗
1 ,

åñòü èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ (H1, ∥ · ∥H1) è ( (H ∗
1 )

∗, ∥ · ∥(H ∗
1 )∗).

Ïóñòü òåïåðü äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H1 ôóíêöèîíàë jh ∈ (H ∗
1 )

∗ ïðèíàäëåæèò àííóëÿ-

òîðó ìíîæåñòâà H̃ ⊂ H ∗,
1 òî åñòü jh(x̃) = 0 ∀ x ∈ H. Òîãäà èìååì

< x, h >H = x̃(h) = jh(x̃) = 0 ∀ x ∈ H.

Ïîñêîëüêó h ∈ H1 ⊂ H, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, jh = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî

Ann(H ∗
1 )∗(H̃) = {0},
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îòêóäà, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Õàíà - Áàíàõà î íåòðèâèàëüíîñòè àííóëÿòî-

ðà äëÿ çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà, ñëåäóåò ïëîòíîñòü H̃ â

ïðîñòðàíñòâå (H ∗
1 , ∥ · ∥H ∗

1
).

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè èçîìåòðè÷åñêîì îòîáðàæåíèè

F : (H, ∥ · ∥H−1) −→ (H ∗
1 , ∥ · ∥H ∗

1
)

îáðàç H, ðàâíûé H̃, ïëîòåí â (H ∗
1 , ∥ · ∥H ∗

1
).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà H−1 ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî ïî íåïðåðûâíîñòè

ïðîäîëæèòü äî èçîìåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

F1 : (H−1, ∥ · ∥H−1) −→ (H ∗
1 , ∥ · ∥H ∗

1
).

Çàìåòèì, ÷òî F1(H−1) ñîäåðæèò âñþäó ïëîòíîå â (H ∗
1 , ∥ · ∥H ∗

1
) ïîäìíîæåñòâî H̃. Ïðè

ýòîì F1(H−1) êàê èçîìåòðè÷åñêèé îáðàç ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è,

ñëåäîâàòåëüíî, çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥H ∗
1
. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëå-

äóåò, ÷òî F1(H−1) = H ∗
1 .

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå F1 îñóùåñòâëÿåò èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì áàíà-

õîâûõ ïðîñòðàíñòâ (H−1, ∥ · ∥H−1) è (H ∗
1 , ∥ · ∥H ∗

1
).

Óòâåðæäåíèå 3.1.1 äîêàçàíî.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûé â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 3.1.1 èçîìåòðè÷åñêèé

èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ (H−1, ∥ · ∥H−1) è (H ∗
1 , ∥ · ∥(H1)∗) è äà¼ò îñíîâàíèÿ ãîâîðèòü î

ïðîñòðàíñòâå (H−1, ∥ · ∥H−1) êàê î äóàëüíîì ê ïðîñòðàíñòâó (H1, ∥ · ∥H1) îòíîñèòåëüíî

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · >H .

Ïîñòðîèì ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà T− 1
2 : H → H1 äî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç

ïðîñòðàíñòâà H−1 â ïðîñòðàíñòâî H. Ïîñêîëüêó

∥T− 1
2 (x)∥H = ∥x∥H−1 ∀ x ∈ H è T− 1

2 (H) = H1,

òî

T− 1
2 : (H, ∥ · ∥H−1) −→ (H1, ∥ · ∥H)

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Â ñèëó ïëîò-

íîñòè H â ïðîñòðàíñòâå (H−1, ∥ · ∥H−1) îïåðàòîð T
− 1

2 ìîæíî ïî íåïðåðûâíîñòè ïðî-

äîëæèòü äî îïåðàòîðà

T − 1
2 : H−1 −→ H.

Ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ (H−1, ∥ · ∥H−1)

è (H, ∥ · ∥H), ïîñêîëüêó çàìêíóòîå êàê èçîìåòðè÷åñêèé îáðàç ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà

(H−1, ∥·∥H−1) ïðîñòðàíñòâî T − 1
2 (H−1) ñîäåðæèò ïëîòíîå â (H, ∥·∥H) ïîäïðîñòðàíñòâî

H1 = T− 1
2 (H), è, çíà÷èò, T − 1

2 (H−1) ñîâïàäàåò ñ H.
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Èòàê, ìû ïîñòðîèëè èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì

T − 1
2 : (H−1, ∥ · ∥H−1) −→ (H, ∥ · ∥H).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ïðîäîëæåíèå èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà

T
1
2 : (H1, ∥ · ∥H) −→ (H, ∥ · ∥H−1)

äî îïåðàòîðà

T
1
2 : H −→ H−1,

ÿâëÿþùåãîñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ (H, ∥ · ∥H) è (H−1, ∥ · ∥H−1).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû T
1
2 è T − 1

2 ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó â

ñëåäóþùåì ñìûñëå:

T
1
2 ◦ T − 1

2 = IdH−1 è T − 1
2 ◦ T

1
2 = IdH .

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî H2 ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå (H1, ∥·∥H1), à ìíîæåñòâî H ïëîòíî

â (H−1, ∥·∥H−1), òî òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîäîëæåíèå èçîìåòðè÷åñêîãî

îïåðàòîðà

T : (H2, ∥ · ∥H1) −→ (H, ∥ · ∥H−1)

äî îïåðàòîðà

T : H1 −→ H−1,

ÿâëÿþùåãîñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ (H1, ∥·∥H1) è (H−1, ∥·∥H−1).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî îïðåäåë¼ííûõ íà âñ¼ìH1 ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ

T − 1
2 ◦ T = T

1
2 .

Îòìåòèì, ÷òî íîðìà ïðîñòðàíñòâà H−1 ïîðîæäåíà ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

< x, y >H−1

def
= < T − 1

2 (x), T − 1
2 (y) >H ∀ x, y ∈ H−1

è, çíà÷èò, (H−1, < ·, · >H−1) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ïîëóòîðàëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

< ·, · >D : H−1 ×H1 → C, < x, y >D = < T − 1
2 (x), T

1
2 (y) >H ∀ x ∈ H−1,∀ y ∈ H1,

áóäåì íàçûâàòü äóàëüíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, îïðåäåë¼ííûì äëÿ ïàðû ïðî-

ñòðàíñòâ H−1 è H1.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

| < x, y >D | 6 ∥x∥H−1∥y∥H1 ∀ x ∈ H−1, ∀ y ∈ H1.

Îòìåòèì, ÷òî èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò ñåêâåíöèàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü äóàëü-

íîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · >D ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå îòíîñèòåëüíî íîðìû

∥ · ∥H−1 , à ïî âòîðîé êîìïîíåíòå îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥H1 .
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Çàìå÷àíèå 3.1.2. Èç ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè îïåðàòîðà T− 1
2 â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå (H, < ·, · >H) íåñëîæíî âûâåñòè, ÷òî

< x, y >D = < x, y >H ∀ x ∈ H, ∀ y ∈ H1.

Ðàññìîòðèì àíòèëèíåéíûé îïåðàòîð

G : H1 −→ H ∗
−1, y 7−→ Gy, Gy(x) =< x, y >D ∀ x ∈ H−1.

Äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

G = (T − 1
2 )∗ ◦ π ◦ T

1
2 ,

ãäå π : (H, ∥ · ∥H) → (H∗, ∥ · ∥H∗) − åñòåñòâåííûé èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà è ñîïðÿæ¼ííîãî ê íåìó. Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû

T
1
2 : (H1, ∥ · ∥H1) → (H, ∥ · ∥H) è (T − 1

2 )∗ : (H∗, ∥ · ∥H∗) → (H ∗
−1, ∥ · ∥H ∗

−1
)

òàêæå ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðè÷åñêèìè èçîìîðôèçìàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, òî

è îïåðàòîð G, êàê èõ êîìïîçèöèÿ, îñóùåñòâëÿåò èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ïðî-

ñòðàíñòâ (H1, ∥ · ∥H1) è (H ∗
−1, ∥ · ∥H ∗

−1
).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûé âûøå â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 3.1.1 îïåðàòîð

F1 : (H−1, ∥ · ∥H−1) → (H ∗
1 , ∥ · ∥H ∗

1
), ÿâëÿþùèéñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, òàêæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äóàëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå:

(F1(u))(v) = < u, v >D ∀ u ∈ H−1, ∀ v ∈ H1.

Îòîáðàæåíèå æå F2 : (H−1, ∥ · ∥H−1) → (H ∗
1 , ∥ · ∥H ∗

1
), îïðåäåëÿåìîå êàê

(F2(u))(v)
def
= (F1(u))(v) ∀ u ∈ H−1, ∀ v ∈ H1,

òîæå î÷åâèäíûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðîñòðàíñòâ è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

(F2(u))(v) = < u, v >D ∀ u ∈ H−1, ∀ v ∈ H1.

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ äóàëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ ñèììåò-

ðè÷íîñòè è ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè äëÿ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç H1 â H−1.

Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Ëèíåéíûé îïåðàòîð

Q : H1 −→ H−1

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Q) ⊂ H1 íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè ïîðîæä¼ííàÿ

èì â ñìûñëå äóàëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà âåùåñòâåííà,

òî åñòü

< Q(v), v >D ∈ R ∀ v ∈ D(Q).
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Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è ïîëÿðèçàöèîííîãî òîæäåñòâà, ñâÿçûâàþùåãî ïîëóòîðà-

ëèíåéíóþ ôîðìó ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð

Q : H1 → H−1 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Q) ⊂ H1 ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

< Q(u), v >D= < Q(v), u >D ∀ u, v ∈ D(Q).

Îïðåäåëåíèå 3.1.4. Ïóñòü çàäàí ëèíåéíûé îïåðàòîð Q : H1 → H−1 ñî âñþäó

ïëîòíîé â (H1, ∥ · ∥H1) îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Q). Òîãäà ñîïðÿæ¼ííûé ê Q îïå-

ðàòîð

Q∗ : H1 → H−1

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y ∈ D(Q∗) ⇐⇒ ∃ zy ∈ H−1 : < Q(x), y >D = < zy, x >D ∀ x ∈ D(Q);

Q∗(y) = zy ∀ y ∈ D(Q∗).

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå 3.1.4 ñîãëàñóåòñÿ ñ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì îïåðàòî-

ðàQ ∗
cl : H ∗

−1 → H ∗
1 , ñîïðÿæ¼ííîãî ê îïåðàòîðóQ : H1 → H−1, ïîñêîëüêó, êàê íåñëîæíî

ïîêàçàòü, äèàãðàììà

H ∗
−1

Q ∗
cl−−−−→ H ∗

1xG

xF2

H1
Q∗

−−−−→ H−1

êîììóòàòèâíà.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè îïåðàòîð Q : H1 → H−1 ñ ïëîòíîé â (H1, ∥ · ∥H1) îáëàñòüþ îïðå-

äåëåíèÿ D(Q) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.3, òî

Q ⊂ Q∗,

òî åñòü îïåðàòîð Q∗ åñòü ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà Q. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñèììåòðè÷íî-

ñòè îïåðàòîðà Q : H1 → H−1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ D(Q) ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

< Q(x), y >D = < Q(y), x >D ∀ x ∈ D(Q),

à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî y ∈ D(Q∗) è Q∗(y) = Q(y).

Îïðåäåëåíèå 3.1.5. Ëèíåéíûé îïåðàòîð Q : H1 −→ H−1 ñ ïëîòíîé â (H1, ∥ ·∥H1)

îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Q) íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì, åñëè èìååò ìåñòî ñî-

îòíîøåíèå

Q∗ = Q,

ãäå îïåðàòîð Q∗ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ê Q â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.4.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.5 ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà Q : H1 −→ H−1 ñëåäóåò åãî ñèììåòðè÷íîñòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.3.

Òàêæå î÷åâèäíî è ñëåäóþùåå ÷àñòè÷íîå îáðàùåíèå ýòîãî ôàêòà: ñèììåòðè÷åñêèé

îïåðàòîð Q : H1 −→ H−1 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Q) = H1 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿ-

æ¼ííûì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè îïåðàòîðà T : H1 −→ H−1 íàì ïîòðåáóåòñÿ

ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå 3.1.3. Ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

T − 1
2 ◦ T = T

1
2 ,

òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ H1 èìååì

< T (x), y >D = < T
1
2 (x), T

1
2 (y) >H .

Â ÷àñòíîñòè,

< T (x), x >D = ∥x∥2H1
∀ x ∈ H1.

Óòâåðæäåíèå 3.1.2. Îïåðàòîð T : H1 −→ H−1 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê D(T ) = H1, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè

îïåðàòîðà T äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü åãî ñèììåòðè÷íîñòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.3.

Ïðèìåíÿÿ çàìå÷àíèå 3.1.3, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü öåïî÷êè ðàâåíñòâ

< T (y), x >D = < T
1
2 (y), T

1
2 (x) >H = < T

1
2 (x), T

1
2 (y) >H = < T (x), y >D ∀ x, y ∈ H1,

îòêóäà è ñëåäóåò ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà T : H1 → H−1.

Óòâåðæäåíèå 3.1.2 äîêàçàíî.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè îïåðàòîðîâ, êîòîðûå áó-

äóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå 3.1.6. Ïóñòü (H, < ·, · >H) − ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q : H → C ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(q) ⊂ H íàçûâàåòñÿ ñåê-

òîðèàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C ∈ R è θ ∈
(
0, π2

)
, òàêèå, ÷òî

{q(x) | x ∈ D(q), ∥x∥H = 1} ⊂ {z ∈ C | |arg(z − C)| 6 θ}.

Îïðåäåëåíèå 3.1.7. Ïóñòü (H, < ·, · >H) − ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

ëèíåéíûé îïåðàòîð A : H → H ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ H íàçûâàåòñÿ ñåê-

òîðèàëüíûì, åñëè ñåêòîðèàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïîðîæä¼ííàÿ èì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

qA : H → C, qA(x) =< A(x), x >H ∀ x ∈ D(qA)
def
= D(A).
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Îïðåäåëåíèå 3.1.8. Ïóñòü íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (H, < ·, · >H) çàäàíà

ñåêòîðèàëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(q) ⊂ H. Òîãäà áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N ⊂ D(q) q−ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x ∈ H
è îáîçíà÷àòü ýòó ñõîäèìîñòü êàê xn

q−−−−−→
n→+∞

x, åñëè

xn
∥·∥H−−−−−→

n→+∞
x è ∀ ε > 0 ∃N0(ε) ∈ N : |q(xm − xn)| 6 ε ∀m,n > N0.

Îïðåäåëåíèå 3.1.9. Ïóñòü (H, < ·, · >H) − ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

ñåêòîðèàëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q : H → C ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(q) ⊂ H
íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè èç òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N ⊂ D(q)

q−ñõîäèòñÿ ê x ∈ H, ñëåäóåò, ÷òî x ∈ D(q) è q(xn − x) −−−−−→
n→+∞

0.

Îïðåäåëåíèå 3.1.10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Q : H1 → H−1 ñ

îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Q) ⊂ H1 ÿâëÿåòñÿ T −ïîä÷èí¼ííûì â ñìûñëå ôîðì, åñëè

äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà α > 0 íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà β(α) > 0, ÷òî

| < Q(x), x >D | 6 α · < T (x), x >D + β(α) · ∥x∥2H ∀ x ∈ D(Q).

Äëÿ T −ïîä÷èí¼ííîãî îïåðàòîðà Q èíôèìóì âñåõ òàêèõ α áóäåì íàçûâàòü T −ãðàíüþ
îïåðàòîðà Q.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 3.1.10 ÷èñëî αQ > 0 ÿâëÿåòñÿ T −ãðàíüþ
îïåðàòîðà Q, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà α0 > αQ íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî β(α0) > 0,

÷òî äëÿ âñåõ x ∈ D(Q) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

| < Q(x), x >D | 6 α · < T (x), x >D + β(α0) · ∥x∥2H ∀ α > α0.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð Q : H1 −→ H−1 îïðåäåë¼í íà âñ¼ì ïðî-

ñòðàíñòâå H1 è ïîä÷èí¼í îïåðàòîðó T â ñìûñëå ôîðì ñ T −ãðàíüþ αQ < 1. Òîãäà

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà t + q : H −→ C ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(t + q) = H1, îïðåäå-

ë¼ííàÿ êàê

(t+ q)(x)
def
= < (T +Q)(x), x >D ∀ x ∈ H1,

ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðèàëüíîé è çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôîðìó t+ q êàê ñóììó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì t è q, ãäå

t(x)
def
= < T (x), x >D ∀ x ∈ D(t) = H1; q(x)

def
= < Q(x), x >D ∀ x ∈ D(q) = H1.

Òàê êàê ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.1.3 èìååì, ÷òî

t(x) = ∥x∥2H1
> 0 ∀ x ∈ D(t) = H1,

òî ôîðìà t ñåêòîðèàëüíà, ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå C ìîæíî âçÿòü 0, à â êà÷åñòâå θ ëþáîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå π
2 .
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Äîêàæåì çàìêíóòîñòü ôîðìû t. Ïóñòü {xn}n∈N ⊂ D(t) è xn
t−−−→

n→∞
x. Òîãäà ïîñêîëü-

êó ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.1.3 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

t(xn − xm) =< T (xn − xm), xn − xm >D = ∥xn − xm∥2H1
∀m,n ∈ N,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N ôóíäàìåíòàëüíà îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥H1 . Òàê êàê

ïðîñòðàíñòâî (H1, ∥ · ∥H1) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî

∃ x0 ∈ H1 : xn
∥·∥H1−−−→
n→∞

x0.

Ïîñêîëüêó âëîæåíèå (H1, ∥ · ∥H1) ⊂ (H, ∥ · ∥H) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, òî èç ñõîäè-

ìîñòè xn
∥·∥H1−−−→
n→∞

x0 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü xn
∥·∥H−−−→
n→∞

x0. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà â

ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x = x0 è, çíà÷èò,

x ∈ H1 = D(t).

Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì

t(xn − x) = ∥xn − x∥2H1
−−−→
n→∞

0,

òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà t ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥H.
Òàê êàê ôîðìà q ïîä÷èíåíà ôîðìå t â ñìûñëå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ñ t−ãðàíüþ

αQ < 1, òî ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó óòâåðæäåíèþ èç òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, àñ-

ñîöèèðîâàííûõ ñ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [9; Òåîðåìà VI.1.33]),

ôîðìà t+ q òàêæå áóäåò ñåêòîðèàëüíîé è çàìêíóòîé.

Òåîðåìà 3.1.1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1.1 îïåðàòîð Q : H1 → H−1 ÿâëÿ-

åòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.3. Òîãäà îïðåäåë¼ííàÿ íà H1 êâàä-

ðàòè÷íàÿ ôîðìà

t+ q : H −→ C, (t+ q)(x)
def
= < (T +Q)(x), x >D ∀ x ∈ D(t+ q) = H1,

áóäåò, ê òîìó æå, ñèììåòðè÷åñêîé è ïîëóîãðàíè÷åííîé ñíèçó îòíîñèòåëüíî íîðìû

∥ · ∥H, òî åñòü íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C ∈ R, ÷òî

(t+ q)(x) > C· < x, x >H ∀ x ∈ H1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, òî

q(x) =< Q(x), x >D ∈ R ∀ x ∈ H1.

Ïîëîæèì α0 = (1+αQ)/2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìà t+ q ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé è

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ H1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(t+ q)(x) =< T (x), x >D + < Q(x), x >D >< T (x), x >D −| < Q(x), x >D | >
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> (1− α0) < T (x), x >D −β(α0) ∥x∥2H =
1− αQ

2
∥x∥2H1

− β(α0) ∥x∥2H > −β(α0) ∥x∥2H.

Ýòà îöåíêà è îçíà÷àåò ïîëóîãðàíè÷åííîñòü ôîðìû t+ q ñíèçó.

Ñëåäñòâèå 3.1.1 äîêàçàíî.

Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð Q : H1 −→ H−1 îïðåäåë¼í íà âñ¼ì ïðî-

ñòðàíñòâå H1 è ïîä÷èí¼í â ñìûñëå ôîðì îïåðàòîðó T ñ T −ãðàíüþ αQ < 1. Òîãäà

ñóæåíèå T +̃Q : H −→ H îïåðàòîðà T +Q íà ìíîæåñòâî

D(T +̃Q) = {x ∈ H1 | (T +Q)(x) ∈ H}

ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðèàëüíûì îïåðàòîðîì.

Åñëè, êðîìå òîãî, Q ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî äóàëüíîãî ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òî îïåðàòîð T + Q ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì â ñìûñëå îïðå-

äåëåíèÿ 3.1.5, à îïåðàòîð T +̃Q − ñàìîñîïðÿæ¼ííûì â ïðîñòðàíñòâå (H, < ·, · >H)

è ïîëóîãðàíè÷åííûì ñíèçó îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó

t+ q : H×H −→ C, (t+ q)(x, y) =< (T +Q)(x), y >D ∀ x, y ∈ H1,

÷üÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(t + q) = H1 ïëîòíà â (H, ∥ · ∥H). Ïîñêîëüêó ñåêòîðè-

àëüíîñòü è çàìêíóòîñòü ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ îáëàäà-

íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, àññîöèèðîâàííîé ñ äàí-

íîé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1.1 ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà

t+ q : H×H → C ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðèàëüíîé è çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè ïðî-

ñòðàíñòâà (H, < ·, · >H). Òîãäà ïðèìåíèìà êëàññè÷åñêàÿ ïåðâàÿ òåîðåìà î ïðåäñòàâëå-

íèè (ñì. [9; Òåîðåìà VI.2.1]), ñîãëàñíî êîòîðîé ñóùåñòâóåò ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð

L : H → H ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) D(L) ⊂ D(t+ q) = H1 è (t+ q)(x, y) =< L(x), y >H ∀ x ∈ D(L), ∀ y ∈ H1;

2) ìíîæåñòâî D(L) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì äëÿ ôîðìû t+ q, òî åñòü íàèìåíüøàÿ çàìêíóòàÿ

ôîðìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîäîëæåíèåì ôîðìû (t+q)|D(L), ñîâïàäàåò ñ ñàìîé ôîðìîé t+q;

3) åñëè x ∈ H1, z ∈ H è äëÿ âñåõ y, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó ÿäðó ôîðìû t + q,

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(t+ q)(x, y) =< z, y >H,

òî x ∈ D(L) è L(x) = z.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îïåðàòîðû L : H → H è T +̃Q : H → H ñîâïàäàþò.

Ïóñòü x ∈ D(T +̃ Q), òî åñòü (T + Q)(x) ∈ H. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 3.1.2,

ïîëó÷àåì, ÷òî

(t+ q)(x, y) =< (T +Q)(x), y >D =< (T +Q)(x), y >H ∀ y ∈ H1. (3.5)
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Åñòåñòâåííî, H1 = D(t+q) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ôîðìû t+q è, çíà÷èò, èç ñîîòíîøåíèÿ (3.5)

ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3) ïåðâîé òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè ñëåäóåò, ÷òî

x ∈ D(L) è L(x) = (T +Q)(x).

Òàêèì îáðàçîì, T +̃Q ⊂ L.

Ïóñòü òåïåðü x ∈ D(L). Òîãäà ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1) ïåðâîé òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ H1 èìååì

< L(x), y >H = (t+ q)(x, y) = < (T +Q)(x), y >D = < T − 1
2 ((T +Q)(x)), T

1
2 (y) >H .

Ïîñêîëüêó T
1
2 : (H1, ∥ · ∥H1) −→ (H, ∥ · ∥H) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì,

òî ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

< L(x), T− 1
2 (z) >H = < T − 1

2 ((T +Q)(x)), z >H ∀ z ∈ H.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïåðàòîð T− 1
2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå (H, < ·, · >H), à L(x) ∈ H = D(T− 1
2 ), ïîëó÷àåì, ÷òî

< T − 1
2 ((T +Q)(x)), z >H =< L(x), T− 1

2 (z) >H =< T− 1
2 (L(x)), z >H ∀ z ∈ H.

Òîãäà èìååò ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ

T − 1
2 ((T +Q)(x)) = T− 1

2 (L(x)) = T − 1
2 (L(x)),

èç êîòîðîé â ñèëó èíúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà T − 1
2 ñëåäóåò, ÷òî

(T +Q)(x) = L(x) ∈ H.

Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà T +̃Q,

x ∈ D(T +̃Q) è (T +̃Q)(x) = L(x).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà x ∈ D(L) ýòèì äîêàçàíî, ÷òî L ⊂ T +̃Q.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñîâïàäåíèå îïåðàòîðîâ T +̃ Q è L, èç ÷åãî, â ÷àñòíîñòè,

ñëåäóåò ñåêòîðèàëüíîñòü îïåðàòîðà T +̃Q.

Äîêàæåì òåïåðü âòîðóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Ïóñòü îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî < ·, · >D . Òîãäà îïðåäåë¼ííûé âñþäó íà H1 îïåðà-

òîð T + Q : H1 −→ H−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî < ·, · >D è,

ñëåäîâàòåëüíî, ñàìîñîïðÿæ¼ííûì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.5. Ïðèìåíèâ æå ê êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìå t+q : H → R è àññîöèèðîâàííîìó ñ íåé îïåðàòîðó L = T +̃Q : H → H
êëàññè÷åñêîå óòâåðæäåíèå [9; òåîðåìà VI.2.6], ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð T +̃Q ÿâëÿåòñÿ

ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îòíîñèòåëüíî < ·, · >H è ïîëóîãðàíè÷åííûì ñíèçó îòíîñèòåëüíî

íîðìû ∥ · ∥H.
Òåîðåìà 3.1.2 äîêàçàíà.

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, ïðîÿñíÿþùèõ

ñâÿçü ïîíÿòèÿ T −ïîä÷èí¼ííîñòè îïåðàòîðîâ ñ èõ íåïðåðûâíîñòüþ è êîìïàêòíîñòüþ.
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Óòâåðæäåíèå 3.1.3. Îïðåäåë¼ííûé âñþäó íà H1 îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðà-

òîð

Q : (H1, ∥ · ∥H1) −→ (H−1, ∥ · ∥H−1)

ÿâëÿåòñÿ T − ïîä÷èí¼ííûì ñ T −ãðàíüþ αQ 6 ∥Q∥B(H1,H−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ H1 èìååì

| < Q(x), x >D | 6 ∥Q(x)∥H−1∥x∥H1 6 ∥Q∥B(H1,H−1) < T (x), x >D,

òî åñòü äëÿ îïåðàòîðà Q îöåíêà èç îïðåäåëåíèÿ T −ïîä÷èí¼ííîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

α = ∥Q∥B(H1,H−1) è β(α) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Q : H1 → H−1 ÿâëÿåòñÿ T −ïîä÷èí¼ííûì ñ T −ãðàíüþ

αQ 6 ∥Q∥B(H1,H−1).

Óòâåðæäåíèå 3.1.3 äîêàçàíî.

Èç óòâåðæäåíèÿ 3.1.3 íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 3.1.2. Ïóñòü îïðåäåë¼ííûé âñþäó íà H1 ëèíåéíûé îïåðàòîð

Q0 : (H1, ∥ · ∥H1) −→ (H−1, ∥ · ∥H−1)

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, à ëèíåéíûé îïåðàòîð Q1 : H1 −→ H−1 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëå-

íèÿ D(Q1) ⊂ H1 ÿâëÿåòñÿ T −ïîä÷èí¼ííûì â ñìûñëå ôîðì ñ T −ãðàíüþ αQ1 , òî åñòü

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà α0 > αQ1 íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî β(α0) > 0, ÷òî ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

| < Q1(x), x >D | 6 α0 < T (x), x >D + β(α0) ∥x∥ 2
H ∀ x ∈ D(Q1).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α > α0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

| < (Q0+Q1)(x), x >D | 6 (α+∥Q0∥B(H1,H−1)) < T (x), x >D +β(α0)∥x∥ 2
H ∀x ∈ D(Q1)

è îïåðàòîð Q
def
= Q0 + Q1, ÷üÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ D(Q1), ÿâëÿåòñÿ

T −ïîä÷èíåííûì ñ T −ãðàíüþ αQ 6 ∥Q0∥B(H1,H−1) + αQ1 .

Óòâåðæäåíèå 3.1.4. Ïóñòü îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

Q : (H1, ∥ · ∥H1) −→ (H−1, ∥ · ∥H−1),

îïðåäåë¼ííûé âñþäó íà H1, êîíå÷íîìåðåí. Òîãäà Q ÿâëÿåòñÿ T −ïîä÷èí¼ííûì ñ

T −ãðàíüþ αQ = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0.

Ïóñòü e1, . . . , em − áàçèñ ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Im(Q), îðòîíîðìèðîâàííûé

îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · >H−1 . Òîãäà â ñèëó ïëîòíîñòè ìíîæå-

ñòâà H â ïðîñòðàíñòâå (H−1, ∥ · ∥H−1) íàéäóòñÿ âåêòîðû {hi}mi=1 ⊂ H, òàêèå, ÷òî

∥ei − hi∥H−1 6 ε√
m

∀ i = 1,m.

Îïðåäåëèì âñþäó íà H1 îïåðàòîð Qε : H1 → H−1 ñ Im(Qε) ⊂ H ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

Qε(x)
def
=

m∑
k=1

< Q(x), ek >H−1 · hk ∀ x ∈ H1.

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ H1 ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

m∑
k=1

| < Q(x), ek >H−1 | 6
√
m

( m∑
k=1

| < Q(x), ek >H−1 |2
) 1

2

=

=
√
m ∥Q(x)∥H−1 6

√
m ∥Q∥B(H1,H−1)∥x∥H1 ,

òî

∥(Q−Qε)(x)∥H−1 6
m∑
k=1

| < Q(x), ek >H−1 | · ∥ek − hk∥H−1 6

6 ε√
m

m∑
k=1

| < Q(x), ek >H−1 | 6 ε ∥Q∥B(H1,H−1)∥x∥H1 ∀ x ∈ H1,

îòêóäà î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü îïðåäåë¼ííîãî âñþäó íà H1 îïå-

ðàòîðà Q−Qε : (H1, ∥ · ∥H1) −→ (H−1, ∥ · ∥H−1) è íåðàâåíñòâî

∥Q−Qε∥B(H1,H−1) 6 ε ∥Q∥B(H1,H−1).

Òàê êàê Im(Qε) ⊂ H è, ñëåäîâàòåëüíî,

< Qε(x), x >D =< Qε(x), x >H ∀ x ∈ H1,

òî äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ïîðîæä¼ííîé îïåðàòîðîì Qε, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

| < Qε(x), x >D | 6 ∥Qε(x)∥H ∥x∥H 6 ∥x∥H ·
m∑
k=1

| < Q(x), ek >H−1 | · ∥hk∥H ∀ x ∈ H1.

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå C = max
k=1,m

∥hk∥H è ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííóþ âûøå îöåíêó äëÿ ñóììû

m∑
k=1

| < Q(x), ek >H−1 |, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

| < Qε(x), x >D | 6 C ∥x∥H
m∑
k=1

| < Q(x), ek >H−1 | 6
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6 C
√
m ∥Q∥B(H1,H−1) ∥x∥H ∥x∥H1 = 2 C1 ∥x∥H ∥x∥H1 ∀ x ∈ H1,

ãäå

C1 =
C
√
m ∥Q∥B(H1,H−1)

2
.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî 2 ab 6 a2 + b2 äëÿ a = ε∥x∥H1 è b =
1
ε∥x∥H, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî x ∈ H1 = D(Qε) èìååì

| < Qε(x), x >D | 6 C1

(
(ε∥x∥H1)

2 +
(1
ε
∥x∥H

)2)
= C1ε

2 < T (x), x >D +
C1

ε2
< x, x >H .

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Qε : H1 −→ H−1 ÿâëÿåòñÿ T −ïîä÷èí¼ííûì ñ T −ãðàíüþ
αQε 6 C1ε

2, à îïåðàòîð Q−Qε : (H1, ∥ · ∥H1) −→ (H−1, ∥ · ∥H−1) îãðàíè÷åí, ïðè÷¼ì

∥Q−Qε∥B(H1,H−1) 6 ε ∥Q∥B(H1,H−1).

Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 3.1.2 äëÿ îïåðàòîðà Q = (Q−Qε)+Qε, ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð

Q ÿâëÿåòñÿ T −ïîä÷èí¼ííûì ñ T −ãðàíüþ

αQ 6 C1ε
2 + ε ∥Q∥B(H1,H−1).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε > 0, èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî T −ãðàíü îïåðàòîðà
Q ðàâíà 0.

Óòâåðæäåíèå 3.1.4 äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 3.1.3. Ïóñòü îïðåäåë¼íûé âñþäó íà H1 ëèíåéíûé îïåðàòîð

Q : (H1, ∥ · ∥H1) −→ (H−1, ∥ · ∥H−1)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Òîãäà îí T −ïîä÷èí¼í c T −ãðàíüþ αQ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Òàê êàê îïåðàòîð Q ÿâëÿåò-

ñÿ êîìïàêòíûì, òî ñóùåñòâóåò îïðåäåë¼ííûé âñþäó íà H1 êîíå÷íîìåðíûé ëèíåéíûé

îïåðàòîð Qε : H1 −→ H−1, òàêîé ÷òî

∥Q−Qε∥B(H1,H−1) 6 ε.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.1.4 èìååò ìåñòî T −ïîä÷èí¼ííîñòü îïåðàòîðàQε ñ T −ãðàíüþ
αQε = 0.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 3.1.2 äëÿ îïåðàòîðà Q = (Q − Qε) + Qε, ïîëó÷àåì, ÷òî

Q ÿâëÿåòñÿ T −ïîä÷èí¼ííûì è äëÿ åãî T −ãðàíè αQ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

αQ 6 αQε + ∥Q−Qε∥B(H1,H−1) 6 ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε > 0 èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî αQ = 0.

Ñëåäñòâèå 3.1.3 äîêàçàíî.
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Äàëåå äëÿ äâóõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : H1 → H−1 è B : H1 → H−1 ñ îáëàñòÿìè

îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ H1 è D(B) ⊂ H1 ñîîòâåòñòâåííî áóäåì ÷åðåç A +̃ B : H → H
îáîçíà÷àòü ñóæåíèå îïåðàòîðà A+B : H1 → H−1 íà ìíîæåñòâî

D(A +̃B) = {x ∈ D(A) ∩D(B) | (A+B)(x) ∈ H}.

Ïåðåä òåì, êàê èññëåäîâàòü âîïðîñ î ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îïåðàòîðîâ T +̃ Qn : H −→ H ê îïåðàòîðó T +̃ Q : H −→ H ïðè íåêîòîðûõ äîïîë-

íèòåëüíûõ óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà ïîòåíöèàëû Qn : H1 → H−1 è Q : H1 → H−1,

ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè îïåðàòîðîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà (X, ∥ · ∥X) ÷åðåç Cld(X) ìû îáîçíà÷àåì

ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ∥ · ∥X ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : X → X ñ

ïëîòíîé â (X, ∥ · ∥X) îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ëèíåéíîãî æå îïåðàòîðà A : X → X

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A), ïëîòíîé â (X, ∥ · ∥X), ÷åðåç ρ(A) îáîçíà÷àåòñÿ ðåçîëü-

âåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà A, à ÷åðåç σ(A)− åãî ñïåêòð.

Îïðåäåëåíèå 3.1.11. Ïóñòü X − áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è {An}n∈N ⊂ Cld(X).

Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ An ïðè n → ∞ ñõîäèò-

ñÿ ê îïåðàòîðó A ∈ Cld(X) â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè, åñëè

ñóùåñòâóåò ζ ∈ C, òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N0 ∈ N

ζ ∈ ρ(A) ∩ ρ(An) ∀ n > N0

è

(An − ζ · IdX)−1 B(X)−−−→
n→∞

(A− ζ · IdX)−1.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü An
R

=⇒ A.

Òåîðåìà 3.1.3. Ïóñòü äàíû îïðåäåë¼ííûå âñþäó íà H1 îãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå

îïåðàòîðû

Qn : (H1, ∥ · ∥H1) → (H−1, ∥ · ∥H−1), n ∈ Z+ = N ∪ {0},

è îïåðàòîð Q0 ÿâëÿåòñÿ T −ïîä÷èí¼ííûì ñ T −ãðàíüþ αQ0 < 1. Òîãäà èç ñõîäèìîñòè

Qn
B(H1,H−1)−−−−−−−→

n→∞
Q0

ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ îïå-

ðàòîðîâ T +̃ Qn : H → H ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó T +̃ Q0 : H → H â ïðîñòðàíñòâå

(H, ∥ · ∥H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îïåðàòîð Q0 : H1 → H−1 ÿâëÿåòñÿ T −ïîä÷èí¼ííûì ñ

T −ãðàíüþ αQ0 < 1, òî äëÿ α0
def
= (αQ0 + 1)/2 íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî β(α0) > 0, ÷òî

| < Q0(x), x >D | 6 α0 · < T (x), x >D + β(α0) · < x, x >H ∀ x ∈ D(Q0) = H1.
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Ïîñêîëüêó α0 < 1 è Qn ñõîäèòñÿ ê Q0 â B(H1,H−1), òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà N0 ∈ N èìååì, ÷òî

∥Qn −Q0∥B(H1,H−1) <
1− α0

2
∀ n > N0.

Òîãäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1.2 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n > N0 ñïðàâåäëèâà

ðàâíîìåðíàÿ ïî n îöåíêà

| < Qn(x), x >D | 6 (α0 + ∥Qn −Q0∥B(H1,H−1)) < T (x), x >D + β(α0) ∥x∥ 2
H 6

6 α1 < T (x), x >D + β(α0) ∥x∥ 2
H ∀ x ∈ H1,

ãäå α1
def
= (1 + α0)/2 < 1.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåë¼ííûé íà H1 îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

J : (H1, ∥ · ∥H1) → (H−1, ∥ · ∥H−1), J(x) = IdH1(x) = x ∀ x ∈ H1,

îñóùåñòâëÿåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà H1 â ïðîñòðàíñòâî H−1.

Ôèêñèðóåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ρ ∈ (−∞,−β(α0)). Äîêàæåì

ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ n = 0 è n > N0 îïåðàòîðû

T +Qn − ρ · J : H1 −→ H−1

èìåþò îãðàíè÷åííûå îáðàòíûå (T +Qn − ρ · J)−1 ∈ B(H−1,H1).

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îïðåäåë¼ííûå âñþäó íà H ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Zn
def
= T − 1

2 ◦ (T +Qn − ρ · J) ◦ T− 1
2 : H → H, n ∈ Z+.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî T − 1
2 ◦ T = T

1
2 , ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà n ∈ Z+

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Zn = IdH +Kn − ρ · T−1, ãäå

Kn
def
= T − 1

2 ◦Qn ◦ T− 1
2 : H → H.

Îòìåòèì, ÷òî âñå îïåðàòîðû IdH, Kn, n ∈ Z+, è T−1 îïðåäåëåíû âñþäó íà H è îãðà-

íè÷åíû îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥H, è, ñëåäîâàòåëüíî,

Zn ∈ B(H) ∀ n ∈ Z+.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç ðàâåíñòâà Zn = IdH +Kn − ρ · T−1 ñëåäóåò, ÷òî

Zn − Zm = Kn −Km ∀m,n ∈ Z+.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ∈ N0 ∪ {0}, ãäå N0 = N ∩ (N0,+∞).

×òîáû äîêàçàòü îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà Zm è îãðàíè÷åííîñòü îáðàòíîãî ê íåìó îïå-

ðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå (H, ∥ · ∥H), äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ÷èñëîâîé îáðàç îïåðà-

òîðà Zm îòäåë¼í îò 0 ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé. Äëÿ ýòîãî îöåíèì ñíèçó âåëè÷èíó

Re(< Zm(x), x >H).

100



Èç ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà

< Km(x), x >H =< T − 1
2 (Qm(T− 1

2 (x))), x >H =< Qm(T− 1
2 (x)), T− 1

2 (x) >D ∀ x ∈ H,

è óñòàíîâëåííîé âûøå ðàâíîìåðíîé ïî n ∈ N0 ∪{0} îöåíêè âåëè÷èí | < Qn(x), x >D |
ñëåäóåò, ÷òî

Re(< Zm(x), x >H) =< x, x >H +Re(< Km(x), x >H)− ρ < T−1(x), x >H =

= < x, x >H +Re(< Qm(T− 1
2 (x)), T− 1

2 (x) >D)− ρ < T− 1
2 (x), T− 1

2 (x) >H >

> ∥x∥2H − α1 < T (T− 1
2 (x)), T− 1

2 (x) >D −β(α0) < T− 1
2 (x), T− 1

2 (x) >H −ρ ∥x∥2H−1
=

= ∥x∥2H−α1∥T− 1
2 (x)∥ 2

H1
−(β(α0)+ρ)∥x∥2H−1

= (1−α1)∥x∥2H−(β(α0)+ρ)∥x∥2H−1
∀x ∈ H.

Òàê êàê β(α0) + ρ < 0, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Re(< Zm(x), x >H) > (1− α1) ∥x∥2H ∀ x ∈ H.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α1 < 1, ìû òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëîâîé îáðàç îïåðàòîðà

Zm ∈ B(H), òî åñòü ìíîæåñòâî âèäà

{< Zm(x), x >H | x ∈ H, ∥x∥H = 1},

îòäåë¼í îò íóëÿ, ïðè÷¼ì

| < Zm(x), x >H | > (1− α1) ∥x∥2H ∀ x ∈ H.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ñïåêòð îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ëåæèò â çàìûêàíèè åãî ÷èñëîâîãî

îáðàçà, èìååì, ÷òî 0 /∈ σ(Zm) è, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð Zm îáðàòèì â ïðîñòðàíñòâå

H, ïðè÷¼ì Z−1
m ∈ B(H). Áîëåå òîãî, îïåðàòîðíàÿ íîðìà îáðàòíîãî îïåðàòîðà Z−1

m

îãðàíè÷åíà ñâåðõó êîíñòàíòîé 1
1−α1

, ïîñêîëüêó

∥Zm(x)∥H · ∥x∥H > |< Zm(x), x >H| > (1− α1) · ∥x∥2H ∀ x ∈ H,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∥Z−1
m (y)∥H 6 1

1− α1
· ∥y∥H ∀ y ∈ H.

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà n ∈ Z+ èç ðàâåíñòâà

Zn = T − 1
2 ◦ (T +Qn − ρ · J) ◦ T− 1

2

ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

T +Qn − ρ · J = T
1
2 ◦ Zn ◦ T

1
2 ,

à îïåðàòîðû

T
1
2 : (H1, ∥ · ∥H1) → (H, ∥ · ∥H) è T

1
2 : (H, ∥ · ∥H) → (H−1, ∥ · ∥H−1)
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ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðè÷åñêèìè èçîìîðôèçìàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, òî îïåðà-

òîð T +Qm−ρ ·J : H1 → H−1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì è (T +Qm−ρ ·J)−1 ∈ B(H−1,H1),

ïðè÷¼ì

∥(T +Qm − ρ · J)−1∥B(H−1,H1) = ∥Z−1
m ∥B(H) 6

1

1− α1
.

Òàê êàê T +̃Qm ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì îïåðàòîðà T +Qm íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

D(T +̃Qm) = {x ∈ H1 | (T +Qm)(x) ∈ H},

òî îïåðàòîð T +̃Qm−ρ ·IdH : H → H ñîâïàäàåò ñ ñóæåíèåì ñþðúåêòèâíîãî îïåðàòîðà

T + Qm − ρ · J : H1 → H−1 íà D(T +̃ Qm) è, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæàåò D(T +̃ Qm)

íà âñ¼ ìíîæåñòâî H. Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ñóæåíèå îïåðàòîðà

(T +Qm − ρ · J)−1 : H−1 → H1

íà ïðîñòðàíñòâî H ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì, îáðàòíûì ê T +̃Qm − ρ · IdH : H → H.
Çàìåòèì, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé (H, ∥·∥H) ⊂ (H−1, ∥·∥H−1)

è (H1, ∥ · ∥H1) ⊂ (H, ∥ · ∥H) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà

A : (H−1, ∥ · ∥H−1) → (H1, ∥ · ∥H1)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ñîâïàäàþùåé ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì H−1, åãî îãðàíè÷åíèå

íà H ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå (H, ∥ · ∥H), ïðè÷¼ì

∥ A|H ∥B(H) 6 C ∥A∥B(H−1,H1) ,

ãäå C = ∥IdH1∥B(H1,H) · ∥IdH∥B(H,H−1).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïåðàòîðà (T + Qm − ρ · J)−1 : H−1 → H1 è åãî îãðàíè÷åíèÿ

(T +Qm − ρ · J)−1
∣∣
H = (T +̃Qm − ρ · IdH)−1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥(T +̃Qm − ρ · IdH)−1∥B(H) 6 C ∥(T +Qm − ρ · J)−1∥B(H−1,H1) 6
C

1− α1
. (3.6)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà m ∈ N0 ∪ {0} îïåðàòîð

T +̃Qm−ρ ·IdH : H → H èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, ïðè÷¼ì äëÿ íîðì îïåðàòîðîâ

(T +̃Qm − ρ · IdH)−1 ∈ B(H) èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ïî m ∈ N0 ∪ {0} îöåíêà (3.6).
Òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà k ∈ N0 ∪ {0} èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà îïåðàòîðîâ

(T +Qk − ρ · J)−1 = T− 1
2 ◦ Z−1

k ◦ T − 1
2

è

Z −1
k − Z −1

0 = Z−1
k ◦ (Z0 − Zk) ◦ Z−1

0 = Z−1
k ◦ (K0 −Kk) ◦ Z−1

0 ,

òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > N0 ïîëó÷àåì, ÷òî

∥(T +̃Qn − ρ · IdH)−1 − (T +̃Q0 − ρ · IdH)−1∥B(H) 6
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6 C ∥(T +Qn − ρJ)−1 − (T +Q0 − ρJ)−1∥B(H−1,H1) =

= C ∥T− 1
2 ◦ (Z −1

n − Z −1
0 ) ◦ T − 1

2 ∥B(H−1,H1) = C ∥Z −1
n − Z −1

0 ∥B(H) =

= C ∥Z−1
n ◦ (K0 −Kn) ◦ Z−1

0 ∥B(H) 6 C0 ∥K0 −Kn∥B(H),

ãäå C0 = C/(1− α1)
2.

Ïîñêîëüêó

∥K0 −Kn∥B(H) = ∥T − 1
2 ◦ (Q0 −Qn) ◦ T− 1

2 ∥B(H) = ∥Q0 −Qn∥B(H1,H−1)

è, ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû, ∥Q0 −Qn∥B(H1,H−1) → 0 ïðè n→ ∞, òî èç ïîëó÷åííîé

âûøå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > N0 îöåíêè

∥(T +̃Qn − ρ · IdH)−1 − (T +̃Q0 − ρ · IdH)−1∥B(H) 6 C0 ∥K0 −Kn∥B(H)

ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü

T +̃Qn
R

=⇒ T +̃Q.

Òåîðåìà 3.1.3 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.1.4. Ôàêòè÷åñêè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1.3 óñòàíîâëåíî,

÷òî åñëè Q : H1 → H−1 − âñþäó íà H1 îïðåäåë¼ííûé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðà-

òîð è äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë α < 1 è β(α) > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

| < Q(x), x >D | 6 α · < T (x), x >D + β(α) · < x, x >H ∀ x ∈ H1,

òî

(−∞,−β(α)) ⊂ ρ(T +Q) ⊂ ρ(T +̃Q).

Áîëåå òîãî, òàêæå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ρ < −β(α)
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Rρ(T +̃Q)
def
= (T +̃Q− ρ · IdH)−1 = (T +Q− ρ · J)−1

∣∣
H ,

ãäå J : H1 → H−1 − òîæäåñòâåííîå âëîæåíèå H1 â H−1.

3.2. Ïåðèîäè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ

è ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà n−ìåðíîì òîðå

Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ n−ìåðíîãî òîðà Tn ââåä¼ì ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåí-

öèàëîâ (òàêæå èíîãäà íàçûâàåìûå îáîáù¼ííûìè ïðîñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà) Hs
p(Tn),

s ∈ R, p > 1, è îïèøåì èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Êðîìå òîãî, â ýòîì ïàðàãðàôå èññëåäóåì
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äåéñòâèå â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Hs
2(Tn) ñòåïåíåé îïåðàòîðà −∆ : H1

2(Tn) → H−1
2 (Rn),

ãäå ∆ åñòü ïðîäîëæåíèå êëàññè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆cl, îïðåäåë¼ííîãî íà

C2(Tn).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü n−ìåðíûé òîð Tn def
= S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸

n

, ãäå S1 = {z ∈ C | |z| = 1}.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà òîðå Tn, áóäåì îáî-

çíà÷àòü F (Tn), à ïðîñòðàíñòâî çàäàííûõ íà Rn 2π−ïåðèîäè÷åñêèõ (ïî êàæäîé èç

ñâîèõ n ïåðåìåííûõ) êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Fπ(Rn).

Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ

Π: Rn → Tn; (x1, . . . , xn)
Π−→ (eix1 , . . . , eixn)

ìû áóäåì ñîïîñòàâëÿòü ôóíêöèè f ∈ F (Tn) ôóíêöèþ fΠ
def
= f ◦Π ∈ Fπ(Rn).

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn áóäåì èñïîëüçî-

âàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

|α|1 =
n∑

k=1

|αk|, |α| =
( n∑

k=1

|αk|2
) 1

2

.

Äëÿ ìóëüòèèíäåêñà α = (α1, . . . , αn) ∈ Z n
+ îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Dα íà

òîðå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà Tn, çà-

äàííûõ êàê

∂if(z)
def
=

∂

∂xi
fΠ(x),

ãäå z ∈ Tn, à x− ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Rn, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Π(x) = z.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà m ∈ Z+ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : Tn → C, òàêèõ, ÷òî

Dα(f) ∈ C(Tn) ∀ α ∈ Z n
+ : |α|1 6 m,

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Cm(Tn). Íà Cm(Tn) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ââîäèòñÿ íîðìà

∥f∥Cm(Tn) = sup
α∈Z n

+ : |α|16m
sup
z∈Tn

|(Dα(f))(z)|.

Ìíîæåñòâî æå âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, çà-

äàííûõ íà n−ìåðíîì òîðå, íàäåë¼ííîå ñ÷åòíîé ñèñòåìîé íîðì

∥ · ∥m
def
= ∥ · ∥Cm(Tn), m ∈ Z+,

áóäåì îáîçíà÷àòü D(Tn). Ïðè îòîáðàæåíèè

P : F (Tn) → Fπ(Rn), f
P−→ fΠ = f ◦Π,

îáðàç ïðîñòðàíñòâà D(Tn) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì C∞
π (Rn) âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ 2π−ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íà Rn.
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Ïðîñòðàíñòâî D′(Tn) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ëèíåé-

íûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà D(Tn). Ïðè ýòîì D′(Tn) íàäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé

ñëàáîé ñõîäèìîñòè, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé ïîëóíîðì ∥ · ∥f , f ∈ D(Tn), ãäå

∥u∥f = |u(f)| ∀ u ∈ D′(Tn).

Ñõîäèìîñòü un
D′(Tn)−−−−→
n→∞

u îçíà÷àåò, ÷òî

un(f) −−−→
n→∞

u(f) ∀ f ∈ D(Tn).

Îïðåäåëèì íà òîðå Tn ñåìåéñòâî ôóíêöèé Φ = {fk | k ∈ Zn} ⊂ D(Tn) ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

fk(z) =
zk

(2π)
n
2

, ãäå zk
def
= zk11 · . . . · zknn äëÿ z = (z1, . . . , zn) ∈ Tn.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñåìåéñòâî ôóíêöèé

Φπ = {gk
def
= fk ◦Π | k ∈ Zn} ⊂ C∞

π (Rn).

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìóëüòèèíäåêñà k ∈ Zn èìååì, ÷òî

gk(x) =
1

(2π)
n
2

ei<k,x> ∀ x ∈ Rn,

òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé Φ îáðàçóåò ñ÷¼òíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå L2(Tn).

Äàëåå àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ Rn ÷åðåç f áóäåì îáîçíà÷àòü ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë

èç D′(Tn) ñ ïëîòíîñòüþ f ∈ L1(Tn), à ÷åðåç D(Tn) − ìíîæåñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ

ôóíêöèîíàëîâ èç D′(Tn), ïëîòíîñòü êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ïðèíàäëåæàùåé

D(Tn).

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó ôàêòó (ñì. [21; ïóíêò 4.11.1]) äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî u ∈ D′(Tn) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

u
D′(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(u) fk,

ãäå ck(u) = u(f−k). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ f ∈ L2(Tn) èç ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå

f
L2(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) fk

ñëåäóåò, ÷òî

f
D′(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) fk.
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Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L2(Tn) ñïðà-

âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ck(f)
def
= < f, fk >L2(Tn) = f(f−k)

def
= ck(f).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ôóíêöèè f ∈ Fπ(Rn), òàêîé, ÷òî f |[0,2π]n ∈ L2([0, 2π]
n),

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

f
S′(Rn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) gk,

ãäå ck(f) = < f, gk >L2([0,2π]n) .

Çàìå÷àíèå 3.2.2. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

ck(f) =< f, gk >L2([0,2π]n)

ôóíêöèè f ∈ C∞
π (Rn) óáûâàþò áûñòðåå ëþáîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè |k|, òî åñòü

∀N ∈ N ∃ CN > 0 : |ck(f)| 6
CN

1 + |k|N
∀ k ∈ Zn.

Íàîáîðîò, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ck}k∈Zn ⊂ C óáûâàåò áûñòðåå ëþáîé îòðè-

öàòåëüíîé ñòåïåíè |k|, òî ðÿä
∑

k∈Zn

ck gk ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå íåêîòîðîé ôóíêöèè

f ∈ C∞
π (Rn).

Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Tn) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

< φ,ψ >L2(Tn) = < φΠ, ψΠ >L2([0,2π]n) ∀ φ, ψ ∈ L2(Tn),

òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2(Tn) å¼ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå îòíîñèòåëü-

íî îðòîíîðìèðîâàííîé â (L2(Tn), < ·, · >L2(Tn)) ñèñòåìû ôóíêöèé {fk}k∈Zn ñîâïà-

äàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè fΠ îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîé â

(L2([0, 2π]
n), < ·, · >L2([0,2π]n)) ñèñòåìû ôóíêöèé {gk|[0,2π]n}k∈Zn . Ïîýòîìó êðèòåðèåì

ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè f ∈ L2(Tn) ìíîæåñòâó D(Tn) òàêæå ÿâëÿåòñÿ óáûâà-

íèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè å¼ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ck(f) = < f, fk >L2(Tn), k ∈ Zn,

áûñòðåå ëþáîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè |k|.

Èç çàìå÷àíèÿ 3.2.2 íåñëîæíî âûâåñòè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ D(Tn)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f
D(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) fk,

ãäå ck(f) = < f, fk >L2(Tn) .

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Js : S′(Rn) → S′(Rn), ââåä¼ííûé â îïðåäåëåíèè

1.1.2, çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì

Js(u) = F−1(φs · F(u)) ∀ u ∈ S′(Rn),

ãäå φs(x) = (1 + |x|2)
s
2 ∀ x ∈ Rn.
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Ëåììà 3.2.1. Ïóñòü s ∈ R, f ∈ C∞
π (Rn). Òîãäà íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ g ∈ C∞

π (Rn),

òàêàÿ, ÷òî

Js(f)
S′(Rn)
= g,

ïðè÷¼ì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèé f è g ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøå-

íèå:

ck(g) = (1 + |k|2)
s
2 ck(f) ∀ k ∈ Zn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.2.2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ck(f),

k ∈ Zn, êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ C∞
π (Rn) óáûâàåò áûñòðåå ëþáîé îòðèöà-

òåëüíîé ñòåïåíè |k|, òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1 + |k|2)
s
2 · ck(f), k ∈ Zn, òàêæå

óáûâàåò áûñòðåå ëþáîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè |k|. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òîãî æå

çàìå÷àíèÿ 3.2.2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ g ∈ C∞
π (Rn), ÷òî äëÿ å¼ êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ck(g) = (1 + |k|2)
s
2 · ck(f).

Äëÿ f ∈ C∞
π (Rn) èìååì, ÷òî f ∈ S′(Rn) è, çíà÷èò, êîððåêòíî îïðåäåëåíî äåéñòâèå

îïåðàòîðà Js íà ðàñïðåäåëåíèè f . Ïîñêîëüêó g ∈ S′(Rn), òî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçà-

òåëüñòâà îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

F−1(φs · F(f))
S′(Rn)
= g.

Ýòî ñîîòíîøåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

φs · F(f)
S′(Rn)
= F(g).

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.2.1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f
S′(Rn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) gk.

Ïîñêîëüêó

F(gk)(φ) = gk(F(φ)) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

ei <k,x> · (F(φ))(x) dx =

= (F−1(F(φ)))(k) = φ(k) = δk(φ) ∀ φ ∈ S(Rn),

òî, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F â S′(Rn), ïîëó÷àåì, ÷òî

F(f)
S′(Rn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) δk.

Òàê êàê îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ φs òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â S′(Rn),

òî

φs · F(f)
S′(Rn)
= φs ·

∑
k∈Zn

ck(f) δk
S′(Rn)
=

∑
k∈Zn

(1 + |k|2)
s
2 ck(f) δk.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ôóíêöèè g ∈ C∞
π (Rn) òàê æå, êàê äëÿ f ∈ C∞

π (Rn), ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî

F(g)
S′(Rn)
=

∑
k∈Zn

ck(g) δk
S′(Rn)
=

∑
k∈Zn

(1 + |k|2)
s
2 ck(f) δk.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà

φs · F(f)
S′(Rn)
= F(g).

Ëåììà 3.2.1 äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ïóñòü s ∈ R. Òîãäà îïåðàòîð Js,π : D(Tn) → D(Tn) îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Js,π(f)
D(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) (1 + |k|2)
s
2 fk ∀ f ∈ D(Tn),

ãäå ck(f) =< f, fk >L2(Tn) .

Èç çàìå÷àíèÿ 3.2.2 ñëåäóåò, ÷òî â îïðåäåëåíèè 3.2.1 äëÿ ôóíêöèè f ∈ D(Tn) ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü å¼ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ck(f), k ∈ Zn, óáûâàåò áûñòðåå ëþáîé

îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè |k|, è, ñëåäîâàòåëüíî, òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ck(f)(1+ |k|2)
s
2 , k ∈ Zn. Îïÿòü ïðèìåíÿÿ çàìå÷àíèå 3.2.2, îòñþäà ïîëó÷àåì,

÷òî ðÿä ∑
k∈Zn

ck(f) (1 + |k|2)
s
2 fk

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè èç D(Tn), òî åñòü äåé-

ñòâèå îïåðàòîðà Js,π êîððåêòíî îïðåäåëåíî â ïðîñòðàíñòâå D(Tn).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà Js,π : D(Tn) → D(Tn) ñîãëàñîâàíî ñ äåé-

ñòâèåì îïåðàòîðà Js : S′(Rn) → S′(Rn), òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ D(Tn)

èìååì, ÷òî h
def
= fΠ ∈ C∞

π (Rn) è ñîãëàñíî ëåììå 3.2.1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Js(h)
S′(Rn)
= g,

ãäå g
def
= Js,π(f) ◦Π.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Ïóñòü s ∈ R. Òîãäà îïåðàòîð Js,π : D′(Tn) → D′(Tn) îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Js,π(u)
D′(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(u) (1 + |k|2)
s
2 fk ∀ u ∈ D′(Tn),

ãäå ck(u) = u(f−k).
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Òàê êàê

f(f−k) =< f, fk >L2(Tn) = ck(f) ∀ f ∈ L2(Tn),

òî îïðåäåëåíèÿ 3.2.1 è 3.2.2 ñîãëàñîâàíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Js,π(f)
D′(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(f)(1 + |k|2)
s
2 fk ∀ f ∈ D(Tn).

Â ÷àñòíîñòè,

Js,π(fk)
D′(Tn)
= (1 + |k|2)

s
2 fk ∀ k ∈ Zn,

òî åñòü ñèñòåìà ðàñïðåäåëåíèé fk, k ∈ Zn, ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà

Js,π : D
′(Tn) → D′(Tn), îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λk = (1 + |k|2)

s
2 , k ∈ Zn.

Çàìå÷àíèå 3.2.3. Ïóñòü u ∈ D′(Tn) è f ∈ D(Tn). Òîãäà ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷à-

ëîñü âûøå, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f
D(Tn)
=

∑
k∈Zn

< f, fk >L2(Tn) fk,

òî

u(f) =
∑
k∈Zn

ck(f) c−k(u),

ãäå ck(f) = < f, fk >L2(Tn) è ck(u) = u(f−k).

Ëåììà 3.2.2. Ïóñòü u ∈ D′(Tn) , f ∈ D(Tn). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(Js,π(u))(f) = u(Js,π(f)) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ D′(Tn) , f ∈ D(Tn). Òîãäà

(Js,π(u))(f) =
∑
k∈Zn

ck(f) c−k(Js,π(u)) =
∑
k∈Zn

ck(f) (1 + |k|2)
s
2 c−k(u) =

=
∑
k∈Zn

ck(Js,π(f)) c−k(u) = u(Js,π(f)).

Ëåììà 3.2.2 äîêàçàíà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Hs
p(Tn) áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ íà

òîðå Tn, îïðåäåëèì ñíà÷àëà ïðîñòðàíñòâî H0
p (Tn), èçîìîðôíîå ïðîñòðàíñòâó Lp(Tn).

Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Äëÿ p > 1 îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî H0
p (Tn) ðàâåíñòâîì

H0
p (Tn)

def
= {f ∈ D′(Tn) | f ∈ Lp(Tn)}

è íàäåëèì åãî íîðìîé

∥f∥H0
p(Tn)

def
= ∥f∥Lp(Tn).
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Îïðåäåëåíèå 3.2.4. Ïóñòü s ∈ R, p > 1. Òîãäà îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî áåññåëå-

âûõ ïîòåíöèàëîâ Hs
p(Tn) ðàâåíñòâîì

Hs
p(Tn)

def
= {u ∈ D′(Tn) | Js,π(u) ∈ H0

p (Tn)}

è íàäåëèì åãî íîðìîé

∥u∥Hs
p(Tn)

def
= ∥Js,π(u)∥H0

p(Tn).

Çàìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Js,π : D′(Tn) → D′(Tn) îáëàäàåò ïîëóãðóïïîâûì

ñâîéñòâîì, òî åñòü

Js,π ◦ Jt,π = Js+t,π = Jt,π ◦ Js,π ∀ s, t ∈ R, ∀ p > 1.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë s, α ∈ R è p > 1 îòîáðàæåíèå

Jα,π|Hs
p(Tn) : (H

s
p(Tn), ∥ · ∥Hs

p(Tn)) → (Hs−α
p (Tn), ∥ · ∥Hs−α

p (Tn))

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s ∈ R îïåðàòîð

J−s,π|H0
p(Tn) : (H

0
p (Tn), ∥ · ∥H0

p(Tn)) → (Hs
p(Tn), ∥ · ∥Hs

p(Tn))

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîñêîëüêó

ìíîæåñòâî D(Tn) ïëîòíî âëîæåíî â (H0
p (Tn), ∥ · ∥H0

p(Tn)) è, êàê íåñëîæíî âèäåòü èç

çàìå÷àíèÿ 3.2.2 è ñîãëàñîâàííîñòè îïðåäåëåíèé 3.2.1 è 3.2.2, J−s,π(D(Tn)) ⊂ D(Tn),

òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî D(Tn) ïëîòíî âëîæåíî è â ïðîñòðàíñòâî (Hs
p(Tn), ∥ · ∥Hs

p(Tn)).

Çàìå÷àíèå 3.2.4. Ïóñòü s ∈ R, u ∈ D′(Tn), ïðè÷¼ì

u
D′(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(u) fk.

Òîãäà

u ∈ Hs
2(Tn) ⇐⇒

∑
k∈Zn

|ck(u)|2(1 + |k|2)s < +∞.

Òàêæå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ Hs
2(Tn) èìååì

∥u∥Hs
2(Tn) =

(∑
k∈Zn

|ck(u)|2(1 + |k|2)s
) 1

2

.

Êàê è â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ íà Rn, äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ èìååò ìåñòî äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ïðîñòðàí-

ñòâàìè Hs
p(Tn) è H−s

p′ (Tn) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë s ∈ R, p > 1. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

s ∈ R, p > 1 ìîæíî ââåñòè äóàëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

< ·, · >s,π : H
−s
p′ (Tn)×Hs

p(Tn) → C,
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îïðåäåë¼ííîå ðàâåíñòâîì

< u, v >s,π =< J−s,π(u), Js,π(v) >0,π ∀ u ∈ H−s
p′ (Tn), ∀ v ∈ Hs

p(Tn),

ãäå

< f ,g >0,π =

∫
Tn

f(x) · g(x) dµ(x) ∀ f ∈ Lp′(Tn), ∀ g ∈ Lp(Tn).

Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

| < u, v >s,π | 6 ∥u∥H−s
p′ (Tn)∥v∥Hs

p(Tn) ∀ u ∈ H−s
p′ (Tn), ∀ v ∈ Hs

p(Tn). (3.7)

Èç çàìå÷àíèÿ 3.2.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ H−s
p′ (Tn) ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî

< u, f >s,π = u(f) ∀ f ∈ D(Tn).

Ó÷èòûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî, èç îöåíêè (3.7) ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|u(f)| 6 ∥u∥H−s
p′ (Tn)∥f∥Hs

p(Tn) ∀ u ∈ H−s
p′ (Tn), ∀ f ∈ D(Tn).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë s ∈ R, p > 1 ñõîäèìîñòü

un
Hs

p(Tn)
−−−−→
n→∞

u

âëå÷¼ò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü

un(f) −−−→
n→∞

u(f) ∀ f ∈ D(Tn).

Êðîìå òîãî, åñëè u ∈ D′(Tn) è äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|u(f)| 6 C ∥f∥Hs
p(Tn) ∀ f ∈ D(Tn),

òî u ∈ H−s
p′ (Tn) è

∥u∥H−s
p′ (Tn) 6 C.

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå Rn, èñõîäÿ èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé, ëåãêî ïîêà-

çàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë s ∈ R è p > 1 ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

Fπ : (H
−s
p′ (Tn), ∥ · ∥H−s

p′ (Tn)) → ((Hs
p(Tn))∗, ∥ · ∥(Hs

p(Tn))∗), u 7→ Fu,

ãäå

Fu(v) =< u, v >s,π ∀ v ∈ Hs
p(Tn),

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ.

Èç çàìå÷àíèÿ 3.2.4 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæå-

íèå

Hs1
2 (Tn) ⊂ Hs2

2 (Tn) ∀ s1, s2 ∈ R : s1 > s2.
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè s > 0 ïðîñòðàíñòâî (Hs
2(Tn), ∥ · ∥Hs

2(Tn)) íåïðåðûâíî âëîæåíî â

ïðîñòðàíñòâî (H0
2 (Tn), ∥ · ∥H0

2 (Tn)), èçîìîðôíîå ïðîñòðàíñòâó (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)). Â

äàëüíåéøåì ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî H0
2 (Tn) ÷åðåç L2(Tn). Ïîýòî-

ìó äëÿ s > 0 ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Hs
2(Tn),

èçîìîðôíîå ïðîñòðàíñòâó ðàñïðåäåëåíèé Hs
2(Tn), ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 3.2.5. Ïóñòü s > 0. Òîãäà îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

Hs
2(Tn)

def
= {f ∈ L2(Tn) | f ∈ Hs

2(Tn)},

íà êîòîðîì ââîäèòñÿ íîðìà ∥f∥Hs
2(Tn) = ∥f∥Hs

2(Tn).

Îïðåäåëåíèå 3.2.6. Ïóñòü s > α > 0. Òîãäà íà ïðîñòðàíñòâå Hs
2(Tn) åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð

Jα,π : Hs
2(Tn) → Hs−α

2 (Tn)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Jα,π(f) = g, ãäå g = Jα,π(f).

Ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Jα,π â ïðîñòðàíñòâàõ

D(Tn) è D′(Tn) ñîãëàñîâàíû, òî ïðè s > α > 0 îãðàíè÷åíèå Jα,π íà ìíîæåñòâî D(Tn)

ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì Jα,π : D(Tn) → D(Tn), ïðè÷¼ì îïåðàòîð

Jα,π : (Hs
2(Tn), ∥ · ∥Hs

2(Tn)) → (Hs−α
2 (Tn), ∥ · ∥Hs−α

2 (Tn))

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 3.2.6 äëÿ ôóíêöèé f ∈ Hs
2(Tn) è

Jα,π(f) ∈ Hs−α
2 (Tn) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå èõ êîýôôèöè-

åíòû Ôóðüå îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû Φ = {fk | k ∈ Zn} ⊂ L2(Tn) :

ck(Jα,π(f)) = (1 + |k|2)
α
2 ck(f) ∀ k ∈ Zn.

Çàìåòèì, ÷òî èç îòìå÷åííîé âûøå ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà D(Tn) â ïðîñòðàíñòâå

(Hs
p(Tn), ∥ · ∥Hs

p(Tn)) ïðè s ∈ R, p > 1 ñëåäóåò ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà D(Tn) â ïðî-

ñòðàíñòâå (Hs
2(Tn), ∥ · ∥Hs

2(Tn)) ïðè s > 0.

Óòâåðæäåíèå 3.2.1. Ïóñòü s > 0. Òîãäà îïåðàòîð Js,π : L2(Tn) → L2(Tn) ñ îáëà-

ñòüþ îïðåäåëåíèÿ Hs
2(Tn) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îòíîñèòåëüíî < ·, · >L2(Tn) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà Js,π â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn) îòíîñè-

òåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · >L2(Tn) òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå

ck(Js,π(f)) = (1 + |k|2)
s
2 · ck(f) ∀ k ∈ Zn, ∀ f ∈ Hs

2(Tn).
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Ïîñêîëüêó æå, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, Js,π(Hs
2(Tn)) = L2(Tn), òî ñàìîñîïðÿæ¼í-

íîñòü îïåðàòîðà Js,π â ïðîñòðàíñòâå (L2(Tn), < ·, · >L2(Tn)) ñëåäóåò èç òåîðåìû î

ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, îáðàç êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî âñåì

ïðîñòðàíñòâîì (ñì. [30; Theorem 4.1.3]).

Óòâåðæäåíèå 3.2.1 äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 3.2.5. Çàìåòèì, ÷òî ïðè s1, s2 ∈ R : s1 > s2 íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hs1
2 (Tn) ⊂ Hs2

2 (Tn)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, ïîñêîëüêó îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

IdHs1
2 (Tn) : (H

s1
2 (Tn), ∥ · ∥Hs1

2 (Tn)) → (Hs2
2 (Tn), ∥ · ∥Hs2

2 (Tn))

ïðåäñòàâèì â âèäå

IdHs1
2 (Tn) = J−s2 |L2(Tn) ◦ Js2−s1 |L2(Tn) ◦ Js1 |Hs1

2 (Tn) ,

ãäå

Js1 |Hs1
2 (Tn) ∈ B(Hs1

2 (Tn),L2(Tn)), J−s2 |L2(Tn) ∈ B(L2(Tn),Hs2
2 (Tn)),

à îïåðàòîð

Js2−s1 |L2(Tn) : L2(Tn) → L2(Tn)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â ïðîñòðàíñòâå (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)) â ñèëó òîãî, ÷òî ñèñòå-

ìà åãî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {fk}k∈Zn îáðàçóåò áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, à ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk = (1 + |k|2)−
s1−s2

2 îïåðàòîðà Js2−s1 |L2(Tn)

ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè |k| → +∞.

Íàïîìíèì òåïåðü îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà íà n−ìåðíîì
òîðå.

Îïðåäåëåíèå 3.2.7. Ïóñòü k ∈ Z+, p > 1. Òîãäà êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ñî-

áîëåâà W k
p (Tn) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

W k
p (Tn)

def
= {f ∈ Lp(Tn) | Dα(f) ∈ Lp(Tn) ∀ α ∈ Z n

+ : |α|1 6 k},

à íîðìà íà ïðîñòðàíñòâå W k
p (Tn) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

∥f∥Wk
p (Tn) =

∑
α∈Z n

+ : |α|16k

∥ Dα(f) ∥Lp(Tn) .

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå Rn, äëÿ n−ìåðíîãî òîðà Tn ïðè k ∈ Z+ èìååò ìåñòî ñîâïà-

äåíèå ïðîñòðàíñòâ W k
2 (Tn) è Hk

2(Tn) ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðì.

Ââåä¼ì òåïåðü îïåðàòîð Ëàïëàñà íà òîðå Tn è ïðèâåä¼ì òå åãî êëàññè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.
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Îïðåäåëåíèå 3.2.8. Êëàññè÷åñêèì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ∆cl íà òîðå Tn áóäåì

íàçûâàòü ëèíåéíûé îïåðàòîð ∆cl : L2(Tn) → L2(Tn) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(∆cl)
def
= C2(Tn) ⊂ L2(Tn),

îïðåäåë¼ííûé äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ C2(Tn) ðàâåíñòâîì

(∆cl(f))(z) =

n∑
j=1

(∂2j f)(z) ∀ z ∈ Tn.

Çàìå÷àíèå 3.2.6. Ñîãëàñíî ïåðâîìó òîæäåñòâó Ãðèíà íà n−ìåðíîì òîðå äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f, g ∈ D(∆cl) = C2(Tn) èìååì

< (−∆cl)(f), g >L2(Tn) =

∫
[0,2π]n

n∑
j=1

∂

∂xj
fπ(x)

∂

∂xj
gπ(x)dx.

Èç ýòîãî òîæäåñòâà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð

−∆cl : L2(Tn) → L2(Tn)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(−∆cl) = C2(Tn) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûì

è ñèììåòðè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · >L2(Tn) .

Ïîñêîëüêó, êàê íåñëîæíî âèäåòü, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ D(Tn) èìååì

(IdD(Tn) −∆cl)(f)
D(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) (1 + |k|2) fk,

ãäå ck(f) = < f, fk >L2(Tn), òî

(IdD(Tn) −∆cl)
m(f)

D(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) (1 + |k|2)m fk = J2m,π(f) ∀m ∈ Z+,

òî åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà m ∈ Z+ äåéñòâóþùèå â L2(Tn) îïåðàòîðû J2m,π è

(IdD(Tn) −∆cl)
m ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå D(Tn).

Óòâåðæäåíèå 3.2.2. Îïåðàòîð −∆cl : L2(Tn) → L2(Tn) c îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(−∆cl) = C2(Tn) èìååò â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn) ñàìîñîïðÿæåííîå çàìûêàíèå L c

îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(L) =W 2
2 (Tn) ⊂ L2(Tn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.2.6 îïåðàòîð

−∆cl : L2(Tn) → L2(Tn)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ C2(Tn), ïëîòíîé â (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)), ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè-

÷åñêèì, òî ñîïðÿæ¼ííûé ê íåìó îïåðàòîð (−∆cl)
∗ : L2(Tn) → L2(Tn) ÿâëÿåòñÿ åãî
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çàìêíóòûì ðàñøèðåíèåì. Ïîýòîìó ëèíåéíûé îïåðàòîð −∆cl : L2(Tn) → L2(Tn) ÿâëÿ-

åòñÿ çàìûêàåìûì è, çíà÷èò, êîððåêòíî îïðåäåëåíî åãî çàìûêàíèå

L : L2(Tn) → L2(Tn).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

J2,π : L2(Tn) → L2(Tn)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(J2,π) = W 2
2 (Tn) = H2

2(Tn). Ïîñêîëüêó â ñèëó óòâåðæäåíèÿ

3.2.1 îïåðàòîð J2,π ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì â (L2(Tn), < ·, · >L2(Tn)), òî ñîãëàñíî

[19; �VIII.2, ñ. 333] ëèíåéíûé îïåðàòîð J2,π−IdL2(Tn) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿW 2
2 (Tn)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îòíîñèòåëüíî < ·, · >L2(Tn) .

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn) ëèíåéíûå îïåðàòîðû L
è J2,π − IdL2(Tn) ñîâïàäàþò.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð −∆cl : C
2(Tn) → L2(Tn) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îòíîñè-

òåëüíî íîðì ∥ · ∥C2(Tn) è ∥ · ∥L2(Tn), ïîñêîëüêó (−∆cl)(C
2(Tn)) ⊂ C(Tn), îïåðàòîð

−∆cl îãðàíè÷åí îòíîñèòåëüíî íîðì ∥ · ∥C2(Tn) è ∥ · ∥C(Tn) è èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå

âëîæåíèå

(C(Tn), ∥ · ∥C(Tn)) ⊂ (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)).

Îïåðàòîð

(J2,π − IdL2(Tn))
∣∣
C2(Tn)

: C2(Tn) → L2(Tn)

òàêæå îãðàíè÷åí îòíîñèòåëüíî íîðì ∥ · ∥C2(Tn) è ∥ · ∥L2(Tn), òàê êàê îí îãðàíè÷åí

îòíîñèòåëüíî íîðì ∥ · ∥W 2
2 (Tn) è ∥ · ∥L2(Tn) è èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

(C2(Tn), ∥ · ∥C2(Tn)) ⊂ (W 2
2 (Tn), ∥ · ∥W 2

2 (Tn)).

Ïîýòîìó èç ïîëó÷åííîãî âûøå ñîîòíîøåíèÿ

(−∆cl)(f) = (J2,π − IdL2(Tn))(f) ∀ f ∈ D(Tn)

è ïëîòíîñòè D(Tn) â ïðîñòðàíñòâå (C2(Tn), ∥ · ∥C2(Tn)) ïîëó÷àåì, ÷òî äåéñòâóþùèå

â L2(Tn) îïåðàòîðû −∆cl è J2,π − IdL2(Tn) ñîâïàäàþò òàêæå è íà ìíîæåñòâå C2(Tn).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð J2,π − IdL2(Tn) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ W 2
2 (Rn) ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà −∆cl è, ñëåäîâàòåëüíî,

L ⊂ J2,π − IdL2(Tn),

òî åñòü îïåðàòîð J2,π − IdL2(Tn) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì îïåðàòîðà L.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî

J2,π − IdL2(Tn) ⊂ L.
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Ïóñòü f ∈ W 2
2 (Tn). Òîãäà â ñèëó ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà D(Tn) â (W 2

2 (Tn), ∥ · ∥W 2
2 (Tn))

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ D(Tn), n ∈ N, òàêàÿ, ÷òî

fn
W 2

2 (Tn)
−−−−−→
n→∞

f.

Òàê êàê èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå (W 2
2 (Tn), ∥·∥W 2

2 (Tn)) ⊂ (L2(Tn), ∥·∥L2(Tn)),

òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

fn
L2(Tn)−−−−→
n→∞

f.

Ïîñêîëüêó çàäàííûé íà C2(Tn) îïåðàòîð −∆cl : L2(Tn) → L2(Tn) ÿâëÿåòñÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà, à ñõîäèìîñòü âW 2
2 (Tn) âëå÷¼ò ñõîäèìîñòü

âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â L2(Tn), òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü −∆cl(fn), n ∈ N, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îòíîñèòåëüíî ∥ · ∥L2(Tn). Òîãäà

â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà L2(Tn) íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f0 ∈ L2(Tn), òàêàÿ, ÷òî

L(fn) = −∆cl(fn) = (J2,π − IdL2(Tn))(fn)
L2(Tn)−−−−→
n→∞

f0.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû L è J2,π − IdL2(Tn) ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè â (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)),

òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f ∈ D(L) è

L(f) = f0 = (J2,π − IdL2(Tn))(f).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà f ∈ W 2
2 (Tn) = D(J2,π − IdL2(Tn)), ýòèì äîêàçàíî, ÷òî

îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì J2,π − IdL2(Tn).

Òàêèì îáðàçîì, â èòîãå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äåéñòâóþùèé â L2(Tn) ëèíåéíûé îïåðà-

òîð J2,π − IdL2(Tn) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ W 2
2 (Tn) ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì îïðåäåë¼í-

íîãî íà C2(Tn) îïåðàòîðà −∆cl : L2(Tn) → L2(Tn).

Óòâåðæäåíèå 3.2.2 äîêàçàíî.

Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∆0 ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îòíîñèòåëüíî ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · >L2(Tn) ëèíåéíûé îïåðàòîð −L : L2(Tn) → L2(Tn) ñ îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ W 2
2 (Tn), ÿâëÿþùèéñÿ çàìûêàíèåì îïðåäåë¼ííîãî íà C2(Tn) îïåðàòîðà

∆cl : L2(Tn) → L2(Tn).

Çàìå÷àíèå 3.2.7. Îòìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé {fk | k ∈ Zn}, ãäå

fk(z) =
zk

(2π)
n
2

, z ∈ Tn,

îáðàçóþùåå, êàê óêàçàíî âûøå, îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Tn), ñîñòîèò èç ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà −∆0 ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λk = |k|2.

Îïðåäåëåíèå 3.2.9. Ïóñòü α > 0. Òîãäà çàäàäèì ëèíåéíûé îïåðàòîð

(−∆0)
α : L2(Tn) → L2(Tn)
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ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D((−∆0)
α) = H2α

2 (Tn) ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ïðîèçâîëüíîé

ôóíêöèè f ∈ H2α
2 (Tn) ïîëîæèì

(−∆0)
α(f) =

∑
k∈Zn

ck(f) |k|2α fk,

ãäå ck(f) =< f, fk >L2(Tn) ∀ k ∈ Zn.

ßñíî, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {fk}k∈Zn îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé îòíîñèòåëüíî

< ·, · >L2(Tn) áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà (−∆0)
α ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-

íèÿìè |k|2α.
Òàêæå íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî (−∆0)

α ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì è íåîòðèöàòåëüíî

îïðåäåë¼ííûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå (L2(Tn), < ·, · >L2(Tn)).

Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà α > 0 ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð

T0
def
= IdL2(Tn) + (−∆0)

α : L2(Tn) → L2(Tn).

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà T0 îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð

T : H0
2 (Tn) → H0

2 (Tn)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T (f) = g ∀ f ∈ H2α
2 (Tn),

ãäå g = T0(f).

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå L2(Tn) äëÿ H0
2 (Tn), à òàêæå îáî-

çíà÷àòü ââåä¼ííîå âûøå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå < ·, · >H0
2 (Tn) ÷åðåç < ·, · >L2(Tn) .

Î÷åâèäíî, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(T ) îïåðàòîðà T : L2(Tn) → L2(Tn) ñîâïàäàåò

ñ ìíîæåñòâîì H2α
2 (Tn) è ýòîò îïåðàòîð ìîæåò áûòü ÿâíûì îáðàçîì çàäàí â òåðìèíàõ

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T (f)
L2(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) (1 + |k|2α) fk ∀ f ∈ H2 α
2 (Tn), (3.8)

ãäå ck(f) =< f, fk >L2(Tn) ∀ k ∈ Zn.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.8) è çàìå÷àíèÿ 3.2.4 ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð T : L2(Tn) → L2(Tn)

ñþðúåêòèâåí. Ïîñêîëüêó èç òîãî æå ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà

T îòíîñèòåëüíî < ·, · >L2(Tn), òî T ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îïåðàòîðîì â ïðî-

ñòðàíñòâå (L2(Tn), < ·, · >L2(Tn)).

Òàêæå èç (3.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ H2α
2 (Tn) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

< T (f), f >L2(Tn) = < f , f >L2(Tn) +
∑
k∈Zn

|ck(f)|2|k|2α

è, çíà÷èò, èìååò ìåñòî îöåíêà

< T (f), f >L2(Tn) > < f , f >L2(Tn) ∀ f ∈ H2α
2 (Tn).
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Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð T óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì, íàêëàäûâàâøèìñÿ â

ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå íà àáñòðàêòíûé ñàìîñîïðÿæ¼ííûé ïîëóîãðàíè÷åííûé ñíè-

çó ëèíåéíûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H (çäåñü â åãî ðîëè âûñòóïàåò

L2(Tn)). Ïîýòîìó, ñëåäóÿ àáñòðàêòíîé ñõåìå, èçëîæåííîé â ïåðâîì ïàðàãðàôå, ìîæ-

íî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà s ∈ R êîððåêòíî îïðåäåëèòü ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð

T s : L2(Tn) → L2(Tn) è ïîñòðîèòü øêàëó ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ Hs
def
= D(T

s
2 ), s > 0,

íà êîòîðûõ íîðìà ∥ · ∥Hs ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥u∥Hs

def
= ∥T

s
2 (u)∥L2(Tn) ∀ u ∈ Hs.

Ïðè ýòîì ïðè s > 0 ëèíåéíûé îïåðàòîð

T
s
2 : (Hs, ∥ · ∥Hs) → (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn))

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ.

Îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

T (fk) = (1 + |k|2α) fk ∀ k ∈ Zn,

òî åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà k ∈ Zn ðàñïðåäåëåíèå fk ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-

íûì âåêòîðîì äëÿ îïåðàòîðà T ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λk
def
= 1 + |k|2α. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî ñèñòåìà ðàñïðåäåëåíèé {fk}k∈Zn îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàí-

ñòâà (L2(Tn), < ·, · >L2(Tn)), ïðè s ∈ R äëÿ îïåðàòîðà T s : L2(Tn) → L2(Tn) ñ îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ H2s ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

T s(u)
L2(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(u) (1 + |k|2α)s fk ∀ u ∈ H2s,

ãäå ck(u) = < u, fk >L2(Tn) .

Èç îáùåé òåîðèè, ðàçâèòîé â ïåðâîì ïàðàãðàôå, òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ÷èñëà s > 0 îïåðàòîð T−s ∈ B(L2(Tn)) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îïåðàòîðó T s â

ñëåäóþùåì ñìûñëå:

T−s ◦ T s = IdH2s è T s ◦ T−s = IdL2(Tn).

Â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíûå îïåðàòîðû T−1 ∈ B(L2(Tn)) è T ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

T−1 ◦ T = IdH2 è T ◦ T−1 = IdL2(Tn).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ s > 0 îïåðàòîð T−s : L2(Tn) → L2(Tn) òàêæå ìîæåò áûòü çàäàí â

òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T−s(f)
L2(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) (1 + |k|2α)−s fk ∀ f ∈ L2(Tn),
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ãäå ck(f) = < f, fk >L2(Tn) . Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

T−s(fk) = (1 + |k|2α)−s · fk ∀ k ∈ Zn.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.2.2 èç ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà T s, s ∈ R, â òåðìèíàõ êîýôôè-
öèåíòîâ Ôóðüå ñëåäóåò, ÷òî

T s(D(Tn)) = D(Tn) ∀ s ∈ R.

Ïîñêîëüêó D(Tn) ïëîòíî â (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)), à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà s > 0

îïåðàòîð

T− s
2 : (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)) → (Hs, ∥ · ∥Hs)

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì, òî îòñþäà ñëåäóåò ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà

D(Tn) â ïðîñòðàíñòâå (Hs, ∥ · ∥Hs) ïðè s > 0.

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü α > 0 è T : L2(Tn) → L2(Tn) − îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøå-

íèåì (3.8) ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà s > 0 ïðîñòðàíñòâà

Hs = D(T
s
2 ) è Hαs

2 (Tn) ñîâïàäàþò, à íîðìû ∥ · ∥Hαs
2 (Tn) è ∥ · ∥Hs ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî s > 0. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâà

(Hs, ∥ · ∥Hs) è (Hαs
2 (Tn), ∥ · ∥Hαs

2 (Tn)) ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè è ìíîæåñòâî D(Tn) ïëîòíî â

êàæäîì èç íèõ, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü

íîðì ∥·∥Hαs
2 (Tn) è ∥·∥Hs íàD(Tn). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ D(Tn)

èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

T
s
2 (f)

L2(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) (1 + |k|2α)
s
2 fk, à Jαs,π(f)

L2(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) (1 + |k|2)
αs
2 fk,

ãäå ck(f) =< f, fk >L2(Tn) ∀ k ∈ Zn, è, çíà÷èò,

∥f∥2Hs
=
∑
k∈Zn

|ck(f)|2 (1 + |k|2α)s è ∥f∥2Hαs
2 (Tn) =

∑
k∈Zn

|ck(f)|2 (1 + |k|2)αs.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèè

f1 : R+ → R, t 7→ (1 + t2α)s è f2 : R+ → R, t 7→ (1 + t2)αs.

Òîãäà ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì ∥ · ∥Hs è ∥ · ∥Hαs
2 (Tn) íà ìíîæåñòâå D(Tn) ñëåäóåò èç

ýêâèâàëåíòíîñòè íåïðåðûâíûõ íà R+ ôóíêöèé f1 è f2 ïðè t→ +∞.

Òåîðåìà 3.2.1 äîêàçàíà.

Â ÷àñòíîñòè, èç òåîðåìû 3.2.1 ñëåäóåò, ÷òî

H1 = Hα
2 (Tn) è H0 = H = H0

2 (Tn) = L2(Tn).

Òàê æå, êàê è â îáùåì ñëó÷àå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H−1 ïîïîëíåíèå íîðìèðî-

âàííîãî ïðîñòðàíñòâà (L2(Tn), ∥ · ∥H−1), ãäå

∥f∥H−1

def
= ∥T− 1

2 (f)∥L2(Tn) ∀ f ∈ L2(Tn).
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Ëåììà 3.2.3. Ïóñòü α > 0. Òîãäà ïðîñòðàíñòâà H−1 è H−α
2 (Tn) ñîâïàäàþò, à

íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ∥ · ∥H−1 è ∥ · ∥H−α
2 (Tn) ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ L2(Tn). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

f
L2(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(f) fk,

ãäå ck(f) = < f, fk >L2(Tn) ∀ k ∈ Zn.

Ïîñêîëüêó

T− 1
2 (f)

L2(Tn)
=

∑
k∈Zn

(1 + |k|2α)−
1
2 ck(f) fk è J−α,π(f)

L2(Tn)
=

∑
k∈Zn

(1 + |k|2)−
α
2 ck(f) fk,

òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∥f∥2H−1
=
∑
k∈Zn

(1 + |k|2α)−1 |ck(f)|2 è ∥f∥2
H−α

2 (Tn)
=
∑
k∈Zn

(1 + |k|2)−α |ck(f)|2.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ôóíêöèè f ∈ L2(Tn) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîæå-

ñòâå L2(Tn) íîðìû ∥ · ∥H−1 è ∥ · ∥H−α
2 (Tn) ýêâèâàëåíòíû. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî H−1

îïðåäåëåíî êàê ïîïîëíåíèå H = L2(Tn) îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥H−1 , à ïðîñòðàíñòâî

(H−α
2 (Tn), ∥ · ∥H−α

2 (Tn)) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H−1

ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì H−α
2 (Tn), ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû.

Ëåììà 3.2.3 äîêàçàíà.

Ñîãëàñíî îáùåé ñõåìå, èçëîæåííîé â ïåðâîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû, îïðåäåë¼ííûé

íà H2α
2 (Tn) îãðàíè÷åííûé áèåêòèâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

T : (H2α
2 (Tn), ∥ · ∥Hα

2 (Tn)) → (L2(Tn), ∥ · ∥H−α
2 (Tn))

ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî îïðåäåë¼ííîãî íà âñ¼ì Hα
2 (Tn) îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà

T : (Hα
2 (Tn), ∥ · ∥Hα

2 (Tn)) → (H−α
2 (Tn), ∥ · ∥H−α

2 (Tn)),

âçàèìíîîäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùåãî Hα
2 (Tn) íà H−α

2 (Tn). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì îá-

ðàòíûé îïåðàòîð T −1 : H−α
2 (Tn) → Hα

2 (Tn) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îòíîñè-

òåëüíî íîðì ∥ · ∥H−α
2 (Tn) è ∥ · ∥Hα

2 (Tn).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîäîëæàÿ âçàèìíî îáðàòíûå îãðàíè÷åííûå áèåêòèâíûå ëè-

íåéíûå îïåðàòîðû

T
1
2 : (Hα

2 (Tn), ∥ · ∥L2(Tn)) → (L2(Tn), ∥ · ∥H−α
2 (Tn))

è

T− 1
2 : (L2(Tn), ∥ · ∥H−α

2 (Tn)) → (Hα
2 (Tn), ∥ · ∥L2(Tn)),
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ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åííûå áèåêòèâíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû

T
1
2 : (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)) → (H−α

2 (Tn), ∥ · ∥H−α
2 (Tn))

è

T − 1
2 : (H−α

2 (Tn), ∥ · ∥H−α
2 (Tn)) → (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)),

òàêæå ÿâëÿþùèåñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè.

3.3. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå îöåíêè è òåîðåìû âëîæåíèÿ

äëÿ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ íà n−ìåðíîì òîðå

Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå íîðìû íà ïðîñòðàíñòâåHs
p(Tn), s > 0, p > 1, ýêâèâàëåíò-

íîé ñòàíäàðòíîé íîðìå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî îïðåäåëåíèå îñíîâàíî íà ïåðåíîñå

ñòàíäàðòíîé íîðìû ïðîñòðàíñòâà Hs
p(Rn) íà n−ìåðíûé òîð Tn ñ ïîìîùüþ ãëàäêîãî

ðàçáèåíèÿ åäèíèöû íà Tn. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ íà àáñòðàêòíîì êîìïàêòíîì ãëàäêîì ìíîãîîá-

ðàçèè (ñì., íàïðèìåð, [61; �1.3.1]).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Qa(x) îòêðûòûé n−ìåðíûé êóá ñî ñòîðîíîé äëèíû a > 0

è öåíòðîì x ∈ Rn.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ∈ N è òàêèå ýëåìåí-

òû xj ∈ Rn, j = 1, N, ÷òî ñîâîêóïíîñòü îáëàñòåé {Π(Q2(xj))}Nj=1 îáðàçóåò îòêðûòîå

ïîêðûòèå òîðà Tn è îòîáðàæåíèÿ

Π|Q2(xj)
: Q2(xj) → Π(Q2(xj)), j = 1, N,

ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò ñèñòåìà äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé Ψ = {ψj}Nj=1 ⊂ D(Tn), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

supp(ψj) ⊂ Π(Q2(xj)) ∀ j = 1, N è
N∑
j=1

ψj(x) = 1 ∀ x ∈ Rn.

Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà j = 1, N ôóíêöèþ ψj, 0 : Rn → R+ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

ψj, 0(x) = ψj(Π(x)) ∀ x ∈ Q2(xj), ψj, 0(x) = 0 ∀ x /∈ Q2(xj).

Î÷åâèäíî, ÷òî ψj, 0 ∈ D(Rn) è supp(ψj, 0) ⊂ Q2(xj).

Ïðè s > 0 è p > 1 íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå D(Tn) = {f ∈ D′(Tn) | f ∈ D(Tn)}
ìîæíî îïðåäåëèòü íîðìó ∥ · ∥s,p,Ψ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

∥f∥s,p,Ψ
def
=

N∑
j=1

∥ψj,0 · fΠ∥Hs
p(Rn) ∀ f ∈ D(Tn).

121



Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà D(Tn) ýòà íîðìà ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé íîðìå ∥ · ∥Hs
p(Tn)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ðàáèåíèÿì åäèíèöû Ψ1 è Ψ2 íîðìû

∥ · ∥s,p,Ψ1 è ∥ · ∥s,p,Ψ2 òàêæå ýêâèâàëåíòíû íà D(Tn).

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ f ∈ D(Tn) îãðàíè÷åí â D(Tn) îòíî-

ñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥s,p,Ψ è, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥Hs
p(Tn). Ó÷èòûâàÿ

ýòîò ôàêò, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè â îïðåäåëåíèè íîðìû ∥ · ∥s,p,Ψ ðàçáèåíèå

åäèíèöû Ψ çàìåíèòü íà ñåìåéñòâî ôóíêöèé Ψ2 = {ψ2
1, . . . , ψ

2
N}, òî íîðìà ∥ · ∥s,p,Ψ2 ,

îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

∥f∥s,p,Ψ2
def
=

N∑
j=1

∥ψ2
j,0 · fΠ∥Hs

p(Rn) ∀ f ∈ D(Tn),

ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé íà D(Tn) íîðìàì ∥ · ∥s,p,Ψ è ∥ · ∥Hs
p(Tn).

Äîêàæåì òåïåðü äëÿ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ íà òîðå Tn ìóëüòèïëè-

êàòèâíûå îöåíêè, àíàëîãè÷íûå ìóëüòèïëèêàòèâíûì îöåíêàì, ïîëó÷åííûì â [60] äëÿ

ïðîñòðàíñòâ Hs
2(Rn), s > 0.

Ëåììà 3.3.1. Ïóñòü s > t > 0 è s > n
2 . Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà Cs, t > 0,

òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ìóëüòèïëèêàòèâíîå íåðàâåíñòâî

∥ f · g ∥Ht
2(Tn) 6 Cs, t ∥ f ∥Hs

2(Tn) ∥ g ∥Ht
2(Tn) ∀ f, g ∈ D(Tn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ψ = {ψi}Ni=1 − ââåä¼ííîå âûøå ðàçáèåíèå åäèíèöû íà òîðå

Tn. Òîãäà â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì ∥ · ∥Ht
2(Tn) è ∥ · ∥t,2,Ψ2 íà D(Tn) íàéä¼òñÿ òàêàÿ

êîíñòàíòà C > 0, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f, g ∈ D(Tn) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥f · g∥Ht
2(Tn) 6 C ∥f · g∥t,2,Ψ2 .

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f, g ∈ D(Tn) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

∥f · g∥t,2,Ψ2 =
N∑
j=1

∥ψ2
j,0 · fΠ · gΠ∥Ht

2(Rn) =
N∑
j=1

∥(ψj,0 · fΠ) · (ψj,0 · gΠ)∥Ht
2(Rn),

òî, ïðèìåíÿÿ äëÿ ôóíêöèé ψj,0 · fΠ ∈ D(Rn) è ψj,0 · gΠ ∈ D(Rn) ìóëüòèïëèêàòèâíóþ

îöåíêó èç ëåììû 2.3.1 (â ñëó÷àå p = q = 2), ïîëó÷àåì, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà

C ′
s, t > 0, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥f · g∥Ht
2(Tn) 6 C · C ′

s, t

N∑
j=1

∥ψj,0 · fΠ∥Hs
2(Rn) ∥ψj,0 · gΠ∥Ht

2(Rn) ∀ f, g ∈ D(Tn).

Òàê êàê èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû ∥ · ∥γ,2,Ψ ïðè γ > 0 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

èíäåêñà j = 1, N êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ñóììå âûøå äîïóñêàåò îöåíêó

∥ψj,0 · fΠ∥Hs
2(Rn) · ∥ψj,0 · gΠ∥Ht

2(Rn) 6 ∥f∥s,2,Ψ ∥g∥t,2,Ψ,
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òî â èòîãå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f, g ∈ D(Tn) ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

∥f · g∥Ht
2(Tn) 6 C1 ∥f∥s,2,Ψ ∥g∥t,2,Ψ,

ãäå C1 = C · C ′
s, t ·N.

Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà γ > 0 íîðìû ∥ · ∥γ,2,Ψ è ∥ · ∥Hγ
2 (Tn)

ýêâèâàëåíòíû íà D(Tn), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà Cs, t > 0,

÷òî

∥f · g∥Ht
2(Tn) 6 Cs, t∥f∥Hs

2(Tn) ∥g∥Ht
2(Tn) ∀ f, g ∈ D(Tn).

Ëåììà 3.3.1 äîêàçàíà.

Ëåììà 3.3.2. Ïóñòü n
2 > s > t > ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà

Cs, t, ε > 0, ÷òî

∥f · g∥Ht−ε
n/(n−s)

(Tn) 6 Cs, t, ε ∥f∥Hs
2(Tn) ∥g∥Ht

2(Tn) ∀ f, g ∈ D(Tn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ψ = {ψi}Ni=1 − ââåä¼ííîå âûøå ðàçáèåíèå åäèíèöû íà òîðå

Tn. Òîãäà â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì ∥ · ∥Ht−ε
n/(n−s)

(Tn) è ∥ · ∥t−ε, n/(n−s),Ψ2 íà D(Tn)

íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé h1, h2 ∈ D(Tn)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥h1 · h2∥Ht−ε
n/(n−s)

(Tn) 6 C ∥h1 · h2∥t−ε, n/(n−s),Ψ2 . (3.9)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç ëåìì 3 è 5 ðàáîòû [60] íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

íåêîòîðîé êîíñòàíòû Ks, t, ε > 0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà:

∥f0 · g0∥Ht−ε
n/(n−s)

(Rn) 6 Ks, t, ε ∥f0∥Hs
2(Rn) ∥g0∥Ht

2(Rn) ∀ f0, g0 ∈ D(Rn). (3.10)

Ôèêñèðóåì òåïåðü ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè f, g ∈ D(Tn). Èç ñîîòíîøåíèÿ

∥f ·g∥t−ε, n/(n−s),Ψ2 =
N∑
j=1

∥ψ2
j,0 ·fΠ ·gΠ∥Ht−ε

n/(n−s)
(Rn) =

N∑
j=1

∥(ψj,0 ·fΠ)·(ψj,0 ·gΠ)∥Ht−ε
n/(n−s)

(Rn),

íåðàâåíñòâà (3.9) è îöåíêè (3.10), ïðèìåí¼ííîé ê ôóíêöèÿì ψj,0 ·fΠ è ψj,0 ·gΠ, âçÿòûì
â êà÷åñòâå f0 è g0 ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥f · g∥Ht−ε
n/(n−s)

(Tn) 6 C ·Ks, t, ε

N∑
j=1

∥ψj,0 · fΠ∥Hs
2(Rn) ∥ψj,0 · gΠ∥Ht

2(Rn).

Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.3.1,

îòñþäà íåñëîæíî ââûâåñòè, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû Cs, t, ε > 0, íå çàâèñÿùåé îò

âûáîðà f è g, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥f · g∥Ht−ε
n/(n−s)

(Tn) 6 Cs, t, ε ∥f∥Hs
2(Tn)∥g∥Ht

2(Tn),
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÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ôóíêöèé f è g è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ëåììà 3.3.2 äîêàçàíà.

Òåïåðü îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ íà òîðå Tn, ïðèâåä¼ì èõ îñíîâ-

íûå ñâîéñòâà è äîêàæåì äëÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ àíàëîãè òåîðåì âëîæåíèÿ, óñòàíîâëåí-

íûõ â [60] äëÿ ñëó÷àÿ Rn.

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ïóñòü s, t > 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u ∈ D′(Tn) ÿâëÿåòñÿ

ìóëüòèïëèêàòîðîì èç Hs
2(Tn) â H−t

2 (Tn), åñëè

|u(f · g)| 6 C ∥f∥Hs
2(Tn) ∥g∥Ht

2(Tn) ∀ f, g ∈ D(Tn).

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå Rn, ìíîæåñòâî Mπ[s,−t] âñåõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
2(Tn)

â H−t
2 (Tn) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, ïðè÷åì íîðìà íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå

ìîæåò áûòü çàäàíà ðàâåíñòâîì

∥u∥Mπ [s,−t]
def
= inf{C ∈ R+| |u(f · g)| 6 C ∥f∥Hs

2(Tn) ∥g∥Ht
2(Tn) ∀ f, g ∈ D(Tn)}.

ßñíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ s, t > 0 ïðîñòðàíñòâà Mπ[s,−t] è Mπ[t,−s] ñîâïàäàþò,
òàê êàê âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà èç îïðåäåëåíèÿ 3.3.1 íå çàâèñèò îò ïåðåñòàíîâêè

ôóíêöèé f è g.

Ïîñêîëüêó ïðè γ > 0 ìíîæåñòâî D(Tn) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå (Hγ
2 (Tn), ∥ · ∥Hγ

2 (Tn)),

òî â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 3.3.1 ïðèíàäëåæíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ u ∈ D′(Tn) ïðîñòðàí-

ñòâó ìóëüòèïëèêàòîðîâMπ[s,−t] ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà

qu : D(Tn)×D(Tn) → C, qu(f ,g)
def
= u(f · g) ∀ f, g ∈ D(Tn),

äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå îòíîñèòåëüíî íîðì ∥ · ∥Hs
2(Tn) è ∥ · ∥Ht

2(Tn) ïðîäîëæåíèå íà

Hs
2(Tn) ×Ht

2(Tn). Ïîëó÷èâøóþñÿ â ðåçóëüòàòå ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó áóäåì îáî-

çíà÷àòü êàê q̃u : Hs
2(Tn)×Ht

2(Tn) → C.
Åñëè u ∈Mπ[s,−t], òî îïðåäåë¼í ïîðîæä¼ííûé ìóëüòèïëèêàòîðîì u îãðàíè÷åííûé

îïåðàòîð Mu : H
s
2(Tn) → H−t

2 (Tn), òàêîé, ÷òî

< Mu(v), w >t,π = q̃u(v, w) ∀ v ∈ Hs
2(Tn), ∀ w ∈ Ht

2(Tn).

Ïðè ýòîì íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

Mu(f) = f · u ∀ f ∈ D(Tn)

è

∥u∥Mπ [s,−t] = ∥Mu∥B(Hs
2(Tn),H−t

2 (Tn)).

Äàäèì òåïåðü â ñëó÷àå max(s, t) > n
2 îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ

Mπ[s,−t] â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Hγ
r (Tn), γ ∈ R, r > 1, àíàëîãè÷íîå ïîëó÷åííîìó â

ðàáîòå [60] îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâà M [s,−t] â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Hγ
r, unif (R

n).
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Óòâåðæäåíèå 3.3.1. Ïóñòü s, t > 0 è max(s, t) > n
2 . Òîãäà èìååò ìåñòî ñîâïà-

äåíèå ïðîñòðàíñòâ

Mπ[s,−t] = H
−min(s,t)
2 (Tn),

ïðè÷¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, Mπ[s,−t] = Mπ[t,−s], òî,
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü ñëó÷àé s > t è äëÿ íåãî

äîêàçàòü ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ Mπ[s,−t] è H−t
2 (Tn) ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ íîðì.

Ïóñòü u ∈ H−t
2 (Tn). Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ v ∈ H−t

2 (Tn)

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|v(h)| 6 ∥v∥H−t
2 (Tn) ∥h∥Ht

2(Tn) ∀ h ∈ D(Tn),

òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f, g ∈ D(Tn) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|u(f · g)| 6 ∥u∥H−t
2 (Tn) ∥f · g1∥Ht

2(Tn),

ãäå g1 = g ∈ D(Tn). Â ñèëó ëåììû 3.3.1 èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé

êîíñòàíòû Cs,t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|u(f · g)| 6 Cs,t ∥u∥H−t
2 (Tn) ∥f∥Hs

2(Tn) ∥g∥Ht
2(Tn) ∀ f, g ∈ D(Tn).

Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî u ∈Mπ[s,−t] è

∥u∥Mπ [s,−t] 6 Cs,t ∥u∥H−t
2 (Tn),

îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà u ∈ H−t
2 (Tn) è ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåïðå-

ðûâíîãî âëîæåíèÿ

H−t
2 (Tn) ⊂Mπ[s,−t].

Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå Mπ[s,−t] ⊂ H−t
2 (Tn).

Ïóñòü u ∈Mπ[s,−t]. Ïîñêîëüêó òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ åäèíèöå íà òîðå Tn ôóíêöèÿ

E ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé, òî èìååì, ÷òî E ∈ D(Tn) è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ïîðîæä¼ííûé åþ ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë E ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Hs
2(Tn).

Ïîñêîëüêó u ∈Mπ[s,−t], òî u =Mu(E) ∈ H−t
2 (Tn) è

∥u∥H−t
2 (Tn) 6 ∥Mu∥B(Hs

2(Tn),H−t
2 (Tn)) ∥E∥Hs

2(Tn) = C ∥u∥Mπ [s,−t],

ãäå C = ∥E∥Hs
2(Tn).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà u ∈Mπ[s,−t] ýòî è îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü íåïðå-

ðûâíîãî âëîæåíèÿ

Mπ[s,−t] ⊂ H−t
2 (Tn).

Óòâåðæäåíèå 3.3.1 äîêàçàíî.
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Óòâåðæäåíèå 3.3.2. Ïóñòü s, t > 0, max(s, t) 6 n
2 . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

÷èñëà ε ∈ (0,min(s, t)] ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H
−min(s,t)+ε

n
max(s,t)

(Tn) ⊂Mπ[s,−t].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε ∈ (0,min(s, t)].

Ïîñêîëüêó Mπ[s,−t] =Mπ[t,−s], òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé s > t è

äîêàçàòü äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñïðàâåäëèâîñòü íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

H−t+ε
n
s

(Tn) ⊂Mπ[s,−t].

Ïóñòü u ∈ H−t+ε
n
s

(Tn). Ïðèìåíÿÿ ñïðàâåäëèâóþ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë γ ∈ R è

r > 1 îöåíêó

|v(h)| 6 ∥v∥H−γ

r′ (Tn)∥h∥Hγ
r (Tn) ∀ v ∈ H−γ

r′ (Tn), ∀ h ∈ D(Tn)

â ñëó÷àå, êîãäà γ = t− ε è r = n
n−s , à òàêæå èñïîëüçóÿ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ îöåíêó èç

ëåììû 3.3.2, ïîëó÷àåì, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà Cs, t, ε > 0, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ ôóíêöèé f, g ∈ D(Rn) èìååò ìåñòî îöåíêà

|u(f · g)| 6 ∥u∥H−t+ε
n
s

(Tn)∥f · g1∥Ht−ε
n

n−s
(Tn) 6 Cs, t, ε ∥u∥H−t+ε

n
s

(Tn)∥f∥Hs
2(Tn) ∥g∥Ht

2(Tn),

ãäå g1 = g ∈ D(Tn).

Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî u ∈Mπ[s,−t], ïðè÷¼ì

∥u∥Mπ [s,−t] 6 Cs, t, ε ∥u∥H−t+ε
n
s

(Tn),

÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà u ∈ H−t+ε
n
s

(Tn) è îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü íåïðå-

ðûâíîãî âëîæåíèÿ

H−t+ε
n
s

(Tn) ⊂Mπ[s,−t].

Óòâåðæäåíèå 3.3.2 äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 3.3.3. Ïóñòü s, t > 0, max(s, t) > 0, γ ∈ R, r > 1 è èìååò ìåñòî

íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hγ
r (Tn) ⊂Mπ[s,−t].

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ Hγ
r (Tn) îïåðàòîð Mu : H

s
2(Tn) → H−t

2 (Tn) êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò u ∈ Hγ
r (Tn). Ïîñêîëüêó ìíî-

æåñòâî D(Tn) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå (Hγ
r (Tn), ∥ · ∥Hγ

r (Tn)), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fm}m∈N ⊂ D(Tn), ÷òî

fm
Hγ

r (Tn)−−−−−→
n→∞

u.
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Ïîñêîëüêó âëîæåíèå Hs
2(Tn) ⊂ H−t

2 (Tn) êîìïàêòíî, à èç îòìå÷àâøåéñÿ âûøå îãðàíè-

÷åííîñòè îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ D(Tn) â ïðîñòðàíñòâå

(D(Tn), ∥·∥Hs
2(Tn)) âûòåêàåò, ÷òîMf ∈ B(Hs

2(Tn)) è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

÷èñëà m ∈ N îïåðàòîð Mfm : Hs
2(Tn) → H−t

2 (Tn), ñîâïàäàþùèé ñ îïåðàòîðîì óìíîæå-

íèÿ íà ôóíêöèþ fm ∈ D(Tn), ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îòíîñèòåëüíî íîðì ∥ · ∥Hs
2(Tn) è

∥ · ∥H−t
2 (Tn).

Ïîñêîëüêó âëîæåíèå Hγ
r (Tn) ⊂ Mπ[s,−t] íåïðåðûâíî, à u ∈ Hγ

r (Tn), òî íàéä¼òñÿ

òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî

∥Mfm −Mu∥B(Hs
2(Tn),H−t

2 (Tn)) = ∥Mfm−u∥B(Hs
2(Tn),H−t

2 (Tn)) =

= ∥fm − u∥Mπ [s,−t] 6 C ∥fm − u∥Hγ
r (Tn).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Mfm ñõî-

äèòñÿ ê îïåðàòîðó Mu â ïðîñòðàíñòâå B(Hs
2(Tn),H−t

2 (Tn)), è ïîýòîìó êîìïàêòíîñòü

Mu : H
s
2(Tn) → H−t

2 (Tn) ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè Mfm : Hs
2(Tn) → H−t

2 (Tn).

Óòâåðæäåíèå 3.3.3 äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Èç óòâåðæäåíèé 3.3.1 è 3.3.3 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

ïðè s, t > 0 â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Ñòðèõàðòöà max(s, t) > n
2 ïðîñòðàíñòâî

Mπ[s,−t] ñîñòîèò òîëüêî èç êîìïàêòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ, òî åñòü äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî u ∈Mπ[s,−t] îïåðàòîð

Mu : (H
s
2(Tn), ∥ · ∥Hs

2(Tn)) → (H−t
2 (Tn), ∥ · ∥H−t

2 (Tn))

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

3.4. Îñíîâíûå òåîðåìû

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà α > 0 ëèíåéíûé îïåðàòîð

(−∆)α : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn),

îïðåäåë¼ííûé âñþäó íà Hα
2 (Tn) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

(−∆)α(x) = T (x)− x ∀ x ∈ Hα
2 (Tn),

ãäå îïðåäåë¼ííûé âûøå â ïàðàãðàôå 3.2 îïåðàòîð T : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) ïîñòðî-

åí ïî ëèíåéíîìó îïåðàòîðó T0 = IdL2(Tn) + (−∆0)
α : L2(Tn) → L2(Tn), ÷üÿ îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ H2α
2 (Tn).

Î÷åâèäíî, ÷òî äåéñòâèå îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà (−∆)α : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) íà ìíî-

æåñòâî H2α
2 (Tn) ñîãëàñîâàíî ñ äåéñòâèåì îïåðàòîðà (−∆0)

α : L2(Tn) → L2(Tn) ñëåäó-

þùèì îáðàçîì: äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ H2α
2 (Tn) èìååì

(−∆)α(f) = g, ãäå g = (−∆0)
α(f).
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Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü α > 0, q ∈Mπ[α,−α] è îïåðàòîð

Q =Mq : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

ïîä÷èí¼í îïåðàòîðó T â ñìûñëå ôîðì ñ T −ãðàíüþ aQ < 1. Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà

S
def
= (−∆)α +Q : Hα

2 (Tn) → H−α
2 (Tn),

îïðåäåë¼ííîãî âñþäó íà Hα
2 (Tn), åãî ñóæåíèå íà ìíîæåñòâî

{x ∈ Hα
2 (Tn) | S(x) ∈ L2(Tn)}

ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðèàëüíûì îïåðàòîðîì â L2(Tn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð Q1 : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn), îïðåäå-

ë¼ííûé íà âñ¼ì Hα
2 (Tn) ñîîòíîøåíèåì

Q1(x) = Q(x)− x ∀ x ∈ Hα
2 (Tn).

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð S : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå S = T +Q1,

ïðè÷¼ì îïåðàòîð Q1 áóäåò T −ïîä÷èí¼ííûì â ñìûñëå ôîðì ñ òîé æå ñàìîé T −ãðàíüþ
aQ < 1, ÷òî è îïåðàòîð Q.

Òîãäà ïðèìåíèìà òåîðåìà 3.1.2 äëÿ H1 = Hα
2 (Tn),H = L2(Tn) è H−1 = H−α

2 (Tn),

ñîãëàñíî êîòîðîé ñóæåíèå îïåðàòîðà S = T +Q1 íà ìíîæåñòâî

{x ∈ Hα
2 (Tn) | S(x) ∈ L2(Tn)}

ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðèàëüíûì îïåðàòîðîì â L2(Tn).

Òåîðåìà 3.4.1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.4.1. Ïóñòü èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àåâ:

1) α > n
2 , q ∈ H−α

2 (Tn);

èëè

2) 0 < α 6 n
2 , q ∈ H−α+ε

n
α

(Tn) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.

Òîãäà êîððåêòíî îïðåäåë¼í îïåðàòîð

S = (−∆)α +Mq : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn),

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(S) = Hα
2 (Tn) è åãî ñóæåíèå íà ìíîæåñòâî

{x ∈ Hα
2 (Tn) | S(x) ∈ L2(Tn)}

ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðèàëüíûì îïåðàòîðîì â L2(Tn).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðè α > n
2 ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.3.1 èìååò ìåñòî

ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

Mπ[α,−α] = H−α
2 (Tn),

à ïðè 0 < α 6 n
2 ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.3.2 ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−α+ε
n
α

(Tn) ⊂Mπ[α,−α]

òî â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ q ∈ Mπ[α,−α]. Ïðè ýòîì â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.3.3 îïðåäå-

ë¼ííûé âñþäó íà Hα
2 (Tn) îïåðàòîð

Q =Mq : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn),

êîìïàêòåí.

Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå H1 = Hα
2 (Tn) è H−1 = H−α

2 (Tn), à â ñèëó óòâåðæäå-

íèÿ 3.1.3 T −ãðàíü êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç H1 â H−1, ðàâíà 0, òî

ñîãëàñíî òåîðåìå 3.4.1 ñóæåíèå îïåðàòîðà S = (−∆)α +Mq : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) íà

ìíîæåñòâî {x ∈ Hα
2 (Tn) | S(x) ∈ L2(Tn)} ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðèàëüíûì îïåðàòîðîì â ïðî-

ñòðàíñòâå L2(Tn).

Ñëåäñòâèå 3.4.1 äîêàçàíî.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) è

B : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn), îïðåäåë¼ííûõ íà âñ¼ì Hα
2 (Tn), áóäåì ÷åðåç A +̃B îáîçíà÷àòü

ñóæåíèå îïåðàòîðà

A+B : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

íà ìíîæåñòâî

D(A +̃B)
def
= {x ∈ Hα

2 (Tn) | (A+B)(x) ∈ L2(Tn)}.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü α > 0, q ∈Mπ[α,−α], îïåðàòîð

Q0 =Mq : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

ïîä÷èí¼í îïåðàòîðó T â ñìûñëå ôîðì ñ T −ãðàíüþ aQ0 < 1 è ïóñòü òàêæå äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìóëüòèïëèêàòîðîâ {qm}m∈N ⊂Mπ[α,−α] èìååì

qm
Mπ [α,−α]−−−−−−→
m→∞

q.

Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Qm =Mqm : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

èìååì, ÷òî

(−∆)α +̃Qm
R

=⇒ (−∆)α +̃Q0,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ (−∆)α +̃Qm, m ∈ N, ñõîäèòñÿ ê îïåðàòîðó
(−∆)α+̃Q0 â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà m ∈ Z+ ðàñïðåäåëåíèå qm
ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì èç Hα

2 (Tn) â H−α
2 (Tn), òî íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå Hα

2 (Tn)

êîððåêòíî îïðåäåëåíû ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Qm =Mqm : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn), m ∈ Z+.

Îïðåäåëèì ëèíåéíûå îïåðàòîðû Km : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) ðàâåíñòâîì

Km = Qm − IdHα
2 (Tn) ∀m ∈ Z+.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà m ∈ Z+ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Km

ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì Hα
2 (Tn), ïðè÷¼ì ëèíåéíûé îïåðàòîð K0 ÿâëÿåòñÿ

T −ïîä÷èí¼ííûì ñ òîé æå T −ãðàíüþ aQ0 < 1, ÷òî è îïåðàòîð Q0.

Èç îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðîâ Qm, m ∈ Z+, îòíîñèòåëüíî íîðì ∥ · ∥Hα
2 (Tn) è

∥ · ∥H−α
2 (Tn) è íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ Hα

2 (Tn) ⊂ H−α
2 (Tn) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü

îïåðàòîðîâ

Km : (Hα
2 (Tn), ∥ · ∥Hα

2 (Tn)) → (H−α
2 (Tn), ∥ · ∥H−α

2 (Tn)), m ∈ Z+.

Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó èç ñõîäèìîñòè qm ê q â ïðîñòðàíñòâå Mπ[α,−α] ñëåäóåò ñõî-

äèìîñòü Qm −−−−→
m→∞

Q0 â ïðîñòðàíñòâå B(Hα
2 (Tn),H−α

2 (Tn)), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îïåðàòîðîâ Km ñõîäèòñÿ ê îïåðàòîðó K0 îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥B(Hα
2 (Tn),H−α

2 (Tn)).

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà m ∈ Z+ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(−∆)α +Qm = T +Km è (−∆)α +̃Qm = T +̃Km,

òî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.1.3, ïîëó÷àåì, ÷òî

(−∆)α +̃Qm = T +̃Km
R

=⇒ T +̃K0 = (−∆)α +̃Q0.

Òåîðåìà 3.4.2 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.4.2. Ïóñòü èìååò ìåñòî îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ:

1) α > n
2 , q ∈ H−α

2 (Tn);

èëè

2) 0 < α 6 n
2 , q ∈ H−α+ε

n
α

(Tn) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðîâ

{fm | fm ∈ D(Tn)}m∈N ⊂Mπ[α,−α],

òàêàÿ, ÷òî

(−∆)α +̃Mfm
R

=⇒ (−∆)α +̃Mq.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó â ñèëó óòâåðæäåíèé 3.3.1 è 3.3.2 ñïðàâåäëèâû íåïðå-

ðûâíûå âëîæåíèÿ

H−α
2 (Tn) ⊂Mπ[α,−α] è H−α+ε

n
α

(Tn) ⊂Mπ[α,−α],

òî êàê â ñëó÷àå 1), òàê è â ñëó÷àå 2) èìååì, ÷òî q ∈ Mπ[α,−α]. Ïðè ýòîì ïîñêîëüêó

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë s > 0 è p > 1 ìíîæåñòâî D(Tn) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå

(Hs
p(Tn), ∥ · ∥Hs

p(Tn)), òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fm ∈ D(Tn), m ∈ N,
òàêàÿ, ÷òî

fm
Mπ [α,−α]−−−−−−→
m→∞

q.

Òàê êàê â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.3.3 îïåðàòîð Q = Mq : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) ÿâ-

ëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îòíîñèòåëüíî íîðì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, òî, ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 3.1.3, ýòîò îïåðàòîð T − ïîä÷èí¼í ñ T −ãðàíüþ, ðàâíîé 0. Òîãäà, ïðè-

ìåíÿÿ òåîðåìó 3.4.2, ïîëó÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäè-

ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ (−∆)α +̃Mfm : L2(Tn) → L2(Tn) ê îïåðàòîðó

(−∆)α +̃Mq : L2(Tn) → L2(Tn).

Ñëåäñòâèå 3.4.2 äîêàçàíî.

Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð

A : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

îïðåäåë¼í âñþäó íà ïðîñòðàíñòâå Hα
2 (Tn). Òàê êàê Hα

2 (Tn) ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà (H−α
2 (Tn), ∥ · ∥H−α

2 (Tn)), òî äëÿ îïåðàòîðà A ìîæíî

åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ ñïåêòðà, ðåçîëüâåíòû, ñîáñòâåííûõ è êîð-

íåâûõ âåêòîðîâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî λ ∈ C ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó σ(A) îïåðàòîðà A, åñëè

îïåðàòîð

A− λ · IdHα
2 (Tn) : H

α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

íå èìååò îáðàòíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, îãðàíè÷åííîãî îòíîñèòåëüíî íîðì ∥·∥H−α
2 (Tn)

è ∥ ·∥Hα
2 (Tn). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî λ ïðèíàäëåæèò ðåçîëüâåíòíîìó

ìíîæåñòâó ρ(A) è íàçûâàòü îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

Rλ(A)
def
= (A− λ · IdHα

2 (Tn))
−1 : H−α

2 (Tn) → Hα
2 (Tn)

ðåçîëüâåíòîé äëÿ îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ λ.

×èñëî λ ∈ σ(A) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, åñëè

Ker(A− λ · IdHα
2 (Tn)) ̸= {0}.

Ïðè ýòîì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

Eλ(A)
def
= Ker(A− λ · IdHα

2 (Tn))
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áóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A, à ëþáîé íåíóëåâîé ýëå-

ìåíò u ∈ Eλ(A) − ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ. Òî÷å÷íûé

ñïåêòð îïåðàòîðà A, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýòîãî îïåðàòîðà,

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç σp(A).

Äëÿ ÷èñëà λ ∈ C, ÿâëÿþùåãîñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, áóäåì íàçû-

âàòü u ∈ Hα
2 (Tn) êîðíåâûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ,

åñëè íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî k ∈ N, ÷òî

(A− λ · IdHα
2 (Tn))

m(u) ∈ Hα
2 (Tn) ∀m = 1, k − 1, è (A− λ · IdHα

2 (Tn))
k(u) = 0.

Êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ ∈ C îïåðà-

òîðà A, áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Kλ(A)
def
=
∪
k∈N

Ker(A− λ · IdHα
2 (Tn))

k.

Ëåììà 3.4.1. Ïóñòü α > 0 è îïðåäåë¼ííûé âñþäó íà Hα
2 (Tn) ëèíåéíûé îïåðàòîð

A : (Hα
2 (Tn), ∥ · ∥Hα

2 (Tn)) → (H−α
2 (Tn), ∥ · ∥H−α

2 (Tn))

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Òîãäà èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ñïåêòðîâ, à òàêæå ñîá-

ñòâåííûõ è êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ îïåðàòîðîâ

T +A : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

è

T +̃A : L2(Tn) → L2(Tn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå èì ñîáñòâåííûå è êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ îïåðàòîðîâ

T +A : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) è T +̃A : L2(Tn) → L2(Tn)

ñîâïàäàþò.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ρ ∈ C. Âëîæåíèå

Ker(T +̃A− ρ · IdL2(Tn)) ⊂ Ker(T +A− ρ · IdHα
2 (Tn))

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îïåðàòîð T +̃ A ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì îïåðàòîðà T + A. Îáðàòíîå

âëîæåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ

u ∈ Ker(T +A− ρ · IdHα
2 (Tn)) ⊂ Hα

2 (Tn)

èìååì

(T +A)(u) = ρ · u ∈ Hα
2 (Tn) ⊂ L2(Tn),
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îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî u ∈ D(T +̃A) è, ñëåäîâàòåëüíî,

u ∈ Ker(T +̃A− ρ · IdL2(Tn)).

Òàêèì îáðàçîì,

Ker(T +̃A− ρ · IdL2(Tn)) = Ker(T +A− ρ · IdHα
2 (Tn)),

îòêóäà ñëåäóåò ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîá-

ñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ îïåðàòîðîâ T +A è T +̃A.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî, áîëåå òîãî,

Ker (T +A− ρ · IdHα
2 (Tn))

m = Ker (T +̃A− ρ · IdL2(Tn))
m ∀m ∈ N.

Âëîæåíèå Ker (T +A−ρ ·IdHα
2 (Tn))

m ⊂ Ker (T +̃A−ρ ·IdL2(Tn))
m íåïîñðåäñòâåííî

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, êàê ëåãêî ïîêàçàòü, îïåðàòîð (T + A − ρ · IdHα
2 (Tn))

m ÿâëÿåòñÿ

ïðîäîëæåíèåì îïåðàòîðà (T +̃A− ρ · IdL2(Tn))
m.

Îáðàòíîå âëîæåíèå äîêàæåì èíäóêöèåé ïî m ∈ N. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî âëîæåíèÿ
ïðè m = 1 äîêàçàíà âûøå. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, òî åñòü

Ker (T +A− ρ · IdHα
2 (Tn))

k ⊂ Ker (T +̃A− ρ · IdL2(Tn))
k ∀ k ∈ N : 1 6 k 6 m− 1.

Åñëè u ∈ Ker (T +A− ρ · IdHα
2 (Tn))

m, òî äëÿ

v
def
= (T +A− ρ · IdHα

2 (Tn))(u) ∈ Hα
2 (Tn)

èìååì, ÷òî

(T +A)(u) = ρ · u+ v ∈ Hα
2 (Tn) ⊂ L2(Tn).

Ñëåäîâàòåëüíî, u ∈ D(T +̃A) è v = (T +̃A− ρ · IdL2(Tn))(u). Ïîñêîëüêó

v ∈ Ker (T +A− ρ · IdHα
2 (Tn))

m−1 ⊂ Ker (T +̃A− ρ · IdL2(Tn))
m−1,

òî îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

0 = (T +̃A− ρ · IdL2(Tn))
m−1(v) = (T +̃A − ρ · IdL2(Tn))

m(u),

òî åñòü u ∈ Ker (T +̃A − ρ · IdL2(Tn))
m, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî

âëîæåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî

Kλ(T +A) = Kλ(T +̃A) ∀ λ ∈ σp(T +A) = σp(T +̃A),

òî åñòü êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ îïåðàòîðîâ T +A è T +̃A, îòâå÷àþùèå îäíîìó

è òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, ñîâïàäàþò.
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Òåïåðü äîêàæåì ñîâïàäåíèå ðåçîëüâåíòíûõ ìíîæåñòâ äëÿ îïåðàòîðîâ

T +̃A : L2(Tn) → L2(Tn) è T +A : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn),

÷òî ðàâíîñèëüíî ñîâïàäåíèþ ñïåêòðîâ ýòèõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü ρ0 ∈ ρ(T + A), òî åñòü íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå H−α
2 (Tn) êîððåêòíî îïðåäåë¼í

îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

(T +A− ρ0 · IdHα
2 (Tn))

−1 : (H−α
2 (Tn), ∥ · ∥H−α

2 (Tn)) → (Hα
2 (Tn), ∥ · ∥Hα

2 (Tn)).

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ñþðúåêòèâíîñòü îïåðàòîðà

T +A− ρ0 · IdHα
2 (Tn) : H

α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn),

íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åíèÿ äåéñòâóþùåãî èç H−α
2 (Tn) â Hα

2 (Tn) ëèíåéíî-

ãî îïåðàòîðà (T +A−ρ0 ·IdHα
2 (Tn))

−1 íà ìíîæåñòâî L2(Tn) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(T +A− ρ0 · IdHα
2 (Tn))

−1
∣∣∣
L2(Tn)

◦ (T +̃A− ρ0 · IdL2(Tn)) = IdD(T +̃A)

è

(T +̃A− ρ0 · IdL2(Tn)) ◦ (T +A− ρ0 · IdHα
2 (Tn))

−1
∣∣∣
L2(Tn)

= IdL2(Tn),

òî åñòü ýòî îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì, îáðàòíûì ê äåéñòâóþùåìó â ïðîñòðàí-

ñòâå L2(Tn) îïåðàòîðó T +̃A− ρ0 · IdL2(Tn).

Òîãäà èç ïðèíàäëåæíîñòè ÷èñëà ρ0 ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó îïåðàòîðà T + A

è íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèé Hα
2 (Tn) ⊂ L2(Tn) è L2(Tn) ⊂ H−α

2 (Tn) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

íåêîòðûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò C, C1, C2 ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

∥(T +̃A− ρ0 · IdL2(Tn))
−1(x)∥L2(Tn) 6 C1 ∥(T +A− ρ0 · IdHα

2 (Tn))
−1(x)∥Hα

2 (Tn) 6

6 C1 C ∥x∥H−α
2 (Tn) 6 C2 C1 C ∥x∥L2(Tn) ∀ x ∈ L2(Tn).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(T +̃A− ρ0 · IdL2(Tn))
−1 ∈ B(L2(Tn)),

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ρ0 ∈ ρ(T +̃A).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ρ0 ∈ ρ(T +A) òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî

ρ(T +A) ⊂ ρ(T +̃A).

Äîêàæåì îáðàòíîå âëîæåíèå. Ïóñòü ρ0 ∈ ρ(T +̃ A), òî åñòü íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå

L2(Tn) îïðåäåë¼í îïåðàòîð

(T +̃A− ρ0 · IdL2(Tn))
−1 ∈ B(L2(Tn)).
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Ïîñêîëüêó íåïðåðûâíîå âëîæåíèå Hα
2 (Tn) ⊂ H−α

2 (Tn) êîìïàêòíî ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ

3.2.5, òî îïåðàòîð

A− ρ0 · IdHα
2 (Tn) : (H

α
2 (Tn), ∥ · ∥Hα

2 (Tn)) → (H−α
2 (Tn), ∥ · ∥H−α

2 (Tn))

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Òàê êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð T : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) áèåêòèâåí

è T −1 ∈ B(H−α
2 (Tn),Hα

2 (Tn)), à îïåðàòîð A − ρ0 · IdHα
2 (Tn) : H

α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) êîì-

ïàêòåí îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðì, òî, ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó êðèòåðèþ

Íèêîëüñêîãî (ñì., íàïðèìåð, [10; óòâåðæäåíèå 8.5.22]), ëèíåéíûé îïåðàòîð

T +A− ρ0 · IdHα
2 (Tn) : H

α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì ñ íóëåâûì èíäåêñîì. Ïîñêîëüêó, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå,

Ker(T +̃A− ρ · IdL2(Tn)) = Ker(T +A− ρ · IdHα
2 (Tn)) ∀ ρ ∈ C,

à ρ0 ∈ ρ(T +̃A), òî

Ker (T +A− ρ0 · IdHα
2 (Tn)) = {0}.

Îòñþäà, ó÷èòûâûÿ, ÷òî èíäåêñ îïåðàòîðà T + A − ρ0 · IdHα
2 (Tn) : H

α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

ðàâåí íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî

Im(T +A− ρ0 · IdHα
2 (Tn)) = H−α

2 (Tn).

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûé îïåðàòîð T +A−ρ0 · IdHα
2 (Tn) ∈ B(Hα

2 (Tn),H−α
2 (Tn)) ÿâ-

ëÿåòñÿ áèåêöèåé áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Hα
2 (Tn) è H−α

2 (Tn). Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå

Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå H−α
2 (Tn) îïðåäåë¼í îãðàíè÷åí-

íûé îïåðàòîð

(T +A− ρ0 · IdHα
2 (Tn))

−1 : (H−α
2 (Tn), ∥ · ∥H−α

2 (Tn)) → (Hα
2 (Tn), ∥ · ∥Hα

2 (Tn))

è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ0 ∈ ρ(T +A).

Èòàê, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ρ0 ∈ ρ(T +̃ A) äîêàçàíî îáðàòíîå âëîæåíèå

ρ(T +̃ A) ⊂ ρ(T + A), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñîâïàäåíèÿ ðåçîëüâåíòíûõ

ìíîæåñòâ, à, çíà÷èò, è ñïåêòðîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

T +A : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) è T +̃A : L2(Tn) → L2(Tn).

Ëåììà 3.4.1 äîêàçàíà.

Äëÿ äåéñòâóþùåãî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, ñïåêòð

êîòîðîãî ñîñòîèò òîëüêî èç íå áîëåå ÷¼ì ñ÷¼òíîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè, áóäåì íàçûâàòü ñ÷èòàþùåé ôóíêöèåé ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé ýòîãî îïåðàòîðà ôóíêöèþ NA : (0,+∞) → Z+, çàäàííóþ ðàâåíñòâîì

NA(r) =
∑

λ∈σ(A) : |λ|<r

dimKλ(A).
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Òåîðåìà 3.4.3. Ïóñòü α > 0, q ∈ Mπ[α,−α] è îïðåäåë¼ííûé âñþäó íà Hα
2 (Tn)

ëèíåéíûé îïåðàòîð

Q =Mq : (H
α
2 (Tn), ∥ · ∥Hα

2 (Tn)) → (H−α
2 (Tn), ∥ · ∥H−α

2 (Tn))

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Òîãäà ëèíåéíûé îïåðàòîð

(−∆)α +̃Q : L2(Tn) → L2(Tn)

èìååò êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó, ñèñòåìà åãî êîðíåâûõ âåêòîðîâ ïîëíà â L2(Tn) è

äëÿ ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà (−∆)α +̃ Q ñïðàâåäëèâî

àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

N(−∆)α +̃Q(r) ∼ N(−∆)α(r) ∼ Cα · r
n
2α ïðè r → +∞,

ãäå Cα − íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò α è n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð (−∆)α +Q : Hα
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) â âèäå

(−∆)α +Q = T +Q0,

ãäå

Q0 = Q− IdHα
2 (Tn) : H

α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn).

Îòìåòèì, ÷òî òîãäà î÷åâèäíûì îáðàçîì èìååì

(−∆)α +̃Q = T +̃Q0.

Èç êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà

Q : (Hα
2 (Tn), ∥ · ∥Hα

2 (Tn)) → (H−α
2 (Tn), ∥ · ∥H−α

2 (Tn))

è òîãî, ÷òî ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.2.5 âëîæåíèå Hα
2 (Tn) ⊂ H−α

2 (Tn) êîìïàêòíî, âûòå-

êàåò, ÷òî îïåðàòîð

Q0 : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îòíîñèòåëüíî íîðì ∥ · ∥Hα
2 (Tn) è ∥ · ∥H−α

2 (Tn).

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.4.1, ãäå â êà÷åñòâå îïåðàòîðà A áåð¼òñÿ Q0, ïîëó÷àåì, ÷òî

ó îïåðàòîðîâ

T +Q0 : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) è T +̃Q0 : L2(Tn) → L2(Tn)

ñîâïàäàþò ñïåêòðû, ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåí-

íûå è êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî îïåðàòîð

T +̃Q0 : L2(Tn) → L2(Tn)
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èìååò êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó, òî åñòü íàéä¼òñÿ ÷èñëî ρ0 ∈ C, òàêîå, ÷òî îïðåäåë¼í-
íûé âñþäó íà L2(Tn) ëèíåéíûé îïåðàòîð

(T +̃Q0 − ρ0 · IdL2(Tn))
−1 : L2(Tn) → L2(Tn)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥L2(Tn).

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1.3 îïåðàòîð Q0 : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) ÿâëÿåòñÿ T −ïîä÷èí¼ííûì
ñ T −ãðàíüþ αQ0 = 0, òî åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

β(ε) > 0, ÷òî

| < Q0(x), x >α,π | 6 ε < T (x), x >α,π + β(ε) < x, x >L2(Tn) ∀ x ∈ Hα
2 (Tn).

Â ÷àñòíîñòè, ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ε = 1
2 è íåêîòîðîãî ÷èñëà β(12).

Ôèêñèðóåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ρ0 < −β(12). Ïðèìåíÿÿ çàìå÷àíèå 3.1.4 äëÿ ñèòóà-
öèè, êîãäà â êà÷åñòâå H âûñòóïàåò ïðîñòðàíñòâî L2(Tn), â êà÷åñòâå H1 − Hα

2 (Tn), à

â êà÷åñòâå H−1 − H−α
2 (Tn), ïîëó÷àåì, ÷òî ρ0 ∈ ρ(T +̃Q0) = ρ(T +Q0) è îáðàòíûì ê

îïåðàòîðó T +̃Q0 − ρ0 · IdL2(Tn) : L2(Tn) → L2(Tn) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð

(T +Q0 − ρ0 · IdHα
2 (Tn))

−1
∣∣∣
L2(Tn)

.

Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

(T +̃Q0 − ρ0 · IdL2(Tn))
−1 = J1 ◦ (T +Q0 − ρ0 · IdHα

2 (Tn))
−1 ◦ J0,

ãäå J0− âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà L2(Tn) â H−α
2 (Tn), à J1− âëîæåíèå Hα

2 (Tn) â L2(Tn).

Ïîñêîëüêó èç ïðèíàäëåæíîñòè ÷èñëà ρ0 ìíîæåñòâó ρ(T +Q0) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü

îïåðàòîðà

(T +Q0 − ρ0 · IdHα
2 (Tn))

−1 : (H−α
2 (Tn), ∥ · ∥H−α

2 (Tn)) → (Hα
2 (Tn), ∥ · ∥Hα

2 (Tn)),

à âëîæåíèÿ J0 : L2(Tn) → H−α
2 (Tn) è J1 : Hα

2 (Tn) → L2(Tn) ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.2.5

êîìïàêòíû îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðì, òî ðåçîëüâåíòà

Rρ0(T +̃Q0) = (T +̃Q0 − ρ0 · IdL2(Tn))
−1

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå (L2(Tn), ∥ ·∥L2(Tn)). Òàêèì îáðàçîì,

ëèíåéíûé îïåðàòîð

T +̃Q0 : L2(Tn) → L2(Tn)

èìååò êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó. Êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [9; ãëàâà III, òåîðåìà 6.29]),

â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ρ ∈ ρ(T +̃Q0) ðåçîëüâåíòà ýòîãî îïåðàòîðà

Rρ(T +̃Q0) = (T +̃Q0 − ρ · IdL2(Tn))
−1
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êîìïàêòíà â L2(Tn), à ñïåêòð îïåðàòîðà T +̃ Q0 ñîñòîèò èç ñ÷¼òíîãî ÷èñëà èçîëèðî-

âàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà (0,+∞)

êîððåêòíî îïðåäåëåíà ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ NT +̃Q0
(·) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòî-

ðà T +̃Q0.

Äîêàæåì òåïåðü ïîëíîòó ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà T +̃Q0. Äëÿ ýòîãî

íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü îïðåäåë¼ííûé âñþäó íà L2(Tn) ëèíåéíûé îïåðàòîð

K
def
= T − 1

2 ◦Q0 ◦ T− 1
2 : L2(Tn) → L2(Tn).

Ïîñêîëüêó

T− 1
2 ∈ B(L2(Tn),Hα

2 (Tn)), T − 1
2 ∈ B(H−α

2 (Tn),L2(Tn)),

à ëèíåéíûé îïåðàòîð Q0 : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îòíîñèòåëüíî

íîðì ∥ · ∥Hα
2 (Tn) è ∥ · ∥H−α

2 (Tn), òî ëèíåéíûé îïåðàòîð K ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â ïðî-

ñòðàíñòâå (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ρ ∈ C íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå L2(Tn) îïðåäå-

ë¼í ëèíåéíûé îïåðàòîð

Zρ
def
= IdL2(Tn) +K − ρ · T−1 : L2(Tn) → L2(Tn),

ÿâëÿþùèéñÿ îãðàíè÷åííûì â ïðîñòðàíñòâå (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)). Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå

â àáñòðàêòíîé ñèòóàöèè ðàâåíñòâî

T − 1
2 ◦ T = T

1
2

è òîò ôàêò, ÷òî îïåðàòîðû T
1
2 : L2(Tn) → H−α

2 (Tn) è T − 1
2 : H−α

2 (Tn) → L2(Tn) âçà-

èìíî îáðàòíû, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ρ ∈ C ñîâïàäàþò

ëèíåéíûå îïåðàòîðû

T +Q0 − ρ · IdHα
2 (Tn) : H

α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) è T
1
2 ◦ Zρ ◦ T

1
2 : Hα

2 (Tn) → H−α
2 (Tn).

Èç ñîâïàäåíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ è èíúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà T
1
2 : L2(Tn) → H−α

2 (Tn)

ñëåäóåò, ÷òî

T
1
2 (Ker(T +Q0 − ρ · IdHα

2 (Tn))) = Ker Zρ ∀ ρ ∈ C.

Íàïîìíèì, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà β(12) > 0, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

| < Q0(x), x >α,π | 6 1

2
· < T (x), x >α,π + β

(1
2

)
· < x, x >L2(Tn) ∀ x ∈ Hα

2 (Tn).

Ôèêñèðóåì òåïåðü íåêîòîðîå ÷èñëî ρ1 < −β(12). Ïðèìåíÿÿ, êàê è ðàíåå, çàìå÷àíèå

3.1.4, ïîëó÷àåì, ÷òî

ρ1 ∈ ρ(T +̃Q0) = ρ(T +Q0).
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Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû T− 1
2 ∈ B(L2(Tn),Hα

2 (Tn)) è T − 1
2 ∈ B(H−α

2 (Tn),L2(Tn)) ÿâ-

ëÿþòñÿ îáðàòíûìè ê îïåðàòîðàì T
1
2 ∈ B(Hα

2 (Tn),L2(Tn)) è T
1
2 ∈ B(L2(Tn),H−α

2 (Tn)).

Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ

T +Q0 − ρ1 · IdHα
2 (Tn) = T

1
2 ◦ Zρ1 ◦ T

1
2

è òîãî, ÷òî ρ1 ∈ ρ(T +Q0), ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Zρ1 îáðàòèì, ïðè÷¼ì

Z −1
ρ1 = T

1
2 ◦ (T +Q0 − ρ1 · IdHα

2 (Tn))
−1 ◦ T

1
2 ∈ B(L2(Tn)).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïåðàòîð Z −1
ρ1 áèåêòèâíî îòîáðàæàåò L2(Tn) íà ñåáÿ, äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ÷èñëà ρ ∈ C \ {ρ1} ïîëó÷àåì, ÷òî

Ker Zρ = {u ∈ L2(Tn) | (IdL2(Tn) +K)(u) = ρ · T−1(u)} =

= {u ∈ L2(Tn) | Zρ1(u) = (ρ− ρ1) · T−1(u)} =

=

{
u ∈ L2(Tn) | Z−1

ρ1 ◦ T−1(u) =
1

ρ− ρ1
· u
}

= Ker

(
Z−1
ρ1 ◦ T−1 − 1

ρ− ρ1
· IdL2(Tn)

)
.

Îòñþäà, â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå ðàâåíñòâà

T
1
2 (Ker(T +Q0 − ρ · IdHα

2 (Tn))) = Ker Zρ ∀ ρ ∈ C,

ñëåäóåò, ÷òî

T
1
2 (Ker(T +Q0 − ρ · IdHα

2 (Tn))) = Ker
(
Z−1
ρ1 ◦ T−1 − 1

ρ− ρ1
· IdL2(Tn)

)
∀ ρ ∈ C \ {ρ1}.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

T− 1
2 (Ker(Z−1

ρ1 ◦T−1−λ · IdL2(Tn))) = Ker
(
T +Q0−

( 1

λ
+ρ1

)
· IdHα

2 (Tn)

)
∀ λ ∈ C\{0}.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Z−1
ρ1 ◦ T−1 ∈ B(L2(Tn)) î÷åâèäíûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâ-

íûì, òî 0 /∈ σp(Z
−1
ρ1 ◦ T−1). Ïîýòîìó äëÿ ìíîæåñòâ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ

T +Q0 : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn) è Z−1
ρ1 ◦ T−1 : L2(Tn) → L2(Tn)

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

f(σp(Z
−1
ρ1 ◦ T−1)) = σp(T +Q0),

ãäå

f : C \ {0} → C, z 7−→ 1

z
+ ρ1,

ïðè÷åì îïåðàòîð T− 1
2 ∈ B(L2(Tn)), îáðàç êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ Hα

2 (Tn), îñóùåñòâëÿåò

áèåêöèþ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ýòèõ îïåðàòîðîâ:

T− 1
2 (Eλ(Z

−1
ρ1 ◦ T−1)) = E 1

λ
+ρ1

(T +Q0) ∀ λ ∈ σp(Z
−1
ρ1 ◦ T−1).

139



Ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî m ∈ N ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà

λ ∈ C \ {0} ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ

T− 1
2
(
Ker (Z−1

ρ1 ◦ T−1 − λ · IdL2(Tn))
m
)
= Ker

(
T +Q0−

( 1
λ
+ρ1

)
·IdHα

2 (Tn)

)m
∀m ∈ N,

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðîâ Z−1
ρ1 ◦T−1 è T +Q0 òàêæå

ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå äîêàçàííîìó äëÿ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîîòíîøåíèå:

T− 1
2 (Kλ(Z

−1
ρ1 ◦ T−1)) = K 1

λ
+ρ1

(T +Q0) ∀ λ ∈ σp(Z
−1
ρ1 ◦ T−1).

Äîêàæåì ïîëíîòó ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà Z−1
ρ1 ◦T−1 â ïðîñòðàíñòâå

L2(Tn). Äëÿ îïåðàòîðà T−1 : L2(Tn) → L2(Tn) ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé îòíî-

ñèòåëüíî < ·, · >L2(Tn) ñ÷¼òíûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ fk, k ∈ Zn, îòâå÷àþùèõ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λk, ãäå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà k ∈ Zn

λk =
1

1 + |k|2α
è fk(z) =

zk

(2π)
n
2

∀ z ∈ Tn.

Ïîñêîëüêó êëàññè÷åñêèì êðèòåðèåì êîìïàêòíîñòè äèàãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâó-

þùåãî â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü åãî ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ê íóëþ, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð T−1 ∈ B(L2(Tn)) ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòíûì â ïðîñòðàíñòâå (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)).

Äîêàæåì, ÷òî T−1 : L2(Tn) → L2(Tn) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, à

èìåííî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà p > 0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ðÿäà

+∞∑
n=1

(sn(T
−1))p,

ãäå sn(T−1), n ∈ N − ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà

T−1, çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ è ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè. Ïîñêîëüêó T−1 ÿâ-

ëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì îïåðàòîðîì â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå (L2(Tn), < ·, · >L2(Tn)), à ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà A

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîãî ñàìîñîïðÿæ¼í-

íîãî îïåðàòîðà
√
A∗ ◦A, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sn(T−1), n ∈ N, ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòüþ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óïîðÿäî÷åííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà

T−1. Ñóùåñòâîâàíèå æå òàêîãî ÷èñëà p > 0, ÷òî ðÿä∑
k∈Zn

1

(1 + |k|2α)p

ñõîäèòñÿ, ñëåäóåò èç ñïðàâåäëèâîé äëÿ ëþáîãî ÷èñëà N ∈ N îöåíêè ÷àñòè÷íûõ ñóìì∑
k∈Zn : k∈[−N,N ]n

1

(1 + |k|2α)p
6

∑
k1∈Z : |k1|6N

. . .
∑

kn∈Z : |kn|6N

1

(1 + |k1|2α)
p
n

· . . . · 1

(1 + |kn|2α)
p
n
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è òîãî, ÷òî ðÿä
+∞∑
m=1

1

m
2αp
n

ñõîäèòñÿ ïðè p > n
2α . Òàêèì îáðàçîì, êîìïàêòíûé îïåðàòîð T−1 : L2(Tn) → L2(Tn)

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Z−1
ρ1 ∈ B(L2(Tn)), îáðàòíîãî ê îïå-

ðàòîðó Zρ1 = IdL2(Tn) +K − ρ1 · T−1, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Z−1
ρ1 = IdL2(Tn) + T1,

ãäå îïåðàòîð

T1
def
= (−K + ρ1 · T−1) ◦ Z−1

ρ1

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn) â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà Z−1
ρ1

è êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðîâ K è T−1 â ïðîñòðàíñòâå (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)). Òàê êàê, ê

òîìó æå, îïåðàòîð T−1 ∈ B(L2(Tn)) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì êîìïàêòíûì ïîëíûì

(â ñìûñëå Êåëäûøà) îïåðàòîðîì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, òî ïðèìåíèìà îáîáù¼ííàÿ òåî-

ðåìà Êåëäûøà (ñì., íàïðèìåð, [12; ãëàâà I, òåîðåìà 4.2]), ñîãëàñíî êîòîðîé ñèñòåìà

êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà Z−1
ρ1 ◦ T−1 ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn), òî åñòü

L2(Tn) = cl

(
Lin

( ∪
λ∈σp(Z

−1
ρ1

◦T−1)

Kλ(Z
−1
ρ1 ◦ T−1)

))
.

Ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî âûøå,

T− 1
2 (Kλ(Z

−1
ρ1 ◦ T−1)) = K 1

λ
+ρ1

(T +Q0) ∀ λ ∈ σp(Z
−1
ρ1 ◦ T−1),

à îïåðàòîð T− 1
2 ∈ B(L2(Tn),Hα

2 (Tn)) áèåêòèâíî îòîáðàæàåò L2(Tn) íà Hα
2 (Tn), òî èç

ïîëíîòû ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ äëÿ îïåðàòîðà Z−1
ρ1 ◦ T−1 â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn)

ñëåäóåò ïîëíîòà ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà

T +Q0 : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

â ïðîñòðàíñòâå (Hα
2 (Tn), ∥ · ∥Hα

2 (Tn)). Â ñèëó òîãî, ÷òî âëîæåíèå Hα
2 (Tn) ⊂ L2(Tn) ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è ìíîæåñòâî Hα
2 (Tn) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå (L2(Tn), ∥ · ∥L2(Tn)),

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà T +Q0 ïëîòíà â ïðîñòðàí-

ñòâå (L2(Tn), ∥·∥L2(Tn)). Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ñëåäóþùåå èç ëåììû 3.4.1 ñîâïàäå-

íèå êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ îïåðàòîðîâ T +̃Q0 è T +Q0, ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà

êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà T +̃Q0 : L2(Tn) → L2(Tn) ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn).

Îñòàëîñü òîëüêî èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà

T +̃Q0 : L2(Tn) → L2(Tn).
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Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê T−1 ∈ B(L2(Tn)), òî 0 ∈ ρ(T ). Â ñèëó òîãî, ÷òî

K ◦ T ◦R0(T ) = K ◦ T ◦ T−1 = K,

à îïåðàòîð K : L2(Tn) → L2(Tn) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð K ◦T
êîìïàêòåí îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà T (î êîìïàêòíîñòè îäíîãî îïåðàòîðà îòíîñèòåëüíî

äðóãîãî ñì., íàïðèìåð, [12; ãëàâà I, �3]).

Ïîñêîëüêó, êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, îïåðàòîð T−1 = R0(T ) êîìïàêòåí â ïðîñòðàí-

ñòâå L2(Rn), òî ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð T èìååò êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó. Òîãäà,

ñîãëàñíî [12; ãëàâà I, òåîðåìà 8.2], îïåðàòîð T +K ◦ T òàêæå èìååò êîìïàêòíóþ ðå-

çîëüâåíòó â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn). Â ñèëó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû î ñïåêòðå îïåðàòîðà

ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé (ñì. [9; ãëàâà III, òåîðåìà 6.29]) ñïåêòð îïåðàòîðà

T +K ◦ T : L2(Tn) → L2(Tn)

ñîñòîèò òîëüêî èç ñ÷¼òíîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé

êðàòíîñòè. Ïîýòîìó òàê æå, êàê è äëÿ îïåðàòîðà T +̃Q0 : L2(Tn) → L2(Tn), êîððåêò-

íî îïðåäåëåíà ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ NT+K◦T : (0,+∞) → Z+ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà T +K ◦ T.
Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ ∈ C èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

(T +K ◦ T − λ · IdL2(Tn))
m =

(
T − 1

2 ◦ (T +Q0 − λ · IdHα
2 (Tn)) ◦ T

1
2

∣∣∣
H2α

2 (Tn)

)m

=

= T − 1
2 ◦ (T +Q0 − λ · IdHα

2 (Tn))
m ◦ T

1
2

∣∣∣
H2α

2 (Tn)
∀m ∈ N,

òî σp(T +Q0) = σp(T+K◦T ), òî åñòü ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ îïåðàòîðîâ
T +Q0 è T +K ◦T ñîâïàäàþò, à äëÿ êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ýòèõ îïåðàòîðîâ èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå

T
1
2 (Kλ(T +K ◦ T )) = Kλ(T +Q0) = Kλ(T +̃Q0) ∀ λ ∈ σp(T +Q0).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ èíúåêòèâíîñòü îïåðàòîðà T
1
2 , ïîëó÷àåì, ÷òî

NT +̃Q0
(r) = NT+K◦T (r) ∀ r > 0.

Ïîñêîëüêó äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïå-

ðàòîðîâ T è (−∆)α èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

λm(T ) = 1 + λm((−∆)α), m ∈ N,

è, êàê õîðîøî èçâåñòíî, íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà Cα > 0, ÷òî

N(−∆)α(r) ∼ Cα · r
n
2α ïðè r → +∞,

142



òî

NT (r) ∼ Cα · r
n
2α ïðè r → +∞.

Â ñèëó òîãî, ÷òî T − ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð â L2(Tn) ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé

è, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, îïåðàòîð K ◦ T êîìïàêòåí îòíîñèòåëüíî T, ìîæíî ïðèìå-

íèòü ðåçóëüòàòû [12; ãëàâà I, ñëåäñòâèå 8.5 è çàìå÷àíèå 8.7], ñîãëàñíî êîòîðûì èç

àñèìïòîòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ

NT (r) ∼ Cα · r
n
2α ïðè r → +∞

ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ

NT +̃Q0
(r) = NT+K◦T (r) ∼ Cα · r

n
2α ïðè r → +∞.

Òåîðåìà 3.4.3 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.4.3. Ïóñòü èìååò ìåñòî îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ:

1) α > n
2 , q ∈ H−α

2 (Tn);

èëè

2) 0 < α 6 n
2 , q ∈ H−α+ε

n/α (Tn) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.

Òîãäà îïåðàòîð

Q =Mq : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.4.3.
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Çàêëþ÷åíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ

áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ è ïðèìåíåíèþ òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé s, t > 0, max(s, t) < n
2 äëÿ m = min(s, t), p = n

max(s,t)

äîêàçàíà òî÷íîñòü íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà H−m
p, unif (R

n) â ïðî-

ñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)] â ñìûñëå íåâîçìîæíîñòè

óìåíüøåíèÿ ïîêàçàòåëÿ p = n
max(s,t) . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü

îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)] â òåðìèíàõ

ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ Hγ
r, unif (R

n)

â íåñòðèõàðòöåâñêîì ñëó÷àå.

2. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè s, t ∈ R, p, q > 1 âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà p 6 q ÿâëÿåò-

ñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàâíîìåðíàÿ íîðìà

íà ïðîñòðàíñòâå M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] áûëà ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé íîðìå

ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

3. Ïðè s, t > 0, p, q > 1 â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé, îáîáùàþùèõ êëàññè-

÷åñêîå óñëîâèå Ñòðèõàðòöà, â íàèáîëåå îáùåé ñèòóàöèè ïîëó÷åíû îïèñàíèÿ

ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] è M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)]

â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ

Hγ
r, unif (R

n) ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé p 6 q è p 6 q′ ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ p 6 q è p 6 q′ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìû-

ìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îïèñàíèé.

4. Â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñòðèõàðòöåâñêîãî òèïà ïîëó÷åíû äâóñòîðîí-

íèå âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ òèïà Hγ
r, unif (R

n) â ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ

M [Hs
p(Rn) → H−s

q′ (Rn)] â ñèòóàöèè, êîãäà s > 0, p, q > 1.

5. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìóëüòèïëèêàòîðîì èç ïðî-

ñòðàíñòâà Hα
2 (Tn) â ïðîñòðàíñòâà H−α

2 (Tn), òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñèíãóëÿðíîå

âîçìóùåíèå ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ìíîãîìåðíîì òîðå Tn èìååò êîì-

ïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó, à ñèñòåìà åãî êîðíåâûõ âåêòîðîâ ïîëíà â L2(Tn). Òàêæå

â ýòîé ñèòóàöèè ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé ýòîãî âîçìóùåíèÿ.

Ðàçâèòûå â äèññåðòàöèè ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â

ïðîñòðàíñòâàõ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû è äëÿ èññëåäîâàíèÿ

áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà�Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ.
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Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ, êîòîðûå òàê æå, êàê è ïðîñòðàíñòâà áåññå-

ëåâûõ ïîòåíöèàëîâ, îáëàäàþò ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè, áîëüøîé èíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿåò ïîëó÷åíèå â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òèïà Ñòðèõàðòöà òî÷íîãî îïè-

ñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî ëî-

êàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ, àíàëîãè÷íîãî îïèñàíèÿì, ïîëó÷åí-

íûì â äèññåðòàöèè äëÿ ïðîñòðàíñòâHs
p(Rn). Âîçìîæíîñòü îñëàáëåíèÿ óñëîâèé íà ñèí-

ãóëÿðíûé ïîòåíöèàë, íàêëàäûâàåìûõ â îñíîâíûõ òåîðåìàõ òðåòüåé ãëàâû, ñâÿçàíà ñ

äåòàëüíûì èçó÷åíèåì âîïðîñà êîìïàêòíîñòè ìóëüòèïëèêàòîðîâ íà òîðå, ïîëîæèòåëü-

íî ðåø¼ííîãî â äèññåðòàöèè â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òèïà Ñòðèõàðòöà. Òàêæå

ïðèìåíÿåìûå ìåòîäû òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ïåðñïåêòèâíûìè äëÿ èçó-

÷åíèÿ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ îáùåãî âèäà êàê â ñëó÷àå

n−ìåðíîãî òîðà, òàê è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå êîìïàêòíîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
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