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112 Секция 1 (Section 1 )

Лиувиллевы решения в задаче о качении
тяжёлого однородного шара по поверхности

вращения
Кулешов А.С.

kuleshov@mech.math.msu.su
Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,

119991, Российская Федерация, Москва, ул. Колмогорова, 1

Ключевые слова: однородный шар, поверхность вращения, алгоритм Ковачича, ли-
увиллевы решения.

Задача о качении без скольжения однородного шара по неподвижной по-
верхности под действием силы тяжести является одной из классических задач
механики неголономных систем. Обычно при рассмотрении этой задачи, следуя
подходу, предложенному в трактате Э. Дж. Рауса [1], принято задавать в явном
виде поверхность, по которой движется центр шара, а не опорную поверхность,
по которой катится шар. Поверхность, по которой движется центр шара, явля-
ется эквидистантной к поверхности, по которой движется точка контакта. Еще
из работ Э. Дж. Рауса [1] и Ф. Нетера [2] было известно, что если при каче-
нии шара по поверхности под действием силы тяжести его центр движется по
поверхности вращения, то задача сводится к интегрированию одного линейно-
го дифференциального уравнения второго порядка относительно компоненты
скорости центра шара в проекции на направление касательной к параллели
поверхности вращения. В общем случае (для произвольной поверхности вра-
щения) получить решение этого уравнения в явном виде невозможно. Поэтому
представляет интерес вопрос, для каких поверхностей вращения соответствую-
щее линейное дифференциальное уравнение второго порядка допускает общее
решение, выражающееся через лиувиллевы функции. Лиувиллевы функции —
это функции, которые строятся последовательно из рациональных функций с
использованием алгебраических операций, неопределенного интегрирования и
взятия экспоненты заданного выражения [3]. Необходимые и достаточные усло-
вия существования решения линейного дифференциального уравнения второго
порядка, выражающегося через лиувиллевы функции, дает так называемый ал-
горитм Ковачича [4]. В данном докладе мы приводим наш собственный способ
получения линейного дифференциального уравнения второго порядка, к инте-
грированию которого сводится задача о качении тяжёлого шара по неподвиж-
ной поверхности такой, что центр шара при качении движется по заданной
поверхности вращения. Применяя затем к полученному линейному дифферен-
циальному уравнению второго порядка алгоритм Ковачича, мы показываем,
что для случаев, когда центр шара принадлежит параболоиду и эллипсоиду
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вращения, общее решение данного уравнения выражается через лиувиллевы
функции.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (грант № 19-01-00140 и грант № 20-01-00637).
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Анализ вращательных движений тел относительно неподвижной точки ва-
жен для решения задач космонавтики, входа летательных аппаратов в атмо-
сферу, движения вращающегося снаряда, гироскопии [1]–[3]. В теоретическом
аспекте эти задачи представляют интерес для специалистов в области теорети-
ческой механики [1]–[8]. При этом во многих случаях в качестве порождающего
движения твёрдого тела, учитывающего основные моменты сил, действующих
на тело, может рассматриваться движение Лагранжа. Напомним, что в этом
случае тело предполагается имеющим неподвижную точку и находящимся в
поле силы тяжести, причем центр масс тела и неподвижная точка лежат на
оси динамической симметрии тела.

В работе исследуются возмущённые движения твёрдого тела, близкие к слу-
чаю Лагранжа, под действием восстанавливающего и возмущающего моментов
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