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Общая характеристика работы

Актуальность темы и степень её разработанности

Во многих областях математики и физики (см., например1,2,3,4) находят своё примене-
ние алгебры, то есть векторные пространства над некоторым полем 𝐹 (например, 𝐹 может
быть полем R вещественных или C комплексных чисел), в которых задана бинарная опера-
ция внутреннего умножения, линейная по каждому аргументу.

Часто алгебры, встречающиеся в приложениях, наделены некоторой дополнительной
структурой или (обобщёнными) симметриями: действием (полу)группы эндоморфизмами и
антиэндоморфизмами, (полу)групповой градуировкой или действием алгебры Ли диффе-
ренцированиями (см., например5,6,7,8). Для работы с такими дополнительными структура-
ми оказывается полезным понятие модульной и комодульной алгебры над алгеброй Хопфа
и даже более общее понятие алгебры с обобщённым 𝐻-действием. В частности, понятие
(ко)модульной алгебры позволяет изучать различные виды дополнительных структур на
алгебрах одновременно.

Кроме того, (ко)модульные алгебры естественным образом возникают в геометрии: если
некоторая аффинная алгебраическая группа действует морфизмами на аффинном алгебраи-
ческом многообразии (например, рассматриваются симметрии некоторой поверхности, задан-
ной алгебраическими уравнениями), то алгебра регулярных функций (множество функций,
которые можно определить при помощи многочленов от координат точки, с операциями
сложения, умножения между собой и на скаляры) будет модульной алгеброй над групповой
алгеброй этой группы и над универсальной обёртывающей алгебры Ли этой группы и комо-
дульной алгеброй над алгеброй регулярных функций на аффинной алгебраической группе9.

Обратим внимание на то, что в классическом случае алгебры регулярных функций на
многообразиях коммутативны, так как для умножения функций выполнен перестановочный
закон. Однако в новом направлении, которое получило название некоммутативной геомет-
рии, рассматриваются «некоммутативные пространства», т. е. такие пространства, алгеб-
ры регулярных функций которых некоммутативны. Поэтому изучение (ко)действий необя-
зательно коммутативных алгебр Хопфа на необязательно коммутативных алгебрах можно
интерпретировать как изучение квантовых симметрий некоммутативных пространств. По-

1Арнольд В. И. Математические методы классической механики. М.: Эдиториал УРСС, 2003, 416 с.
2Дубровин Б.А., Новиков С. П., Фоменко А. Т. Современная геометрия: в 3 т. М.: Эдиториал УРСС, 2000.
3Мёрфи Дж. 𝐶*-алгебры и теория операторов. М.: Факториал, 1997, 336 с.
4Haag, R., Kastler, D. An algebraic approach to quantum field theory. J. Math. Phys., 5 (1964), 848–861.
5Поляков А. М. Калибровочные поля и струны. Ижевск: Издательский дом «Удмуртский университет»,

1999, 312 с.
6Haag, R. Local quantum physics: fields, particles, algebras. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 1996.
7Kaku, M. Introduction to superstrings and M-theory. Springer-Verlag, New York, 1999.
8Majid, S. Foundations of quantum group theory. Cambridge University Press, 1995.
9Abe, E. Hopf algebras. Cambridge University Press, Cambridge, 1980.
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следние находят своё применение в теоретической физике (см., например10,11).
Одним из важнейших примеров комодульных алгебр являются алгебры, градуиро-

ванные группами и полугруппами. В 2002–2008 гг. Ю.А. Бахтуриным, М.В. Зайцевым и
С.К. Сегалом были классифицированы групповые градуировки на матричных алгебрах и
градуированно простые алгебры, градуированные группами12,13. В 2013 году вышла моно-
графия А. Эльдуке и М. В. Кочетова, подводящая итог исследованиям групповых градуи-
ровок на простых алгебрах Ли14. Многими авторами также исследовались кольца, градуи-
рованные полугруппами. В частности, Э. Йесперсом, А. В. Келаревым и М. Клэйзом15,16,17

изучались градуированные полугруппами PI-кольца, а Ю. А. Бахтуриным, М.В. Зайцевым,
Э. Йесперсом, П. Нистедтом, Й. Ойнертом и П. Уаутерсом18,19,20 были получены результаты,
касающиеся простых и градуированно простых колец и алгебр, градуированных полугруп-
пами.

Как показано в §4.4 данной диссертации, при изучении градуированно простых ассоци-
ативных колец или алгебр, градуированных полугруппами, достаточно ограничиться граду-
ировками 0-простыми полугруппами, т.е. полугруппами с 0, не содержащими нетривиальных
идеалов. Для конечных 0-простых полугрупп 𝑇 справедлива структурная теорема Риса (см.
теорему 3.5 в монографии21), которая утверждает, что полугруппа 𝑇 изоморфна полугруппе
Риса матричного типа над группой с нулём 𝐺0 для некоторой максимальной подгруппы 𝐺

полугруппы 𝑇 . При этом двумя диаметрально противоположными важнейшими частными
случаями оказываются случай, когда 𝑇 = 𝐺0, т.е. кольцо или алгебра градуированы конеч-
ной группой (этот случай как раз и был исследован Ю.А. Бахтуриным, М. В. Зайцевым
и С.К. Сегалом в работе12), и случай, когда все максимальные подгруппы градуирующей
полугруппы тривиальны. Второму случаю посвящены §4.4–4.7 настоящей диссертации.

Достаточные условия инвариантности радикала Джекобсона в ассоциативных алгеб-
10Connes, A., Marcolli, M. Quantum fields, noncommutative spaces and motives. (Книга готовится к печати,

электронная версия https://www.alainconnes.org/docs/bookwebfinal.pdf)
11Donatsos, D., Daskaloyannis, C. Quantum groups and their applications in nuclear physics. Progress in Particle

and Nuclear Physics, 43 (1999), 537–618.
12Бахтурин Ю. А., Зайцев М.В., Сегал С. К. Конечномерные простые градуированные алгебры. Матем.

сб., 199:7 (2008), 21–40.
13Bahturin, Yu. A., Zaicev, M. V., Group gradings on matrix algebras. Canad. Math. Bull., 45:4 (2002), 499–508.
14Elduque, A., Kochetov M. V. Gradings on simple Lie algebras. AMS Mathematical Surveys and Monographs.

189, Providence, R.I., Halifax, NS, 2013, 336 pp.
15Clase, M. V., Jespers, E. On the Jacobson radical of semigroup graded rings. J. Algebra, 169:1 (1994), 79–97.
16Kelarev, A. V. On semigroup graded PI-algebras. Semigroup Forum, 47:3 (1993), 294–298.
17Kelarev, A. V. Ring constructions and applications. Series in Algebra. 9, World Scientific Publishing Co., Inc.,

River Edge, NJ, 2002.
18Bahturin, Yu.A., Zaicev, M.V., Semigroup gradings on associative rings. Adv. in Appl. Math. 37:2 (2006),

153–161.
19Nystedt, P., Öinert, J. Simple rings and degree maps. J. Algebra, 401 (2014), 201–219.
20Wauters, P., Jespers, E. Rings graded by an inverse semigroup with finitely many idempotents. Houston J.

Math., 15:2 (1989), 291–304.
21Клиффорд А., Престон Г. Алгебраическая теория полугрупп: в 2 т. Т.1. М.: Мир, 1972, 287 с.

https://www.alainconnes.org/docs/bookwebfinal.pdf
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рах были получены В.В. Линченко, С. Монтгомери и Л. Смоллом22,23,24. Проблема граду-
ированности радикала Джекобсона в алгебрах, градуированных группами и полугруппами,
изучалась, в частности, Дж. Бергманом, Э. Йесперсом, А.В. Келаревым, М. Коэн, С. Монт-
гомери, Я. Окнинским, Э. Пучиловским25,26,27,28 и другими авторами. Достаточные условия
существования инвариантных разложений Веддербёрна — Мальцева и Леви в ассоциатив-
ных алгебрах и алгебрах Ли были получены Э. Тафтом29. Достаточные условия существо-
вания 𝐻-(ко)инвариантного разложения Веддербёрна — Мальцева для конечномерных ассо-
циативных 𝐻-(ко)модульных алгебр были получены А.В. Сидоровым30 и Д. Штефаном и
Ф. Ван Ойстайеном31. 𝐻-инвариантный аналог теоремы Веддербёрна — Артина был доказан
Ф. Ван Ойстайеном и С.М. Скрябиным32,33. В случае, когда некоторая алгебра 𝐴 является
𝐻-комодульной для некоторой бесконечномерной алгебры Хопфа, на алгебре 𝐴 действует ал-
гебра 𝐻*, двойственная к коалгебре 𝐻, однако это действие не является действием алгебры
Хопфа, поскольку на 𝐻* не удаётся определить коумножение. В данной диссертации пред-
лагается метод, позволяющий устранить это затруднение в случае конечномерных алгебр
𝐴.

Конечномерные ассоциативные 𝐻𝑚2(𝜁)-модульные алгебры, где 𝐻𝑚2(𝜁) — алгебра Таф-
та, которые не содержат ненулевых нильпотентных элементов были классифицированы
C. Монтгомери и Х.-Ю. Шнайдером в теореме 2.5 из работы34. Точные модульные категории
над категорией Rep(𝐻𝑚2(𝜁)) рассматривались в теореме 4.10 из работы П.И. Этингофа и
В.В. Острика35, а 𝐻𝑚2(𝜁)-действия на алгебрах путей колчанов исследовались Р. Кинзером

22Linchenko, V. Nilpotent subsets of Hopf module algebras. Groups, rings, Lie, and Hopf algebras, Proc. 2001
St. John’s Conference, ed. Yu. Bahturin (Kluwer, 2003), 121–127.

23Linchenko, V., Montgomery, S. Semiprime smash products and 𝐻-stable prime radicals for PI-algebras. Proc.
Amer. Math. Soc., 135:10 (2007), 3091–3098.

24Linchenko, V., Montgomery, S., Small, L. Stable Jacobson radicals and semiprime smash products. Bull. London
Math. Soc., 37 (2005), 3091–3098.

25Bergman, G. On Jacobson radicals of graded rings. 1973. (Препринт.)
26Cohen, M., Montgomery, S. Group graded rings, smash products, and group actions. Trans. Amer. Math. Soc.,

282:1 (1984), 237–258.
27Jespers, E., Puczy lowski, E. R. The Jacobson and Brown-McCoy radicals of rings graded by free groups. Comm.

Algebra, 19 (1991), 551–558.
28Kelarev, A. V., Okniński, J. The Jacobson radical of graded PI-rings and related classes of rings. J. Algebra,

186:3 (1996), 818–830.
29Taft, E. J. Invariant Wedderburn factors. Illinois J. Math., 1 (1957), 565–573.
30Сидоров А. В. Об отщеплении радикала в конечномерных 𝐻-модульных алгебрах. Алгебра и логика, 28:3

(1989), 324–336.
31Ştefan, D., Van Oystaeyen, F. The Wedderburn — Malcev theorem for comodule algebras. Comm. in Algebra,

27:8 (1999), 3569–3581.
32Skryabin, S.M. Structure of 𝐻-semiprime Artinian algebras. Algebra and Representation Theory, 14 (2011),

803–822.
33Skryabin, S. M., Van Oystaeyen, F. The Goldie theorem for 𝐻-semiprime algebras. J. Algebra, 305 (2006),

292–320.
34Montgomery, S., Schneider, H.-J. Skew derivations of finite-dimensional algebras and actions of the double of

the Taft Hopf algebra. Tsukuba J. Math., 25:2 (2001), 337–358.
35Etingof, P., Ostrik, V. Finite tensor categories. Moscow Math. J., 4:3 (2004), 627–654.
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и Ч. Уолтон в работе36. Действия точечных алгебр Хопфа на матричных алгебрах также
изучались Ю. А. Бахтуриным и C. Монтгомери в работе37.

Одной из важных сторон исследования алгебраических систем является изучение тех
тождеств, которые выполняются в этих алгебраических системах. «Хотя тождества представ-
ляют собой простейшие замкнутые высказывания логического языка, язык тождеств все же
достаточно богатый, чтобы на нём можно было выражать многие тонкие свойства систем и
их классов.» (А.И. Мальцев38) При исследовании тождеств в алгебрах естественным образом
возникают их числовые характеристики. Одними из важнейших числовых характеристик яв-
ляются коразмерности. Коразмерности оказываются полезным инструментом при решении
различных задач, например, при доказательстве наличия или отсутствия нетривиальных
тождеств39,40. Кроме того, коразмерности естественным образом возникают при вычислении
базиса тождеств в алгебре над полем характеристики 0. Коразмерности служат своеобраз-
ной оценкой количества тождеств, которым удовлетворяет конкретная алгебра. Существует
также интерпретация коразмерностей, напрямую не связанная с полиномиальными тожде-
ствами: 𝑛-я коразмерность — это размерность пространства 𝑛-линейных функций на алгебре,
представимых в виде (вообще говоря, некоммутативного или даже неассоциативного) мно-
гочлена от своих аргументов.

Асимптотическое поведение коразмерностей вызывает дополнительный интерес в связи
c тем, что это поведение тесно связано со структурой изучаемой алгебры41,42, на чём мы
подробно останавливаемся в главах 7–8 диссертации.

В 1984 году А. Регев показал43, что коразмерности 𝑐𝑛(𝑀𝑘(𝐹 )) полиномиальных тождеств
алгебры 𝑀𝑘(𝐹 ) всех матриц 𝑘 × 𝑘 над произвольным полем 𝐹 характеристики 0 имеют
следующую асимптотику (здесь и далее 𝑓 ∼ 𝑔, если lim 𝑓

𝑔
= 1):

𝑐𝑛(𝑀𝑘(𝐹 )) ∼ 𝛼𝑘𝑛
− 𝑘2−1

2 𝑘2𝑛 при 𝑛→ ∞,

где 𝛼𝑘 =
(︁

1√
2𝜋

)︁𝑘−1 (︀
1
2

)︀(𝑘2−1)/2 · 1! · 2! · . . . · (𝑘 − 1)! · 𝑘(𝑘2+4)/2, 𝑘 ∈ N фиксировано.
Основываясь на этом результате, Ш. Амицур выдвинул следующую гипотезу:

Гипотеза (Ш. Амицур, гипотеза 6.1.3 в монографии42). Пусть 𝐴— ассоци-
ативная PI-алгебра над полем характеристики 0, а 𝑐𝑛(𝐴) — последовательность

36Kinser, R., Walton, C. Actions of some pointed Hopf algebras on path algebras of quivers. Algebra and Number
Theory, 10:1 (2016), 117–154.

37Bahturin, Yu. A., Montgomery, S. Group gradings and actions of pointed Hopf algebras. arXiv:2006.14777
[math.QA] 15 Jul 2020

38Мальцев А. И. Алгебраические системы. М.: Наука, 1970, 392 с.
39Regev, A. Existence of identities in 𝐴⊗𝐵. Israel J. Math., 11 (1972), 131–152.
40Regev, A. The representation of 𝑆𝑛 and explicit identities for P.I. algebras. J. Algebra, 51 (1978), 25–40.
41Giambruno, A., Zaicev, M. V. Exponential codimension growth of P.I. algebras: an exact estimate. Adv. Math.,

142:2 (1999), 221–243.
42Giambruno, A., Zaicev, M.V. Polynomial identities and asymptotic methods. AMS Mathematical Surveys and

Monographs. 122, Providence, R.I., 2005, 352 pp.
43Regev, A. Codimensions and trace codimensions of matrices are asymptotically equal. Israel J. Math., 48:2–3

(1984), 246–250.
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коразмерностей ее полиномиальных тождеств. Тогда существует PI-экспонента
PIexp(𝐴) := lim

𝑛→∞
𝑛
√︀
𝑐𝑛(𝐴) ∈ Z+.

Гипотеза Ш. Амицура была доказана М. В. Зайцевым и А. Джамбруно41 в 1999 году
для всех ассоциативных алгебр. Наверное, самым замечательным в этом результате оказа-
лось то, что в случае, когда алгебра 𝐴 конечномерна, а основное поле алгебраически за-
мкнуто, для PI-экспоненты была получена явная формула, в которой участвовал радикал
Джекобсона 𝐽(𝐴) и простые компоненты разложения факторалгебры 𝐴/𝐽(𝐴). Кроме того,
в 2002 году М. В. Зайцев44 доказал аналог гипотезы Амицура для коразмерностей полино-
миальных тождеств конечномерных алгебр Ли. В случае алгебр Ли также была получена
формула для PI-экспоненты, однако эта формула оказалась сложнее, чем в ассоциативном
случае, и включала в себя аннуляторы неприводимых факторов присоединённого представ-
ления алгебры Ли. В 2011 году А. Джамбруно, М.В. Зайцев и И.П. Шестаков доказали
аналог гипотезы Амицура для конечномерных йордановых и альтернативных алгебр45. В
2012 году А. Джамбруно и М.В. Зайцев доказали существование PI-экспоненты для любой
конечномерной простой необязательно ассоциативной алгебры (теорема 3 в работе46).

В общем же случае аналог гипотезы Амицура для произвольных неассоциативных и
даже для бесконечномерных алгебр Ли может быть неверен. Во-первых, рост коразмер-
ностей может оказаться сверхэкспоненциальным47. Во-вторых, экспонента этого роста мо-
жет оказаться дробным числом48,49,50. В-третьих, в 2014 году М. В. Зайцев построил при-
мер бесконечномерной неассоциативной алгебры 𝐴, для которой lim𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑐𝑛(𝐴) = 1, а

lim𝑛→∞
𝑛
√︀
𝑐𝑛(𝐴) > 1 (см. работу51). Вопрос о том, существует ли такая алгебра Ли 𝐿, что

lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑐𝑛(𝐿) ̸= lim

𝑛→∞
𝑛
√︀
𝑐𝑛(𝐿),

по-прежнему остаётся открытым.
В связи с результатами, перечисленными выше, представляет интерес дальнейшее изуче-

ние связи между строением алгебр и асимптотическим поведением их полиномиальных тож-
деств, особенно в случае алгебр, наделённых какой-то дополнительной структурой. При изу-

44Зайцев М.В. Целочисленность экспонент роста тождеств конечномерных алгебр Ли. Изв. РАН, сер. ма-
тем., 66:3 (2002), 23–48.

45Giambruno, A., Shestakov, I. P., Zaicev, M. V. Finite-dimensional non-associative algebras and codimension
growth. Adv. Appl. Math. 47 (2011), 125–139.

46Giambruno, A., Zaicev, M. V. On codimension growth of finite-dimensional Lie superalgebras. J. London Math.
Soc., 85:2 (2012), 534–548.

47Воличенко И.Б. Многообразие алгебр Ли с тождеством [[𝑋1, 𝑋2, 𝑋3], [𝑋4, 𝑋5, 𝑋6]] = 0 над полем харак-
теристики нуль. Сиб. матем. журн., 25:3 (1984), 40–54.

48Веревкин, А.Б., Зайцев М. В., Мищенко С. П. Достаточное условие совпадения нижней и верхней экспо-
нент многообразия линейных алгебр. Вестн. Моск. ун-та. Сер. 1. Матем., мех., №2 (2011), 36–39.

49Giambruno, A., Mishchenko, S. P., Zaicev, M. V. Codimensions of algebras and growth functions. Adv. Math.,
217 (2008), 1027–1052.

50Mishchenko, S. P., Zaicev M. V. An example of a variety of Lie algebras with a fractional exponent. J. Math.
Sci. (New York), 93:6 (1999), 977–982.

51Zaicev, M. V. On existence of PI-exponents of codimension growth. Electron. Res. Announc. in Math. Sci., 21
(2014), 113–119.
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чении алгебр с дополнительной структурой естественно ввести эту дополнительную структу-
ру в сигнатуру полиномиальных тождеств и рассматривать градуированные, 𝐺-, дифферен-
циальные и 𝐻-тождества52,53,54. Такой подход оказывается весьма плодотворным, например,
при изучении градуированных алгебр: в 2012 году Э. Альхадефф и О. Давид55, используя
градуированные тождества, показали, что для всякой алгебры 𝐴 над алгебраически замкну-
тым полем, градуированной конечной группой, при условии, что градуировка минимальна и
регулярна, порядок градуирующей группы является фиксированным числом и совпадает с
экспонентой роста обычных тождеств алгебры 𝐴. Кроме того, в §7.7 и §8.10 данной диссер-
тации формулируются критерии градуированной, 𝐺- и 𝐻-простоты ассоциативных алгебр и
алгебр Ли в терминах соответствующих коразмерностей.

Для того, чтобы одновременно изучать разные типы дополнительных структур на ал-
гебрах, оказывается удобным рассматривать так называемые обобщённые 𝐻-действия, опре-
деление которых даётся в главе 5. Скорее всего, первым, кто начал рассматривать такие
действия и соответствующие полиномиальные 𝐻-тождества, был Аллан Берел (см. замеча-
ние после теоремы 15 в работе56) в 1996 году. Обобщённые 𝐻-действия особенно полезны тем,
что к ним сводятся многие структуры, которые, вообще говоря, не являются модульными
структурами над алгебрами Хопфа, например, действия групп не только автоморфизмами,
но и антиавтоморфизмами, градуировки бесконечными (полу)группами на конечномерных
алгебрах, градуированные действия групп, суперинволюции и псевдоинволюции (см. главу 5
диссертации).

Обозначим через
(︀
𝑐𝐻𝑛 (𝐴)

)︀∞
𝑛=1

последовательность коразмерностей полиномиальных 𝐻-
тождеств в алгебре 𝐴 с обобщённым 𝐻-действием. Следующий вопрос возникает естествен-
ным образом:

Вопрос. При каких условиях на 𝐻-действие справедлив аналог гипотезы Амицура, т.е.
существует предел

PIexp𝐻(𝐴) := lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑐𝑛(𝐴),

который является целым числом? Какие условия необходимо для этого наложить на струк-
туру алгебры 𝐴 ?

Здесь нужно отметить, что при такой постановке вопроса сам аналог гипотезы Амицура
становится инструментом исследования и понимания дополнительных структур на алгебрах.

Ответу на вопрос, поставленный выше, посвящены главы 6–9 диссертации, причём в
указанных главах интенсивно применяется структурная теория, развитая в главах 2–5.

52Харченко В. К. Дифференциальные тождества полупервичных колец. Алгебра и логика, 18:1 (1979), 86–
119.

53Bahturin, Yu. A., Giambruno, A., Zaicev, M. V. 𝐺-identities on associative algebras. Proc. Amer. Math. Soc.,
127:1 (1999), 63–69.

54Bahturin, Yu. A., Drensky, V. Graded polynomial identities of matrices. Linear Algebra Appl., 357:1–3 (2002),
15–34.

55Aljadeff, E., David, O. On regular 𝐺-gradings. Trans. Amer. Math. Soc., 367 (2015), 4207–4233.
56Berele, A. Cocharacter sequences for algebras with Hopf algebra actions. J. Algebra, 185 (1996), 869–885.
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Как показано в диссертации в примере 6.7, в случае, когда обе алгебры 𝐴 и 𝐻 бесконеч-
номерны, сами коразмерности 𝑐𝐻𝑛 (𝐴) могут оказаться бесконечными. Поэтому при изучении
𝐻-коразмерностей имеет смысл ограничиться случаем, когда одна из двух алгебр 𝐴 и 𝐻

конечномерна.
Аналог гипотезы Амицура для *-коразмерностей конечномерных ассоциативных алгебр

с инволюцией был доказан в 1999 году М.В. Зайцевым и А. Джамбруно57. На случай беско-
нечномерных PI-алгебр с инволюцией данный результат был обобщён А. Джамбруно, С. Пол-
сино Милисом и А. Валенти в 2017 году58.

Аналог гипотезы Амицура для Z/2Z-градуированных коразмерностей конечномер-
ных ассоциативных супералгебр был доказан в 2003 году Ф. Бенанти, А. Джамбруно и
М.Пипитоне59. В случае ассоциативных алгебр, градуированных произвольной конечной
группой, аналог гипотезы Амицура для градуированных полиномиальных тождеств был до-
казан в 2010–2011 гг. Э. Альхадеффом, А. Джамбруно и Д. Ла Маттиной60,61,62. Отсюда
сразу же получалась справедливость и аналога гипотезы Амицура для полиномиальных 𝐺-
тождеств в случая действия конечной абелевой группы 𝐺 автоморфизмами. Доказательство
оценки снизу было основано на классификации конечномерных градуированно простых ал-
гебр. Здесь нужно отметить, что в работе63 (см. также работу64) было показано, что не всякая
градуировка даже на матричной алгебре эквивалентна градуировке конечной группой.

Также М.В. Зайцевым и Д. Реповшем было доказано существование градуированной
PI-экспоненты в конечномерных градуированно простых алгебрах, градуированных комму-
тативными полугруппами (см. теорему 2 в работе65). Полиномиальная оценка сверху для
кодлин полиномиальных 𝐻-тождеств ассоциативных PI-алгебр с обобщённым действием ко-
нечномерной ассоциативной алгебры 𝐻 с единицей была получена А. Берелом56.

Наконец, в последнее время получили популярность исследования асимптотического
поведения коразмерностей соответствующих типов тождеств в конечномерных ассоциатив-

57Giambruno, A., Zaicev, M.V. Involution codimensions of finite dimensional algebras and exponential growth.
J. Algebra, 222 (1999), 471–484.

58Giambruno, A., Polcino Milies, C., Valenti, A. Star-polynomial identities: computing the exponential growth
of the codimensions. J. Algebra, 469 (2017), 302–322.

59Benanti, F., Giambruno, A., Pipitone, M. Polynomial identities on superalgebras and exponential growth. J.
Algebra, 269:2 (2003), 422–438.

60Aljadeff, E., Giambruno, A. Multialternating graded polynomials and growth of polynomial identities. Proc.
Amer. Math. Soc., 141 (2013), 3055–3065.

61Aljadeff, E., Giambruno, A., La Mattina, D. Graded polynomial identities and exponential growth. J. reine
angew. Math., 650 (2011), 83–100.

62Giambruno, A., La Mattina, D. Graded polynomial identities and codimensions: computing the exponential
growth. Adv. Math., 225 (2010), 859–881.

63Gordienko, A. S., Schnabel, O. On weak equivalences of gradings. J. Algebra, 501 (2018), 435–457.
64Clase, M.V., Jespers, E., Del Ŕıo, Á. Semigroup-graded rings with finite support. Glasgow Math. J., 38 (1996),

11–18.
65Repovš, D., Zaicev, M. V. Identities of graded simple algebras. Linear and Multilinear Algebra, 65:1 (2017),

44–57.
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ных алгебрах с супер- и псевдоинволюциями66,67,68,69,70. Как было впервые отмечено Р. Б.
дос Сантосом66, всякая алгебра с суперинволюцией является алгеброй с обобщённым 𝐻-
действием. В диссертации в теореме 5.10 доказывается, что к обобщённым 𝐻-действиям
сводятся не только супер- и псевдоинволюции, но и для любые действия на алгебре, согла-
сованные с некоторой градуировкой, имеющей конечный носитель.

Для полиномиальных𝐻-тождеств𝐻-модульных ассоциативных алгебр аналог гипотезы
Амицура может быть сформулирован в следующей форме, которая принадлежит Ю.А. Бах-
турину:

Гипотеза. Пусть 𝐴— конечномерная ассоциативная 𝐻-модульная алгебра,
где 𝐻 — алгебра Хопфа на полем характеристики 0. Тогда существует предел
PIexp𝐻(𝐴) := lim

𝑛→∞
𝑛
√︀
𝑐𝐻𝑛 (𝐴), который является целым числом.

В главе 7 гипотеза Амицура — Бахтурина доказывается для конечномерных ассоциатив-
ных 𝐻-модульных алгебр 𝐴, где 𝐻 — произвольная алгебра Хопфа, в случае, когда радикал
Джекобсона 𝐽(𝐴) является 𝐻-подмодулем. Кроме того, гипотеза Амицура — Бахтурина до-
казывается для конечномерных ассоциативных 𝐻-модульных алгебр в случае, когда алгебра
Хопфа 𝐻 либо полупроста и конечномерна, либо получена при помощи (возможно, много-
кратного) расширения Оре конечномерной полупростой алгебры Хопфа косопримитивными
элементами. Класс 𝒞 таких алгебр Хопфа достаточно широк. С одной стороны, он включает
алгебры Тафта 𝐻𝑚2(𝜁), также как алгебры Хопфа 𝐻(𝐶, 𝑛, 𝑐, 𝑐*, 𝑎, 𝑏) (см. определение 5.6.15
в монографии71), которые были использованы для опровержения гипотезы Капланского о
конечном числе попарно неизоморфных алгебр Хопфа заданной размерности72,73,74. С дру-
гой стороны, класс 𝒞 содержит и неточечные алгебры Хопфа, например, две алгебры Хопфа
размерности 16 (см. теорему 5.1 в работе75).

Отметим также, что Я. Карасик, используя результаты автора диссертации, доказал в
2015 году гипотезу Амицура — Бахтурина для необязательно конечномерных ассоциативных

66dos Santos, R. B. *-Superalgebras and exponential growth. J. Algebra, 473 (2017), 283–306.
67Giambruno, A., Ioppolo, A., La Mattina, D. Varieties of algebras with superinvolution of almost polynomial

growth. Algebr. Represent. Theory, 19 (2016), 599–611.
68Giambruno, A., Ioppolo, A., La Mattina, D. Superalgebras with involution or superinvolution and almost

polynomial growth of the codimensions. Algebr. Represent. Theory, 22 (2019), 961–976.
69Ioppolo, A. The exponent for superalgebras with superinvolution. Linear Algebra Appl., 555 (2018), 1–20.
70Ioppolo, A., Martino, F. Varieties of algebras with pseudoinvolution and polynomial growth. Linear Multilinear

Algebra, 66 (2018), 2286–2304.
71Dăscălescu, S., Năstăsescu, C., Raianu, Ş. Hopf algebras: an introduction. New York, Marcel Dekker, Inc.,

2001.
72Andruskiewitsch, N., Schneider, H.-J. Lifting of quantum linear spaces and pointed Hopf algebras of order 𝑝3.

J. Algebra, 209 (1998), 658–691.
73Beattie, M., Dăscălescu, S., Grünenfelder, L. On the number of types of finite dimensional Hopf algebras. Inv.

Math., 136 (1999), 1–7.
74Beattie, M., Dăscălescu, S., Grünenfelder, L. Constructing pointed Hopf algebras by Ore extensions. J. Algebra,

225 (2000), 743–770.
75Calinescu, C., Dăscălescu, S., Masuoka, A., Menini, C. Quantum lines over non-cocommutative cosemisimple

Hopf algebras. J. Algebra, 273 (2004), 753–779.
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𝐻-модульных PI-алгебр в случае, когда 𝐻 — конечномерная полупростая алгебра Хопфа76.

Цели и задачи диссертации

Главными целями диссертации являются:

1. получение достаточных условий, при которых в 𝐻-комодульной ассоциативной алгебре
радикал Джекобсона является 𝐻-коинвариантным идеалом;

2. получение достаточных условий, при которых в 𝐻-(ко)модульной алгебре Ли нильпо-
тентный и разрешимый радикалы являются 𝐻-(ко)инвариантными идеалами;

3. получение достаточных условий для существования 𝐻-(ко)инвариантного разложения
Леви в 𝐻-(ко)модульных алгебрах Ли;

4. классификация конечномерных ассоциативных алгебр и алгебр Ли, простых по отно-
шению к действию алгебр Тафта;

5. классификация конечномерные ассоциативные градуированно простые алгебры, граду-
ированные конечными полугруппами с тривиальными максимальными подгруппами;

6. выявление классов дополнительных структур на ассоциативных алгебрах и алгебрах
Ли, для которых справедливы аналоги гипотезы Амицура и, в частности, классы ал-
гебр Хопфа 𝐻 и классы 𝐻-модульных ассоциативных алгебр, для которых справедлива
гипотеза Амицура — Бахтурина.

7. построение примеров ассоциативных алгебр с дополнительной структурой, в которых
экспонента роста коразмерностей соответствующих тождеств является нецелым чис-
лом;

8. доказательство существования градуированной PI-экспоненты у любой конечномерной
градуированно простой (необязательно ассоциативной) алгебры, градуированной про-
извольным множеством, и 𝐻-PI-экспоненты у любой конечномерной 𝐻-простой (необя-
зательно ассоциативной) алгебры с обобщённым 𝐻-действием.

Объект и предмет исследования

Диссертация посвящена изучению (ко)модульных алгебр над биалгебрами и алгебрами
Хопфа и их обобщений, в частности, градуированных алгебр, алгебр с действием некоторой
группы автоморфизмами и антиавтоморфизмами, алгебр с действием некоторой алгебры Ли
дифференцированиями и алгебр с обобщённым 𝐻-действием, а также изучению асимптоти-
ческого поведения соответствующих полиномиальных тождеств.

76Karasik, Ya. Kemer’s theory for H-module algebras with application to the PI exponent. J. Algebra, 457 (2016),
194–227.
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Научная новизна

Результаты диссертации являются новыми. Основные результаты диссертации состоят
в следующем:

1. получены достаточные условия 𝐻-коинвариантности радикала Джекобсона в 𝐻-
комодульных ассоциативных алгебрах;

2. получены достаточные условия 𝐻-(ко)инвариантности радикалов в 𝐻-(ко)модульных
алгебрах Ли;

3. доказан 𝐻-(ко)инвариантный аналог теоремы Леви;

4. классифицированы конечномерные ассоциативные алгебры и алгебры Ли, простые по
отношению к действию алгебр Тафта;

5. классифицированы конечномерные ассоциативные градуированно простые алгебры,
градуированные конечными полугруппами с тривиальными максимальными подгруп-
пами;

6. доказаны аналоги гипотезы Амицура для важных классов дополнительных структур
на конечномерных алгебрах;

7. построена серия конечномерных градуированно простых ассоциативных алгебр, граду-
ированных лентами правых нулей, с дробной градуированной PI-экспонентой (получен-
ные примеры являются первыми примерами ассоциативных алгебр с дополнительной
структурой, в которых экспонента роста коразмерностей соответствующих тождеств
является нецелым числом);

8. доказано существование градуированной PI-экспоненты у любой конечномерной граду-
ированно простой (необязательно ассоциативной) алгебры, градуированной произволь-
ным множеством, и 𝐻-PI-экспоненты у любой конечномерной 𝐻-простой (необязатель-
но ассоциативной) алгебры с обобщённым 𝐻-действием.

В частности, для ассоциативных 𝐻-модульных алгебр в случае, когда алгебра Хопфа 𝐻
либо полупроста и конечномерна, либо получена при помощи (возможно, многократного)
расширения Оре конечномерной полупростой алгебры Хопфа косопримитивными элемента-
ми, и в случае, когда𝐻 — произвольная алгебра Хопфа, а радикал Джекобсона 𝐽(𝐴) является
𝐻-подмодулем, доказана гипотеза Амицура — Бахтурина.

Теоретическая и практическая значимость работы

Диссертация носит теоретический характер. Результаты, полученные в работе, расширя-
ют знания о структуре (ко)модульных алгебр и их обобщений и асимптотическом поведении
числовых характеристик соответствующих тождеств.
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Автором диссертации разработаны новые методы, заключающиеся, в частности, в при-
менении обобщённых 𝐻-действий в исследовании конечномерных градуированных и комо-
дульных алгебр, а также в применении теоремы плотности при построении кососиммет-
рических 𝐻-многочленов, не являющихся полиномиальными 𝐻-тождествами. Преимуще-
ством последнего метода является отсутствие необходимости классификации соответству-
ющих 𝐻-простых алгебр. Кроме того, автором было доказано существование для конеч-
номерных ассоциативных алгебр с обобщённым 𝐻-действием слабого аналога разложения
Веддербёрна — Мальцева, которое позволяет изучать асимптотическое поведение коразмер-
ностей 𝐻-тождеств даже в случае, когда радикал Джекобсона такой алгебры не является
𝐻-инвариантным идеалом.

Впервые были построены примеры конечномерных ассоциативных алгебр с дополни-
тельной структурой, в которых экспонента роста коразмерностей соответствующих тождеств
является нецелым числом.

Результаты диссертации могут найти применение в теории колец, теории полиномиаль-
ных тождеств, а также оказаться полезными при работе с алгебрами, наделёнными допол-
нительной структурой, которые возникают в геометрии, анализе, теоретической и матема-
тической физике.

Результаты диссертации могут быть использованы для чтения спецкурсов по теории
колец, теории алгебр Хопфа, теории полиномиальных тождеств и теории представлений.

Методы исследования

В работе используются как традиционные методы теории ассоциативных алгебр, тео-
рии алгебр Ли, теории алгебр Хопфа, теории полугрупп и теории представлений, в частно-
сти, методы, разработанные А. Джамбруно, М.В. Зайцевым и Ю.П. Размысловым, так и
новые методы, разработанные автором диссертации, в частности, применение обобщённых
𝐻-действий в исследовании конечномерных градуированных и комодульных алгебр, а так-
же применение теоремы плотности при построении кососимметрических 𝐻-многочленов, не
являющихся полиномиальными 𝐻-тождествами. Кроме того, автором было доказано суще-
ствование для конечномерных ассоциативных алгебр с обобщённым 𝐻-действием слабого
аналога разложения Веддербёрна — Мальцева, которое позволяет изучать асимптотическое
поведение коразмерностей 𝐻-тождеств даже в случае, когда радикал Джекобсона такой ал-
гебры не является 𝐻-инвариантным идеалом.

Положения, выносимые на защиту

Следующие результаты являются основными и выносятся на защиту:

1. достаточные условия 𝐻-коинвариантности радикала Джекобсона в 𝐻-комодульных ас-
социативных алгебрах;

2. достаточные условия 𝐻-(ко)инвариантности радикалов в 𝐻-(ко)модульных алгебрах
Ли;
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3. 𝐻-(ко)инвариантный аналог теоремы Леви;

4. классификация конечномерных ассоциативных алгебр и алгебр Ли, простых по отно-
шению к действию алгебр Тафта;

5. классификация конечномерных ассоциативных градуированно простых алгебр, граду-
ированных конечными полугруппами с тривиальными максимальными подгруппами;

6. справедливость аналогов гипотезы Амицура для важных классов дополнительных
структур на конечномерных алгебрах;

7. построение серии конечномерных градуированно простых ассоциативных алгебр, гра-
дуированных лентами правых нулей, с дробной градуированной PI-экспонентой;

8. существование градуированной PI-экспоненты у любой конечномерной градуированно
простой (необязательно ассоциативной) алгебры, градуированной произвольным мно-
жеством, и 𝐻-PI-экспоненты у любой конечномерной 𝐻-простой (необязательно ассо-
циативной) алгебры с обобщённым 𝐻-действием.

Степень достоверности и апробация результатов

Результаты диссертации обоснованы при помощи строгих математических доказа-
тельств и докладывались на следующих конференциях и семинарах:

I. Международные конференции:

1. International Workshop “Polynomial Identities in Algebras. II”, Memorial University of
Newfoundland, St. John’s, NL, Canada, September 2–6, 2011;

2. International Workshop “Groups, Rings, Lie and Hopf Algebras. III”, Memorial University
of Newfoundland, Bonne Bay Marine Station, Norris Point, NL, Canada, August 12–18,
2012;

3. International Conference “Classical Aspects of Ring Theory and Module Theory”, Stefan
Banach centre, Bȩdlewo, Poland, July 14–20, 2013;

4. Международная конференция по алгебре и математической логике “Мальцевские
чтения-2013”, Новосибирск, 12–15 ноября 2013 года;

5. Международная конференция по алгебре и математической логике “Мальцевские
чтения-2014”, Новосибирск, 10–13 ноября 2014 года;

6. International conference “New trends in Hopf algebras and tensor categories”, Royal
Flemish Academy of Belgium for Science and the Arts, Brussels, Belgium, June 2–5,
2015;

7. International conference “Groups and Rings. Theory and Applications” (GriTA2015),
Sofia, Bulgaria, July 15–22, 2015;
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8. International conference “Brauer groups, Hopf algebras and monoidal categories” in honour
of Professor Stefaan Caenepeel on the occasion of his 60th birthday, University of Turin,
Italy, May 24–27, 2016;

9. International Conference “Groups and Rings – Theory and Applications” (GRiTA 2016),
Sofia, Bulgaria, July 11–15, 2016;

10. International Workshop “Hopf Algebras, Algebraic Groups and Related Structures”
(HAAG 2016), Memorial University of Newfoundland, St. John’s, NL, Canada, June 13–
17, 2016;

11. International Workshop “Combinatorics of group actions and its applications” (CGAA
2017), Memorial University of Newfoundland, St. John’s, NL, Canada, August 28 –
September 1, 2017;

12. Международная конференция, посвящённая 90-летию кафедры высшей алгебры
механико-математического факультета МГУ, Москва, 28–31 мая 2019 года.

II. Семинары:

1. научно-исследовательский семинар кафедры высшей алгебры механико-
математического факультета Московского государственного университета имени
М. В. Ломоносова (неоднократно);

2. семинар “Избранные вопросы алгебры” кафедры высшей алгебры механико-
математического факультета Московского государственного университета имени
М. В. Ломоносова (многократно);

3. семинар по алгебре Оттавского университета (Оттава, Канада);

4. семинар по алгебре университета Memorial University of Newfoundland (Сент-Джонс,
Канада, многократно);

5. семинар по алгебре университета Vrije Universiteit Brussel (Брюссель, Бельгия, мно-
гократно);

6. семинар по алгебре Антверпенского университета (Антверпен, Бельгия);

7. семинар по алгебре Палермского университета (Палермо, Италия);

8. семинар по алгебре Хайфского университета (Хайфа, Израиль);

9. семинар по алгебре Израильского технологического института “Технион” (Хайфа,
Израиль).

Результаты диссертации полностью и своевременно опубликованы в научных издани-
ях, рекомендованных для защиты в диссертационных советах МГУ и входящих в между-
народные базы данных Web of Science и/или Scopus. Список публикаций (21 статья) с их
подробным описанием приведен в конце автореферата.
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Структура и объём диссертации

Диссертация состоит из введения, девяти глав и заключения. Библиография содержит
123 наименования. Текст диссертации изложен на 301 странице.

Содержание работы

Данную работу, если не учитывать вспомогательные разделы, можно условно разде-
лить на две части, тесно связанные между собой. В первой части, состоящей из глав 2–5,
рассматриваются структурные вопросы теории (ко)модульных алгебр, а также понятие экви-
валентности (ко)модульных структур. Во второй части, состоящей из глав 6–9, исследуется
рост коразмерностей полиномиальных тождеств в алгебрах с дополнительной структурой.

Во вводной главе 1 приводится список обозначений и перечисляются основные исполь-
зуемые понятия и факты.

В диссертации используются следующие обозначения М. Свидлера. Если 𝐶 — коалгебра
с коумножением ∆: 𝐶 → 𝐶⊗𝐶, то для всякого 𝑐 ∈ 𝐶 элемент ∆𝑐 ∈ 𝐶⊗𝐶 обозначается через
𝑐(1) ⊗ 𝑐(2), причём знак суммы, который должен присутствовать перед этим выражением, не
пишется. Аналогично, если 𝑀 — (правый) 𝐶-комодуль, а 𝜌 : 𝑀 →𝑀 ⊗𝐶 — соответствующее
отображение, то для всякого 𝑚 ∈ 𝑀 элемент 𝜌(𝑚) ∈ 𝑀 ⊗ 𝐶 обозначается через 𝑚(0) ⊗𝑚(1).
Знак суммы здесь также не пишется.

Приведём важнейшие примеры биалгебр и алгебр Хопфа.

Пример. Пусть 𝑇 — полугруппа, а 𝐹— поле. Рассмотрим алгебру 𝐹𝑇 с базисом, состоя-
щим из элементов полугруппы 𝑇 и умножением, продолженным по линейности с умножения
в 𝑇 . Тогда 𝐹𝑇 называется полугрупповой алгеброй полугруппы 𝑇 . Определим коумножение
∆: 𝐹𝑇 → 𝐹𝑇 ⊗ 𝐹𝑇 и коединицу 𝜀 : 𝐹𝑇 → 𝐹 при помощи формул ∆(𝑡) = 𝑡 ⊗ 𝑡, 𝜀(𝑡) = 1 при
𝑡 ∈ 𝑇 , а затем продолжим их по линейности на всё 𝐹𝑇 . Тогда 𝐹𝑇 — биалгебра, если и толь-
ко если 𝑇 — моноид, т.е. полугруппа с единицей. Более того, 𝐹𝑇 является алгеброй Хопфа,
если и только если 𝑇 — группа, причём в последнем случае антипод 𝑆 удовлетворяет усло-
вию 𝑆(𝑡) = 𝑡−1 для всех 𝑡 ∈ 𝑇 . Полугрупповая алгебра 𝐹𝐺 группы 𝐺 называется групповой
алгеброй группы 𝐺.

Пример. Если 𝐿— алгебра Ли, то её универсальная обёртывающая алгебра 𝑈(𝐿) явля-
ется алгеброй Хопфа, где ∆(𝑣) = 1⊗𝑣+𝑣⊗1, 𝜀(𝑣) = 0, 𝑆(𝑣) = −𝑣 для 𝑣 ∈ 𝐿. На всю алгебру
𝑈(𝐿) отображения ∆, 𝜀, 𝑆 продолжаются таким образом, чтобы ∆ и 𝜀 были гомоморфизмами
алгебр с 1, а 𝑆 — антигомоморфизмом алгебр с 1.

Пример. Пусть 𝐺— аффинная алгебраическая группа над алгебраически замкнутым
полем 𝐹 . Тогда алгебра регулярных функций 𝒪(𝐺) на 𝐺 является алгеброй Хопфа, где
коумножение ∆: 𝒪(𝐺) → 𝒪(𝐺) ⊗ 𝒪(𝐺) — это гомоморфизм алгебр, индуцированный умно-
жением 𝐺→ 𝐺×𝐺 в группе, коединица 𝜀 : 𝒪(𝐺) → 𝐹 определяется равенством 𝜀(𝑓) = 𝑓(1𝐺)

для всех 𝑓 ∈ 𝒪(𝐺), а антипод 𝑆 : 𝒪(𝐺) → 𝒪(𝐺) — это гомоморфизм алгебр, индуцированный
морфизмом аффинных алгебраических многообразий 𝐺→ 𝐺, 𝑔 ↦→ 𝑔−1.
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Пример. Пусть 𝑚 > 2 — натуральное число, а 𝜁 — примитивный корень 𝑚-й степени
из единицы в поле 𝐹 . (Такой корень может существовать в поле 𝐹 , только если char𝐹 - 𝑚.)
Рассмотрим алгебру 𝐻𝑚2(𝜁) с 1, порождённую элементами 𝑐 и 𝑣, которые удовлетворяют со-
отношениям 𝑐𝑚 = 1, 𝑣𝑚 = 0, 𝑣𝑐 = 𝜁𝑐𝑣. Тогда элементы (𝑐𝑖𝑣𝑘)06𝑖,𝑘6𝑚−1 образуют базис алгебры
𝐻𝑚2(𝜁). Введём на алгебре 𝐻𝑚2(𝜁) структуру коалгебры при помощи равенств ∆(𝑐) = 𝑐⊗ 𝑐,
∆(𝑣) = 𝑐 ⊗ 𝑣 + 𝑣 ⊗ 1, 𝜀(𝑐) = 1, 𝜀(𝑣) = 0. Тогда 𝐻𝑚2(𝜁) — алгебра Хопфа с антиподом 𝑆, где
𝑆(𝑐) = 𝑐−1 и 𝑆(𝑣) = −𝑐−1𝑣. Алгебра Хопфа 𝐻𝑚2(𝜁) называется алгеброй Тафта.

Дадим теперь определения модульной и комодульной алгебры.

Определение. Говорят, что (необязательно ассоциативная) алгебра 𝐴 над полем 𝐹

является (левой) 𝐻-модульной алгеброй для биалгебры 𝐻, если 𝐴— это левый 𝐻-комодуль
и

ℎ(𝑎𝑏) = (ℎ(1)𝑎)(ℎ(2)𝑏) для всех 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, ℎ ∈ 𝐻. (1)

Мы будем говорить, что 𝐴—𝐻-модульная алгебра с единицей, если 𝐴— алгебра с еди-
ницей 1𝐴 и ℎ1𝐴 = 𝜀(ℎ)1𝐴 для всех ℎ ∈ 𝐻.

Пример. Если 𝑇 — моноид, то 𝐹𝑇 -модульная алгебра — это в точности алгебра, на ко-
торой моноид 𝑇 действует эндоморфизмами. Если 𝐺— группа, то 𝐹𝐺-модульная алгебра —
это в точности алгебра, на которой группа 𝐺 действует автоморфизмами.

Пример. Если 𝐿— алгебра Ли, то 𝑈(𝐿)-модульная алгебра — это в точности такая ал-
гебра 𝐴, на которой алгебра Ли 𝐿 действует дифференцированиями, т.е. 𝑣(𝑎𝑏) = (𝑣𝑎)𝑏+𝑎(𝑣𝑏)

для всех 𝑣 ∈ 𝐿 и 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴.

Определение. Говорят, что (необязательно ассоциативная) алгебра 𝐴 над полем 𝐹 яв-
ляется (правой) 𝐻-комодульной алгеброй для биалгебры 𝐻, если 𝐴— это правый 𝐻-комодуль
и (𝑎𝑏)(0) ⊗ (𝑎𝑏)(1) = 𝑎(0)𝑏(0) ⊗ 𝑎(1)𝑏(1) для всех 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴.

Отображение 𝜌 : 𝐴 → 𝐴 ⊗ 𝐻, задающее на 𝐴 структуру 𝐻-комодуля, называется 𝐻-
комодульной структурой или 𝐻-кодействием на 𝐴.

Мы будем говорить, что 𝐴—𝐻-комодульная алгебра с единицей, если 𝐴— алгебра с
единицей 1𝐴 и 𝜌(1𝐴) = 1𝐴 ⊗ 1𝐻 .

Пример. Если 𝑇 — моноид, то 𝐹𝑇 -комодульная алгебра — это в точности алгебра,
градуированная моноидом 𝑇 . При этом комодульная структура 𝜌 : 𝐴 → 𝐴 ⊗ 𝐹𝑇 на 𝑇 -
градуированной алгебре 𝐴 =

⨁︀
𝑡∈𝑇 𝐴

(𝑡) задаётся следующим образом: 𝜌(𝑎) := 𝑎 ⊗ 𝑡 для всех
𝑎 ∈ 𝐴(𝑡), где 𝑡 ∈ 𝑇 .

Пример. Пусть 𝐺— аффинная алгебраическая группа над алгебраически замкнутым
полем 𝐹 и пусть 𝒪(𝐺) — алгебра Хопфа регулярных функций на 𝐺. Предположим, что 𝐺

действует рационально автоморфизмами на конечномерной алгебре 𝐴, т.е. для некоторого
базиса 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 алгебры 𝐴 существуют элементы 𝜔𝑖𝑗 ∈ 𝒪(𝐺), где 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑛, такие, что
𝑔𝑎𝑗 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜔𝑖𝑗(𝑔)𝑎𝑖 для всех 1 6 𝑗 6 𝑛 и 𝑔 ∈ 𝐺. Тогда 𝐴 является 𝒪(𝐺)-комодульной
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алгеброй, где 𝜌(𝑎𝑗) :=
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖 ⊗ 𝜔𝑖𝑗 при 1 6 𝑗 6 𝑛. В то же время 𝐴—𝒪(𝐺)∘-модульная
алгебра: 𝑓 *𝑎𝑗 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑓

*(𝜔𝑖𝑗)𝑎𝑖 для всех 1 6 𝑗 6 𝑛 и 𝑓 * ∈ 𝒪(𝐺)∘. Алгебра Ли g группы 𝐺—
это подпространство алгебры Хопфа 𝒪(𝐺)∘, состоящее из всех её примитивных элементов,
а g-действие на 𝐴 дифференцированиями — это просто ограничение 𝒪(𝐺)∘-действия. В то
же время, сама группа 𝐺 может быть отождествлена с множеством всех группоподобных
элементов алгебры Хопфа. Таким образом, на 𝐴 действуют три алгебры Хопфа: 𝒪(𝐺)∘, 𝐹𝐺
и 𝑈(g).

𝐻-(ко)модульная алгебра называется 𝐻-простой, если в ней ненулевое умножение и она
не содержит нетривиальных 𝐻-(ко)инвариантных двухсторонних идеалов.

Глава 2 посвящена структурным вопросам теории (ко)модульных ассоциативных ал-
гебр над алгебрами Хопфа. Важную роль здесь играет вопрос о (ко)инвариантности ради-
кала Джекобсона. В частности, доказывается следующая теорема:

Теорема 2.4. Пусть 𝐴— конечномерная ассоциативная 𝐻-комодульная алгебра над
полем 𝐹 для некоторой алгебры Хопфа 𝐻 с антиподом 𝑆 таким, что 𝑆2 = id𝐻 . Предпо-
ложим, что либо char𝐹 = 0, либо char𝐹 > dim𝐴. Тогда радикал Джекобсона 𝐽 := 𝐽(𝐴)

алгебры 𝐴 является её 𝐻-подкомодулем.
Доказательство теоремы 2.4, как и многих других результатов диссертации, основано

на замене кодействия алгебры Хопфа 𝐻 на действие алгебры 𝐻*, двойственной к коалгеб-
ре 𝐻. В случае, когда биалгебра 𝐻 бесконечномерна, далеко не всегда можно определить
на 𝐻* структуру коалгебры, двойственной к алгебре 𝐻. Однако на 𝐻* можно тем не менее
определить некий аналог коумножения:

Лемма 2.6. Пусть 𝐻1 — конечномерное подпространство биалгебры 𝐻 над полем 𝐹 .
Тогда для любого ℎ* ∈ 𝐻* существуют такие 𝑠 ∈ N, ℎ*𝑖

′, ℎ*𝑖
′′ ∈ 𝐻*, 1 6 𝑖 6 𝑠, что

ℎ*(ℎ𝑞) =
𝑠∑︁

𝑖=1

ℎ*𝑖
′(ℎ)ℎ*𝑖

′′(𝑞) для всех ℎ, 𝑞 ∈ 𝐻1.

В частности, если 𝐴— (необязательно ассоциативная) 𝐻-комодульная алгебра, а 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴—
такие элементы, что 𝜌(𝑎), 𝜌(𝑏) ∈ 𝐴⊗𝐻1, то

ℎ*(𝑎𝑏) =
𝑠∑︁

𝑖=1

(ℎ*𝑖
′𝑎)(ℎ*𝑖

′′𝑏).

Кроме того, в главе 2 строится классификация конечномерных ассоциативных алгебр,
простых по отношению к действию алгебр Тафта 𝐻𝑚2(𝜁), причём изучение алгебр с дей-
ствием алгебр Тафта является в диссертации частью более обширного исследования алгебр
с действием расширений Оре.

В главах 2 и 3 используются квантовые биномиальные коэффициенты:(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝜁

:=
𝑛!𝜁

(𝑛− 𝑘)!𝜁 𝑘!𝜁
,

где 𝑛!𝜁 := 𝑛𝜁(𝑛− 1)𝜁 · . . . · 1𝜁 и 𝑛𝜁 := 1 + 𝜁 + 𝜁2 + . . .+ 𝜁𝑛−1, 𝑛 ∈ N, 0𝜁 := 1. При этом даже при
𝑛!𝜁 = 0 считаем, что

(︀
𝑛
𝑛

)︀
𝜁

:=
(︀
𝑛
0

)︀
𝜁

:= 1.
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Сперва рассматривается случай, когда 𝐻𝑚2(𝜁)-простая алгебра не полупроста, т.е. имеет
нетривиальный радикал Джекобсона. В теореме 2.50 доказывается, что любая такая алгебра
изоморфна одной из алгебр из теоремы ниже:

Теорема 2.49. Пусть 𝐵 — некоторая Z/𝑚Z-градуированно простая ассоциативная ал-
гебра над полем 𝐹 , содержащим примитивный корень 𝜁 степени 𝑚 из единицы. Положим
𝑊0 := 𝐵 и определим векторные пространства 𝑊𝑖, где 1 6 𝑖 6 𝑚 − 1, как копии век-
торного пространства 𝐵. Обозначим одной и той же буквой 𝜓 соответствующие линей-
ные биекции 𝑊𝑖−1 → 𝑊𝑖 и зададим на каждом 𝑊𝑖 градуировку группой Z/𝑚Z по формуле
𝑊

(ℓ+1)
𝑖 := 𝜓

(︁
𝑊

(ℓ)
𝑖−1

)︁
. Положим 𝜓(𝑊𝑚−1) := 0. Рассмотрим 𝐻𝑚2(𝜁)-модуль 𝐴 =

⨁︀𝑚−1
𝑖=0 𝑊𝑖

(прямая сумма подпространств), где 𝑣𝜓(𝑎) := 𝑎 для всех 𝑎 ∈ 𝑊𝑖, 0 6 𝑖 6 𝑚 − 2, 𝑣𝐵 := 0,
а 𝑐𝑎(𝑖) := 𝜁 𝑖𝑎(𝑖) для всех 𝑎(𝑖) ∈ 𝐴(𝑖), 𝐴(𝑖) :=

⨁︀𝑚−1
𝑘=0 𝑊

(𝑖)
𝑘 (прямая сумма подпространств).

Определим на 𝐴 умножение при помощи формулы

𝜓𝑘(𝑎)𝜓ℓ(𝑏) :=

(︂
𝑘 + ℓ

𝑘

)︂
𝜁

𝜓𝑘+ℓ((𝑐ℓ𝑎)𝑏) для всех 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 и 0 6 𝑘, ℓ < 𝑚.

Тогда 𝐴— ассоциативная 𝐻𝑚2(𝜁)-простая 𝐻𝑚2(𝜁)-модульная алгебра.
Далее рассматриваются полупростые 𝐻𝑚2(𝜁)-простые алгебры:
Теорема 2.52. Пусть 𝐴— конечномерная полупростая ассоциативная 𝐻𝑚2(𝜁)-простая

𝐻𝑚2(𝜁)-модульная алгебра над алгебраически замкнутым полем 𝐹 . Тогда

𝐴 ∼= 𝑀𝑘(𝐹 ) ⊕𝑀𝑘(𝐹 ) ⊕ . . .⊕𝑀𝑘(𝐹 )⏟  ⏞  
𝑡

(прямая сумма идеалов)

для некоторых 𝑘, 𝑡 ∈ N, 𝑡 | 𝑚, и существуют такие матрицы 𝑃 ∈𝑀𝑘(𝐹 ) и 𝑄 ∈ GL𝑘(𝐹 ), где
𝑄

𝑚
𝑡 = 𝐸𝑘, 𝐸𝑘 — единичная матрица размера 𝑘×𝑘, 𝑄𝑃𝑄−1 = 𝜁−𝑡𝑃 , 𝑃𝑚 = 𝛼𝐸𝑘 для некоторого

𝛼 ∈ 𝐹 , что
𝑐 (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑡) = (𝑄𝑎𝑡𝑄

−1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑡−1),

𝑣 (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑡) = (𝑃𝑎1 − (𝑄𝑎𝑡𝑄
−1)𝑃, 𝜁(𝑃𝑎2 − 𝑎1𝑃 ), . . . , 𝜁𝑡−1(𝑃𝑎𝑡 − 𝑎𝑡−1𝑃 ))

для всех 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑡 ∈𝑀𝑘(𝐹 ).
Также в главе 2 получаются критерии изоморфности 𝐻𝑚2(𝜁)-простых ассоциативных

алгебр.
Глава 3 посвящена структурным вопросам теории (ко)модульных алгебр Ли над алгеб-

рами Хопфа. Центральную роль здесь играет вопрос о (ко)инвариантности радикалов и суще-
ствовании (ко)инвариантных разложений Леви и разложения полупростой 𝐻-(ко)модульной
алгебры Ли в прямую сумму (ко)инвариантных идеалов, являющихся 𝐻-простыми алгебра-
ми. Кроме того, в главе 3 доказываются (ко)инвариантные аналоги теоремы Вейля.

В последней части главы 3 строится классификация конечномерных алгебр Ли, простых
по отношению к действию алгебр Тафта 𝐻𝑚2(𝜁).

В случае, когда на некоторой алгебре 𝐴 действует алгебра Тафта 𝐻𝑚2(𝜁), цикличе-
ская группа 𝐶𝑚 := ⟨𝑐⟩𝑚, где 𝑐 ∈ 𝐻𝑚2(𝜁), действует на 𝐴 автоморфизмами. Существование
𝐶𝑚-действия эквивалентно наличию Z/𝑚Z-градуировки 𝐴 =

⨁︀𝑚−1
𝑘=0 𝐴

(𝑘), причём действие и
градуировка связаны соотношением 𝑐𝑎 = 𝜁𝑘𝑎 для всех 𝑎 ∈ 𝐴(𝑘).
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Пусть 𝐵 — простая алгебра Ли над полем 𝐹 . Предположим, что 𝐹 содержит примитив-
ный корень 𝜁 степени 𝑚 из единицы. Пусть 𝛼 ∈ 𝐹 . Введём обозначение

𝐿𝛼(𝐵) := 𝐵 ⊕ . . .⊕𝐵⏟  ⏞  
𝑚

(прямая сумма идеалов)

и определим действие элементов 𝑐, 𝑣 ∈ 𝐻𝑚2(𝜁) на алгебре Ли 𝐿𝛼(𝐵) при помощи формул

𝑐(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚−1, 𝑎𝑚) = (𝑎𝑚, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚−1)

и
𝑣(𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) = 𝛼

(︀
𝑎1 − 𝑎𝑚, 𝜁(𝑎2 − 𝑎1), . . . , 𝜁

𝑚−1(𝑎𝑚 − 𝑎𝑚−1)
)︀

для всех 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ 𝐵.
Эти формулы задают на 𝐿𝛼(𝐵) структуру 𝐻𝑚2(𝜁)-модульной алгебры, причём алгебра

Ли 𝐿𝛼(𝐵) оказывается 𝐶𝑚-простой, а следовательно, Z/𝑚Z-градуированно простой и𝐻𝑚2(𝜁)-
простой алгеброй Ли.

Теорема 3.45. Пусть 𝐿— конечномерная полупростая 𝐻𝑚2(𝜁)-простая 𝐻𝑚2(𝜁)-
модульная алгебра Ли над алгебраически замкнутым полем 𝐹 характеристики 0. Предполо-
жим, что 𝐿 полупростая, но не простая алгебра Ли. Тогда 𝐿 является Z/𝑚Z-градуированно
простой алгеброй Ли. Если 𝑣𝐿 ̸= 0, то 𝐿 ∼= 𝐿𝛼(𝐵) для некоторой простой алгеброй Ли 𝐵 и
элемента 𝛼 ∈ 𝐹 .

Следующим шагом в классификации конечномерных 𝐻𝑚2(𝜁)-простых алгебр Ли явля-
ется изучение 𝐻𝑚2(𝜁)-действий на простых алгебрах Ли. Как показывается в теореме 3.59,
во всех конечномерных простых алгебрах Ли, наделённых 𝐻𝑚2(𝜁)-действием, справедливо
равенство 𝑣𝑎 = 0 для всех 𝑎 ∈ 𝐿. Для того, чтобы доказать этот результат, вводятся 𝐻𝑚2(𝜁)-
простые алгебры Ли 𝐿(𝐵, 𝛾):

Теорема 3.49. Пусть 𝐵 — простая алгебра Ли над полем 𝐹 , а 𝛾 ∈ 𝐹 — некоторый эле-
мент поля. Предположим, что 𝐹 содержит примитивный корень 𝜁 степени 𝑚 из единицы.
Рассмотрим векторные пространства 𝐿(𝑖), где 1 6 𝑖 6 𝑚− 1, которые являются копиями
векторного пространства 𝐿(0) := 𝐵. Обозначим одной и той же буквой 𝜓 соответствую-
щие 𝐹 -линейные биекции 𝐿(𝑖−1) ̃︁→ 𝐿(𝑖), где 1 6 𝑖 6 𝑚 − 1. Пусть 𝜓(𝐿(𝑚−1)) := 0. Рассмот-
рим 𝐻𝑚2(𝜁)-модуль 𝐿(𝐵, 𝛾) :=

⨁︀𝑚−1
𝑖=0 𝐿(𝑖) (прямая сумма подпространств), где 𝑣𝜓(𝑎) := 𝑎

для всех 𝑎 ∈ 𝐿(𝑖) и 0 6 𝑖 6 𝑚 − 2, 𝑣𝐵 := 0 и 𝑐𝑎(𝑖) := 𝜁 𝑖𝑎(𝑖), 𝑎(𝑖) ∈ 𝐿(𝑖). Определим лиевский
коммутатор на 𝐿(𝐵, 𝛾) по формуле

[𝜓𝑘(𝑎), 𝜓ℓ(𝑏)] :=

{︃ (︀
𝑘+ℓ
𝑘

)︀
𝜁
𝜓𝑘+ℓ[𝑎, 𝑏] при 𝑘 + ℓ < 𝑚,

𝛾
(𝑘+ℓ−𝑚)!𝜁

𝑘!𝜁ℓ!𝜁
𝜓𝑘+ℓ−𝑚[𝑎, 𝑏] при 𝑘 + ℓ > 𝑚

для всех 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 и 0 6 𝑘, ℓ < 𝑚. Тогда 𝐿(𝐵, 𝛾) —𝐻𝑚2(𝜁)-простая алгебра Ли.
В теореме 3.51 устанавливается связь между алгебрами Ли 𝐿(𝐵, 𝛾) и 𝐿𝛼(𝐵):
Теорема 3.51. Пусть 𝐵 — простая алгебра Ли над полем 𝐹 . Предположим, что поле

𝐹 содержит примитивный корень 𝜁 степени 𝑚 из единицы. Пусть 𝛼 ∈ 𝐹 , 𝛼 ̸= 0. Тогда
𝐿(𝐵, 1

𝛼𝑚(1−𝜁)𝑚
) ∼= 𝐿𝛼(𝐵) как 𝐻𝑚2(𝜁)-модульные алгебра Ли.
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Оказывается, что все конечномерные неполупростые 𝐻𝑚2(𝜁)-простые алгебры Ли изо-
морфны алгебрам Ли 𝐿(𝐵, 𝛾) при 𝛾 = 0:

Теорема 3.60. Пусть 𝐿— конечномерная 𝐻𝑚2(𝜁)-простая 𝐻𝑚2(𝜁)-модульная алгебра
Ли над алгебраически замкнутым полем 𝐹 характеристики 0, причём разрешимый радикал
алгебры Ли 𝐿 не равен 0. Тогда 𝐿 изоморфна как 𝐻𝑚2(𝜁)-модульная алгебра Ли алгебре Ли
𝐿(𝐵, 0) для некоторой конечномерной простой алгебры Ли 𝐵.

Как и в случае ассоциативных алгебр, в главе 3 получаются критерии изоморфности
𝐻𝑚2(𝜁)-простых алгебр Ли.

Оказывается, что если ослабить требования к (ко)действующей алгебре и разрешить ей
быть просто биалгеброй, а не алгеброй Хопфа, то многие структурные результаты оказыва-
ются неверны. Так, например, в главе 4 рассматриваются ассоциативные алгебры, градуи-
рованные полугруппами из двух элементов (что эквивалентно кодействию соответствующей
полугрупповой биалгебры), радикал Джекобсона которых не является градуированным иде-
алом, и алгебры, для которых не существует градуированных разложений Веддербёрна —
Артина и Веддербёрна — Мальцева. Кроме того, получаются некоторые достаточные усло-
вия существования таких градуированных разложений. В §4.4–4.7 классифицируются все
конечномерные градуированно простые ассоциативные алгебры, градуированные конечны-
ми полугруппами с тривиальными максимальными подгруппами.

В главе 5 вводится понятие обобщённого 𝐻-действия, обобщённого 𝐻-действия, со-
гласованного с некоторой градуировкой, и действия группы, согласованного с градуиров-
кой, а также приводятся примеры таких действий. Кроме того, доказывается существова-
ние для конечномерных ассоциативных алгебр с обобщённым 𝐻-действием слабого аналога
разложения Веддербёрна — Мальцева, которое будет затем использовано в главе 7 для изу-
чения асимптотического поведения коразмерностей 𝐻-тождеств в алгебрах с необязательно
𝐻-инвариантным радикалом Джекобсона.

Пусть 𝐻 — произвольная ассоциативная алгебра с 1 над полем 𝐹 . Будем говорить, что
(необязательно ассоциативная) алгебра 𝐴 является алгеброй с обобщённым 𝐻-действием,
если 𝐴 является левым 𝐻-модулем и для любого ℎ ∈ 𝐻 существует такое 𝑘 ∈ N и такие
ℎ′𝑖, ℎ

′′
𝑖 , ℎ

′′′
𝑖 , ℎ

′′′′
𝑖 ∈ 𝐻, где 1 6 𝑖 6 𝑘, что

ℎ(𝑎𝑏) =
𝑘∑︁

𝑖=1

(︀
(ℎ′𝑖𝑎)(ℎ′′𝑖 𝑏) + (ℎ′′′𝑖 𝑏)(ℎ

′′′′
𝑖 𝑎)

)︀
для всех 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴. (5.1)

Эквивалентным условием является существование линейных отображений
∆,Θ: 𝐻 → 𝐻 ⊗𝐻 (необязательно коассоциативных) таких, что

ℎ(𝑎𝑏) =
∑︁(︀

(ℎ(1)𝑎)(ℎ(2)𝑏) + (ℎ[1]𝑏)(ℎ[2]𝑎)
)︀

для всех 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴.

(Здесь мы используем обозначения ∆(ℎ) =
∑︀
ℎ(1) ⊗ ℎ(2) и Θ(ℎ) =

∑︀
ℎ[1] ⊗ ℎ[2].)

Замечание. Одна и та же алгебра 𝐻 может действовать на разных алгебрах 𝐴. При
этом отображения ∆ и Θ также могут быть разными для разных алгебр 𝐴.
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Пример. Если 𝐴—𝐻-модульная алгебра, где 𝐻 — некоторая биалгебра, то 𝐴— алгебра
с обобщённым 𝐻-действием.

Напомним, что линейное отображение 𝜙 : 𝐴 → 𝐴 называется антиэндоморфизмом ал-
гебры 𝐴, если 𝜙(𝑎𝑏) = 𝜙(𝑏)𝜙(𝑎) для всех 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴. Если моноид 𝑇 действует на 𝐴 только
эндоморфизмами, т.е. 𝑡(𝑎𝑏) = (𝑡𝑎)(𝑡𝑏) для всех 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, то алгебра 𝐴 является 𝐹𝑇 -модульной,
где 𝐹𝑇 — полугрупповая биалгебра моноида 𝑇 . Однако если 𝑇 действует ещё и антиэндомор-
физмами, то 𝐴 уже не будет 𝐹𝑇 -модульной алгеброй в классическом смысле:

Пример. Пусть 𝐴— алгебра над полем 𝐹 . Если моноид 𝑇 действует на алгебре 𝐴 эндо-
морфизмами и антиэндоморфизмами, то 𝐴 является алгеброй с обобщённым 𝐹𝑇 -действием.

Другим классом алгебр, для которых понятие обобщённого 𝐻-действия оказывается
особенно полезным, являются градуированные алгебры с конечным носителем градуировки:

Пример. Пусть 𝐴 =
⨁︀

𝑡∈𝑇 𝐴
(𝑡) — алгебра над полем 𝐹 , градуированная множеством 𝑇 ,

т.е. для всех 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑇 существует такое 𝑟 ∈ 𝑇 , что 𝐴(𝑠)𝐴(𝑡) ⊆ 𝐴(𝑟). Обозначим эту градуи-
ровку через Γ. Рассмотрим алгебру 𝐹 𝑇 всех функций из 𝑇 в 𝐹 с поточечными операциями.
Тогда 𝐹 𝑇 естественным образом действует на 𝐴: 𝑞𝑎 = 𝑞(𝑡)𝑎 для всех 𝑎 ∈ 𝐴(𝑡) и 𝑞 ∈ 𝐹 𝑇 ,
причём при таком действии 𝑇 -градуированные подпространства в 𝐴 являются в точности
𝐹 𝑇 -подмодулями. Обозначим через 𝜁 : 𝐹 𝑇 → End𝐹 (𝐴) соответствующий гомоморфизм. За-
метим, что градуировка Γ при помощи равенства 𝑠⋆ 𝑡 := 𝑟 задаёт на множестве 𝑇 частичную
операцию ⋆ с областью определения 𝑇0 := {(𝑠, 𝑡) | 𝐴(𝑠)𝐴(𝑡) ̸= 0}. Пусть 𝑞𝑡(𝑠) :=

{︀
1 при 𝑠=𝑡,
0 при 𝑠 ̸=𝑡.

Если носитель
supp Γ := {𝑡 ∈ 𝑇 | 𝐴(𝑡) ̸= 0}

градуировки Γ конечен, множество 𝑇0 также конечно и справедливы равенства

𝑞𝑟(𝑎𝑏) =
∑︁

(𝑠,𝑡)∈𝑇0,
𝑟=𝑠⋆𝑡

𝑞𝑠(𝑎)𝑞𝑡(𝑏). (5.2)

(Поскольку обе части равенства линейны по 𝑎 и 𝑏, достаточно проверить это равенство только
для однородных элементов 𝑎, 𝑏.) В силу того, что алгебра 𝐹 𝑇 является по модулю ker 𝜁 линей-
ной оболочкой множества (𝑞𝑡)𝑡∈suppΓ, из (5.2) следует (5.1) для всех ℎ ∈ 𝐹 𝑇 . Отсюда в случае,
когда носитель градуировки конечен, 𝐴 является алгеброй с обобщённым 𝐹 𝑇 -действием.

Пример. Если в предыдущем примере 𝑇 — группа, то 𝐹 𝑇 ∼= (𝐹𝑇 )*. Если группа 𝑇 ко-
нечна, то (𝐹𝑇 )* является алгеброй Хопфа и структура алгебры с обобщённым 𝐹 𝑇 -действием
на 𝐴, введённая выше, совпадает со структурой (𝐹𝑇 )*-модульной алгебры на 𝐴.

Пусть 𝐴— алгебра с обобщённым 𝐻-действием для некоторой ассоциативной алгебры
𝐻 с единицей 1 над полем 𝐹 . Как и в случае модульных алгебр, подпространство 𝑉 ⊆ 𝐴

называется инвариантным относительно 𝐻-действия, если 𝐻𝑉 = 𝑉 , т.е. если 𝑉 являет-
ся 𝐻-подмодулем. Если 𝐴2 ̸= 0 и алгебра 𝐴 не содержит нетривиальных 𝐻-инвариантных
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двусторонних идеалов, то 𝐴 называется 𝐻-простой алгеброй. 𝐻-радикал 𝐽𝐻(𝐴) конечномер-
ной ассоциативной алгебры 𝐴 с обобщённым 𝐻-действием определяется как максимальный
нильпотентный 𝐻-инвариантный идеал алгебры 𝐴.

𝐻-инвариантный аналог теоремы Веддербёрна — Мальцева можно было бы сформу-
лировать следующим образом: если 𝐴— конечномерная ассоциативная алгебра с обоб-
щённым 𝐻-действием над полем характеристики 0, то существует такой гомоморфизм
κ : 𝐴/𝐽𝐻(𝐴) →˓ 𝐴 алгебр и 𝐻-модулей, что 𝜋κ = id𝐴/𝐽𝐻(𝐴), где 𝜋 : 𝐴� 𝐴/𝐽𝐻(𝐴) — естествен-
ный сюръективный гомоморфизм. К сожалению, в такой формулировке теорема неверна
даже для 𝐻-модульных алгебр, см. примеры 2.25 и 2.29 в диссертации. В главе 5 доказыва-
ется слабый вариант теоремы Веддербёрна — Мальцева:

Теорема 5.17. Пусть 𝐴— конечномерная ассоциативная алгебра с обобщённым 𝐻-
действием для некоторой ассоциативной алгебры 𝐻 с 1 над алгебраически замкнутым по-
лем 𝐹 . Обозначим через 𝜋 естественный сюръективный гомоморфизм 𝐴� 𝐴/𝐽𝐻(𝐴). Тогда
существует такое 𝐹 -линейное вложение κ : 𝐴/𝐽𝐻(𝐴) →˓ 𝐴 и такая полупростая (в обыч-
ном смысле) подалгебра 𝐵 ⊆ 𝐴/𝐽𝐻(𝐴), что

1. 𝜋κ = id𝐴/𝐽𝐻(𝐴);

2. 𝐴/𝐽𝐻(𝐴) = 𝐵 ⊕ 𝐽(𝐴/𝐽𝐻(𝐴)) (прямая сумма подпространств);

3. справедливы равенства κ(𝑏𝑎) = κ(𝑏)κ(𝑎) и κ(𝑎𝑏) = κ(𝑎)κ(𝑏) для всех 𝑎 ∈ 𝐴/𝐽𝐻(𝐴) и
𝑏 ∈ 𝐵.

Этот вариант теоремы Веддербёрна — Мальцева будет затем использоваться в доказа-
тельстве аналога гипотезы Амицура для ассоциативных алгебр с обобщённым 𝐻-действием
(см. главу 7).

В главе 6 вводится понятие полиномиального 𝐻-тождества для алгебры с обобщён-
ным 𝐻-действием, определяются коразмерности таких тождеств, устанавливается связь
между коразмерностями градуированных тождеств и коразмерностями полиномиальных 𝐻-
тождеств, формулируются аналоги гипотезы Амицура, доказывается оценка сверху на 𝐻-
кодлины, существование градуированной PI-экспоненты у любой конечномерной градуиро-
ванно простой (необязательно ассоциативной) алгебры, градуированной произвольным мно-
жеством, и 𝐻-PI-экспоненты у любой конечномерной 𝐻-простой (необязательно ассоциатив-
ной) алгебры с обобщённым 𝐻-действием.

Обозначим через 𝐹{𝑋} (абсолютно) свободную неассоциативную алгебру на множестве
𝑋, т.е. алгебру всевозможных неассоциативных многочленов от переменных из множества
𝑋 с коэффициентами из поля 𝐹 . Тогда 𝐹{𝑋} =

⨁︀∞
𝑛=1 𝐹{𝑋}(𝑛), где 𝐹{𝑋}(𝑛) — линейная

оболочка одночленов, имеющих суммарную степень 𝑛 по всем буквам.
Пусть 𝐻 — ассоциативная алгебра с единицей. Обозначим через 𝐹{𝑋|𝐻} алгебру, кото-

рая как векторное пространство совпадает с

∞⨁︁
𝑛=1

𝐹{𝑋}(𝑛) ⊗𝐻⊗𝑛,



24

а умножение задаётся формулой (𝑣1 ⊗ 𝑤1)(𝑣2 ⊗ 𝑤2) := (𝑣1)(𝑣2) ⊗ 𝑤1 ⊗ 𝑤2 для 𝑣1 ∈ 𝐹{𝑋}(𝑘),
𝑣2 ∈ 𝐹{𝑋}(ℓ), 𝑤1 ∈ 𝐻⊗𝑘, 𝑤2 ∈ 𝐻⊗ℓ, 𝑘, ℓ ∈ N.

Введём обозначение 𝑥ℎ1
1 . . . 𝑥ℎ𝑛

𝑛 := 𝑥1 . . . 𝑥𝑛 ⊗ ℎ1 ⊗ ℎ2 ⊗ . . .⊗ ℎ𝑛 для всех 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 и
ℎ1, . . . , ℎ𝑛 ∈ 𝐻, где расстановка скобок на одночленах 𝑥ℎ1

1 . . . 𝑥ℎ𝑛
𝑛 и 𝑥1 . . . 𝑥𝑛 совпадает.

Пусть (ℎ𝛼)𝛼∈Λ — базис алгебры 𝐻. Тогда 𝐹{𝑋|𝐻} как алгебра изоморфна свободной
неассоциативной алгебре на множестве {𝑥ℎ𝛼 | 𝑥 ∈ 𝑋, 𝛼 ∈ Λ}.

Замечание. В случае, когда 𝐻 — это просто ассоциативная алгебра с единицей, мы не
рассматриваем на алгебре 𝐹{𝑋|𝐻} никакого действия.

Отождествим 𝑋 с подмножеством

{𝑥1 | 𝑥 ∈ 𝑋} ⊆ 𝐹{𝑋|𝐻}.

Обозначим через 𝜄 : 𝑋 → 𝐹{𝑋|𝐻} соответствующее вложение. Тогда 𝐹{𝑋|𝐻} удовлетворяет
следующему универсальному свойству: для любого отображения 𝜙 : 𝑋 → 𝐴, где 𝐴— алгебра
с обобщённым𝐻-действием, существует единственный гомоморфизм алгебр 𝜙 : 𝐹{𝑋|𝐻} → 𝐴

такой, что для всех ℎ ∈ 𝐻 и 𝑥 ∈ 𝑋 справедливо равенство 𝜙(𝑥ℎ) = ℎ𝜙(𝑥) и диаграмма ниже
коммутативна:

𝑋
𝜄 //

𝜙
$$

𝐹{𝑋|𝐻}
𝜙

��
𝐵

Для всякого 𝑓 ∈ 𝐹{𝑋|𝐻} назовём элемент 𝜙(𝑓) ∈ 𝐴 результатом подстановки элементов
𝜙(𝑥) ∈ 𝐴 в 𝑓 вместо переменных 𝑥 ∈ 𝑋.

Будем называть алгебру 𝐹{𝑋|𝐻} свободной неассоциативной алгеброй на множестве
𝑋 с символами операторов из алгебры 𝐻. Элементы алгебры 𝐹{𝑋|𝐻} называются неассо-
циативными 𝐻-многочленами от переменных из множества 𝑋.

Если 𝐴— алгебра с обобщённым 𝐻-действием, то пересечение Id𝐻(𝐴) ядер всевозмож-
ных гомоморфизмов алгебр 𝜙 : 𝐹{𝑋|𝐻} → 𝐴, удовлетворяющих условию 𝜙(𝑥ℎ) = ℎ𝜙(𝑥) для
всех 𝑥 ∈ 𝑋 и ℎ ∈ 𝐻, называется множеством полиномиальных 𝐻-тождеств алгебры 𝐴.
Учитывая универсальное свойство алгебры 𝐹{𝑋|𝐻}, легко видеть, что множество Id𝐻(𝐴)

состоит из всех 𝐻-многочленов, которые обращаются в нуль при подстановке элементов ал-
гебры 𝐴 вместо своих переменных.

Является ли конкретный неассоциативный 𝐻-многочлен 𝐻-тождеством или нет, не за-
висит от того, какими буквами мы обозначаем переменные этого многочлена. Так как любой
многочлен зависит лишь от конечного числа переменных, для описания всех полиномиаль-
ных 𝐻-тождеств достаточно рассматривать алгебру 𝐹{𝑋|𝐻}, где 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .}— счёт-
ный набор букв, что мы и делаем ниже. Этим соглашением устраняется неопределённость,
которая заключалась в том, что идеал Id𝐻(𝐴), заданный выше, зависел от множества 𝑋.

Пример. Рассмотрим Z/2Z-градуировку на алгебре 𝑀2(𝐹 ), заданную равенствами
𝑀2(𝐹 )(0̄) = {( * 0

0 * )} и 𝑀2(𝐹 )(1̄) = {( 0 *
* 0 )}, и соответствующее (𝐹 (Z/2Z))*-действие. Тогда

𝑥ℎ0𝑦ℎ0 − 𝑦ℎ0𝑥ℎ0 ∈ Id(𝐹 (Z/2Z))*(𝑀2(𝐹 )),
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где ℎ0 ∈ (𝐹 (Z/2Z))*, ℎ0(0̄) = 1 и ℎ0(1̄) = 0.

Даже в случае обычных полиномиальных тождеств (когда 𝐻 = 𝐹 ) классификация все-
возможных многообразий алгебр в зависимости от идеалов их полиномиальных тождеств
представляется неподъёмной задачей. Поэтому многообразия зачастую классифицируются
в зависимости от роста их числовых характеристик. Одной из важнейших числовых после-
довательностей, связанных с полиномиальными тождествами, является последовательность
их коразмерностей.

Пусть
𝑊𝐻

𝑛 := ⟨𝑥ℎ1

𝜎(1)𝑥
ℎ2

𝜎(2) . . . 𝑥
ℎ𝑛

𝜎(𝑛) | 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, ℎ𝑖 ∈ 𝐻⟩𝐹 ⊂ 𝐹{𝑋|𝐻},

где 𝑆𝑛 — 𝑛-я группа подстановок, 𝑛 ∈ N и на одночленах рассматриваются всевозможные
расстановки скобок. Элементы пространств 𝑊𝐻

𝑛 называются полилинейными неассоциатив-
ными 𝐻-многочленами, а элементы пространств 𝑊𝐻

𝑛 ∩ Id𝐻(𝐴) называются полилинейными
𝐻-тождествами алгебры 𝐴.

Используя процесс линеаризации (см. §1.3 в монографии42), нетрудно доказать, что
над полем характеристики 0 всякое полиномиальное 𝐻-тождество алгебры 𝐴 с обобщённым
𝐻-действием эквивалентно конечному набору полилинейных 𝐻-тождеств алгебры 𝐴. Следо-
вательно, в этом случае пространства 𝑊𝐻

𝑛 ∩ Id𝐻(𝐴), где 𝑛 ∈ N, содержат всю информацию
о полиномиальных 𝐻-тождествах алгебры 𝐴. Число 𝑐𝐻𝑛 (𝐴) := dim

(︁
𝑊𝐻

𝑛

𝑊𝐻
𝑛 ∩ Id𝐻(𝐴)

)︁
, где 𝑛 ∈ N,

называется 𝑛-й коразмерностью полиномиальных 𝐻-тождеств или 𝑛-й 𝐻-коразмерностью
алгебры 𝐴.

Предел PIexp𝐻(𝐴) := lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑐𝐻𝑛 (𝐴)(если он существует) называется экспонентой роста

полиномиальных 𝐻-тождеств или 𝐻-PI-экспонентой алгебры 𝐴.
Симметрическая группа 𝑆𝑛 действует на пространстве 𝑊𝐻

𝑛

𝑊𝐻
𝑛 ∩Id𝐻(𝐴)

перестановками пере-
менных. Характер 𝜒𝐻

𝑛 (𝐴) этого представления называется 𝑛-м кохарактером полиномиаль-
ных 𝐻-тождеств алгебры 𝐴. В случае, когда char𝐹 = 0, 𝑛-й кохарактер можно представить
в виде суммы

𝜒𝐻
𝑛 (𝐴) =

∑︁
𝜆⊢𝑛

𝑚(𝐴,𝐻, 𝜆)𝜒(𝜆)

неприводимых характеров 𝜒(𝜆). Иными словами, 𝑚(𝐴,𝐻, 𝜆) — это кратности неприводимых
подмодулей 𝑀(𝜆) в разложении 𝐹𝑆𝑛-модуля 𝑊𝐻

𝑛

𝑊𝐻
𝑛 ∩Id𝐻(𝐴)

. Число ℓ𝐻𝑛 (𝐴) :=
∑︀

𝜆⊢𝑛𝑚(𝐴,𝐻, 𝜆) на-
зывается 𝑛-й кодлиной полиномиальных 𝐻-тождеств алгебры 𝐴.

Аналогичным образом в §6.3 вводятся 𝑇 -градуированные полиномиальные тожде-
ства, их коразмерности 𝑐𝑇 -gr

𝑛 (𝐴), кохарактеры 𝜒𝑇 -gr
𝑛 (𝐴) и кодлины ℓ𝑇 -gr

𝑛 (𝐴), а также 𝑇 -
градуированная PI-экспонента PIexp𝑇 -gr(𝐴) для алгебр 𝐴, градуированных множествами 𝑇 .

Выше было показано, что любая 𝑇 -градуированная алгебра 𝐴 с конечным носителем
градуировки является алгеброй с обобщённым 𝐹 𝑇 -действием. При этом оказывается, что
изучение градуированных коразмерностей и кохарактеров такой алгебры 𝐴 можно свести к
изучению коразмерностей и кохарактеров её полиномиальных 𝐹 𝑇 -тождеств:

Предложение 6.15. Пусть Γ: 𝐴 =
⨁︀

𝑡∈𝑇 𝐴
(𝑡) — градуировка алгебры 𝐴 над полем 𝐹

множеством 𝑇 с конечным носителем supp Γ. Тогда 𝑐𝑇 -gr
𝑛 (𝐴) = 𝑐𝐹

𝑇

𝑛 (𝐴) и 𝜒𝑇 -gr
𝑛 (𝐴) = 𝜒𝐹𝑇

𝑛 (𝐴)
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для всех 𝑛 ∈ N. Если, кроме того, char𝐹 = 0, то ℓ𝑇 -gr
𝑛 (𝐴) = ℓ𝐹

𝑇

𝑛 (𝐴).
Кроме того, в главе 6 доказывается полиномиальная оценка сверху для 𝐻-кодлин, ко-

торая затем используется во всех последующих главах:
Теорема 6.27. Пусть 𝐴— некоторая (необязательно ассоциативная) конечномерная

алгебра с обобщённым 𝐻-действием для некоторой ассоциативной алгебры 𝐻 с 1 над полем
𝐹 характеристики 0. Тогда

ℓ𝐻𝑛 (𝐴) 6 (dim𝐴)(𝑛+ 1)(dim𝐴)2+dim𝐴

для всех 𝑛 ∈ N.
В последней части главы 6 доказывается, что у всякой конечномерной 𝐻-простой ал-

гебры существует 𝐻-PI-экспонента.
Пусть 𝑞 ∈ N. Определим функцию Φ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞) := 1

𝑥
𝑥1
1 ...𝑥

𝑥𝑞
𝑠

при 𝑥1, . . . , 𝑥𝑞 > 0. Поскольку
lim
𝑥→+0

𝑥𝑥 = 1, без ограничения общности можно считать, что Φ является непрерывной функ-

цией на множестве {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞) | 𝑥𝑖 > 0}.
Теорема 6.31. Пусть 𝐴— конечномерная 𝐻-простая (необязательно ассоциативная)

алгебра с обобщённым 𝐻-действием для некоторой ассоциативной алгебры 𝐻 с 1 над полем
𝐹 характеристики 0, dim𝐴 = 𝑠. Введём обозначение

𝑑(𝐴) := lim
𝑛→∞

max
𝜆⊢𝑛,

𝑚(𝐴,𝐻,𝜆)̸=0

Φ

(︂
𝜆1
𝑛
, . . . ,

𝜆𝑠
𝑛

)︂
.

Тогда существует (необязательно целая)

PIexp𝐻(𝐴) := lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑐𝐻𝑛 (𝐴) = 𝑑(𝐴).

Используя предложение 6.15, получаем из теоремы 6.31 следствие для градуированных
тождеств:

Следствие 6.32. Пусть 𝐴— конечномерная алгебра над полем характеристики 0, гра-
дуированная некоторым множеством 𝑇 таким образом, что 𝐴 является 𝑇 -градуированно
простой, т.е. не содержит нетривиальных градуированных идеалов. Тогда существует

PIexp𝑇 -gr(𝐴) = lim𝑛→∞
𝑛

√︁
𝑐𝑇 -gr
𝑛 (𝐴).

Глава 7 посвящена доказательству аналогов гипотезы Амицура, в частности гипотезы
Амицура — Бахтурина, для соответствующих типов полиномиальных тождеств для следую-
щих классов конечномерных ассоциативных алгебр:

1. алгебр, градуированных произвольными группами (теорема 7.19);

2. алгебр c действием произвольной группы автоморфизмами и антиавтоморфизмами
(теорема 7.20);

3. алгебр c градуированным действием произвольной группы (теорема 7.22);

4. алгебр c действием произвольной алгебры Ли дифференцированиями (теорема 7.16);
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5. 𝐻-модульных алгебр в случае, когда алгебра Хопфа 𝐻 либо полупроста и конечномер-
на, либо получена при помощи (возможно, многократного) расширения Оре конечно-
мерной полупростой алгебры Хопфа косопримитивными элементами (теорема 7.13);

6. 𝐻-модульных алгебр 𝐴 в случае, когда 𝐻 — произвольная алгебра Хопфа, а радикал
Джекобсона 𝐽(𝐴) является 𝐻-подмодулем (теорема 7.14).

В целом схема доказательства аналогов гипотезы Амицура следует плану, разработан-
ному А. Джамбруно и М.В. Зайцевым для обычных тождеств, однако для того, чтобы учесть
дополнительную структуру на алгебрах, требуются новые методы, которые и разрабатыва-
ются в диссертации.

Все аналоги гипотезы Амицура для ассоциативных алгебр с различной дополнитель-
ной структурой получаются в данной диссертации как следствия единственного утвержде-
ния (теоремы 7.10, формулировка которой приводится ниже), которое выводит требуемое
асимптотическое поведение коразмерностей из существования для простых алгебр соответ-
ствующей сигнатуры полилинейного многочлена, кососимметричного по достаточному числу
наборов переменных, а также существования инвариантного аналога разложения Веддербёр-
на — Артина. Выполнение данных условий напрямую зависит от того, насколько хорошей
является дополнительная структура на алгебре.

Для того, чтобы сформулировать предположения, при которых будет справедлив основ-
ной результат главы 7, дадим следующее определение:

(*) Пусть 𝐵 — конечномерная ассоциативная алгебра с обобщённым 𝐻-действием для неко-
торой ассоциативной алгебры 𝐻 с единицей над полем 𝐹 . Пусть 𝑏1, . . . , 𝑏ℓ — базис алгеб-
ры 𝐵. Будем говорить, что для алгебры 𝐵 выполняется свойство (*), если 𝐵 — алгебра
с единицей и существует такое число 𝑛0 ∈ N, что для любого 𝑘 ∈ N существует поли-
линейный 𝐻-многочлен

𝑓 = 𝑓(𝑥
(1)
1 , . . . , 𝑥

(1)
ℓ ; . . . ;𝑥

(2𝑘)
1 , . . . , 𝑥

(2𝑘)
ℓ ; 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛1)

и такие элементы 𝑧𝑖 ∈ 𝐵, где 1 6 𝑖 6 𝑛1, 0 6 𝑛1 6 𝑛0, что 𝐻-многочлен 𝑓 кососиммет-
ричен по 𝑥(𝑖)1 , . . . , 𝑥

(𝑖)
ℓ для любого 1 6 𝑖 6 2𝑘 и 𝑓(𝑏1, . . . , 𝑏ℓ; . . . ; 𝑏1, . . . , 𝑏ℓ; 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛1) ̸= 0.

Если 𝐵 — конечномерная полупростая 𝐻-простая ассоциативная алгебра с обобщённым
𝐻-действием для некоторой ассоциативной алгебры 𝐻 с единицей над алгебраически за-
мкнутым полем характеристики 0, то справедливость свойства (*) для алгебры 𝐵 следует из
теоремы ниже:

Теорема 7.4. Пусть 𝐵 — конечномерная полупростая (в обычном смысле) 𝐻-простая
ассоциативная алгебра над алгебраически замкнутым полем 𝐹 характеристики 0 с обоб-
щённым 𝐻-действием для некоторой ассоциативной алгебры 𝐻 с 1, а 𝑏1, . . . , 𝑏ℓ — базис ал-
гебры 𝐵. Тогда существуют такие 𝑇 ∈ Z+ и 𝑧1, . . . , 𝑧𝑇 ∈ 𝐵, что для любого 𝑘 ∈ N суще-
ствует такой 𝐻-многочлен

𝑓 = 𝑓(𝑥11, . . . , 𝑥
1
ℓ ; . . . ;𝑥

2𝑘
1 , . . . , 𝑥

2𝑘
ℓ ; 𝑧1, . . . , 𝑧𝑇 ; 𝑧) ∈ 𝑄𝐻

ℓ,2𝑘,2𝑘ℓ+𝑇+1,
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что для любого 𝑧 ∈ 𝐵 справедливо равенство 𝑓(𝑏1, . . . , 𝑏ℓ; . . . ; 𝑏1, . . . , 𝑏ℓ; 𝑧1, . . . , 𝑧𝑇 ; 𝑧) = 𝑧.
В частности, свойство (*) справедливо для всех конечномерных 𝐻-простых ассоциатив-

ных 𝐻-модульных алгебр для конечномерной полупростой алгебры Хопфа 𝐻 над алгебра-
ически замкнутым полем характеристики 0. Кроме того, справедливость свойства (*) для
конечномерных 𝐻-простых алгебр наследуется при расширениях Оре алгебры Хопфа 𝐻 ко-
сопримитивными элементами.

Теперь мы готовы к тому, чтобы сформулировать основную теорему главы 7:
Теорема 7.10. Пусть 𝐴— конечномерная ассоциативная алгебра с обобщённым 𝐻-

действием для некоторой ассоциативной алгебры 𝐻 с 1 над полем 𝐹 характеристики 0.
Предположим, что 𝐴/𝐽𝐻(𝐴) = 𝐵1 ⊕ 𝐵2 ⊕ . . . ⊕ 𝐵𝑞 (прямая сумма 𝐻-инвариантных иде-
алов) для некоторых 𝐻-простых алгебр 𝐵𝑖, удовлетворяющих свойству (*), причём для
некоторого обычного разложения Веддербёрна — Мальцева

𝐴/𝐽𝐻(𝐴) = 𝐵 ⊕ 𝐽
(︀
𝐴/𝐽𝐻(𝐴)

)︀
(прямая сумма подпространств)

существует такое вложение κ : 𝐴/𝐽𝐻(𝐴) →˓ 𝐴, что 𝜋κ = id𝐴/𝐽 , где 𝜋 : 𝐴 � 𝐴/𝐽 — есте-
ственный сюръективный гомоморфизм,

κ(𝑎)κ(𝑏) = κ(𝑎𝑏) и κ(𝑏)κ(𝑎) = κ(𝑏𝑎) для всех 𝑎 ∈ 𝐴/𝐽𝐻(𝐴) и 𝑏 ∈ 𝐵.

Положим

𝑑 := max dim
(︁
𝐵𝑖1 ⊕𝐵𝑖2 ⊕ . . .⊕𝐵𝑖𝑟

⃒⃒⃒
𝑟 > 1,

(𝐻κ(𝐵𝑖1))𝐴
+ (𝐻κ(𝐵𝑖2))𝐴

+ . . . (𝐻κ(𝐵𝑖𝑟−1))𝐴
+ (𝐻κ(𝐵𝑖𝑟)) ̸= 0

)︀
,

где 𝐴+ := 𝐴+ 𝐹 · 1. Тогда

1. при 𝑑 = 0 существует такое 𝑛0, что 𝑐𝐻𝑛 (𝐴) = 0 при всех 𝑛 > 𝑛0;

2. при 𝑑 > 0 существуют такие 𝐶1, 𝐶2 > 0 и 𝑟1, 𝑟2 ∈ R, что

𝐶1𝑛
𝑟1𝑑𝑛 6 𝑐𝐻𝑛 (𝐴) 6 𝐶2𝑛

𝑟2𝑑𝑛 для всех 𝑛 ∈ N.

Замечание. Из теоремы 7.10 следует, что существует

PIexp𝐻(𝐴) := lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑐𝐻𝑛 (𝐴) = 𝑑 ∈ Z+

и для полиномиальных 𝐻-тождеств алгебры 𝐴 справедлив аналог гипотезы Амицура.

Замечание. В случае, когда основное поле 𝐹 алгебраически замкнуто, существование
вложения κ с требуемыми свойствами следует из теоремы 5.17.

Глава 8 посвящена доказательству аналогов Амицура для соответствующих типов по-
линомиальных тождеств для следующих классов конечномерных алгебр Ли:

1. алгебр Ли, градуированных произвольными группами (теорема 8.9);
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2. алгебр Ли c рациональным действием редуктивной аффинной алгебраической группы
автоморфизмами и антиавтоморфизмами (теорема 8.12);

3. алгебр Ли c действием конечномерной полупростой алгебры Ли дифференцированиями
(теорема 8.16);

4. 𝐻-модульных алгебр Ли в случае, когда алгебра Хопфа 𝐻 полупроста и конечномерна
(теорема 8.7);

5. 𝐻-модульных алгебр Ли в случае, когда 𝐻 — произвольная алгебра Хопфа, а разреши-
мый радикал является 𝐻-инвариантным нильпотентным идеалом (теорема 8.46);

6. 𝐻𝑚2(𝜁)-простых 𝐻𝑚2(𝜁)-модульных алгебр Ли (теорема 8.70). (Это единственный из-
вестный случай справедливости аналога гипотезы Амицура в 𝐻-модульной алгебре Ли
с не 𝐻-инвариантным разрешимым радикалом.)

Справедливость аналога гипотезы Амицура для первых четырёх классов алгебр вытека-
ет из теоремы 8.5, которая формулируется ниже. При этом случай конечномерных алгебр Ли,
градуированных произвольной группой, сводится к случаю алгебр Ли, градуированных ко-
нечнопорождённой абелевой группой. Градуировка конечнопорождённой абелевой группой𝐺
затем заменяется на действие алгебры Хопфа 𝐹�̂�, где 𝐹 — основное поле, а �̂� := Hom(𝐺,𝐹×).

Дадим определения, необходимые для того, чтобы сформулировать теорему 8.5. На-
помним, что если 𝑀 — модуль над некоторой алгеброй Хопфа 𝐻, то алгебра End𝐹 (𝑀) наде-
лена структурой ассоциативной 𝐻-модульной алгебры, однако соответствующая алгебра Ли
gl(𝑀), хотя и наследует с End𝐹 (𝑀) структуру 𝐻-модуля, вообще говоря, не обязана являться
𝐻-модульной алгеброй Ли.

Пусть 𝐿— конечномерная 𝐻-модульная алгебра Ли, где 𝐻 — алгебра Хопфа над алгеб-
раически замкнутым полем 𝐹 характеристики 0. Будем говорить, что алгебра Ли 𝐿 является
𝐻-хорошей77, если выполнены следующие условия:

1. нильпотентный радикал 𝑁 и разрешимый радикал 𝑅 алгебры Ли 𝐿 являются 𝐻-
подмодулями;

2. (существование разложения Леви) существует такая 𝐻-инвариантная максимальная
полупростая подалгебра 𝐵 ⊆ 𝐿, что 𝐿 = 𝐵 ⊕𝑅 (прямая сумма 𝐻-модулей);

3. (существование разложений Веддербёрна — Мальцева) для любого 𝐻-подмодуля
𝑊 ⊆ 𝐿 и любой ассоциативной 𝐻-модульной подалгебры 𝐴1 ⊆ End𝐹 (𝑊 ) радикал
Джекобсона 𝐽(𝐴1) является 𝐻-подмодулем и существует такая 𝐻-инвариантная макси-
мальная полупростая ассоциативная подалгебра 𝐴1 ⊆ 𝐴1, что 𝐴1 = 𝐴1⊕𝐽(𝐴1) (прямая
сумма 𝐻-модулей);

77В работе автора [11], в которой впервые было введено это понятие, использовался английский термин
𝐻-nice.
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4. для любой 𝐻-инвариантной подалгебры Ли 𝐿0 ⊆ gl(𝐿) такой, что 𝐿0 является 𝐻-
модульной алгеброй Ли, а пространство 𝐿 является вполне приводимым 𝐿0-модулем
без учёта 𝐻-действия, пространство 𝐿 является вполне приводимым (𝐻,𝐿0)-модулем.

Приведём основные примеры 𝐻-хороших алгебр Ли:

Пример. Пусть 𝐿— конечномерная 𝐻-модульная алгебра Ли, где 𝐻 — конечномерная
полупростая алгебра Хопфа над алгебраически замкнутым полем 𝐹 характеристики 0. Тогда
алгебра Ли 𝐿 является 𝐻-хорошей.

Пример. Пусть 𝐿— конечномерная алгебра Ли над алгебраически замкнутым полем
𝐹 характеристики 0, на которой рационально действует автоморфизмами некоторая редук-
тивная аффинная алгебраическая группа 𝐺. Тогда алгебра Ли 𝐿 является 𝐹𝐺-хорошей, где
действие алгебры Хопфа 𝐹𝐺 на 𝐿 является продолжением 𝐺-действия по линейности.

Пример. Пусть 𝐿— конечномерная алгебра Ли над алгебраически замкнутым полем 𝐹

характеристики 0, на которой действует дифференцированиями конечномерная полупростая
алгебра Ли g. Тогда алгебра Ли 𝐿 является 𝑈(g)-хорошей.

Пример. Пусть 𝐿— конечномерная алгебра Ли над алгебраически замкнутым полем
𝐹 характеристики 0, градуированная конечнопорождённой абелевой группы 𝐺. Тогда 𝐿—
𝐹�̂�-хорошая алгебра.

Теперь мы готовы сформулировать первый из основных результатов главы 8:
Теорема 8.5. Пусть 𝐿— конечномерная 𝐻-хорошая алгебра Ли над алгебраически за-

мкнутым полем 𝐹 характеристики 0, где 𝐻 — некоторая алгебра Хопфа. Тогда

1. либо существует такое 𝑛0, что 𝑐𝐻𝑛 (𝐿) = 0 при всех 𝑛 > 𝑛0;

2. либо существуют такие константы 𝐶1, 𝐶2 > 0, 𝑟1, 𝑟2 ∈ R, 𝑑 ∈ N, что

𝐶1𝑛
𝑟1𝑑𝑛 6 𝑐𝐻𝑛 (𝐿) 6 𝐶2𝑛

𝑟2𝑑𝑛 для всех 𝑛 ∈ N.

В частности, существует PIexp𝐻(𝐿) ∈ Z+ и, таким образом, для 𝑐𝐻𝑛 (𝐿) справедлив аналог
гипотезы Амицура.

Приведём теперь формулу для PIexp𝐻(𝐿).
Для всевозможных 𝑟 ∈ Z+ рассмотрим такие семейства 𝐻-инвариантных идеалов

𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑟, 𝐽1, 𝐽2, . . . , 𝐽𝑟 алгебры Ли 𝐿, что 𝐽𝑘 ⊆ 𝐼𝑘 и выполнены следующие условия:

1. всякий фактормодуль 𝐼𝑘/𝐽𝑘 является неприводимым (𝐻,𝐿)-модулем;

2. для любых таких 𝐻-инвариантных 𝐵-подмодулей 𝑇𝑘, что 𝐼𝑘 = 𝐽𝑘 ⊕ 𝑇𝑘, существуют
такие числа 𝑞𝑖 > 0, что[︀

[𝑇1, 𝐿, . . . , 𝐿⏟  ⏞  
𝑞1

], [𝑇2, 𝐿, . . . , 𝐿⏟  ⏞  
𝑞2

], . . . , [𝑇𝑟, 𝐿, . . . , 𝐿⏟  ⏞  
𝑞𝑟

]
]︀
̸= 0.
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Напомним, что через Ann(𝑀) обозначается аннулятор модуля 𝑀 . Положим

𝑑(𝐿,𝐻) := max

(︂
dim

𝐿

Ann(𝐼1/𝐽1) ∩ . . . ∩ Ann(𝐼𝑟/𝐽𝑟)

)︂
,

где максимум берётся по всем 𝑟 ∈ Z+ и всем 𝐻-инвариантным идеалам 𝐼1, . . . , 𝐼𝑟,
𝐽1, . . . , 𝐽𝑟, для которых выполнены условия 1–2, приведённые выше. Оказывается, что
PIexp𝐻(𝐿) = 𝑑(𝐿,𝐻).

Для доказательства равенства дифференциальной PI-экспоненты с обычной PI-
экспонентой в случае действия конечномерной полупростой алгебры Ли дифференцирова-
ниями, а также аналогичного результата для 𝐺-PI-экспоненты в случае рационального дей-
ствия связной редуктивной аффинной алгебраической группы автоморфизмами, в главе 8
для 𝐻-PI-экспоненты доказывается ещё одна формула.

В случае, когда разрешимый радикал в 𝐻-модульной алгебре Ли 𝐿 является нильпо-
тентным 𝐻-инвариантным идеалом, аналог гипотезы Амицура удаётся доказать без допол-
нительных предположений относительно действия алгебры Хопфа 𝐻 на алгебре Ли 𝐿. При
этом формула для 𝐻-PI-экспоненты оказывается похожа на аналогичную формулу в ассо-
циативном случае:

Теорема 8.46. Пусть 𝐿— конечномерная 𝐻-модульная алгебра Ли над произвольным
полем 𝐹 характеристики 0, где 𝐻 — некоторая алгебра Хопфа, причём разрешимый радикал
алгебры Ли 𝐿 совпадает с её нильпотентным радикалом 𝑁 и является 𝐻-подмодулем.
Тогда

1. либо существует такое 𝑛0, что 𝑐𝐻𝑛 (𝐿) = 0 при всех 𝑛 > 𝑛0;

2. либо существуют такие константы 𝐶1, 𝐶2 > 0, 𝑟1, 𝑟2 ∈ R, 𝑑 ∈ N, что

𝐶1𝑛
𝑟1𝑑𝑛 6 𝑐𝐻𝑛 (𝐿) 6 𝐶2𝑛

𝑟2𝑑𝑛 для всех 𝑛 ∈ N.

В частности, существует PIexp𝐻(𝐿) ∈ Z+ и, таким образом, для 𝑐𝐻𝑛 (𝐿) справедлив аналог
гипотезы Амицура.

В случае, когда поле 𝐹 алгебраически замкнуто, константа 𝑑 определяется следующим
образом. Пусть

𝐿/𝑁 = 𝐵1 ⊕ . . .⊕𝐵𝑞 (прямая сумма 𝐻-инвариантных идеалов),

где 𝐵𝑖 —𝐻-простые алгебры Ли, а κ : 𝐿/𝑁 → 𝐿— произвольный такой (необязательно 𝐻-
линейный) гомоморфизм алгебр Ли, что 𝜋κ = id𝐿/𝑁 , где 𝜋 : 𝐿� 𝐿/𝑁 — естественный сюръ-
ективный гомоморфизм. Тогда

𝑑 = max

⎛⎝𝐵𝑖1 ⊕𝐵𝑖2 ⊕ . . .⊕𝐵𝑖𝑟

⃒⃒⃒
𝑟 > 1,

[︀
[𝐻κ(𝐵𝑖1), 𝐿, . . . , 𝐿⏟  ⏞  

𝑞1

],

[𝐻κ(𝐵𝑖2), 𝐿, . . . , 𝐿⏟  ⏞  
𝑞2

], . . . , [𝐻κ(𝐵𝑖𝑟), 𝐿, . . . , 𝐿⏟  ⏞  
𝑞𝑟

]
]︀
̸= 0 для некоторых 𝑞𝑖 > 0

⎞⎠ . (2)
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В главе 9 изучается рост коразмерностей в конечномерных ассоциативных алгебрах,
градуированных полугруппами, и строится семейство таких алгебр, имеющих дробную гра-
дуированную PI-экспоненту. Эти примеры оказались первыми примерами ассоциативных
алгебр с дополнительной структурой, имеющих дробную экспоненту роста коразмерностей
соответствующих тождеств. Здесь также существенно используется метод замены градуи-
ровки на обобщённое 𝐻-действие для некоторой ассоциативной алгебры 𝐻 с единицей.

Пусть 𝐴 =
⨁︀

𝑡∈𝑇 𝐴
(𝑡) — конечномерная 𝑇 -градуированно простая алгебра над полем 𝐹

характеристики 0 для некоторой ленты правых нулей 𝑇 , причём 𝐴/𝐽(𝐴) ∼= 𝑀2(𝐹 ). Для
𝑡 ∈ 𝑇 введём обозначение 𝐼𝑡 := 𝜋(𝐴(𝑡)), где 𝜋 : 𝐴 � 𝐴/𝐽(𝐴) — естественный сюръективный
гомоморфизм. Положим 𝑇0 := {𝑡 ∈ 𝑇 | dim 𝐼𝑡 = 2} и 𝑇1 = {𝑡 ∈ 𝑇 | 𝐼𝑡 = 𝐴/𝐽(𝐴)} и введём на
множестве 𝑇0 следующее отношение эквивалентности: 𝑡1 ∼ 𝑡2, если 𝐼𝑡1 = 𝐼𝑡2 .

В зависимости от того, выполнена в 𝐴 или нет некоторая разновидность неравенства
треугольника (9.10), 𝑇 -градуированная PI-экспонента алгебры 𝐴 либо равна dim𝐴, либо
строго меньше этого числа:

Теорема 9.14. Пусть 𝐴 =
⨁︀

𝑡∈𝑇 𝐴
(𝑡) — конечномерная 𝑇 -градуированно простая ал-

гебра над полем 𝐹 характеристики 0 для некоторой ленты правых нулей 𝑇 , причём
𝐴/𝐽(𝐴) ∼= 𝑀2(𝐹 ). Предположим, что либо справедливо неравенство

|𝑡0| 6
∑︁

𝑡∈𝑇0/∼,
�̸�=𝑡0

|𝑡| для всех 𝑡0 ∈ 𝑇0/∼, (9.10)

либо 𝑇0 = ∅. Тогда существуют такие 𝐶 > 0 и 𝑟 ∈ R, что

𝐶𝑛𝑟(dim𝐴)𝑛 6 𝑐𝑇 -gr
𝑛 (𝐴) 6 (dim𝐴)𝑛+1 для всех 𝑛 ∈ N.

В частности, PIexp𝑇 -gr(𝐴) = dim𝐴.
Теорема 9.19. Пусть 𝐴— конечномерная 𝑇 -градуированно простая алгебра над по-

лем 𝐹 характеристики 0 для некоторой ленты правых нулей 𝑇 , причём 𝐴/𝐽(𝐴) ∼= 𝑀2(𝐹 ).
Предположим, что |𝑡0| > |𝑇0|

2
для некоторого 𝑡0 ∈ 𝑇0/ ∼. Тогда

PIexp𝑇 -gr(𝐴) = |𝑇0| + 2|𝑇1| + 2
√︀

(|𝑇1| + |𝑡0|)(|𝑇0| + |𝑇1| − |𝑡0|) < 2|𝑇0| + 4|𝑇1| = dim𝐴.

Заключение

Таким образом, в диссертации получены результаты, касающиеся структуры
(ко)модульных алгебр и их обобщений, а также асимптотического поведения числовых ха-
рактеристик соответствующих полиномиальных тождеств:

1. получены достаточные условия 𝐻-коинвариантности радикала Джекобсона в 𝐻-
комодульных ассоциативных алгебрах;
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2. получены достаточные условия 𝐻-(ко)инвариантности радикалов в 𝐻-(ко)модульных
алгебрах Ли;

3. доказан 𝐻-(ко)инвариантный аналог теоремы Леви;

4. классифицированы конечномерные ассоциативные алгебры и алгебры Ли, простые по
отношению к действию алгебр Тафта;

5. классифицированы конечномерные ассоциативные градуированно простые алгебры,
градуированные конечными полугруппами с тривиальными максимальными подгруп-
пами;

6. доказаны аналоги гипотезы Амицура для важных классов дополнительных структур
на конечномерных алгебрах;

7. построена серия конечномерных градуированно простых ассоциативных алгебр, граду-
ированных лентами правых нулей, с дробной градуированной PI-экспонентой (получен-
ные примеры являются первыми примерами ассоциативных алгебр с дополнительной
структурой, в которых экспонента роста коразмерностей соответствующих тождеств
является нецелым числом);

8. доказано существование градуированной PI-экспоненты у любой конечномерной граду-
ированно простой (необязательно ассоциативной) алгебры, градуированной произволь-
ным множеством, и 𝐻-PI-экспоненты у любой конечномерной 𝐻-простой (необязатель-
но ассоциативной) алгебры с обобщённым 𝐻-действием.

В частности, для ассоциативных 𝐻-модульных алгебр в случае, когда алгебра Хопфа 𝐻
либо полупроста и конечномерна, либо получена при помощи (возможно, многократного)
расширения Оре конечномерной полупростой алгебры Хопфа косопримитивными элемента-
ми, и в случае, когда𝐻 — произвольная алгебра Хопфа, а радикал Джекобсона 𝐽(𝐴) является
𝐻-подмодулем, доказана гипотеза Амицура — Бахтурина.

Данные исследования могут получить следующее развитие.
Во-первых, остаётся недоказанным существание разложения конечномерной 𝐻-

модульной алгебры Ли, не содержащей ненулевых 𝐻-инвариантных нильпотентных идеалов,
в прямую сумму 𝐻-простых идеалов в случае, когда алгебра Хопфа 𝐻 является неполупро-
стой, например, когда 𝐻 — алгебра Тафта.

Во-вторых, гипотеза Амицура — Бахтурина для конечномерных 𝐻-модульных ассоциа-
тивных алгебр по-прежнему остаётся открытой в случае произвольных алгебр Хопфа 𝐻. В
случае произвольных алгебр Хопфа 𝐻 остаётся открытым и аналог гипотезы Амицура для
конечномерных 𝐻-модульных алгебр Ли.

Во-третьих, представляет интерес вопрос о существовании PI-экспоненты у конечномер-
ных ассоциативных алгебр и алгебр Ли с произвольной дополнительной структурой.

В-четвертых, до сих пор неизвестны примеры конечномерных ассоциативных алгебр
и алгебр Ли с действием некоторой конечномерной алгебры Ли g дифференцированиями,
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у которых экспонента роста коразмерностей дифференциальных тождеств не совпадает с
экспонентой роста коразмерностей обычных тождеств.
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