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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû

Ýòà äèññåðòàöèÿ îòíîñèòñÿ ê òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â íåé èçó÷à-
þòñÿ ñâîéñòâà àòòðàêòîðîâ Ìèíëîðà ãîìåîìîðôèçìîâ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ ñ ìåðîé.

Ïîíÿòèå àòòðàêòîðà áûëî ââåäåíî Àóñëåíäåðîì â 1964 ãîäó1 äëÿ îïè-
ñàíèÿ ïðèòÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñóùåñòâóþò
íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, ìàòåìàòè÷åñêè ôîðìàëèçóþùèõ ýòî ïîíÿòèå; â
ýòîé ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëåäóþùèå äâà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó îòîáðàæåíèÿ f äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ïîãëîùàþùàÿ îêðåñòíîñòü (ò.å., òàêîå îòêðû-
òîå ìíîæåñòâî U , ÷òî f(Ū) ⊂ U), òîãäà å¼ ìàêñèìàëüíûì àòòðàê-
òîðîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Amax =
∞⋂
n=1

f ◦n(U)

Îïðåäåëåíèå 2 (Milnor, 1985). Àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû, çàäàííîé íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì f : X → X, ãäå X -
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå (ïî âëî-
æåíèþ) çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ω-ïðåäåëüíûå òî÷êè ïî-
÷òè âñåõ òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ñîäåðæèòñÿ íàïîìèíàíèå îïðåäåëåíèé òåõ
ïîíÿòèé, êîòîðûå âõîäÿò â îïðåäåëåíèå àòòðàêòîðà Ìèëíîðà.

Êàê ïðàâèëî, X áóäåò ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì, à ìåðà íà í¼ì -
ìåðîé Ëåáåãà. Âîò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1. Íàïîìíèì, ÷òî ñåâåðîþæíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè -
ýòî äèôôåîìîðôèçì îêðóæíîñòè ðîâíî ñ äâóìÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êà-
ìè, îäíîé ïðèòÿãèâàþùåé è îäíîé îòòàëêèâàþùåé. Àòòðàêòîð Ìèë-
íîðà ñåâåðîþæíîãî îòîáðàæåíèÿ - ïðèòÿãèâàþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷-
êà. Ðàññìàòðèâàÿ âñå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êàê ïðèòÿãèâþùóþ îá-
ëàñòü, çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð - âñÿ îêðóæíîñòü.

Íî åñëè ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïðèòÿãèâàþùåé îáëàñòè îäíî-
ñâÿçíóþ îêðåñòíîñòü ïðèòÿãèâàþùåé íåïîäâèæíîé òî÷êè, òî ìàêñè-
ìàëüíûé àòòðàêòîð òàêîé îêðåñòíîñòè - ïðèòãÿèâàþùàÿ íåïîäâèæ-
íàÿ òî÷êà.

1J. Auslander, N.P. Bhatia, P. Seibert. Attractors in dynamical systems. //Bol. Soc. Mat. Mexicana
(2), 9 (1964), pp. 55�66.
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Ïðèìåð 2. Îïðåäåëèì êîëüöî â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ϕ) óñëîâèåì
{0, 5 < r < 2} è îòîáðàæåíèå íà í¼ì:

F (r, ϕ) =

(
r + 1

2
, f(ϕ)

)
,

ãäå f - ïðîèçâîëüíîå ñåâåðîþæíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè.
Ìàêñèìàëüíûì àòòðàêòîðîì ýòîãî îòîáðàæåíèÿ (ïîãëîùàþùåé îá-

ëàñòüþ ñëåäóåò ñ÷èòàòü âñ¼ êîëüöî) áóäåò èíâàðèàíòíàÿ îêðóæíîñòü,
çàäàííàÿ óñëîâèåì r = 1, à àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà - ïðèòÿãèâàþùàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ýòîé îêðóæíîñòè.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ óñòîé-
÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó. Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì
ýòî ïîíÿòèå îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó
äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, çàäàííîé îòîáðàæåíèåì f , åñëè äëÿ âñÿêîé
îêðåñòíîñòè U ìíîæåñòâà A íàéäåòñÿ îòêðåñòíîñòü V ýòîãî æå
ìíîæåñòâà òàêàÿ, ÷òî âñå îðáèòû, íà÷èíàþùèåñÿ â V , ëåæàò â U :

∀x ∈ V, ∀n ∈ N : fn(x) ∈ U

.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð âñåãäà óñòîé÷èâ ïî
Ëÿïóíîâó. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïîçâîëÿåò âèäåòü, ÷òî äëÿ àòòðàêòîðà
Ìèëíîðà ýòî íåâåðíî.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì, îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè, çàäàííîå â êîîð-
äèíàòàõ ôîðìóëîþ:

ϕ→ ϕ+ 0, 01 sin2(ϕ/2).

Èòåðàöèÿìè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ âñå òî÷êè îêðóæíîñòè, êðîìå 0, ïå-
ðåìåùàþòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à 0 - åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæ-
íàÿ òî÷êà. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ òî÷êà ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé ðàíî
èëè ïîçäíî ïîïàäåò â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü 0, è äàëüíåé-
øèå èòåðàöèè áóäóò ëèøü ïðèáëèæàòü å¼ ê 0. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà
0 ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòîò àòòðàêòîð íåóñòîé÷èâ - ëþáóþ ìàëóþ
îêðåñòíîñòü íóëÿ ïîêèäàþò òî÷êè ñ ìàëûì ïîëîæèòåëüíûì çíà÷å-
íèåì êîîðäèíàòû ϕ.

Ýòî âñåãî ëèøü îäèíî÷íûé ïðèìåð. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæå-
íèÿ îêðóæíîñòè â ýòîì ïðèìåðå ÿâëÿåòñÿ ïîëóóñòîé÷èâîé, è å¼ ìîæ-
íî óñòðàíèòü ìàëûì âîçìóùåíèåì ñèñòåìû. Îäíàêî íåäàâíèé ðåçóëüòàò
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È. Ñ. Øèëèíà 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî â î÷åíü øèðîêîì êëàññå òàê íàçûâà-
åìûõ äèêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì òèïè÷íî âñòðå÷àåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü
àòòðàêòîðà Ìèëíîðà. Ïîíÿòíî, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðà â èçâåñò-
íîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ¾ïàòîëîãè÷åñêèì¿ ñâîéñòâîì, ïîòîìó ÷òî ñ ôèçè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàëåéøåå âîçìóùåíèå ñèñòåìû
ìîæåò çàñòàâèòü òî÷êó íà÷àòü óäàëÿòüñÿ îò àòòðàêòîðà ïîä äåéñòâèåì
èòåðàöèé. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèå êëàññû äèíàèìè÷åñêèõ ñèñòåì ñâî-
áîäíû îò íåóñòîé÷èâûõ àòòðàêòîðîâ, à êàêèå - íåò. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî
íàäî äîêàçàòü, âî âòîðîì - ïîñòðîèòü ïðèìåð íåóñòîé÷èâîãî àòòðàêòîðà.

Ãîðîäåöêèì3 íà îñíîâàíèè êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ Ðþýëëÿ4, îòíî-
ñÿùèõñÿ ê òåîðèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò: àòòðàêòîð Ìèëíîðà ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ïðèòÿãèâàþùèõ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ ìíîæåñòâ äëÿ C2-ãëàäêîãî äèôôåîìîðôèçìà çàìêíóòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ àêñèîìû A. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
òðàíçèòèâíîãî äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà àòòðàêòîð Ìèíëîðà ñîâïàäàåò
ñî âñåì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Àêòóàëüíîñòü òåìû ñëåäóåò èç âûøåñêàçàííîãî. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ àò-
òðàêòîðîâ Ìèëíîðà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâà-
íèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Öåëü è çàäà÷è ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà äèô-
ôåîìîðôèçìîâ è êîñûõ ïðîèçâåäåíèé êàê èõ ìîäåëüíîãî ïðèìåðà. Ê çà-
äà÷àì îòíîñèòñÿ ïîëó÷åíèå àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà ñî ñâîéñòâàìè òîëñòî-
òû è íåóñòîé÷èâîñòè èëè äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî èõ íå ñóùåñòâóåò.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

. Âñå äîêàçàííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Êðîìå òîãî, òåîðåìà Åãî-
ðîâà, ïðèíàäëåæàùàÿ ê îáëàñòè êëàññè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-
çà, âïåðâûå ïðèìåíåíà ê èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, çàäàííûõ
êîñûìè ïðîèçâåäåíèÿìè.

2Ivan Shilin. Locally topologically generic di�eomorphisms with Lyapunov unstable Milnor attractors.
Èíòåðíåò-ðåñóðñ: https://arxiv.org/abs/1604.02437

3À. Ñ. Ãîðîäåöêèé. Èåðàðõèÿ àòòðàêòîðîâ äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå À.
// Âåñòíèê Ìîñê. óí-òà, ñåð. 1. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 1996, �1, C. 84-86.

4David Ruelle. A Measure Associated with Axiom-A Attractors.// American Journal of Mathematics.
Vol. 98, No. 3 (Autumn, 1976), pp. 619-654.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îòíîñÿò-
ñÿ ê ìåòðè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, è, ñ îäíîé ñòîðîíû, îò-
âå÷àþò íà ðàíåå âûñêàçàííûå ãèïîòåçû, ñ äðóãîé, ìîãóò ñëóæèòü îñíî-
âàíèåì äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ êàê êëàññè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì, òàê è ñîîáðàæåíèÿ ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé,
à òàêæå òåîðåìà Åãîðîâà èç îáëàñòè êëàññè÷åñêîãî ôóíêöèëüíàëüíîãî
àíàëèçà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîñíîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçà-
òåëüñòâàìè, è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ äîñòîâåðíûìè.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Â äèññåðòàöèè äîêàçàíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:
1. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ äâàæäû ãëàäêèõ ÷àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñè-

ñòåì àòòðàêòîð Ìèíëîðà ñîñòîèò èç íåóñòîé÷èâûõ ñëî¼â. Ïðè ýòîì ïðè-
âåä¼í ïðèìåð êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî àòòðàêòîð Ìèëíîðà
ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó.

2. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òîïîëîãè÷åñêè íåèíâàðèàíòíûõ àòòðàêòî-
ðîâ Ìèíëîðà â êëàññå áåñêîíå÷íî-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé è â êëàññå äèô-
ôåîìîðôèçìîâ Àíîñîâà.

3. Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåíî çàêëþ-
÷åíèå ñïåöèàëüíîé ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ðàññêàçàíû íåîäíîêðàòíî â 2010, 2012 è
2014 ãîäó íà ñåìèíàðå ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿ (ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé
ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà) ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Þ.Ñ. Èëüÿ-
øåíêî, íà ëåòíåé øêîëå ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿ â ã. Äóáíà â 2015 ãîäó,
è â 2016 ãîäó íà ñåìèíàðå êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÍÃÓ
èì. Ëîáà÷åâñêîãî ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Â.Ç. Ãðèíåñà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì

Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ïÿòü ðàçäåëîâ (â èõ ÷èñëå ââåäåíèå è çàêëþ÷åíèå)
è ñïèñîê ëèòåðàòóðû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íàñ÷èòûâàåò 23 íàèìåíîâàíèÿ.
Îáúåì äèññåðòàöèè - 59 ñòðàíèö.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íî-ãèïåáðîëè÷åñêèõ
ñèñòåì àòòðàêòîð Ìèëíîðà ñîñòîèò èç íåóñòîé÷èâûõ ñëîåâ (ñîâìåñòíûé
ðåçóëüòàò ñ À.Â. Îêóíåâûì5). Íàïîìíèì ñëåäóþùåå.

Îïðåäåëåíèå 4. Äèôôåîìîðôèçì F : M → M ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâà-
åòñÿ Eu⊕Ecs-÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóþò λ > 1, µ <
λ, c > 0 è äâà íåïðåðûâíûõ ïîëÿ ïëîñêîñòåé Ecs

x ⊂ TxM è Eu
x ⊂ TxM ,

êîòîðûå èíâàðèàíòíû (ò.å. dFx(E
cs,u
x ) = Ecs,u

F (x)) è

TxM = Ecs
x ⊕ Eu

x ,

òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N:

‖dF n
x |Ecs

x
‖ ≤ cµn, ‖dF−n|Eu

x
‖ ≤ cλ−n.

×àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû, â îòëè÷èå îò ãèïåðáîëè÷åñêèõ,
ïðåäïîëàãàþò ñóùåñòâîâàíèå íå óñòîé÷èâîãî, à òîëüêî öåíòðàëüíî-óñòîé÷èâîãî
ïîëÿ ïëîñêîñòåé, äëÿ êîòîðûõ ìàêñèìàëüíîå ðàñòÿæåíèå ñëàáåå ðàñòÿ-
æåíèÿ íåóñòîé÷èâûì ïîëåì ïëîñêñòåé. Êëàññ òàêèõ ñèñòåì ãîðàçäî øèðå
êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå À. Äîêàçàííóþ
òåîðåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F : M → M � Eu ⊕ Ecs-÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷å-
ñêèé C2 - äèôôåîìîðôèçì. Òîãäà àòòðàêòîð Ìèëíîðà îòîáðàæåíèÿ F
ñîñòîèò èç íåóñòîé÷èâûõ ñëîåâ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòà î ÷àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
â äèññåðòàöèè òàêæå äàí îòâåò íà îäíó èç ãèïîòåç Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî,
ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì òîëñòîãî àòòðàêòîðà.

Îïðåäåëåíèå 5. Àòòðàêòîð íàçûâàåòñÿ òîëñòûì, åñëè îí èìååò ïî-
ëîæèòåëüíóþ ìåðó, íî íå ñîâïàäàåò ñî âñåì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî ïîñòðîèë òèïè÷íûé ïðèìåð òîëñòûõ ìàêñèìàëüíûõ
àòòðàêòîðîâ6 ñîõðàíÿþùèõ êðàé äèôôåìîðôèçìîâ â ñëåäóþùåì ñìûñ-
ëå:

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîæåñòâî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ
êâàçèîòêðûòûì, åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ðàçíîñòü êàêîãî-òî
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà è ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ ïîëîæèòåëüíîé
êîðàçìåðíîñòè.

5Ñ. Ìèíêîâ, À. Îêóíåâ. Îìåãà-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà òèïè÷íûõ òî÷åê ÷àñòè÷íî-
ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ// Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 50:1 (2016), 59�66.

6Yu.S. Ilyashenko. Thick attractors of boundary preserving di�eomorphisms.// Indagationes
Mathematicae, Vol. 22, Issues 3�4 (2011), pp. 257�314.
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Òåîðåìà (Èëüÿøåíêî). Ñóùåñòâóåò êâàçèîòêðûòîå ìíîæåñòâî U â
ïðîñòðàíñòâå äèôôåîìîðôèçìîâ ïðîèçâåäåíèÿ äâóìåðíîãî òîðà íà îò-
ðåçîê íà ñåáÿ òàêîå, ÷òî â í¼ì ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð äëÿ íåêîòî-
ðîé ïîãëîùàþùåé îáëàñòè òîëñòûé.

Âîïðîñ î òîëñòîòå àòòðàêòîðà Ìèëíîðà â ýòîì ïðèìåðå ñâîäèòñÿ ê
âîïðîñó î òîì, âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ñ îä-
íîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåì àòòðàêòîð Ìèëíîðà ñîäåðæèò íåóñòîé-
÷èâûå ñëîè öåëèêîì?

Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè
ê îäíîìåðíûì ñëîÿì ðåçóëüòàòà ïðî óñòðîéñòâî ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ
òî÷åê äëÿ ÷àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì7.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

Ñëåäñòâèå 2. Ñóùåñòâóåò êâàçèîòêðûòîå ìíîæåñòâî U â ïðîñòðàí-
ñòâå äèôôåîìîðôèçìîâ ïðîèçâåäåíèÿ äâóìåðíîãî òîðà íà îòðåçîê òà-
êîå, ÷òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà òîëñòûé.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâåäåí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ òîëñòûõ è
íåóñòîé÷èâûõ àòòðàêòîðîâ Ìèíëîðà, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ â êëàññå êîñûõ
ïðîèçâåäåíèé, à òàêæå òåîðåìà îá èñêàæåíèè Õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè
ïðè ãîìåîìîðôèçìàõ. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 7. Êîñûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà, ÷ü¼ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî èìååò âèä ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿM =
S × B (ãäå S íàçûâàåòñÿ ñëîåì êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à B - áàçîé), à
îòîáðàæåíèå èìååò âèä:

F (s, b) = (fb(s), h(b)),

òàê ÷òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ íà áàçó (íàçûâàåìîå îòîáðàæåíè-
åì â áàçå) íå çàâèñèò îò òî÷êè ñëîÿ. Îòîáðàæåíèÿ fb íàçûâàþòñÿ
ïîñëîéíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàæíûõ êëàññà: â ïåðâîì îòîáðà-
æåíèåì â áàçå ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà òîðà, â äðóãîì - ñäâèã
Áåðíóëëè íà áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ èç íóëåé
è åäèíèö.

Îïðåäåëåíèå 8. Ñòóïåí÷àòûì êîñûì ïðîèçâåäåíèåì íàä ñäâèãîì Áåð-
íóëëè íàçûâàåòñÿ êîñîå ïðîèçâåäåíèå íàä ñäâèãîì Áåðíóëëè ñ ïîñëîé-
íûìè îòîáðàæåíèÿìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ïåðâîãî ñèìâîëà òî÷êè
â áàçå.

7Ñ. Ìèíêîâ, À. Îêóíåâ. Îìåãà-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà òèïè÷íûõ òî÷åê ÷àñòè÷íî-
ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ// Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 50:1 (2016), Ñ. 59�66.
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Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû Àíîñîâà - ýòî òàêèå ñèñåìû, ó êîòî-
òîðûõ âñå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì
(îáû÷íî ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî - êîìïàêò, è â äàëü-
íåéøåì òåêñòå ýòî ïðåäïîëàãàåòñÿ). Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì äèôôåîìîð-
ôèçìà Àíîñîâà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå òîðà, çàäàííîå, åñëè òîð
ïðåäñòàâèòü êàê ôàêòîð ïëîñêîñòè ïî Z2, ãèïåðáîëè÷åñêîé öåëî÷èñëåí-
íîé ìàòðèöåé ñ îïðåäåëèòåëåì 1 (íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà ãèïåðáîëè÷å-
ñêàÿ, åñëè ìîäóëü å¼ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îòëè÷åí îò 0 è 1).

Ñóùåñòâîâàëî ïðåäïîëîæåíèå (ãèïîòåçà, óñòíî âûñêàçàííàÿÞ.Ñ. Èëüÿ-
øåíêî), ÷òî â ñòóïåí÷àòîì êîñîì ïðîèçâåäåíèè ñî ñäâèãîì Áåðíóëëè â
áàçå è îäíèì èç ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèé - äèôôåîìîðôèçìîì Àíîñëî-
âà, - àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà áóäåò âñå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî. (Àòòðàêòîð
Ìèëíîðà çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ ìåðû Áåð-
íóëëè â áàçå è ìåðû Ëåáåãà ïî ñëîþ.)

Îäíàêî â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ýòî íå òàê. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ åù¼ è ïîòîìó, ÷òî ñäâèã Áåðíóëëè, êàê è äèôôåîìîð-
ôèçì Àíîñîâà ÿâëÿþòñÿ ýðãîäè÷åñêèìè îòîáðàæåíèÿìè (òî åñòü äëÿ íèõ
íå ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ïîëîæèòåëüíîé íåïîëíîé ìåðû).
Òåì íå ìåíåå, çà ñ÷¼ò âûáîðà âòîðîãî ïîñëîéíîãî îòîáðàæåíèÿ (îíî â
êîíòðïðèìåðå èìååò âèä îòîáðàæåíèÿ çà åäèíè÷íîå âðåìÿ ïî ãðàäèåíò-
íîìó òîêó) ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà áóäåò èìåòü âèä
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ áàçû íà îäíó òî÷êó (è êàê ñëåäñòâèå òðàíçèòèâíî-
ñòè ïîñëîéíîãî äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà, îí áóäåò íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿ-
ïóíîâó). Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ,

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò òàêîå êîñîå ïðîèçâåäåíèå F íàä ñäâèãîì Áåð-
íóëëè ñî ñëîåì òîð è ñ îäíèì èç ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèé - äèôôåîìîð-
ôèçìîì Àíîñîâà, ÷òî åãî àòòðàêòîð Ìèëíîðà íå ñîâïàäàåò ñî âñåì
ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Åãîðîâà. Îíà, íàïîìíèì,
óòâåðæäàåò, ÷òî èç ïî÷òè âñþäó ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìå-
ðèìûõ ôóíêöèé ìîæíî âûáðàòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ íà ìíîæåñòâå
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ìåðû. Èñïîëüçîâàíèå ýòîé òåîðåìû â äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåìàõ ïðè èññëåäîâàíèè àòòðàêòîðîâ ïðåäëîæåíî àâòîðîì è ïî-
ëó÷èëî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå (íàïðèìåð, â8). Ïðåæäå âñåãî, ïðèìåíåíèå
òåîðåìû Åãîðîâà ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî âñòðå-
÷àþùèõñÿ òðóäíîñòåé äëÿ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå
òåîðåìû Åãîðîâà ýòèì äàëåêî íå èñ÷åðïûâàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, àâòîðîì
äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, îáùèé äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â öåëîì:

8È.Ñ. Øèëèí, Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî. Óñëîâíî íåóñòîé÷èâûå àòòðàòîêðû.// Òð. ÌÈÀÍ, 2012, ò. 277,
C. 91�100.
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Òåîðåìà 4. Åñëè àòòðàêòîð Ìèíëîðà îáðàòèìîé ñèñòåìû èìååò ïî-
ëîæèòåëüíóþ ìåðó, òî àòòðàêòîð îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ëèáî òî-
æå èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó, ëèáî íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó.

Áîëåå òîãî, ôàêòè÷åñêè, åñëè îáà àòòðàêòîðà óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíî-
âó, îíè äîëæíû èìåòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû â ïåðåñå÷åíèè.
Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïî÷òè íåâîçìîæíûì, ÷òîáû àòòðàê-
òîðû, èìåþùåå îáùåå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, áûëè óñòîé÷èâû
ïî Ëÿïóíîâó è äëÿ ïðÿìîãî, è äëÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ. Îäíàêî â
òåêñòå äèññåðòàöèè ïîñòðîåí ïðèìåð.

Ñõîäñòâî ìåæäó êîñûìè ïðîèçâåäåíèÿìè è ÷àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèìè
äèôôåîìîðôèçìàìè ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî ÿñíûì â ñâåòå òàê íàçûâàå-
ìîé ñòðàòåãèè Èëüÿøåíêî-Íåãóòà-Ãîðîäåöêîãî. Ýòà ñòðàòåãèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íàáîð ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïî íàéäåííîìó ïðèìåðó èëè
êëàññó ïðèìåðîâ â êîñûõ ïðîèçâåäåíèÿõ íàä ñäâèãîì Áåðíóëëè ñòðîèòü
÷àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðèìåðû äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðà-
çèÿ. Îäíîé èç âàæíûõ ÷àñòåé ñòðàòåãèè Èëüÿøåíêî-Íåãóòà-Ãîðîäåöêîãî
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè è ã¼ëüäåðîâîñòè ñî-
ïðÿæåíèé.

Ïðè ïîïûòêå ïîñòðîèòü ñîïðÿæåíèå äàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÷à-
ñòî âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî, õîòÿ ñàìè ñèñòåìû è ãëàäêèå, èõ ñîïðÿæåíèå âñåãî
ëèøü ãîìåîìîðôèçì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ - ÿâëÿåòñÿ ëè
àòòðàêòîð Ìèëíîðà òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ïðè ñîïðÿæåíèè ñè-
ñòåìû?

Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî àòòðàêòîðû Ìèíëîðà íå ÿâëÿþòñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè ñèñòåìû, òî åñòü ñóùåñòâóþò äâå ñîïðÿæåí-
íûå ãîìåîìîðôèçìîì ñèñòåìû ñ íåãîìåîìîðôíûìè àòòðàêòîðàìè Ìèë-
íîðà. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî ýòî ñëåäóåò èç ïðèìåðà â òðåòüåé ãëàâå: äèô-
ôåîìîðôèçìà Àíîñîâà ñ íåóñòîé÷èâûì àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà, òàê êàê
âñå äèôôåîìîðôèçìû Àíîñîâà íà òîðå ìîãóò áûòü òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-
æåíû ëèíåéíîìó, à äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà àòòðàêòîð
- âåñü òîð. Îäíàêî â ïîñòðîåííîì ïðèìåðå îáà îòîáðàæåíèÿ ìîãóò áûòü
ñäåëàíû áåñêîíå÷íî ãëàäêèìè, à äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà ñ íåóñòîé-
÷èâûì ìèëíîðîâñêèì àòòðàêòîðîì ïðèíöèïèàëüíî ìîæåò áûòü òîëüêî
C1-ãëàäêèì (÷òî ñëåäóåò èç óïîìÿíóòîãî âûøå ðåçóëüòàòà Ãîðîäåöêîãî).

Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóþò äâà C∞ - ãëàäêèõ äèôôåîìîðôèçìà S2 - äâó-
ìåðíîé ñôåðû, êîòîðûå òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, íî èõ àòòðàêòîðû
Ìèíëîðà íå òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, è, òàêèì îáðàçîì, íå ÿâëÿþòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè.

Ñòðàòåãèÿ Èëüÿøåíêî-Íåãóòà-Ãîðîäåöêîãî ïðåäëàãàåò îáõîä ýòèõ òðóä-
íîñòåé äëÿ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé çà ñ÷¼ò ñâîéñòâ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíî-
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ñòè. Ñîïðÿæåíèÿ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé è ÷àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñè-
ñòåì íå âñåãäà áûâàþò ãëàäêèìè, îäíàêî îíè îáëàäàþò âàæíûì ñâîé-
ñòâîì, à èìåííî ã¼ëüäåðîâîñòüþ. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f íà ìíî-
ãîîáðàçèè ñ ìåòðèêîé ρ íàçûâàåòñÿ ã¼ëüäåðîâûì, åñëè ñóùåñòâóþò êîí-
ñòàíòû α (êîíñòàíòà Ã¼ëüäåðà), L òàêèå, ÷òî äëÿ âñÿêèõ x, y èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ âåðíî:

ρ(f(x), f(y)) < Lρ(x, y)α,

íàïðèìåð, âñå ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ã¼ëüäåðîâûìè, íî èõ
êëàññ ãîðàçäî øèðå (íàïðèìåð, êëàññè÷åñêàÿ êàíòîðîâà ëåñòíèöà ã¼ëü-
äåðîâà, íî íå ëèïøèöåâà).

Ã¼ëüäåðîâû îòîáðàæåíèÿ òîæå íå ñîõðàíÿþò ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñè-
ñòåìû, íî îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì ìàëî èçìåíÿòü õàóñäîðôîâó ðàçìåð-
íîñòü ìíîæåñòâà.

Êîëè÷åñòâåííî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ïîä äåéñòâèåì ã¼ëüäåðîâà
îòîáðàæåíèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ ëåììû Ôàëüêîíåðà,
óòâåðæäàþùåé, ÷òî îòíîøåíèå õàóñäîðôîâûõ ðàçìåðíîñòåé îáðàçà è ïðî-
îáðàçà íå ïðåâîñõîäèò êîíñòàíòû Ã¼ëüäåðà îòîáðàæåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî
äëÿ íåêîòîðûõ ã¼ëüäåðîâûõ îòîáðàæåíèé ýòà îöåíêà òî÷íà. Îäíàêî îñòà-
âàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî ÷àñòî òî÷íà ýòà îöåíêà, òî åñòü
íàñêîëüêî òèïè÷íû ã¼ëüäåðîâû îòîáðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ýòà îöåíêà çà-
âûøåíà. Â ýòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî â òèïè÷íîì ñëó÷àå äëÿ
ã¼ëüäåðîìîðôèçìà êóáà îöåíêà, çàäàâàåìàÿ ëåììîé Ôàëüêîíåðà, ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷íîé.

Òåîðåìà 6. Íàéäåòñÿ îñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî â ìàëîì γ - ã¼ëüäåðî-
âîì ïðîñòðàíñòâå áèã¼ëüäåðîìîðôèçìîâ n - ìåðíîãî êóáà, òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò ìíîæå-
ñòâî ïîëíîé ìåðû, îáðàç êîòîðîãî èìååò õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü γn.

Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, âàæíûì ÷èñëåí-
íûì ïîêàçàòåëåì, îòëè÷àþùåì ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû. Èçâåñòíî, ÷òî
åñëè ó îòîáðàæåíèÿ f åñòü ýðãîäè÷åñêàÿ ìåðà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìå-
ðà Ëåáåãà íåïåðåðûâíà, òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ìíîæåñòâî îðáèò, ÷üè
âðåìåííûå ñðåäíèå îòëè÷àþòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ ñîãëàñíî ýðãîäè÷åñêîé
SRB-ìåðå ñ ïîëíûì áàññåéíîì, èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà. Â ðàáîòàõ,
îáçîð êîòîðûõ ïðèâåäåí â ñòàòüå àâòîðà9, èññëåäîâàëàñü õàóñäîðôîâà
ðàçìåðíîñòü òàêèõ èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 9. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè è ïîëîæè-
òåëüíîãî ÷èñëà ϕ ∈ C0(M), α > 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî (ϕ, α)-íåòèïè÷íûõ

9V. Kleptsyn, D. Ryzhov, S. Minkov. Special ergodic theorems and dynamical large
deviations.//Nonlinearity 25 (11), 2012.
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òî÷åê:

Kϕ,α := {x ∈M : lim sup
n→∞

|1
n

n∑
i=1

ϕ(f i(x))−
∫
M

ϕdµ| ≥ α}

Ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè è ìåðû (ϕ, µ) âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå ñïåöè-
àëüíîé ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû, åñëè äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ
è ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà α õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü Kϕ,α ñòðîãî ìåíü-
øå ïîëíîé: dimH Kϕ,α < dimM.

Âñå âûøåïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî çàêëþ÷åíèå ñïå-
öèàëüíîé ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ. Âîçíèê åñòåñòâåííûé âî-
ïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè õîòü îäíî îòîáðàæåíèå ñ ýðãîäè÷åñêîé SRB-ìåðîé,
äëÿ êîòîðîãî îíî íåâåðíî?

Â ýòîé æå äèññåðòàöèè ïîñòðîåí ïðèìåð î÷åíü ïðîñòîãî, òî÷å÷åíîãî
àòòðàêòîðà - íîñèòåëÿ SRB-ìåðû, äëÿ êîòîðîãî çàêëþ÷åíèå ñïåöèàëüíîé
ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû íåâåðíî (ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí10), è îïèñàííàÿ
òàì äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ òîé æå, êîòîðàÿ çàäàåò ïðèìåð òî-
ïîëîãè÷åñêîé íåèíâàðèàíòíîñòè àòòðàêòîðîâ).

Òåîðåìà 7. Ñóùåñòâóåò C∞ - ãëàäêèé äèôôåîìîðôèçì f : S2 → S2

òàêîé, ÷òî ó íåãî ñóùåñòâóåò àòîìàðíàÿ SRB-ìåðà ñ íîñèòåëåì â îä-
íîé òî÷êå, íî çàêëþ÷åíèå ñïåöèàëüíîé ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû íåâåðíî.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ sine-ñåìåéñòâî. Â ýòîé
÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà äèíàìèêè óæå íå âåùåñòâåííûõ, à ãî-
ëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé. Ãîëîìîðôíàÿ äèíàìèêà - îäíî èç êëàññè÷å-
ñêèõ íàïðàâëåíèé â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, áåðóùàÿ íà÷àëî â ðàáîòàõ
Æþëèà è Ôàòó, îòíîñÿùèõñÿ ê ïåðâîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî âåêà. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòÿìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
íàáëþäàåòñÿ âîçðàñòàþùèé èíòåðåñ ê ãîëîìîðôíîé äèíàìèêå, â ÷àñòíî-
ñòè, ê ìåòðè÷åñêèì (ñâÿçàííûì ñ ìåðîé) ñâîéñòâàì ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé11.

Îïðåäåëåíèå àòòðàòêòîðà Ìèëíîðà äëÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ìå-
ðîé Ëåáåãà ìîæíî ââåñòè òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ âåùåñòâåííûõ ôóíê-
öèé. Íî ïðè ýòîì íåëüçÿ íàéòè åñòåñòâåííîãî êëàññà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
â òîïîëîãèè ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé, òàê êàê â C1-òîïîëîãèè äâå ëþ-
áûå ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè ëèáî îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó, ëèáî ¾áåñ-
êîíå÷íî äàëåêè¿ äðóã îò äðóãà - íà ñôåðå Ðèìàíà íàéäåòñÿ òî÷êà, â

10V. Kleptsyn, D. Ryzhov, S. Minkov.Special ergodic theorems and dynamical large
deviations.//Nonlinearity 25 (11), 2012

11Îá ýòîì ñì.: A. Åðåìåíêî, Ì. Ëþáè÷. Äèíàìèêà àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. // Àëãåáðà è
àíàëèç, âûï. 3, ò.1., 1989
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êîòîðîé çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ñêîëü óãîäíî ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ. Â
ñâÿçè ñ ýòèì èññëåäîâàíèþ ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ òðàäèöèîííî ïîäâåðãà-
þòñÿ íå òîïîëîãè÷åñêèå îáëàñòè, à àíàëèòè÷åñêè çàäàííûå ñåìåéñòâà. Â
÷àñòíîñòè, òåîðåìà Ëþáè÷à-Ðååñà óòâåðæäàåò, ÷òî ôóíêöèè âèäà exp(az)
(ãäå a - íåíóëåâîé êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð) èìåþò ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâà
íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè; èç íå¼, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî íåìåäëåííî
çàêëþ÷èòü, ÷òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà - âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü. Äðó-
ãîãî ðîäà ñâîéñòâà äåìîíñòðèðóåò òàê íàçûâàåìîå sine-ñåìåéñòâî, êîòî-
ðîå ñîñòîèò èç ôóíêöèé âèäà sin(az + b). Äëÿ íåãî Ìàêìþëëåíîì áûëî
äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî íåóñòîé÷èâûõ ïî Ëÿïóíîâó îðáèò
ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Â äàííîì ðàçäåëå äèññåðòàöèè èç ýòîãî âûâîäèòñÿ
ñëåäóþùåå:

Òåîðåìà 8. Â ñåìåéñòâå sin(az + b) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ a, b àò-
òðàêòîð Ìèëíîðà íåóñòîé÷èâ.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè äîêàçàíî ñëåäóþùåå:

Òåîðåìà 9. Ñóùåñòâóåò òàêîé òðàíçèòèâíûé C1 - äèôôåîìîðôèçì
Àíîñîâà F , ÷òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà F íå ñîâïàäàåò ñî âñåì ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Ýòî ñîâìåñòíûé ðåçóëüòàò àâòîðà ñ À.Â. Îêóíåâûì è È.Ñ. Øèëèíûì.
Ïîñòðîåííûé ïðèìåð ïîëó÷àåòñÿ ìàëûì âîçìóùåíèåì èç ëèíåéíîãî

íà òîðå. Òàêèì îáðàçîì, â äèñåðòàöèè ïîñòðîåí ïðèìåð äèôôåîìîðôèç-
ìà Àíîñîâà ñ íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà, ñóùå-
ñòâîâàíèå êîòîðîãî ñàìî ïî ñåáå êîíòðèíòóèòèâíî.

Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçìû Àíîñîâà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÷àñòè÷íî-
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì, èç êîíòðïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî îáîáùåíèå èç-
ëîæåííîãî â ãëàâå 1 ðåçóëüòàòà íà C1-ãëàäêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû
íåâîçìîæíî.

Äâå èäåè, ïðèìåíåííûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðà, óæå èñïîëü-
çîâàëèñü ðàíüøå â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Îäíà èç íèõ, ïðåäëîæåííàÿ
äëÿ óòðîåíèÿ îêðóæíîñòè Ê.Ö. Áîíàòòè (óñòíîå ñîîáùåíèå), ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü íåãëàäêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ êóñî÷íî-
ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì. Ïîçäíåå èäåÿ áûëà äîâåäåíà äî ñòðîãîãî äî-
êàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî óòðîåíèþ îêðóæíîñòè, íî èìååò
àòòðàêòîð Ìèëíîðà, íå ñîâïàäàþùèé ñî âñåì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Óòðîåíèå îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ óïðîùåííîé ìîäåëüþ äëÿ ïîíèìàíèÿ äè-
íàìèêè äèôôåîìîðôèçìîâ Àíîñîâà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå è òàê êàê ðåçóëü-
òàò íèãäå íå íàïèñàí, åãî ñõåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ïðèâåäåíî â òîé æå
ãëàâå äèññåðòàöèè.
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Âòîðàÿ èäåÿ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî äèíàìèêà ëèíåéíîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà Àíîñîâà äâóìåðíîãî òîðà ïðè îãðàíè÷åíèè íà ïðàâèëüíî âûáðàí-
íûé ïðÿìîóãîëüíèê âíóòðè òîðà óñòðîåíà êàê îòîáðàæåíèå ïîäêîâû Ñìåé-
ëà, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èññëåäîâàííóþ äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó. Ðîáèíñîí è ßíã12 ïðåäëîæèëè ëîêàëüíî âîçìóòèòü äèôôåîìîð-
ôèçì Àíîñîâà òîëüêî íà ñïåöèàëüíî âûáðàííîì ïðÿìîóãîëüíèêå, ÷òîáû
äîáèòüñÿ âñåõ òðåáóåìûõ ýôôåêòîâ óæå íà ïîäêîâå Ñìåéëà. Àíàëîãè÷íî
è â êîíòðïðèìåðå, êîòîðûé áóäåò ïîñòðîåí â ýòîé äèññåðòàöèè, èñïîëü-
çóåòñÿ õîä ñ ëîêàëüíûì âîçìóùåíèåì äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà òîëüêî
íà ïðÿìîóãîëüíèêå (òî÷íåå, â íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè), â îãðàíè÷å-
íèè íà êîòîðûé îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîäêîâîé Ñìåéëà. Äîêàçàòåëüñòâî
ïîçâîëÿåò ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî àòòðàêòîð Ìèíëîðà ïîëíîñòüþ íàõîäèò-
ñÿ âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïîñêîëüêó íåóñòîé÷èâûå ñëîè äèôôåîìîð-
ôèçìà Àíîñîâà òîðà ïëîòíû âî âñåì òîðå, òî, â ÷àñòíîñòè, àòòðàêòîð
Ìèëíîðà â ýòîì ïðèìåðå íå ñîñòîèò èç íåóñòîé÷èâûõ ñëî¼â.

Çàêëþ÷åíèå

Èòîãè è äàëüíåéøåå ðàçâèòèå

Èòîãîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íàëè÷èÿ ó àò-
òðàêòîðîâ Ìèëíîðà äèôôåîìîðôèçìîâ íîâûõ èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ.

Ïîêàçàíî, ÷òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òî-
ïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì íè äëÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, íè
äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Àíîñîâà. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ àòòðàêòîðû ÷àñòè÷íî-
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ñîñòîÿò èç íåóñòîé÷èâûõ ñëî¼â. Ïîêàçàíî, ÷òî
ñóùåñòâóþò äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåíî çàêëþ-
÷åíèå ñïåöèàëüíîé ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû.

Â ñâÿçè ñ ýòèì äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì òåìû äèññåðòàöèîííîãî èññëå-
äîâàíèÿ ìîãëè áû ïîñëóæèòü òàêèå âîïðîñû:

Âîïðîñ 1. ßâëÿåòñÿ ëè àòòðàêòîð ÷àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèô-
ôåîìîðôèçîâ ñîñòîÿùèì èç íåóñòîé÷èâûõ ñëî¼â â C1 ñëó÷àå? Ñóùå-
ñòâóåò ëè òèïè÷íîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå òàêèõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ, ãäå àòòðàêòîð ñîñòîèò èç íåóñòîé÷èâûõ ñëî¼â?

Âîïðîñ 2. Â êëàññå ðó÷íûõ äèôôåîìîðôèçìîâ àòòðàêòîð Ìèëíîðà
òèïè÷íûì îáðàçîì óñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó èëè íåò?

Âîïðîñ 3. Ïëîòíî èëè íåò â êëàññå C1 äèôôåîìîðôèçìîâ Àíîñîâà äâó-
ìåðíîãî òîðà ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé ñ àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà, íå

12Clark Robinson, Lai-Sang Young. Nonabsolutely continuous foliations for an Anosov di�eomorphism.
// Invent. math. June 1980, volume 61, issue 2, pp. 159-176.
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ñîâïàäàþùèì ñî âñåì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì? Êàêîâà èõ êîðàçìåð-
íîñòü?

Âîïðîñ 4. Íàñêîëüêî òèïè÷íû èëè íåòèïè÷íû â ïðîñòðàíñòâå äèô-
ôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé (áåç êðàÿ) äèôôåîìîðôèçìû, ó êîòîðûõ
àòòðàêòîðû Ìèëíîðà òîëñòûå? Åñëè îíè íåòèïè÷íû, êàêîâà èõ êî-
ðàçìåðíîñòü?

Âîïðîñ 5. Ñóùåñòâóåò ëè òîïîëîãè÷åñêè ïîëíîå ñåìåéñòâî äèôôåî-
ìîðôèçìîâ êîìïëåêñíî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, òàêîå, ÷òî èõ àòòðàê-
òîðû Ìèëíîðà íåóñòîé÷èâû? Òàêîå, ÷òî èõ àòòðàêòîðû òîëñòû?

Âîïðîñ 6. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñóùåñòâîâàíèè SRB-ìåðû ïîñòðî-
åííîãî ïðèìåðà äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà ñ àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà, íå
ñîâïàäàþùèì ñî âñåì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì? Êàêîâà õàóñõäîðôîâà
ðàçìåðíîñòü äîïîëíåíèÿ äî áàññåéíà ýòîé ìåðû?

Áëàãîäàðíîñòè

ß âûðàæàþ ñàìóþ èñêðåííþþ è ò¼ïëóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðóÞëèþ
Ñåðãååâè÷ó Èëüÿøåíêî çà âåñü òîò íåîõâàòíûé òðóä, êîòîðûé îí ïðèêëà-
äûâàë äëÿ ìîåé ïîääåðæêè êàê â íàó÷íîì, òàê è â ëè÷íîì îòíîøåíèè.
Áëàãîäàðåí ñâîèì ñîàâòîðàì, Â.À. Êëåïöûíó, Ä.Â. Ðûæîâó, à òàêæå È.Ñ.
Øèëèíó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è îáùåíèå, à À. Â. Îêóíåâó - êàê çà
ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ îáùåãî è ñïåöèàëüíîãî õàðàêòåðà, òàê è çà ñîàâòîð-
ñêèé âêëàä.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè èç ñïèñêà
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