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Ãëàâíûìè èíñòðóìåíòàìè ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíàÿ ìàòå-

ìàòèêà è àëãåáðà. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð ýòèõ íàóê �

÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ðåø¼òêè, áóëåâû àëãåáðû, àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòå-

ìû � ÿâëÿþòñÿ ðàáî÷èì èíñòðóìåíòîì ó÷¼íûõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðèêëàäíîé ìàòå-

ìàòèêè (ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ è ïðîãíîçèðîâàíèå, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, àâòîìàòè-

çàöèÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, òåîðåòè÷åñêîå è ïðèêëàäíîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ò.ä.).

Öåëü êíèãè � âîñïîëíèòü ïðàêòè÷åñêîå îòñóòñòâèå, ëèáî òðóäíîäîñòóïíîñòü íàó÷íîé

ëèòåðàòóðû ïî äàííîé òåìàòèêå.

Êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, àñïèðàíòîâ, è èíæåíåðîâ, ïðèìåíÿþ-

ùèõ ðàññìàòðèâàåìûå àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè â ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ. Ìîæåò òàêæå áûòü

èñïîëüçîâàíà êàê ñïðàâî÷íèê, â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ óíèâåðñèòåòîâ,

ïåäàãîãè÷åñêèõ è âûñøèõ òåõíè÷åñêèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, à òàêæå ïðè ñàìîîáðàçîâàíèè.
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Òàíå.

Ïðåäèñëîâèå

Ìû, êîíå÷íî, íå ïðåäïîëàãàåì áåñïîëåçíî ìó÷èòü ëþäåé,

íî, âìåñòå ñ òåì, ìû íå ìîæåì ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû

óáðàòü âñå òåðíèè ñ ïóòè, âåäóùåãî ê íàóêå, äîáðîäåòåëè

è ñëàâå; ýòî íàì íå óäàñòñÿ íè ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ.

Äåíè Äèäðî. Ïëàí óíèâåðñèòåòà èëè øêîëû

ïóáëè÷íîãî ïðåïîäàâàíèÿ âñåõ íàóê.

Ãëàâíûìè èíñòðóìåíòàìè ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, äèñêðåò-

íàÿ ìàòåìàòèêà è àëãåáðà. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð ýòèõ

íàóê ÿâëÿþòñÿ ðàáî÷èì èíñòðóìåíòîì ó÷¼íûõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðèêëàäíîé ìàòå-

ìàòèêè (ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ è ïðîãíîçèðîâàíèå, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, àâòîìàòè-

çàöèÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, òåîðåòè÷åñêîå è ïðèêëàäíîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ò.ä.).

Çà ðóáåæîì âûïóñêàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî êíèã, ó÷åáíèêîâ è ìîíîãðàôèé ïî äàííîé

òåìàòèêå, ñ ñèñòåìàòè÷åñêèì èçëîæåíèåì îñíîâíûõ ñâåäåíèé èç óêàçàííûõ ðàçäåëîâ è

îðèåíòèðîâàííûõ íà èññëåäîâàòåëåé-ïðàêòèêîâ, ðàáîòàþùèõ ñ óêàçàííûìè ñòðóêòóðàìè

àëãåáðû è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Êðîìå òîãî, äàííàÿ òåìàòèêà çàòðàãèâàåòñÿ âî ìíîãèõ

æóðíàëàõ, ñáîðíèêàõ ñòàòåé è òðóäîâ êîíôåðåíöèé ñ èçëîæåíèåì ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäíèõ

èññëåäîâàíèé. Èìåþòñÿ è ñïåöèàëèçèðîâàííûå ïåðèîäè÷åñêèå èçäàíèÿ ïî òåîðèè óïî-

ðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è ðåø¼òîê. Íà ðóññêîì æå ÿçûêå àíàëîãè÷íûõ èçäàíèé êðàéíå

ìàëî. Àâòîð ñòàâèë ñâîåé öåëüþ âîñïîëíèòü, â íåêîòîðîé ñòåïåíè, óêàçàííûé ïðîáåë,

îïèñàâ ïîíÿòèÿ è ñòðóêòóðû, àêòèâíî èñïîëüçóåìûå èññëåäîâàòåëÿìè â ðàçëè÷íûõ îáëà-

ñòÿõ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, ïîýòîìó êíèãà òàêæå áûòü èñïîëüçîâàíà êàê ñïðàâî÷íèê.

Ïîñëåäíÿÿ ãëàâà ¾Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû¿, áîëåå óãëóáë¼ííî çíàêîìÿùàÿ ÷èòàòåëÿ ñ

ðàññìàòðèâàåìûìè êîíñòðóêöèÿìè, ïîêàçûâàÿ èõ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì, íîñèò ôàêóëüòàòèâíûé õàðàêòåð.

Â äàííîé ìîíîãðàôèè ââîäèìûå ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ, êàê äîêàçûâàåìûå (à òîëü-

êî òàê ìîæíî èçó÷àòü ìàòåìàòèêó!), òàê è íå äîêàçûâàåìûå, èëëþñòðèðóþòñÿ áîëüøèì

êîëè÷åñòâîì ïðèìåðîâ. Êàê ïðàâèëî, îòñóòñòâèå äîêàçàòåëüñòâ íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé

ñâÿçàíî ñ íåæåëàíèåì ÷ðåçìåðíî óâåëè÷èâàòü îáú¼ì êíèãè èëè óâîäèòü ÷èòàòåëÿ â ñòî-

ðîíó îò îñíîâíûõ èäåé (ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, äà¼òñÿ ññûëêà íà èñòî÷íèê, ãäå òàêîå

äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü íàéäåíî). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò ðàáîòû êàê íåïî-

ñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàííûå ïðè ðàáîòå íàä ìîíîãðàôèåé, òàê è ìîãóùèå áûòü ïîëåç-

íûìè ïðè áîëåå óãëóáë¼ííîé ïðîðàáîòêå ìàòåðèàëà (óêàæåì çäåñü íà ñïðàâî÷íèêè [67],

[75] è [78]). Ïðè íàïèñàíèè äàííîãî òðóäà â íàèáîëüøåé ñòåïåíè èñïîëüçîâàëèñü êíèãè

À.Ì. Áîãîìîëîâà è Â.Í. Ñàëèÿ [5], Ï. Êîíà [23], Ð. Ëèäëà è Ã. Ïèëüöà [31], À.È. Ìàëü-

öåâà [32], Í.Í. Íåïåéâîäû [35], Á.È. Ïëîòêèíà [39], Â.Í. Ñàëèÿ [45], Ë.À. Ñêîðíÿêîâà

[47], Ð. Ñòåíëè [49], à ðàçäåëû 2.4, 4.7 è 3.6 â ñóùåñòâåííî îïèðàþòñÿ íà ìàòåðèàëû
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Þ.À. Øðåéäåðà [53, 54], Ñ.Î. Êóçíåöîâà [26] è Ó.Ò. Òðîòòåðà (W.T. Trotter)1 [102] ñîîò-

âåòñòâåííî.

Êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, àñïèðàíòîâ, è èíæåíåðîâ, ïðèìåíÿ-

þùèõ ðàññìàòðèâàåìûå àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû â ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ. Ïðè ýòîì àâòîð

ïûòàëñÿ ïîäãîòîâèòü å¼ òàê, ÷òîáû îíà ìîãëà áûòü èñïîëüçîâàíà è ïðè ñàìîîáðàçîâàíèè.

Æåëàòåëüíî ëèøü çíàêîìñòâî ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè àëãåáðû è äèñêðåòíîé ìàòåìàòè-

êè â îáú¼ìå ìëàäøèõ êóðñîâ óíèâåðñèòåòîâ.

Ïðèâåä¼ì, õîòÿ îíè è òðàäèöèîííû, îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â êíèãå.

Ñèìâîëû N, Z, Q, R îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî; N0 = N ∪ {0} � ïîïîëíåííûé íàòóðàëüíûé ðÿä.

ÍÎÊ è ÍÎÄ � ýòî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ìíîæåñòâî öåëûõ, êðàòíûõ n îáîçíà÷àåòñÿ nZ. Êàê îáû÷íî, Zn îáîçíà÷àåò

öèêëè÷åñêóþ n-ýëåìåíòíóþ ãðóïïó (ïî ñëîæåíèþ). Áóëåâû êîíñòàíòû (èñòèííîñòíûå

çíà÷åíèÿ) ¾èñòèíà¿ è ¾ëîæü¿ îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî 1 è 0, à n-ìåðíûé åäèíè÷-

íûé êóá � Bn èëè 2n. Ñèìâîë , îçíà÷àåò ¾ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ¿, �� � ëîãè÷åñêóþ

îïåðàöèþ èìïëèêàöèè, ≡ n � ¾ðàâíî ïî modn¿ è åñëè ◦n � èíôåêñíûé ñèìâîë áèíàð-

íîé îïåðàöèè íà Z èëè N , òî x◦n y îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò áåð¼òñÿ ïî mod n. Ñèìâîë

7→ îáîçíà÷àåò ïîäñòàíîâêó ýëåìåíòîâ, ñèìâîë ↔ � èõ ïåðåñòàíîâêó, à ←[ � îïåðàòîð

ïðèñâàèâàíèÿ. Ñòðåëêè ⇒ è ⇔ ñëóæàò ñîêðàùåíèÿìè äëÿ âûðàæåíèé ðóññêîãî ÿçûêà

¾âëå÷¼ò¿, ¾åñëè ..., òî ...¿ è ¾ýêâèâàëåíòíî¿, ¾... åñëè è òîëüêî åñëè ...¿ ñîîòâåòñòâåííî.

Êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ è âñåîáùíîñòè ïåðåìåííîé x ïî ìíîæåñòâó X îáîçíà÷àþòñÿ

∃
X
x è ∀

X
x ñîîòâåòñòâåííî; âïðî÷åì, óêàçàíèå íà X îïóñêàåòñÿ, êîãäà ýòî íå âåä¼ò ê

äâóñìûñëåííîñòè. Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå óñëîâèé îáîçíà÷àåòñÿ, êàê îáû÷íî, ëåâîé

ôèãóðíîé, à âûïîëíåíèå õîòÿ áû îäíîãî óñëîâèÿ � ëåâîé êâàäðàòíîé ñêîáêàìè.

Àâòîð âûðàæàåò îñîáóþ ïðèçíàòåëüíîñòü àêàäåìèêó ÐÀÍ Þ.È. Æóðàâë¼âó, ïðî÷è-

òàâøåìó ïåðâîíà÷àëüíûé âàðèàíò äàííîãî òðóäà è ïîääåðæèâàâøåìó àâòîðà íà ïðîòÿæå-

íèè âñåé ðàáîòû. Âûðàæàþ òàêæå èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðàì Â.Ê. Ëåîíòüå-

âó è Ñ.Ñ. Ìàð÷åíêîâó, âíèìàòåëüíî ïðî÷èòàâøèì á�îëüøóþ ÷àñòü ðóêîïèñè, óêàçàâøèì

íà ðÿä íåòî÷íîñòåé è ñäåëàâøèì ìíîãî öåííûõ çàìå÷àíèé. Î.Ì. Âàñèëüåâ è Í.Î. Ïòàøêî

òùàòåëüíî ïðîðàáîòàëè ïðîìåæóòî÷íûé âàðèàíò òåêñòà è âûÿâèëè îïðåäåë¼ííîå êîëè-

÷åñòâî ïðîïóùåííûõ îïèñîê è íåñîîòâåòñòâèé, çà ÷òî ÿ èì ãëóáîêî áëàãîäàðåí. Îòâåò-

ñòâåííîñòü çà îñòàâøèåñÿ ïîãðåøíîñòè íåñ¼ò, áåçóñëîâíî, àâòîð.

Ïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ � ñëîæíîå èñêóññòâî, è äàæå ëó÷øèå èç ìàòåìà-

òèêîâ íå âñåãäà îêàçûâàþòñÿ íà âûñîòå, à óæ áîëüøèíñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ïóáëèêàöèé

(áóäü òî íàó÷íûå ñòàòüè, èëè ó÷åáíèêè, äàæå äëÿ ñðåäíåé èëè íà÷àëüíîé øêîëû) âîîáùå

íå âûäåðæèâàþò íèêàêîé êðèòèêè [Â.È. Àðíîëüä. ×òî òàêîå ìàòåìàòèêà? ]. Íàñêîëüêî

äàííàÿ êíèæêà îêàçàëàñü óäà÷íîé � ñóäèòü ÷èòàòåëÿì.

Ñ. Ãóðîâ

1Àâòîð ñ÷¼ë ïîëåçíûì óêàçàòü îðèãèíàëüíîå íàïèñàíèÿ ôàìèëèé íåêîòîðûõ èññëåäîâàòåëåé.
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6 Ãëàâà 1. Áóëåâû àëãåáðû

Ãëàâà 1

Áóëåâû àëãåáðû

Áóëåâû àëãåáðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óäîáíóþ ôîðìàëèçàöèþ ôðàã-

ìåíòà òåîðèè ìíîæåñòâ, ñëóæàùåé îñíîâîé áîëüøèíñòâà ñîâðåìåí-

íûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, ÷òî è îïðåäåëÿåò øèðîêîå èõ ïðèìåíåíèå

âî ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèÿõ.

Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâ. Ñ÷¼òíûå áóëåâû àëãåáðû.

1.1 Îïðåäåëåíèå áóëåâîé àëãåáðû. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Áóëåâîé àëãåáðîé B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî B, ñîäåðæàùåå ïî êðàé-
íåé ìåðå äâà ýëåìåíòà � o (íóëü) è ι (åäèíèöà), ñ çàäàííûìè íà í¼ì áèíàðíûìè îïåðà-
öèÿìè ⊔ (îáúåäèíåíèÿ), ⊓ (ïåðåñå÷åíèÿ) è óíàðíîé îïåðàöèåé ′ (äîïîëíåíèÿ). Ïðè ýòîì
äëÿ ëþáûõ x, y è z èç B âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàêîíû (àêñèîìû) áóëåâîé àëãåáðû:

Com⊔ : x ⊔ y = y ⊔ x ,
Com⊓ : x ⊓ y = y ⊓ x ,
Dtr1 : (x ⊔ y) ⊓ z = (x ⊓ z) ⊔ (y ⊓ z) ,
Dtr2 : (x ⊓ y) ⊔ z = (x ⊔ z) ⊓ (y ⊔ z) ,
⊔ o : x ⊔ o = x ,
⊓ ι : x ⊓ ι = x ,

Cmp ′ : x ⊔ x ′ = ι ,
Isl ′ : x ⊓ x ′ = o ,
Inv ′ : (x ′) ′ = x ,
ι ′ : ι ′ = o ,
o ′ : o ′ = ι ,

DeM1 : (x ⊔ y) ′ = x ′ ⊓ y ′ ,
DeM2 : (x ⊓ y) ′ = x ′ ⊔ y ′ ,
⊔ ι : x ⊔ ι = ι ,
⊓ o : x ⊓ o = o ,

Ass⊔ : x ⊔ (y ⊔ z) = (x ⊔ y) ⊔ z ,
Ass⊓ : x ⊓ (y ⊓ z) = (x ⊓ y) ⊓ z ,
Id⊔ : x ⊔ x = x ,
Id⊓ : x ⊓ x = x ,
Abs1 : x ⊓ (x ⊔ y) = x ,
Abs2 : x ⊔ (x ⊓ y) = x .

Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì áóëåâîé àëãåáðû B, à o è ι � âûäåëåííûìè
ýëåìåíòàìè èëè óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè.

Â áóëåâîé àëãåáðå äëÿ îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïàðû çàêîíîâ êîì-

ìóòàòèâíîñòè (Com), ïåðâûé è âòîðîé äèñòðèáóòèâíûå çàêîíû (Dtr1, 2), çàêîíû àññî-

öèàòèâíîñòè (Ass), èäåìïîòåíòíîñòè1 (Id) è ïîãëîùåíèÿ (Abs). Ïîíÿòíî, ÷òî â áóëåâîé

àëãåáðå îïðåäåëåíû îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ.

1Îò ëàò. idem � òîò æå ñàìûé, potentia � ñèëà.
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Ïðè ýòîì çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè îáåñïå÷èâàþò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîèçâîëüíûõ ñêîáî÷-

íûõ ñòðóêòóð êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé ýëåìåíòîâ. Äàëåå ïðè âûâîäå ñîîò-

íîøåíèé ìû, êàê ïðàâèëî, íå áóäåì ñïåöèàëüíî îòìå÷àòü ïðèìåíåíèå çàêîíîâ àññîöèà-

òèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè.

Çàêîíû ⊔ o, ⊓ ι, ⊔ ι è ⊓ o îïèñûâàþò íåéòðàëüíûå è ïîãëîùàþùèå ñâîéñòâà îñî-

áûõ ýëåìåíòîâ áóëåâîé àëãåáðû ïî îòíîøåíèþ ê îáúåäèíåíèþ è ïåðåñå÷åíèþ. Ñâîéñòâà

ι ′, o ′ óêàçûâàþò íà âçàèìíóþ äîïîëíèòåëüíîñòü ýòèõ ýëåìåíòîâ. Çàêîíû Cmp ′ è Isl ′

ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè çàêîíàìè, îïèñûâàþùèå ñâîéñòâà äîïîëíåíèÿ; îíè ïîñòóëèðóþò,

ñîîòâåòñòâåííî, åãî ïîëíîòó è îáîñîáëåííîñòü2. Çàêîí Inv ′ óêàçûâàåò íà èíâîëþòèâ-

íîñòü äîïîëíåíèÿ. Âçàèìíûå ñâîéñòâà áèíàðíûõ îïåðàöèé è äîïîëíåíèÿ îïèñûâàþòñÿ

çàêîíàìè Äå Ìîðãàíà (DeM1, 2).

Ââåä¼ííûå îïåðàöèè íàçûâàþò àáñòðàêòíûìè, ïîñêîëüêó íè îíè ñàìè, íè íîñèòåëü,

íà êîòîðîì îíè îïðåäåëåíû, íèêàê íå êîíêðåòèçèðóþòñÿ è íèêàêèõ èíûõ òðåáîâàíèé,

êðîìå óäîâëåòâîðåíèÿ âûøåïðèâåä¼ííûì çàêîíàì, ê íèì íå ïðåäúÿâëÿåòñÿ. Â ïðèëîæå-

íèÿõ ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâà íåêîòîðûõ ìíî-

æåñòâ, ñîáûòèÿ, âûñêàçûâàíèÿ, ñèãíàëû è äð.

Ëåììà 1.1. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y áóëåâîé àëãåáðû ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ:

1) x ⊔ y = o ⇔ x = y = o è x ⊓ y = ι ⇔ x = y = ι;

2) ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ:

x ⊓ y = x , x ⊔ y = y , x ′ ⊔ y = ι , x ⊓ y ′ = o

ýêâèâàëåíòíû;

3) {
x ⊓ y = o
x ⊔ y = ι

⇔ y = x ′

� ëåììà î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ3.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Áåðÿ ïåðåñå÷åíèå îáîèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà x ⊔ y = o ñ x, ïîëó÷èì x ⊓ (x ⊔ y) = o,

îòêóäà ïî Abs1 ïîëó÷àåì x = o; àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî y = o.

Áåðÿ îáúåäèíåíèå îáîèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà x ⊓ y = ι ñ x, ïîëó÷èì x ⊔ (x ⊓ y) = ι,

îòêóäà ïî ïî Abs2 ïîëó÷àåì x = ι; àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî y = ι.

Îáðàòíûå ñëåäîâàíèÿ î÷åâèäíû (çàêîíû ⊔ o è ⊓ ι).
2Àëãåáðà, â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ âñå âûøåïðèâåä¼ííûå çàêîíû êðîìå Cmp ′, íàçûâàþò ïñåâäîáóëå-

âîé.
3 Â íåêîòîðûõ àêñèîìàòèçàöèÿõ äîïîëíåíèå ââîäèòñÿ êàê ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì êîì-

ïëèìåíòàðíîñòè è èçîëèðîâàííîñòè. Íî òîãäà íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü åãî åäèíñòâåííîñòü, ÷åì è îáúÿñ-
íÿåòñÿ íàçâàíèå ëåììû.
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2. Ïóñòü x⊓ y = x. Íî ïî Abs2 èìååì y ⊔ (x⊓ y) = y, ò.å. x⊔ y = y. C ó÷¼òîì ýòîãî

èìååì

x ′ ⊔ y = x ′ ⊔ (x ⊔ y) = (x ′ ⊔ x)︸ ︷︷ ︸
ι

⊔y = ι .

Èç ïîëó÷åííîãî x ′ ⊔ y = ι ïî DeM1 ñëåäóåò, ÷òî

x ⊓ y ′ = o.

È íàêîíåö ñ ó÷¼òîì ïîñëåäíåãî, ïðèìåíÿÿ çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè, èìååì

x ⊓ y = (x ⊓ y) ⊔ (x ⊓ y ′)︸ ︷︷ ︸
o

= x ⊓ (y ⊔ y ′)︸ ︷︷ ︸
ι

= x .

Òàêèì îáðàçîì ìû öèêëè÷åñêè âûâåëè òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ äðóã èç äðóãà.

3. (⇒, äîñòàòî÷íîñòü)

y = y ⊓ (x ⊔ x ′)︸ ︷︷ ︸
ι

Com⊓, Dtr1
= (y ⊓ x)︸ ︷︷ ︸

o

⊔ (y ⊓ x ′) =

= (x ⊓ x ′)︸ ︷︷ ︸
o

⊔ (y ⊓ x ′)
Dtr,Abs, Com

= (x ⊔ y)︸ ︷︷ ︸
ι

⊓x ′ = x ′.

(⇐, íåîáõîäèìîñòü) î÷åâèäíà � çàêîíû Cmp ′ è Isl ′.

�

Îòäåëüíûé ýëåìåíò áóëåâîé àëãåáðû, à òàêæå ôîðìóëó, îïèñûâàþùóþ ïðèìåíåíèå

êîíå÷íîãî ÷èñëà óêàçàííûõ îïåðàöèé ê ýëåìåíòàì íîñèòåëÿ, áóäåì íàçûâàòü áóëåâûì

âûðàæåíèåì. ßñíî, ÷òî áóëåâî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ýëåìåíò áóëåâîé àëãåá-

ðû êàê çíà÷åíèå ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ, âìåñòî êîòîðûõ ïîäñòàâëÿþòñÿ òå èëè èíûå

êîíêðåòíûå ýëåìåíòû íîñèòåëÿ. Äâà âûðàæåíèÿ, ñâÿçàííûå çíàêîì (=) ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé áóëåâî ðàâåíñòâî. Áóëåâî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü êàê èñòèííûì, òàê è ëîæíûì â

çàâèñèìîñòè îò òîãî, îïðåäåëÿþò ëè ëåâàÿ è ïðàâàÿ åãî ÷àñòè îäèí è òîò æå ýëåìåíò

íîñèòåëÿ. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå äàííûõ ïîíÿòèé áóäåò äàíî â ï. 5.4. Ïðèâåä¼ííûå âûøå

çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû èñòèííû èìåííî â ýòîì ñìûñëå.

Ïóñòü V � âûðàæåíèå èëè ðàâåíñòâî áóëåâîé àëãåáðû. Ðåçóëüòàòû îäíîâðåìåííîé

çàìåíû âñåõ ñèìâîëîâ ⊓ ↔ ⊔ è ι↔ o â V áóäåì îáîçíà÷àòü V ♮, à x↔ x ′, ãäå x � ýëå-

ìåíò íîñèòåëÿ, íå ÿâëÿþùèéñÿ óíèâåðñàëüíîé ãðàíüþ � V ♭. Åñëè æå â V ïðîèçâîäÿòñÿ

îáå óêàçàííûå çàìåíû, òî èõ ðåçóëüòàò îáîçíà÷èì V ∗. Â áóëåâîé àëãåáðå ñïðàâåäëèâ

ñëåäóþùèé

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè (äëÿ áóëåâîé àëãåáðû). 1. Åñëè V � áóëåâî ðàâåí-
ñòâî, èñòèííîå äëÿ ëþáûõ âõîäÿùèõ â íåãî ýëåìåíòîâ, òî ðàâåíñòâà V ♮, V ♭ è
V ∗ òàêæå èñòèííû.

2. Åñëè V � âûðàæåíèå áóëåâîé àëãåáðû, òî V ∗ = V ′.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðèâåä¼ííûå âûøå çàêîíû, êðîìå Inv ′, ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû (ïîñëå-

äîâàòåëüíî çàïèñàííûõ) âçàèìîäâîéñòâåííûõ, ïðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà ïðè çàìåíå ♮; ïðè

ýòîì Inv ′ ïåðåõîäèò ñàì â ñåáÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå ♭ ïåðåâîäèò âñå çàêîíû, êðîìå Inv ′, èëè

ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé â ñåáÿ, èëè â äâîéñòâåííûå, à Inv ′ ïåðåõîäèò â òîæäåñòâî

x′ = x′. Ïîýòîìó è ïðè çàìåíå ∗ èñòèííîñòü áóëåâà ðàâåíñòâà ñîõðàíèòñÿ. Â ðåçóëüòàòå

óòâåðæäåíèå (1) äîêàçàíî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (2) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà V = z,

ãäå z � ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò áóëåâîé àëãåáðû: V = z ⇒ V ∗ = z′ ⇒ V ∗ = V ′.

Âïåðâûå ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè áûë ñôîðìóëèðîâàí Ý. Øð¼äåðîì â 1877 ã.

Çàìåòèì, ÷òî

1. Åñëè ïðè çàìåíå ♭ ïðåíåáðå÷ü óêàçàíèåì x åñòü ýëåìåíò, íå ÿâëÿþùåéñÿ óíèâåð-

ñàëüíîé ãðàíþ, òî, íàïðèìåð, ïðèìåíÿÿ ♭ ê çàêîíó ⊔ o, ïîëó÷èì íåâåðíîå ðàâåíñòâî

x ′⊔ι = x ′ âìåñòî âåðíîãî x ′⊔o = x ′, à ïðèìåíÿÿ ∗ ê DeM1 � íåâåðíîå ðàâåíñòâî

x ′ ⊓ y ′ = x ⊔ y âìåñòî âåðíîãî (x ′ ⊓ y ′) ′ = x ⊔ y.

2. Â ï. (1) Ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè íåëüçÿ ñíÿòü òðåáîâàíèå èñòèííîñòè ðàâåíñòâà

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ áóëåâîé àëãåáðû. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâîñòü x ⊓ y = o äëÿ

íåêîòîðûõ x è y íå îçíà÷àåò, ÷òî x ⊔ y = ι (ïðåîáðàçîâàíèå ♮). Ýòî çàìå÷àíèå

áóäåò îòíîñèòñÿ è ê ðàññìàòðèâàåìûì äàëåå ïðèíöèïàì äâîéñòâåííîñòè äëÿ äðóãèõ

ñòðóêòóð.

Íåòðóäíî îáíàðóæèòü, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà èç 21-îé àêñèîìû èçáûòî÷íà.

� Çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè âûòåêàþò èç çàêîíîâ ïîãëîùåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

ëþáîãî x ∈ B èìååò ìåñòî

x ⊔ x Abs1
= x ⊔ (x ⊓ (x ⊔ x)) Abs2

= x .

Èäåìïîòåíòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñëåäóåò èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ïî ïðèíöèïó äâîé-

ñòâåííîñòè4.

� Çàêîíû ïîãëîùåíèÿ âëåêóò ýêâèâàëåíòíîñòü äèñòðèáóòèâíûõ çàêîíîâ. Äåéñòâè-

òåëüíî, äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, z áóëåâîé àëãåáðû èìååì

(x ⊔ z) ⊓ (y ⊔ z) Dtr1
= (x ⊓ (y ⊔ z)) ⊔ (z ⊓ (y ⊔ z))︸ ︷︷ ︸

z

Abs1, Dtr1
=

= (x ⊓ y) ⊔ (x ⊓ z) ⊔ z︸ ︷︷ ︸
z

Abs2
= (x ⊓ y) ⊔ z.

ò.å. Dtr1 ⇒ Dtr2. Äâîéñòâåííî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Dtr2 ⇒ Dtr1.

� Èñïîëüçóÿ çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè, ñâîéñòâà äîïîëíåíèÿ è åäè-

íèöû ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(x ⊓ y) ⊔ (x ′ ⊔ y ′) = ι è (x ⊓ y) ⊓ (x ′ ⊔ y ′) = o .

4Äëÿ íàñ óêàçàííûå ñëåäîâàíèÿ ïî÷òè î÷åâèäíû, îäíàêî îíè áûëè óñòàíîâëåíû âûäàþùèìñÿ íåìåö-
êèì ìàòåìàòèêîì Ð. Äåäåêèíäîì.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ′ ⊔ y ′ �

äîïîëíåíèå ê x ⊓ y, ò.å. èç óêàçàííûõ çàêîíîâ âûâåäåí çàêîí DeM1. Àíàëîãè÷íàÿ

âûâîäèìîñòü DeM2 ñëåäóåò èç ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè.

Èçáûòî÷íîñòü ñèñòåìû àêñèîì îáû÷íî íå ÿâëÿåòñÿ ïîìåõîé â ïðàêòè÷åñêîé ðàáîòå.

Ïðè îïðåäåëåíèè áóëåâîé àëãåáðû óäîáíî çàäàâàòü èìåííî ïðèâåä¼ííûé íàáîð àêñèîì,

êàê ñîäåðæàùèé âñå îñíîâíûå õàðàêòåðíûå ñîîòíîøåíèÿ, ðàñêðûâàþùèå ñîäåðæàòåëü-

íûå ñâîéñòâà îïðåäåëÿåìîãî îáúåêòà. Âîïðîñ æå î íåèçáûòî÷íîé ñèñòåìå àêñèîì äëÿ

áóëåâîé àëãåáðû îêàçàëñÿ íå òàêèì ïðîñòûì, êàê ìîãëî áû ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä.

Â õîäå åãî èññëåäîâàíèÿ áûë îáíàðóæåí ðÿä èíòåðåñíûõ ôàêòîâ, ñ íåêîòîðûìè èç êîòî-

ðûõ ìû âñòðåòèìñÿ â äàëüíåéøåì.

Óêàæåì åù¼ äâå ñèñòåìû àêñèîì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû.

� Ïàðû àêñèîì êîììóòàòèâíîñòè, äèñòðèáóòèâíîñòè, íåéòðàëüíûõ ñâîéñòâ îñîáûõ

ýëåìåíòîâ, à òàêæå îñíîâíûå çàêîíû äîïîëíåíèÿ, ò.å. ïåðâûå âîñåìü èç ïðèâåäåííûõ

âûøå çàêîíîâ.

Äàííàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé: ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé èç çàêî-

íîâ ⊔ o, ⊓ ι âûâîäèì èç îñòàëüíûõ ñåìè. Äàííàÿ àêñèîìàòèêà, ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ

íà ïðàêòèêå êàê íàèáîëåå ëåãêî ïðîâåðÿåìàÿ, âîñõîäèò ê ðàáîòàì àìåðèêàíñêîãî

ìàòåìàòèêà Ý. Õàíòèíãòîíà5.

� Ïàðû çàêîíîâ çàêîíîâ Dtr, Abs âìåñòå ñ Cmp ′ è Isl ′.

Ýòî åäèíñòâåííàÿ êðàò÷àéøàÿ (øåñòü àêñèîì) èçâåñòíàÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü

áåçûçáûòî÷íàÿ ñàìîäâîéñòâåííàÿ ñèñòåìà àêñèîì áóëåâîé àëãåáðû.

Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèå è ïîäîáíûå èì ñèñòåìû èìååò áîëåå ôîðìàëüíûé õàðàêòåð ïî ñðàâ-

íåíèþ ïðèâåä¼ííîé â îïðåäåëåíèè 1.1.

Áóëåâà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (ÀÑ), òî÷íåå, ÷àñòíî-

ãî ñëó÷àÿ ÀÑ � àëãåáðû. Ïðîèçâîëüíàÿ ÀÑ A çàäàåòñÿ ïàðîé ìíîæåñòâ A è σA, ò.å.

A = ⟨A, σA ⟩. Çäåñü A � íîñèòåëü, à σA � ñèãíàòóðà ÀÑ ñ íîñèòåëåì A. Íîñèòåëü ÀÑ

åñòü íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñèãíàòóðà σA àëãåáðû ñ íîñèòåëåì A åñòü óïîðÿ-

äî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü ñèìâîëîâ îïåðàöèé, îòíîøåíèé è îñîáûõ ýëåìåíòîâ èç A. Êîãäà

íóæíî ÿâíî óêàçàòü ìåñòíîñòü èëè àðíîñòü îïåðàöèé è îòíîøåíèé, èõ çàïèñûâàþò êàê

âåðõíèå èíäåêñû ó ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèìâîëîâ (ñèìâîëû îñîáûõ ýëåìåíòîâ èìåþò íóëå-

âóþ ìåñòíîñòü). Åñëè σ1 è σ2 � äâå ñèãíàòóðû íà íîñèòåëå A è σ1 ⊂ σ2, òî ÀÑ ⟨A, σ1 ⟩
íàçûâàþò ðåäóêòîì ÀÑ ⟨A, σ2 ⟩. Åñëè ðåçóëüòàò íåêîòîðîé îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè

ìíîæåñòâà âñåãäà ëåæèò â ýòîì ìíîæåñòâå, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî óñòîé÷èâî îòíî-

ñèòåëüíî äàííîé îïåðàöèè, à îïåðàöèÿ óñòîé÷èâà íà äàííîì ìíîæåñòâå. Â îïðåäåëåíèè

àëãåáðû òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå îïåðàöèè áûëè óñòîé÷èâû íà å¼ íîñèòåëå. Çäåñü ïðèâåäåíî

5Huntington E.V. Sets of independent postulates for algebra of logic. � Amer. Math. Soc., 1904, 5, p. 288-
309. Ïîäðîáíîñòè ñì. â [45].
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íåôîðìàëüíîå ïîÿñíåíèå ïîíÿòèÿ ÀÑ, òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíû â ï. 6.1. Êàê ñè-

íîíèìîì ïîíÿòèÿ ÀÑ ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîì ñòðóêòóðà.

Äëÿ ñëó÷àÿ áóëåâîé àëãåáðû ñ íîñèòåëåì B èìååì σB = ⟨ ⊔2, ⊓2, ′1, o0, ι0 ⟩ (ñèãíà-
òóðà íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ îòíîøåíèé), è ñâîéñòâà óêàçàííûõ îïåðàöèé è âûäåëåííûõ

ýëåìåíòîâ íîñèòåëÿ îïèñûâàþòñÿ óêàçàííûìè âûøå çàêîíàìè. ßñíî, ÷òî âûäåëåííûå ýëå-

ìåíòû o è ι ñóòü íåêîòîðûå íóëüìåñòíûå îïåðàöèè íà íîñèòåëå. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ

ÀÑ çàäàííîé ñèãíàòóðû, òî, ñòðåìÿñü ê êðàòêîñòè, äëÿ å¼ îáîçíà÷åíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò

ïðîñòî ñèìâîë íîñèòåëÿ. Ìû áóäåì òàê ïîñòóïàòü, êîãäà ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìå-

íèÿì.

Îñíîâíûå çàêîíû, õàðàêòåðèçóþùèå áóëåâó àëãåáðó (êîììóòàòèâíîñòü è àññîöèàòèâ-

íîñòü îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ, à òàêæå ïåðâûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí)

ñôîðìóëèðîâàë Äæ. Áóëü â ñâîåé ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòå 1854 ã. ¾Èññëåäîâàíèå çàêî-

íîâ ìûñëè, íà êîòîðûõ îñíîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè ëîãèêè è âåðîÿòíîñòåé¿6. Îä-

íàêî ïîëíîãî ïåðå÷íÿ àêñèîì è òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäëîæåííîé èì àëãåáðû Áóëü íå

äàë. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ýêâèâàëåíòíàÿ áóëåâîé àëãåáðå â ñîâðåìåííîì å¼ ïîíèìà-

íèè, âïåðâûå ïðèâåäåíà â âûøåäøåì â òîì æå ãîäó òðåòüåì òîìå òðàêòàòà À. äå Ìîðãàíà

¾Ôîðìàëüíàÿ ëîãèêà¿ (ïðè ýòîì ðàíåå çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè âûäåëèë Ó.Ñ. Äæåâîíñ,

ïîãëîùåíèÿ � Ã.Ã. Ãðàñìàí è Ý. Øð¼äåð, à íà âòîðîé çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè óêàçàë

×. Ïèðñ).

Ñèñòåìû Áóëÿ è äå Ìîðãàíà, òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷íû. Â ðàáîòå [80], ïðÿìî îçàãëàâ-

ëåííîé ¾Àëãåáðà Áóëÿ íå åñòü áóëåâà àëãåáðà¿, ïîêàçàíî, ÷òî àëãåáðà ëîãèêè, ïðåäëîæåí-

íàÿ Áóëåì, ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé, áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ

è îáëàäàþùàÿ èäåìïîòåíòàìè. Òàêóþ ñèñòåìó â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíÿþò äëÿ èçó÷å-

íèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ è ïñåâäîáóëåâûõ ôóíêöèé7. Èäåè äå Ìîðãàíà íàøëè ñâî¼ ðàçâèòèå

â ñîâðåìåííûõ òåîðèÿõ íå÷¼òêîé ëîãèêè è àëãåáð, íàçâàííûõ åãî èìåíåì8.

1.2 Àëãåáðû ìíîæåñòâ

Ðàññìîòðèì íåïóñòîå ìíîæåñòâî A è íåêîòîðóþ ñîâîêóïíîñòü S(A) åãî ïîäìíîæåñòâ,
óñòîé÷èâóþ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ (∪), ïåðåñå÷åíèÿ (∩) è äîïîëíåíèÿ äî

A (−), à òàêæå ñîäåðæàùàÿ ∅ è A. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ (áóëåàí) ìíîæåñòâà

A áóäåì îáîçíà÷àòü P(A). Ïîíÿòíî, ÷òî {∅, A } ⊆ S(A) ⊆ P(A).
Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ⟨ S(A), ∪, ∩, −, ∅, A ⟩ íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ìíîæåñòâ (ïî-

ëåì ìíîæåñòâ, àëãåáðîé êëàññîâ). Àëãåáðó ìíîæåñòâ ñ íîñèòåëåì P(A) áóäåì íàçûâàòü

òîòàëüíîé (íàä A), à ñ äâóõýëåìåíòíûì íîñèòåëåì {∅, A} � òðèâèàëüíîé àëãåáðàìè

6Ïðî íå¼ Á. Ðàññåë ñêàçàë: ×èñòóþ ìàòåìàòèêó îòêðûë Áóëü â ñî÷èíåíèè, êîòîðîå íàçûâàëîñü ¾Çà-

êîíû ìûñëè¿.
7Ïñåâäîáóëåâîé íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåë¼ííóþ íà âåðøèíàõ åäèíè÷íîãî êóáà

Bn â îòëè÷èå îò áóëåâîé (äâóçíà÷íîé) ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â B1.
8Àëãåáðà äå Ìîðãàíà çàäà¼òñÿ òàêèì æå, êàê è ó áóëåâîé àëãåáðû íîñèòåëåì, ïàðàìè àêñèîì êîììó-

òàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè, äèñòðèáóòèâíîñòè, çàêîíîâ Äå Ìîðãàíà, à òàê æå ⊔ o, ⊓ ι è Inv ′.
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ìíîæåñòâ.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî

Óòâåðæäåíèå 1.1. Âñÿêàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ S(A) åñòü áóëåâà àëãåáðà ñ íóë¼ì ∅ è
åäèíèöåé A .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ëþáîé àëãåáðå S(A) ìíîæåñòâ âûïîëíÿþò-
ñÿ ïåðâûå âîñåìü çàêîíîâ áóëåâîé àëãåáðû â ôîðìóëèðîâêå êîòîðûõ ïðîèçâåäåíû ïîä-

ñòàíîâêè ⊔ 7→ ∩, ⊓ 7→ ∩, ′ 7→ −, ι 7→ A, o 7→ ∅.
Çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè, ⊔ o, ⊓ ι è Cmp ′, Isl ′ îïèñûâàþò ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé.

Â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ àëãåáðû

ìíîæåñòâ ïåðâîãî çàêîíà äèñòðèáóòèâíîñòè: (X ∪ Y ) ∩ Z = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z)

äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ X, Y, Z ∈ S(A). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò

w ∈ (X ∪ Y ) ∩ Z. Îí ïðèíàäëåæèò Z, à òàêæå ëèáî X, ëèáî Y . Â ïåðâîì ñëó÷àå

w ∈ X ∩ Z, à âî âòîðîì � w ∈ Y ∩ Z. Ñëåäîâàòåëüíî, w ∈ (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z). Ïóñòü
òåïåðü w ∈ (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z). Òîãäà w ∈ X ∩ Z èëè w ∈ Y ∩ Z, îòêóäà w ∈ Z è ëèáî

w ∈ X, ëèáî w ∈ Y , ò.å. w ∈ (X ∪ Y ) ∩ Z. �

Ïðèìåð 1.1. σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, èñïîëüçóåìàÿ
â àêñèîìàòèêå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, åñòü àëãåáðà ìíîæåñòâ è, ñëåäîâàòåëüíî, áóëåâà àë-
ãåáðà.

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ìîæåò îêàçàòüñÿ áóëåâîé

àëãåáðîé, íå ÿâëÿÿñü ïðè ýòîì àëãåáðîé ìíîæåñòâ. Ýòî áóäåò, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç îïå-

ðàöèé íà äàííîé ñèñòåìå íå ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé. Íèæå

òàêèå ñèñòåìû âñòðåòÿòñÿ.

Ïðîâåðêó ðàâåíñòâ áóëåâîé àëãåáðû ëåã÷å âñåãî ïðîâîäèòü, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå äèà-

ãðàììû Ýéëåðà-Âåííà (ñì., íàïðèìåð, [28] èëè [7]), â êîòîðûõ ìíîæåñòâî A èçîáðàæà-

åòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì, à åãî ïîäìíîæåñòâà � ðàçëè÷íûìè êðóãàìè èëè îâàëàìè îáùåãî

ïîëîæåíèÿ â ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå. Ïðè ýòîì îáúåäèíåíèþ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóåò îáú-

åäèíåíèå, à ïåðåñå÷åíèþ � îáùàÿ ÷àñòü ôèãóð, ñâÿçàííûõ ñ äàííûìè ýëåìåíòàìè. Òàêèå

äèàãðàììû ñòðîÿò îòäåëüíî äëÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé ïðîâåðÿåìîãî ðàâåíñòâà, à èí-

òåðåñóþùóþ ïðè äàííîé ïðîâåðêå îáëàñòü çàøòðèõîâûâàþò. Åñëè íà ñîîòâåòñòâóþùåé

ïàðå äèàãðàìì çàøòðèõîâàííûìè îêàçàëèñü îäèíàêîâûå îáëàñòè, òî, ðàññìàòðèâàÿ ðàç-

ëè÷íûå ïîäîáëàñòè A ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ ôèãóð, ìîæíî ïðîâåñòè

ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî, ïîäîáíîå ïðèâåä¼ííîìó âûøå.

Âïðî÷åì, íà ïðàêòèêå ìîæíî ïðîñòî îãðàíè÷èòüñÿ óêàçàííîé êîíñòàòàöèåé, åñëè ñî-

îòâåòñòâóþùèå ïîñòðîåíèÿ ïðîâîäèòü äëÿ �ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ� äèàãðàìì Ýéëåðà-

Âåííà. Íèæå äàííîå ïîíÿòèå ôîðìàëèçóåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü äàíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî U è ñèñòåìà {X1, . . . , Xn} åãî ïîä-
ìíîæåñòâ. Ñîñòàâëÿþùèå äàííîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì èíäóêòèâíûì
îïðåäåëåíèåì:
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1) ñîñòàâëÿþùèå îäíîýëåìåíòíîé ñèñòåìû {X1} ñóòü X1 è X1;

2) åñëè s � ñîñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìû {X1, . . . , Xn−1}, òî s ∩Xn è s ∩Xn � ñîñòàâëÿ-
þùèå ñèñòåìû {X1, . . . , Xn−1, Xn}.

Ñèñòåìà ìíîæåñòâ X íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé, åñëè âñå å¼ ñîñòàâëÿþùèå íåïóñòû.

Ïðèìåð 1.2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî U = {a, b, c, d}.

1. Ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû X1 = {a, b}, X2 = {b} ñóòü {b}, ∅, {a}, {c, d}, è, ñëåäî-
âàòåëüíî, äàííàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé.

2. Ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû X1 = {a, b}, X2 = {b, c} ñóòü {b}, {c}, {a}, {d}, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, äàííàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ íåçàâèñèìà.

Äëÿ σ ∈ { 0, 1 } è ìíîæåñòâà X ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå Xσ: Xσ åñòü X, åñëè σ = 1 è

X, åñëè σ = 0. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå âûðàæåíèå âèäà
m∩
j=1

X
σj
j , ãäå X1, . . . , Xm ñóòü

ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïîäìíîæåñòâà íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, à σj ∈ { 0, 1 }, íàçûâàåòñÿ èõ

ýëåìåíòàðíûì ïåðåñå÷åíèåì. Ïîíÿòíî, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ ëèáî ñîâïàäàþò,

ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ëåììà 1.2 (ñâîéñòâà ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìû ìíîæåñòâ). 1. Ïðîèçâîëüíàÿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìû ìíîæåñòâ {X1, . . . , Xn}, Xi ⊆ U , i = 1, n, ïðåäñòàâèìà
â âèäå ýëåìåíòàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâíûå ñîñòàâëÿþùèå íå
ïåðåñåêàþòñÿ.

2. Íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà èç n ìíîæåñòâ èìååò 2n ðàçëè÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ.

3. Îáúåäèíåíèå âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ ñîâïàäàåò ñ óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì U .

4. Èç n ìíîæåñòâ ìîæíî îáðàçîâàòü íå áîëåå ÷åì 22
n
ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïï. 1 è 3) ëåãêî ïðîâîäÿòñÿ ïî èíäóêöèè, 2) ñëåäóåò èç 1), à 4) � èç 2). �

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷àåìàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ñîâîêóïíîñòü ñî-

ñòàâëÿþùèõ íåêîòîðîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âûáîðà ýòèõ ìíîæåñòâ

è, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå íàáîðà ñîñòàâëÿþùèõ êîððåêòíî. Èòàê, âñå ñîñòàâëÿþùèå

ñèñòåìû ìíîæåñòâ ñóòü ýëåìåíòàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ. Âûðàæåíèå FM , çàäàþùåå íåêîòîðîå

ïîäìíîæåñòâî M àëãåáðû ìíîæåñòâ âèäå îáúåäèíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ ïåðåñå-

÷åíèé íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé Êàíòîðà äëÿ M íàä ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîïàðíî

ðàçëè÷íûìè ìíîæåñòâàìè. Äâå íîðìàëüíûå ôîðìû Êàíòîðà, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì

îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïåðåñå÷åíèé, áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, ïîñêîëüêó îíè,

î÷åâèäíî, çàäàþò îäíî è òîæå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 1.1 (Âåíí). Åñëè â àëãåáðå ìíîæåñòâ áóëåâî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ íåêî-
òîðîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ïîäìíîæåñòâ, òî îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû
ïîäìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåïóñòîå ìíîæåñòâî M , ïðåäñòàâëåííîå íîðìàëüíîé ôîð-

ìîé Êàíòîðà FM íàä íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé ìíîæåñòâ X = {X1, . . . , Xn} (Xi ∈ U ,

i = 1, n ):

M = FM =
∪

σ=(σ1, ..., σn)∈NM ⊆Bn

n∩
j=1

X
σj
j =

∪
k∈IM ⊆{1, ..., 2n}

sk. (∗)
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(çäåñü NM è IM � ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâó M ñîâîêóïíîñòè âåðøèí n-ìåðíîãî

åäèíè÷íîãî êóáà Bn è ìíîæåñòâà {1, . . . , 2n} íîìåðîâ ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìû X). Çà-

ìåòèì, ÷òî äëÿ çàâèñèìîé ñèñòåìû X óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò îòñóòñòâîâàòü.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ñ ó÷¼òîì ââåä¼ííîé âûøå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè s ̸= ∅ � ñîñòàâëÿþùàÿ êàêîé-ëèáî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ìíî-

æåñòâ, òî ëèáî s ⊆M , ëèáî s ∩M = ∅ è ñïðàâåäëèâîñòü x ∈ s ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò

èñòèííîñòü x ∈ Xi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Â ñèëó ýòîãî ïðåäñòàâëåíèå (∗) îñòà¼òñÿ ñïðà-
âåäëèâûì è åäèíñòâåííûì äëÿ ëþáîé ïðîèçâîëüíîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ (äëÿ

çàâèñèìîé ñèñòåìû ìîãóò ïîÿâèòüñÿ è äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ). Ïîýòîìó åñëè â íåçàâèñè-

ìîé ñèñòåìå äâà áóëåâûõ âûðàæåíèÿ F1 è F2 èìåþò îäíè è òå æå ñîñòàâëÿþùèå, òî

ñïðàâåäëèâîñòü èëè íåñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà F1 = F2 ñîõðàíèòñÿ è â ëþáîé äðóãîé

íåçàâèñèìîé ñèñòåìå. �

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî â àëãåáðå ìíîæåñòâ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà îäíîé

äèàãðàììå Ýéëåðà-Âåííà ñ íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé ìíîæåñòâ. Èõ è íàçûâàþò ìíîæåñòâà-

ìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Èíòåðïðåòàöèÿ æå âûðàæåíèé ëþáîé áóëåâîé àëãåáðû ñîîòíîøå-

íèÿìè ìíîæåñòâ îáîñíîâûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííîé íèæå òåîðåìîé 1.3.

Îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è äîïîëíåíèå áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíûìè òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè. Îáû÷íî ââîäÿò è ïðîèçâîäíûå îïåðàöèè íàä ìíî-

æåñòâàìè. Íàïðèìåð, îïåðàöèÿ r (ðàçíîñòè) ìíîæåñòâ X è Y îïðåäåëÿåòñÿ

êàê X r Y = X ∩ Y , à îïåðàöèÿ ⊕ (èõ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè) êàê

X ⊕ Y = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Y ). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî X ⊕ Y = (X ∪ Y ) r (X ∩ Y ). ßñíî,

÷òî îïåðàöèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìíîæåñòâ êîììóòàòèâíà, à ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

ââåä¼ííûõ îïåðàöèé ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ:

X r (Y r Z) = (X r Y ) ∪ (X ∩ Z) ;

X r (Y ∩ Z) = (X r Y ) ∪ (X r Z) ;

X r (Y ∪ Z) = (X r Y ) ∩ (X r Z) ;

(X ⊕ Y ) ∩ Z =(X ∩ Y )⊕ (Y ∩ Z) .

Ïðè ýòîì îïåðàöèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ìåòðèêè:

X ⊕ Y =0 ⇔ X = Y ;

X ⊕ Y =Y ⊕X ;

X ⊕ Y ⊆ (X ⊕ Z) ∪ (Z ⊕ Y ) .

Òàêæå ÷àñòî èñïîëüçóþò îòíîøåíèå ⊆ âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ. Î÷åâèäíî

X ⊆ Y ⇔ X ∩ Y = X ⇔ X ∪ Y = Y.

Ïðè X ⊆ Y , íàïîìíèì, X íàçûâàþò ïîäìíîæåñòâîì Y , à Y � íàäìíîæåñòâîì X.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå P∗(A) äëÿ ñîâîêóïíîñòè âñåõ íåïó-
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ñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A.

1.3 Ïîäñ÷¼ò ÷èñëà ýëåìåíòîâ â ïîäìíîæåñòâàõ

Ðàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêè âàæíóþ çàäà÷ó ïîäñ÷¼òà ÷èñëà ýëåìåíòîâ â ïîäìíîæå-

ñòâàõ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ôîðìóëû âêëþ÷åíèé-

èñêëþ÷åíèé, îáðàùåíèÿ, à òàêæå äèàãðàììû Ýéëåðà-Âåííà.

Ïóñòü X1, . . . , Xn � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Î÷åâèäíî, ÷òî

|X1 ∪X2| = |X1|+ |X2| − |X1 ∩X2| .

Ïðèìåíÿÿ ê ïðåäûäóùåé ôîðìóëå ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ, ïîëó÷èì ôîðìóëó âêëþ-

÷åíèé è èñêëþ÷åíèé∣∣∣∣∣
n∪
i=1

Xi

∣∣∣∣∣ = ∑
16i6n

|Xi| −
∑

16i1<i26n
|Xi1 ∩Xi2 |+

+
∑

16i1<i2<i36n
|Xi1 ∩Xi2 ∩Xi3 | − . . .+ (−1)n−1

∑
16i1<...<in6n

|Xi1 ∩ . . . ∩Xin | =

=
n∑
k=1

(−1)k+1
∑

16i1<...<ik6n
|Xi1 ∩ . . . ∩Xik | .

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé ôîðìóëîé äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé, âåñüìà îáùåé, çàäà÷è. Ïóñòü

èìååòñÿ N ýëåìåíòîâ è íåêîòîðîå ÷èñëî ñâîéñòâ P (1), . . . , P (n). ßñíî, ÷òî ñâîéñòâà çà-

äàþò íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà èñõîäíîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü äàëåå Ni � ÷èñëî ýëåìåíòîâ

ñî ñâîéñòâîì P (i) è âîîáùå Ni1i2...ir � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñî ñâîéñòâàìè P (i1), . . . , P (ir), à

òàêæå, âîçìîæíî, êàêèìè-òî åù¼. Òîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ N(0), íå îáëàäàþùèõ íè îäíèì

èç óêàçàííûõ ñâîéñòâ, áóäåò çàäàâàòüñÿ ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ

N(0) = N −
∑
i

Ni +
∑
i1<i2

Ni1i2 − . . .

. . .+ (−1)k
∑

i1<i2<...<ik

Ni1i2...ik + . . .+ (−1)nN1,2,...,n . (1.1)

Ñóùåñòâå ïðîñòîå ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî äëÿ çàïîìèíàíèÿ äàííîé ôîðìóëû: ïóñòü

1 ñîîòâåòñòâóåò îáúåêòàì, îáëàäàþùèìè âñåìè ñâîéñòâàìè, 1− c1 � îáúåêòàì, íå îáëà-

äàþùèõ ñâîéñòâîì c1, 1− c2 � îáúåêòàì, íå îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì c2 è ò.ä. Îáúåêòàì,

íå îáëàäàþùèõ íè îäíèì èç ñâîéñòâ c1, . . . , cn áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âûðàæåíèå

(1− c1)(1− c2) . . . (1− cn) .
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Îòñþäà, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì

N(0) = (1−c1)(1−c2) . . . (1−cn) = 1−(c1+c2+ . . .+cn)+(c1c2+ . . .)−(c1c2c3+ . . .)+ . . .

. . .+ (−1)nc1 . . . cn .

Ôîðìóëà (1.1) ñîäåðæèò, î÷åâèäíî, 2n ñëàãàåìûõ. Íî êîãäà ÷èñëî Ni1i2...ir ýëåìåíòîâ,

îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè P (i1), . . . , P (ir) íå çàâèñèò îò ñàìèõ ýòèõ ñâîéñòâ, à ëèøü îò

èõ êîëè÷åñòâà, ÷èñëî ñëàãàåìûõ çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ � äî n + 1. Äåéñòâèòåëüíî,

ïîñêîëüêó Ni1i2...ik çàâèñèò òîëüêî îò k, ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé ïîçâîëÿåò ââåñòè îáî-

çíà÷åíèÿ

N1 = N2 = . . . = Nn = N (i),

N1,2 = N1,3 = . . . = N1,n = N2,3 = . . . = Nn−1,n = N (2),

. . . . . . . . .

N1,2,...,n = N (n)

è ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé ïðèíèìàåò âèä

N(0) =

(
n

0

)
N −

(
n

1

)
N (1) +

(
n

2

)
N (2) − . . .

. . .+ (−1)k
(
n

k

)
N (k) + . . .+ (−1)n

(
n

n

)
N (n) . (1.2)

Ââåä¼ííûå âåëè÷èíû èìåþò èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ n-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà

(n � ÷èñëî ñâîéñòâ), âñå âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëà-

ìè, ïîêàçûâàþùèìè, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà îáëàäàþò äàííûìè ñâîé-

ñòâàìè (êîäèðóåìûìè åäèíèöàìè íàáîðà, ñîîòâåòñòâóþùåìó ýòîé âåðøèíå). Òîãäà âåð-

øèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé íàáîðó, â êîòîðîì åäèíèöû íàõîäÿòñÿ â ïîçèöèÿõ i1, i2, . . . , ik

ïðèïèñàíî ÷èñëî Ni1i2...ik , N(0) � íóëþ åäèíè÷íîãî êóáà, à N (s) � ÷èñëà, ïðèïèñàííûå

âñåì âåðøèíàì ñëîÿ s, â ÷àñòíîñòè, N (n) � åäèíèöå êóáà.

Ïðèìåð 1.3. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåí-
íûõ. Íàïîìíèì, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé
xi, åñëè íàéä¼òñÿ íàáîð α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn èç 0 è 1 òàêîé, ÷òî

f(α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn−1) ̸= f(α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn−1) .

Èçâåñòíî, ÷òî èìååòñÿ ðàçëè÷íûõ 22
m
áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò m ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü P (k) � ñâîéñòâî ôóíêöèè èìåòü k ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ, k = 0, 1, . . . , n,
êîòîðûå, ÿñíî, ìîæíî âûáðàòü

(
k
n

)
ñïîñîáàìè. Òîãäà ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ �
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(n− k). Ïîýòîìó N (k) = 22
n−k

è ïî ôîðìóëå (1.2):

N(0) =

(
n

0

)
22

n −
(
n

1

)
22

n−1

+ . . .+ (−1)k
(
n

k

)
22

n−k

+ . . .

. . .+ (−1)n
(
n

n

)
22

n−n

=
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
22

n−k

. (1.3)

Ïðèâåä¼ì äëÿ ñïðàâêè êîëè÷åñòâà b(n) âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ
è i(n) áóëåâûõ ôóíêöèé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ îò âñåõ ïåðåìåííûõ ïåðåìåííûõ äëÿ
n = 1, . . . , 5:

n 0 1 2 3 4 5
b(n) 2 4 16 256 65 536 4 294 967 296
i(n) 2 2 10 218 64 594 4 294 642 034

Âåðí¼ìñÿ ê èñõîäíîé ôîðìóëå îáðàùåíèÿ. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

� N[s] � ÷èñëî ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèõ ðîâíî s ñâîéñòâàìè. Îáû÷íî ýòè çíà÷åíèÿ

äëÿ s = 1, 2, . . . , n è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ò.ê. çíàÿ èõ ìîæíî íàéòè ìîùíî-

ñòè ïîäìíîæåñòâ âî âñåâîçìîæíûìè êîìáèíàöèÿìè ñâîéñòâ. ßñíî, íàïðèìåð, ÷òî

N(0) = N[0].

� N(s) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèõ íå ìåíåå s ñâîéñòâàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî

N(s) =
∑

i1<i2<...<is
Ni1i2...is , s = 1, 2, . . . , n è N(0) = N .

Â òåðìèíàõ n -ìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà N[s] � ñóììà ÷èñåë, ïðèïèñàííûõ âåðøèíàì

s-ãî ñëîÿ, à N(s) � ñóììà ÷èñåë, ïðèïèñàííûõ âåðøèíàì âñåõ ñëî¼â, íà÷èíàÿ ñ s-ãî.

ßñíî, ÷òî â òåïåðü ôîðìóëà (1.1) ïðèîáðåòàåò âèä

N[0] = N(0) −N(1) +N(2) − . . .+ (−1)sN(s) + . . .+ (−1)nN(n) . (1.4)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà îáùàÿ ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé:

N[m] =

(
m

m

)
N(m) −

(
m+ 1

m

)
N(m+1) +

(
m+ 2

m

)
N(m+2) − . . .

. . .+ (−1)s
(
m+ s

m

)
N(m+s) + . . .+ (−1)n−m

(
n

m

)
N(n) . (1.5)

×àñòî èìåííî ýòó ïîñëåäíþþ íàèáîëåå îáùóþ ôîðìóëó è ñ÷èòàþò âûðàæåíèåì ïðèíöèïà

âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé.

Ïðèìåð 1.4. Ïðè îáñëåäîâàíèè ÷èòàòåëüñêèõ âêóñîâ îêàçàëîñü, ÷òî 60% ñòóäåíòîâ ÷èòàþò
æóðíàë A, 50% � æóðíàë B, 50% � æóðíàë C, 30% � æóðíàëû A è B, 20% � æóðíàëû
B è C, 40% � æóðíàëû A è C, 10% � æóðíàëû A, B è C. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñòóäåíòîâ:

1) íå ÷èòàåò íè îäíîãî æóðíàëà?
2) ÷èòàåò â òî÷íîñòè äâà æóðíàëà?
3) ÷èòàåò íå ìåíåå äâóõ æóðíàëîâ?

Ðåøåíèå. Èìååì N(0) = 100%, N(1) = 60% + 50% + 50% = 160% (ïðåâûøåíèå 100%
åñòåñòâåííî è ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÷èòàþùèå íåñêîëüêî æóðíàëîâ ó÷èòûâàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ðàç), N(2) = 30% + 20% + 40% = 90% è N(3) = 10%.
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Ðèñ. 1.1. Ïîäñ÷¼ò ïî äèàãðàììå Ýéëåðà-Âåííà

1) Ïî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ (1.4):

N[0] = N(0) −N(1) +N(2) −N(3) = 100%− 160% + 90%− 10% = 20%.

2) Ïî îáùåé ôîðìóëå âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé (1.5):

N[2] =

(
2

2

)
N(2) −

(
3

2

)
N(3) = 1 · 90%− 3 · 10% = 60%.

3) Èñïîëüçóÿ (1.5):

N[2] +N[3] =

(
2

2

)
N(2) −

(
3

2

)
N(3) +

(
3

3

)
N(3) = 1 · 90%− 3 · 10% + 10% = 70%.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîäñ÷¼òà ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâàõ ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàíû äèàãðàììû Ýéëåðà-Âåííà. ßñíî, ÷òî òàêèå äèàãðàììû ñ n îïðåäå-

ë¼ííûìè íà íèõ ïîäìíîæåñòâàìè äåëÿòñÿ ìàêñèìóì íà 2n ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé. Åñëè

ìû èìååì èíôîðìàöèþ î ÷èñëå ýëåìåíòîâ â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ äèàãðàììû, äîñòàòî÷-

íóþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ âî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòÿõ, òî ýòî äàñò

âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè äèàãðàììû.

Ïðèìåð 1.5. Ïóñòü M , P è C � ìíîæåñòâà ñòóäåíòîâ, ïîñåùàþùèõ ëåêöèè ïî ìàòå-
ìàòèêå, ôèçèêå è èíôîðìàòèêå ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî |M | = 300, |P | = 350,
|C| = 450, |M ∩P | = 100, è |M ∩C| = 150, |P ∩C| = 75 è |M ∩P ∩C| = 10. Ñêîëüêî
ñòóäåíòîâ ïîñåùàåò ðîâíî îäèí èç óêàçàííûõ êóðñîâ?

ßñíî, ÷òî

| {M ∩ P}r {M ∩ P ∩ C} | =100− 10 = 90,

| {M ∩ C}r {M ∩ P ∩ C} | =150− 10 = 140,

| {P ∩ C}r {M ∩ P ∩ C} | =75− 10 = 65.

Ïîýòîìó îáëàñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíîæåñòâó ñòóäåíòîâ, ïîñåùàþùèõ òîëüêî ìàòåìàòè-
÷åñêèå êóðñû ñîäåðæèò 300−(90+10+140) = 60 ýëåìåíòîâ. Àíàëîãè÷íî ïîäñ÷èòûâàåòñÿ
÷èñëî ñòóäåíòîâ, èçó÷àþùèõ òîëüêî ôèçèêó (185) è òîëüêî èíôîðìàòèêó (235). Ïîýòîìó
ðîâíî îäèí èç óêàçàííûõ êóðñîâ ïîñåùàþò 60 + 185 + 235 = 480 ñòóäåíòîâ.
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1.4 Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Õîòÿ àëãåáðû ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ, êàê ìû óâèäèì, â íåêîòîðîì ñìûñëå, îñíîâíûìè

ïðèìåðàìè áóëåâûõ àëãåáð, ïîñëåäíèå èìè íå èñ÷åðïûâàþòñÿ.

Ïðèìåð 1.6. 1. Ðàññìîòðèì äâîè÷íîå ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé B = {1, 0}
è ñèãíàòóðó σ = ⟨ ∨, N, ¬, 0, 1 ⟩, ñîñòîÿùóþ èç ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé äèçúþíê-
öèè, êîíúþíêöèè è îòðèöàíèÿ, à òàêæå ñèìâîëîâ ýëåìåíòîâ B � ëîãè÷åñêîãî íóëÿ
0 (¾ëîæü¿) è ëîãè÷åñêîé åäèíèöû 1 (¾èñòèíà¿). Ïîëó÷åííàÿ ÀÑ ⟨B, σ ⟩ ÿâëÿåò-
ñÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, áóëåâîé àëãåáðîé. Ýòà ïðîñòåéøàÿ áóëåâà àëãåáðà èãðàåò
ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ëîãèêå. Îíà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ëîãèêè èëè àëãåáðîé âû-
ñêàçûâàíèé; áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ 2. Çàìåòèì, ÷òî Cmp ′ è Isl ′ (îñíîâíûå çàêîíû,
îïèñûâàþùèå ñâîéñòâà äîïîëíåíèÿ) â ëîãèêå íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî çàêîíàìè
èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî è ïðîòèâîðå÷èÿ.

2. ÀÑ ⟨Bn, ∨, N, ¬, 0̃, 1̃ ⟩, ãäå Bn � n-ìåðíûé åäèíè÷íûé êóá, 0̃ è 1̃ � îáîçíà÷å-
íèÿ íóëåâîãî (0 . . . 0) è åäèíè÷íîãî (1 . . . 1) âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâåííî, à ñèãíàòóð-
íûå îïåðàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ê áóëåâûì âåêòîðàì ïîêîìïîíåíòíî, íàçûâàþò áóëåâîé
àëãåáðîé n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ. ßñíî, ÷òî ýòî � ìíîãîìåðíûé âàðèàíò àë-
ãåáðû 2.

3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P2 ìíîæåñòâî âñåõ äâóçíà÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, à ÷åðåç 0 è
1 � ôóíêöèè ¾òîæäåñòâåííûé íóëü¿ è ¾òîæäåñòâåííàÿ åäèíèöà¿ ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ÀÑ ⟨P2, ∨, N, ¬, 0, 1 ⟩ åñòü áóëåâà àëãåáðà. Å¼ íàçûâàþò áóëåâîé àëãåáðîé
ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé.

4. Ïóñòü N � ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäñòàâëåíèå N = p1 · . . . ·pk (ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå), ãäå p1, . . . , pk � ðàç-
ëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé N îáîçíà÷èì
D(N). Íàïðèìåð, äëÿ N = 30 = 2 · 3 · 5 èìååì D(30) = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}.
Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë m è n îáîçíà÷èì m∨n, à èõ íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü � m∧n. Ïîëîæèì m′ = N

m
. Òîãäà ÀÑ ⟨D(N), ∨, ∧, ′, 1, N ⟩, êàê íåòðóä-

íî ïðîâåðèòü, åñòü áóëåâà àëãåáðà. Äàííàÿ áóëåâà àëãåáðà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â
òåîðèè ÷èñåë.

5. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ýëåêòðè÷åñêèõ âûêëþ÷àòåëåé, èëè êîíòàêòîâ, êîòîðûå ìî-
ãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç äâóõ ñîñòîÿíèé � çàìêíóòîì (ïðîâîäÿùåì) èëè ðàçî-
ìêíóòîì (íå ïðîâîäÿùåì). Ó òàêèõ êîíòàêòîâ ðàçëè÷àþò âõîäíîé è âûõîäíîé ïîëþ-
ñû, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíÿòü ñ ïîëþñàìè äðóãèõ êîíòàêòîâ, ñòðîÿ ýëåêòðè÷åñêèå
äâóõïîëþñíûå (îäèí âõîä è îäèí âûõîä) öåïè.

Åñëè ñîåäèíÿòü äðóã ñ äðóãîì òîëüêî âõîäíûå è âûõîäíûå ïîëþñû, òî èìååòñÿ
òîëüêî äâà ñïîñîáà îáúåäèíåíèÿ òàêèõ öåïåé: ïîñëåäîâàòåëüíîå è ïàðàëëåëüíîå.
Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèåì öåïåé A è B âûõîäíîé ïîëþñ öåïè A ïðèñî-
åäèíÿåòñÿ ê âõîäíîìó ïîëþñó öåïè B, ïðè ïàðàëëåëüíîì � ïîïàðíî îáúåäèíÿþòñÿ
âõîäíûå è âûõîäíûå öåïè A è B (â îáîèõ ñëó÷àÿõ âõîäíîé è âûõîäíîé ïîëþñû
ïîëó÷åííîé öåïè îïðåäåëÿþòñÿ âõîäíûì ïîëþñîì A è âûõîäíûì ïîëþñîì B ñî-
îòâåòñòâåííî). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àþò êëàññ ò.í. ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûõ
êîíòàêòíûõ ñõåì. Èõ åù¼ íàçûâàþò π-ñõåìàìè.

Ïîä ïðîèçâåäåíèåì A · B áóäåì ïîíèìàòü öåïü, îáðàçîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíûì,
à ïîä ñóììîé A + B � ïàðàëëåëüíûì ñîåäèíåíèåì öåïåé A è B. Ïîä öåïüþ A
áóäåì ïîíèìàòü öåïü, ïîëó÷åííóþ ðàçìûêàíèåì âñåõ çàìêíóòûõ êîíòàêòîâ A è
çàìûêàíèåì âñåõ å¼ ðàçîìêíóòûõ êîíòàêòîâ.

Ïðîâîäèìîñòü äâóõïîëþñíîé öåïè ìîæåò áûòü îïèñàíà íåêîòîðîé áóëåâîé ôóíêöè-
åé, òî÷íåå � ôóíêöèåé, ïðåäñòàâèìîé ò.í. áåñïîâòîðíîé ôîðìóëîé íàä ìíîæåñòâîì
ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê {∨, N, ¬}, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèÿì {+, ·, −, }, â êîòîðîé
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êàæäîìó êîíòàêòó öåïè ñîîòâåòñòâóåò âûðàæàþùàÿ åãî ïðîâîäèìîñòü ïðîïîçèöè-
îíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, âñòðå÷àþùàÿñÿ â ôîðìóëå ðîâíî îäèí ðàç.

Äâå öåïè áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè, åñëè ìîæíî òàê ñîïîñòàâèòü êîíòàêòàì ïå-
ðåìåííûå, ÷òî ïðè îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè êîíòàêòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîé
ïåðåìåííîé è âñåõ ïðîèçâîëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ îñòàëüíûõ êîíòàêòîâ, îáå ðàññìàò-
ðèâàåìûå öåïè ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ëèáî ïðîâîäÿùèìè, ëèáî íå ïðîâîäÿùèìè.
Ââåäåííîå îòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæå-
ñòâå öåïåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I ïîñòîÿííî çàìêíóòûé, à ÷åðåç O � ïîñòîÿííî ðàçî-
ìêíóòûé êîíòàêòû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ìíîæåñòâî âñåõ ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ
π-ñõåì (äâóõïîëþñíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé). Òîãäà ÀÑ ⟨C, +, ·, −, O, I ⟩ åñòü, êàê
íåòðóäíî âèäåòü, áóëåâà àëãåáðà. Å¼ íàçûâàþò àëãåáðîé ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì.

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëüíîãî àïïàðàòà áóëåâûõ àëãåáð äëÿ àíàëèçà è ñèíòåçà ýëåêòðè-
÷åñêèõ ñõåì èìååò îãðîìíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå.

6. Ïóñòü â õîäå íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ èëè íå íàáëþäàòüñÿ
îïðåäåë¼ííûå ñîáûòèÿ. Òàêèå ñîáûòèÿ íàçûâàþò ñëó÷àéíûìè, íå ðàçëè÷àÿ ïðè ýòîì
ñîáûòèÿ, êîòîðûå â äàííîì ýêñïåðèìåíòå ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî îäíîâðåìåííî. Ââå-
ä¼ì òðè îïåðàöèè íà òàêèõ ñîáûòèÿõ: óìíîæåíèå A ·B , îçíà÷àþùåå, ÷òî â äàííîì
ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàþòñÿ îáà ñîáûòèÿ A è B; ñëîæåíèå A+B , îçíà÷àþùåå íà-
áëþäåíèå â ýêñïåðèìåíòå õîòÿ áû îäíîãî èç óêàçàííûõ ñîáûòèé è îòðèöàíèå A,
îçíà÷àþùåå, ÷òî ñîáûòèå A â äàííîì ýêñïåðèìåíòå íå íàáëþäàëîñü. Çàôèêñèðó-
åì òàêæå íåâîçìîæíîå (íèêîãäà íå íàñòóïàþùåå) ñîáûòèå ∅ è äîñòîâåðíîå (âñåãäà
íàñòóïàþùåå ïðè ïðîâåäåíèè äàííîãî ýêñïåðèìåíòà) ñîáûòèå 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ ñ äàííûì ýêñïåðèìåíòîì, ÿâëÿ-
åòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ââåä¼ííûõ îïåðàöèé è âûäåëåííûõ ýëåìåíòîâ
∅ è 1.

Ñèñòåìû äàííîãî ïðèìåðà ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè èëè ðåàëèçàöèÿìè áóëåâîé
àëãåáðû.

Ïðèìåð 1.7. 1. Êðîìå ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûõ, ñóùåñòâóþò åù¼ ò.í. ìîñòèêî-
âûå ñõåìû. Ïðîñòåéøàÿ ìîñòèêîâàÿ ñõåìà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.2.
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Ðèñ. 1.2. Ìîñòèêîâàÿ ñõåìà (âõîäíîé è âûõîäíîé ïîëþñû âûäåëåíû)

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíûõ ñõåì ÿçûê áóëåâîé àëãåáðû îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì:
íå óäà¼òñÿ òàê óñîâåðøåíñòâîâàòü îáû÷íûé áóëåâ àïïàðàò àëãåáðû ëîãèêè, äîáàâèâ
ê íåìó åù¼ íåñêîëüêî (êîíå÷íîå ÷èñëî!) îïåðàöèé òàê, ÷òîáû îí ñòàë ñîäåðæàòü
ñðåäñòâà äëÿ îïèñàíèÿ ñòðîåíèÿ íå òîëüêî ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûõ, íî è
ìîñòèêîâûõ ñõåì, ïðèòîì îïèñàíèÿ àäåêâàòíîãî, ò.å. òàêîãî, ïðè êîòîðîì êàæäîìó
êîíòàêòó â ñõåìå ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíà áóêâà â ôîðìóëå, âûðàæàþùàÿ ïðîâî-
äèìîñòü äàííîé ñõåìû9.

9Êóçíåöîâ À.Â. Î áåñïîâòîðíûõ êîíòàêòíûõ ñõåìàõ è áåñïîâòîðíûõ ñóïåðïîçèöèÿõ ôóíêöèé àëãåáðû
ëîãèêè // Òðóäû ìàòåì. èí-òà èì. Â.À. Ñòåêëîâà, ò. LI. � Ì.: 1958. � Ñ. 186-225.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâîäèìîñòü ìîñòèêîâîé ñõåìû íà ðèñ. 1.2 îïèñû-
âàåòñÿ áóëåâîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ôîðìóëîé
F = x1 N (x3 ∨ (x4 Nx5)) ∨ x2 N (x4 ∨ (x3 N x5)), íå ÿâëÿþùåéñÿ áåñïîâòîð-
íîé, è íèêàêîå ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå F íå ïðèâåä¼ò, êàê ìîæíî ïîêàçàòü,
ê áåñïîâòîðíîé ôîðìå íàä ìíîæåñòâîì ñâÿçîê {∨, N, ¬}10.
Îòìåòèì, ÷òî ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíîãî áóëåâîé àëãåáðå ôîðìàëèçîâàííîãî
ôîðìóëüíîãî ÿçûêà, ïðèãîäíîãî äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ äâóõïîëþñíûõ öåïåé
îáùåãî âèäà ïðåäïðèíÿòà â ðàáîòå [11].

2. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b èç îòðåçêà [ 0, 1 ] ïîëîæèì

a⊕ b = max {a, b}, a⊗ b = min {a, b}, ⊖a = 1− a.

Ñèñòåìó ⟨ [ 0, 1 ], ⊕, ⊗, ⊖, 0, 1 ⟩ íàçûâàþò ìàêñèìèííîé àëãåáðîé. Îíà íå áóäåò ÿâ-
ëÿòüñÿ áóëåâîé àëãåáðîé, ïîñêîëüêó â íåé íå âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû Cmp ′ è Isl ′.
Îòìåòèì, ÷òî â ïðèâåä¼ííîé âûøå ñèñòåìå èç 21-îé àêñèîìû íå âûïîëíÿþòñÿ òîëü-
êî äàííûå çàêîíû. Ïîñëåäíåå äîêàçûâàåò èõ íåçàâèñèìîñòü îò îñòàëüíûõ è íåîáõî-
äèìîñòü ïðèñóòñòâèÿ ýòèõ çàêîíîâ â ëþáîé ñèñòåìå àêñèîì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû.

Îòìåòèì, ÷òî äîïîëíåíèÿ â ìàêñèìèííîé àëãåáðå åäèíñòâåííû. Òàêèì îáðàçîì,
óêàçàííàÿ ñòðóêòóðà ÷ðåçâû÷àéíî áëèçêà ê áóëåâîé àëãåáðå, íî åé âñ¼-òàêè íå ÿâ-
ëÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü äàíû äâå áóëåâû àëãåáðû B1 è B2 è âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ11 φ : B1 → B2 òàêàÿ, ÷òî ðàâåíñòâà

1) φ(x ⊔ y) = φ(x) ⊔ φ(y) , 2) φ(x ⊓ y) = φ(x) ⊓ φ(y) , 3) φ(x ′) = φ(x) ′

ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ x è y èç B1. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî φ � áóëåâ èçîìîðôèçì ìåæäó
B1 è B2, äàííûå àëãåáðû áóëåâî èçîìîðôíû (ñèìâîëè÷åñêè B1

∼=b B2).

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èç 1) � 3) ñëåäóåò

4) φ(o) = o è 5) φ(ι) = ι.

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì φ(o) = φ(x⊓x ′) = φ(x) ⊓ φ(x ′) = φ(x) ⊓ φ(x)′ = o è àíàëîãè÷íî
äëÿ φ(ι).

Ìû âèäèì, ÷òî áóëåâ èçîìîðôèçì � ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íîñèòåëåé
áóëåâûõ àëãåáð, ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèè è îñîáûå ýëåìåíòû o è ι.

Â çàïèñè áóëåâûõ àëãåáð B1 è B2 ìû èñïîëüçîâàëè îäèíàêîâûå îáîçíà÷åíèÿ è äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé, è äëÿ âûäåëåííûõ ýëåìåíòîâ. Ñòðåìÿñü íå óñëîæíÿòü îáî-
çíà÷åíèÿ, òàê îáû÷íî è ïîñòóïàþò. Ïðè âíèìàòåëüíîì ÷òåíèè ïóòàíèöû îòíîñèòåëüíî
ïðèíàäëåæíîñòè îïåðàöèé è âûäåëåííûõ ýëåìåíòîâ ê îäíîé èëè äðóãîé àëãåáðå âîçíèê-
íóòü íå äîëæíî.

Ïðèìåð 1.8. 1. Àëãåáðà âûñêàçûâàíèé, î÷åâèäíî, èçîìîðôíà òðèâèàëüíîé àëãåáðå
ìíîæåñòâ.

2. Îïðåäåëèì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû B = ⟨B, ⊔, ⊓, ′, o, ι ⟩ äâîéñòâåííóþ ê íåé
B∗ = ⟨B∗, ⊔∗, ⊓∗, ′∗, o∗, ι∗ ⟩ , ïîëîæèâ

B∗ = B , ⊔∗ = ⊓ , ⊓∗ = ⊔ , ′∗ = ′ , o∗ = ι , ι∗ = o .

10Ýòî óòâåðæäåíèå íåîäíîêðàòíî âûñêàçûâàëîñü Â.È. Øåñòàêîâûì, íà÷èíàÿ ñ 1930-õ ãîäîâ. Îäíàêî
íà ñåìèíàðå ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå â ÌÃÓ â íà÷àëå 1950-õ ãîäîâ Ï.Ñ. Íîâèêîâ óêàçàë íà îòñóòñòâèå
ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî ôàêòà. Òàêîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî ïîçæå ïðèâåäåíî À.Â. Êóç-
íåöîâûì.

11Òî÷íîå îïðåäåëåíèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè èëè áèåêöèè ñì. â ï. 2.6.
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Â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè (ïðåîáðàçîâàíèå V ♮), áóäåì èìåòü B∗ ∼=b B (è
áîëåå òîãî, B∗∗ = B).

3. Òîòàëüíàÿ àëãåáðà íàä n-ýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì A = {a1, . . . , an} èçîìîðôíà
áóëåâîé àëãåáðå n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ Bn. Áóëåâûì èçîìîðôèçìîì çäåñü
áóäåò ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå φ : Bn → P(A), ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå áóëåâó âåêòî-
ðó (α1, . . . , αn) ïîäìíîæåñòâî { ai | αi = 1, i = 1, n } ìíîæåñòâà A.

Ñóùåñòâóåò ïðîñòîé êðèòåðèé èçîìîðôíîñòè òîòàëüíûõ àëãåáð ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 1.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû òîòàëüíûå àëãåáðû ìíîæåñòâ P(A) è P(B) áûëè
èçîìîðôíû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû A è B èìåëè îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü12.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Ïóñòü ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì φ ìåæäó àëãåáðàìè P(A) è P(B).

Òîãäà φ � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B, îòêóäà ñëå-

äóåò èõ ðàâíîìîùíîñòü.

(⇒) Ïóñòü ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû. Òîãäà ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè ìîæíî óñòà-

íîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå f . Îäíàêî ýëåìåíòàìè P(A) è P(B) ñëóæàò

ïîäìíîæåñòâà A è B ñîîòâåòñòâåííî, è f íå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì èçîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó

ðàñïðîñòðàíèì îòîáðàæåíèå f íà ïîäìíîæåñòâà äàííûõ ìíîæåñòâ, ïîñòàâèâ â ñîîòâåò-

ñòâèå ïðîèçâîëüíîìó ïîäìíîæåñòâó X ìíîæåñòâà A åãî îáðàç φ(X) =
∪
a∈X f(a) ⊆ B.

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî φ ÿâëÿåòñÿ áóëåâûì èçîìîðôèçìîì ìåæäó P(A) è

P(B). �

Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþò, íàïîìíèì, ýêâèâàëåíòíûìè.

1.5 Òåîðåìà Ñòîóíà

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíûõ

áóëåâûõ àëãåáð àëãåáðàìè ìíîæåñòâ. Îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëåìåíòû ëþáîé áóëåâîé àë-

ãåáðû ìîæíî ñ÷èòàòü ïîäìíîæåñòâàìè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, à áóëåâû îïåðàöèè îòîæ-

äåñòâëÿòü ñ îäíîèì¼ííûìè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè.

Òåîðåìà 1.3 (Ñòîóí). Âñÿêàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà ïîäõîäÿùåé àëãåáðå ìíî-
æåñòâ.

Èíûìè ñëîâàìè, òåîðåìà Ñòîóíà óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå âëîæåíèÿ (ñì. íèæå

ï. 2.6) ëþáîé áóëåâîé àëãåáðû â íåêîòîðóþ òîòàëüíóþ àëãåáðó ìíîæåñòâ. Ìû äîêàæåì

ýòó òåîðåìó äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóþòñÿ ââåñòè íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Íåíóëåâîé ýëåìåíò a áóëåâîé àëãåáðû íàçûâàåòñÿ àòîìîì, åñëè äëÿ
ëþáîãî å¼ ýëåìåíòà x ñïðàâåäëèâî ëèáî a ⊓ x = o, ëèáî a ⊓ x = a. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x ñîäåðæèò àòîì a.

Íàïðèìåð, â áóëåâîé àëãåáðå âñåõ n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ àòîìû ñóòü äâîè÷íûå

íàáîðû åäèíè÷íîãî âåñà. Â òîòàëüíîé àëãåáðå ìíîæåñòâ àòîìàìè áóäóò ÿâëÿòüñÿ âñå

îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà.

12 ò.å. ÷òîáû ìåæäó íèìè ñóùåñòâîâàëî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
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Ëåììà 1.3. Â êîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðå êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ñîäåðæèò õîòÿ
áû îäèí àòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = { b1, b2, . . . , bm } � íîñèòåëü áóëåâîé àëãåáðû è x � åãî

íåíóëåâîé ýëåìåíò (â äàëüíåéøåì áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî m = 2n äëÿ íåêîòîðîãî íàòó-

ðàëüíîãî n). Ïðèâåä¼ì àëãîðèòì, îáíàðóæèâàþùèé àòîì, ñîäåðæàùèéñÿ â x.

Øàã 1. Ïîëîæèòü a ← [ x, k ← [ 1.
Øàã 2. Âû÷èñëèòü b = a ⊓ bk. Åñëè b = o èëè b = a, òî ïåðåõîä ê øàãó 3; èíà÷å �

ê øàãó 4.

Øàã 3. Åñëè k = n, òî êîíåö; èíà÷å k ←[ k + 1 è ïåðåõîä ê øàãó 2.

Øàã 4. Ïîëîæèòü a ←[ b. Åñëè k = n, òî êîíåö; èíà÷å k ← [ k + 1 è ïåðåõîä ê øàãó

2.

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà â a áóäåò çàïèñàí àòîì, ñîäåðæàùèéñÿ â x. Â ñà-

ìîì äåëå, àëãîðèòì ïðîïóñêàåò ÷åðåç a êîíå÷íóþ (äëèíû < n) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíó-

ëåâûõ ýëåìåíòîâ x, x ⊓ bi1 , x ⊓ bi1 ⊓ bi2 , . . ., ïîñëåäíèé èç êîòîðûõ

y = x ⊓ bi1 ⊓ bi2 . . . ⊓ bin

îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî y ⊓ z = o èëè y ⊓ z = y äëÿ ëþáîãî z ∈ B. Êðîìå òîãî,

y ⊓ x = x ⊓ y = x ⊓ (x ⊓ bi1 ⊓ bi2 . . . ⊓ bin) = x ⊓ bi1 ⊓ bi2 . . . ⊓ bin = y .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y ñîäåðæèòñÿ â x è, òàêèì îáðàçîì, y � èñêîìûé àòîì. �

Óòâåðæäåíèå 1.2 (Îñíîâíîå ñâîéñòâî àòîìîâ). Åñëè a1 è a2 � ðàçëè÷íûå àòîìû
áóëåâîé àëãåáðû, òî

a1 ⊓ a2 = o. (1.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a1 ⊓ a2 = b ̸= o, òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, äîëæíî áûòü b = a1 è

b = a2. �

Áóëåâà àëãåáðà, â êîòîðîé êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ñîäåðæèò àòîì, íàçûâàåòñÿ

àòîìíîé èëè äèñêðåòíîé. Âñå ðàññìîòðåííûå âûøå àëãåáðû àòîìíûå. Èç ëåììû 1.3

ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ àòîìíîé. Áóëåâó àëãåáðó, íå ñîäåðæàùóþ

íè îäíîãî àòîìà íàçûâàþò áåçàòîìíîé èëè íåïðåðûâíîé. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð áåçàòîì-

íîé áóëåâîé àëãåáðû. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé âñåâîçìîæ-

íûõ ïîëóèíòåðâàëîâ âèäà (x, y], ñîäåðæàùèõñÿ â ïðîìåæóòêå (0, 1]: 0 < x 6 y 6 1.

Ýòà ñîâîêóïíîñòü, î÷åâèäíî, óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðà-

öèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ äî (0, 1] è â íåé âûïîëíÿþòñÿ âñå çàêîíû

áóëåâîé àëãåáðû. Åäèíèöåé â íåé áóäåò âåñü èíòåðâàë (0, 1], à íóë¼ì � ïóñòîå ìíîæå-

ñòâî, ïðåäñòàâëÿåìîå â âèäå (x, x]. Ýòà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ áåçàòîìíîé: ëþáîé èíòåðâàë

(x, y] ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà ñîäåðæèò â ñåáå íåíóëåâîé ïîäûíòåðâàë òàêîãî æå âèäà.
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Ìíîæåñòâî âñåõ àòîìîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ýëåìåíòå x îáîçíà÷èì At(x) è ôîðìàëüíî

ñ÷èòàòü, ÷òî At(o) = ∅. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ àòîìîâ áóëåâîé àëãåáðû B áóäåì îáîçíà÷àòü

At(B).

Ëåììà 1.4. Âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò êîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðû ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì àòîìîâ:

x =
⊔

a∈At(x)

a. (1.7)

Íàïðèìåð, â òîòàëüíîé àëãåáðå íàä ìíîæåñòâîì {1, 2, 3, 4} ýëåìåíò x = {1, 2, 3}
ñîäåðæèò àòîìû {1}, {2}, {3} è ðàâåí èõ îáúåäèíåíèþ: x = {1} ∪ {2} ∪ {3}. Ïðè
At(x) = {a} ôîðìàëüíî ïîëàãàþò x =

⊔
a a, à ïðè At(x) = ∅ � x = o. Ïîíÿò-

íî, ÷òî åäèíèöà ι åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ àòîìîâ áóëåâîé àëãåáðû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

b =
⊔

a∈At(B)

a, òîãäà

o = b ′ ⊓ b = b ′ ⊓
⊔

a∈At(B)

a =
⊔

a∈At(B)

(b ′ ⊓ a) ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, b ′⊓a = o äëÿ ëþáîãî àòîìà a èç At(B), ò.å. b ′ íå ñîäåðæèò íè îäíîãî

àòîìà. Ïî ëåììå 1.3 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî b ′ = o, ò.å. b = ι.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ïðîñòîé ëåììû îòëîæèì äî ï. 5.2. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ñîîòíî-

øåíèå (1.7) âûïîëíÿåòñÿ â ëþáîé àòîìíîé áóëåâîé àëãåáðå, íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîé.

Äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ òåîðåìà Ñòîóíà äîïóñêàåò ñëåäóþùåå óñèëåíèå.

Òåîðåìà 1.4. Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà ïîäõîäÿùåé òîòàëüíîé àëãåá-
ðå ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà. Ïîñòðîèì òîòàëüíóþ àëãåáðó ìíî-

æåñòâ íàä At(B) è ïîêàæåì, ÷òî îíà èçîìîðôíà B.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ, ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæäîìó ýëåìåíòó x èç B ìíîæåñòâî

At(x) ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì àòîìîâ. Ïîêàæåì, ÷òî φ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì èçîìîðôèçìîì

ìåæäó B è P(At(B)).

Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà, ÷òî φ(x) = At(x) � áèåêöèÿ13 ìåæäó B è P(At(B)). Èç ðàçëî-

æåíèÿ (1.7) ñëåäóåò, ÷òî

1) ýëåìåíò x îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì At(x) ñâîèõ àòîìîâ è íàîáîðîò,

ò.å. îòîáðàæåíèå φ(x) èíúåêòèâíî;

2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ At(B) ìîæíî îïðåäåëèòü ýëåìåíò x ñîîò-

íîøåíèåì x =
⊔
a∈A a, òîãäà φ(x) = A è φ � ñþðúåêòèâíî.

Òàêèì îáðàçîì, áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ φ ïîêàçàíà.

Òåïåðü óäîñòîâåðèìñÿ, ÷òî äëÿ φ âûïîëíåíû ñâîéñòâà (1)�(3) îïðåäåëåíèÿ 1.3 (íè-

æåïðèâåä¼ííûå âûêëàäêè ïðîâåäåíû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x, y èç B ).

13×èòàòåëþ äîëæíû áûòü èçâåñòíû ñâîéñòâà èíúåêòèâíîñòè, ñþðúåêòèâíîñòè è áèåêòèâíîñòè îòîá-
ðàæåíèé. Èõ àëãåáðàè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ áóäóò äàíû â ï. 2.6.
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Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî

x ⊔ y =
⊔

a1 ∈At(x)

a1 ⊔
⊔

a2 ∈At(y)

a2 =
⊔

a∈At(x)∪At(y)

a,

îòêóäà φ(x ⊔ y) = φ(x) ∪ φ(y).
Âî-âòîðûõ,

x ⊓ y =
⊔

a1 ∈At(x)

a1 ⊓
⊔

a2 ∈At(y)

a2
Dtr1
=

⊔
a1 ∈At(x)
a2 ∈At(y)

(a1 ⊓ a2)
(1.6)
=

⊔
a∈At(x)∩At(y)

a ,

ò.å. φ(x ⊓ y) = φ(x) ∩ φ(y).
Â-òðåòüèõ, ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííûå âûøå ðàâåíñòâà y = x ′ èìååì

At(x) ∪ At(x ′) = At(B) è At(x) ∩ At(x ′) = ∅,

îòêóäà ïî ëåììå 1.1: At(x ′) = At(B)r At(x) è φ(x ′) = φ(x). �

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèå ïðîñòûå

Ñëåäñòâèÿ. 1. Åñëè êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà èìååò n àòîìîâ, òî îáùåå ÷èñëî å¼
ýëåìåíòîâ ðàâíî 2n.

2. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà ïîäõîäÿùåé àëãåáðå n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ
âåêòîðîâ.

Ïåðâîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ñîâîêóïíîñòè èç
àòîìîâ n åñòü 2n, à âòîðîå � èç ïðèìåðà 1.8.3.

Òåîðåìà Ñòîóíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëåìåíòû ëþáîé áóëåâîé àëãåáðû ìîæíî ñ÷èòàòü

ïîäìíîæåñòâàìè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, à áóëåâû îïåðàöèè îòîæäåñòâëÿòü ñ îäíîèì¼í-

íûìè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè.

Åñëè â áóëåâîé àëãåáðå îïðåäåëåíû îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ñîâî-

êóïíîñòè å¼ ýëåìåíòîâ, òî òàêàÿ áóëåâà àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé. ßñíî, ÷òî ïîëíîé

áóëåâîé àëãåáðîé ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ, à σ-àëãåáðà, ãäå ýòè îïåðàöèè ìî-

ãóò áûòü âçÿòû ëèøü ïî ñ÷¼òíîé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ, ÿâëÿåòñÿ �ïðîìåæóòî÷íîé�

ìåæäó îáû÷íîé è ïîëíîé áóëåâûìè àëãåáðàìè.

Ïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ ïîëíûõ àòîìíûõ àëãåáð, è

ñïðàâåäëèâîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.5 (î ïðåäñòàâëåíèè ïîëíûõ àòîìíûõ áóëåâûõ àëãåáð). Ïóñòü B �
ïîëíàÿ àòîìíàÿ áóëåâà àëãåáðà. Òîãäà

B ∼=b P(At(B)).

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïîëíûå àòîìíûå áóëåâû àëãåáðû èñ÷åð-

ïûâàþòñÿ òîòàëüíûìè àëãåáðàìè ïîäõîäÿùèõ ìíîæåñòâ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ñòîóíà â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ áóëåâûõ àë-

ãåáð èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå óëüòðàôèëüòðà (ñì. ï. 4.2).
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Ãëàâà 2

Îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâèÿ

Ïðèëîæåíèÿ òåîðèè áèíàðíûõ îòíîøåíèé áåñ÷èñëåííû, èáî åäèí-

ñòâåííûìè îòíîøåíèÿìè, îáû÷íî âñòðå÷àþùèìèñÿ â ìàòåìàòèêå,

ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûå îòíîøåíèÿ è îñîáîãî ðîäà òåðíàðíûå îòíîøå-

íèÿ (àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè).

È.È. Âàëóöå. Îòîáðàæåíèÿ. Àëãåáðàè÷åñêèå àñïåêòû òåîðèè.

2.1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ïóñòü A1, . . . , An � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïóñòûõ ìíîæåñòâ. Äåêàðòîâûì

(èëè ïðÿìûì) ïðîèçâåäåíèåì óêàçàííûõ ìíîæåñòâ (â äàííîì ïîðÿäêå), ñèìâîëè÷åñêè

A1 × A2 × . . .× An èëè
n∏
i=1

Ai ,

íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà ( a1, a2, . . . , an ), ãäå

ai ∈ Ai, i ∈ 1, n. Çàìåòèì, ÷òî A×B ̸= B×A; òàêæå ôîðìàëüíî A×B×C, (A×B)×C
è A× (B × C) ñóòü ðàçíûå ìíîæåñòâà.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àþò An è íàçûâàþò

n-îé äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà A. Åñòåñòâåííî ïîëàãàþò A1 = A, à ïîä A0

ïîíèìàþò íåêîòîðîå îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî A. ßñíî, ÷òî Am × An ̸= Am+n.

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ ââåäåíî Ã.Êàíòîðîì.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Îòíîøåíèÿ ñóòü ïîäìíîæåñòâà äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé ìíîæåñòâ.

×èñëî ìíîæåñòâ â ñîîòâåòñòâóþùåì äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè îïðåäåëÿåò ìåñòíîñòü

èëè àðíîñòü îòíîøåíèÿ. Ãîâîðÿò îá óíàðíûõ, áèíàðíûõ, òåðíàðíûõ, êâàòåðíàðíûõ è ò.ä.

îòíîøåíèÿõ. Ïîíÿòíî, ÷òî îòíîøåíèå ρ ⊆ A1 × . . . × An îïðåäåëÿåò ñîâîêóïíîñòü n-îê

(a1, . . . , an) ∈ ρ, ai ∈ Ai, i = 1, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Åñëè ρ � îòíîøåíèå íà A1 × . . .×An, òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåí-
òîâ a1 ∈ A1 äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ òàêèå a2 ∈ A2, . . . , an ∈ An, ÷òî (a1, a2, . . . , an) ∈ ρ,
íàçûâàþò ïðîåêöèåé îòíîøåíèÿ ρ íà ìíîæåñòâî A1 èëè ïåðâîé ïðîåêöèåé ρ. Àíà-
ëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âòîðûå, òðåòüè è ò.ä. ïðîåêöèè. Ñèìâîëè÷åñêè i-ÿ ïðîåêöèÿ ρ
îáîçíà÷àåòñÿ Priρ.

Òàêèì îáðàçîì, i-ÿ ïðîåêöèÿ îòíîøåíèÿ ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà i-ì

ìåñòå â n-êàõ èç äàííîãî îòíîøåíèÿ.

Îòíîøåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäèêàòû, ò.å. ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå äâà

çíà÷åíèÿ ¾èñòèíà¿ è ¾ëîæü¿: ρ (a1, . . . , an) èñòèííî, åñëè (a1, . . . , an) ∈ ρ è ëîæíî â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó ê îòíîøåíèÿì ìîæíî ïðèìåíÿòü îïåðàöèè àëãåáðû ëîãèêè:



2.1. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ 27

äèçúþíêöèè (∨), êîíúþíêöèè (N), îòðèöàíèÿ (¬), òîæäåñòâà (≡), èìïëèêàöèè ( ��) è äð.
Ïðè ÷òåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî, ïîñêîëüêó ïðèîðèòåò

îòíîøåíèé âûøå ïðèîðèòåòà îïåðàöèé àëãåáðû ëîãèêè, ñêîáêè âîêðóã îòíîøåíèé, êàê

ïðàâèëî, îïóñêàþò.

Óíàðíûå îòíîøåíèÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà åãî

ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåðîì òåðíàðíîãî îòíîøåíèÿ íà R, Q èëè Z ñëóæèò îòíîøåíèå ¾ìåæäó¿:

ρ(x, y, z) = 1 ⇔ x < y < z.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü, êàê ïðàâèëî, áèíàðíûå îòíîøåíèÿ. Áèíàðíûå îòíî-

øåíèÿ íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâ A è B íàçûâàþò îòíîøåíèÿìè ìåæäó

A è B èëè ñîîòâåòñòâèÿìè ìåæäó äàííûìè ìíîæåñòâàìè � èõ íàçûâàþò áàçèñíûìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå èçëîæåíèå òåîðèè áèíàðíûõ îòíîøåíèé (ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ëîãèêå) äàë â 1895 ã. Ý. Øð¼äåð. Îñíîâû ñîâðåìåííîãî ñèñòåìàòè÷åñêîãî

èçëîæåíèÿ äàííîé òåîðèè çàëîæåíû â ðàáîòàõ Æ. Ðèãå [42], Â. Âàãíåðà [8]; èíòåðåñíà

òàêæå ðàáîòà È. Âàëóöå [9].

Äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ ρ ⊆ A× B óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì aρb, åñëè (a, b) ∈ ρ.
Ñîîòâåòñòâèÿ óäîáíî çàäàâàòü íàïðàâëåííûì äâóäîëüíûì ãðàôîì1

−→
G(ρ), âåðøèíàìè

êîòîðîãî ñëóæàò ýëåìåíòû A è B, ïðè÷¼ì, åñëè aρb, òî èç âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé

a ∈ A, äóãà âåä¼ò â âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ b ∈ B. Íà ðèñ. 2.1 ïîêàçàí ïðèìåð

òàêîãî ãðàôà äëÿ îòíîøåíèÿ { (a1, b1), (a1, b2) } íà {a1, a2} × {b1, b2}.

a1 a2

b1 b2

u

[
[
[]

Ðèñ. 2.1. Ãðàô áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ

Ïåðâàÿ ïðîåêöèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ρ íàçûâàåòñÿ åãî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, à âòîðàÿ �

îáëàñòüþ çíà÷åíèé, êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ Dom ρ è Im ρ ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ a ∈ A

ìíîæåñòâî ρ(a) = { b ∈ B | aρb } íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà a ïðè ñîîòâåòñòâèè

ρ. Äëÿ X ⊆ A ìíîæåñòâî ρ(X) =
∪
x∈X

ρ (x) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ìíîæåñòâà X ïðè

ñîîòâåòñòâèè ρ ïðè ñîîòâåòñòâèè ρ.

Ïîñêîëüêó îòíîøåíèÿ ñóòü ïîäìíîæåñòâà, òî äëÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé îïðåäåëåíà òî-

òàëüíàÿ àëãåáðà íàä äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ P(A×B). ßñ-

íî, ÷òî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè, ïðèìåí¼ííûå ê ñîîòâåòñòâèÿì α, β ⊆ A×B,
äëÿ a ∈ A, b ∈ B èìåþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1 Ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè åãî âåðøèíû ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâà è ïðè òàêîì ðàçáèåíèè ðåáðà ñîåäèíÿþò âåðøèíû èç ðàçíûõ ìíîæåñòâ. Åñëè äâóäîëüíûé
ãðàô íàïðàâëåííûé, òî âñå äóãè (íàïðàâëåííûå ð¼áðà) èñõîäÿò èç âåðøèí îäíîãî ìíîæåñòâà è âõîäÿò â
âåðøèíû äðóãîãî.
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1) a(α ∪ β)b ⇔ aαb ∨ aβb ⇔ (a, b) ∈ α èëè (a, b) ∈ β ;

2) a(α ∩ β)b ⇔ aαbN aβb ⇔ (a, b) ∈ α è (a, b) ∈ β ;

3) aαb ⇔ ¬(aαb) ⇔ (a, b) /∈ α.

Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî{
α ⊆ β

γ ⊆ δ
⇒

{
α ∪ γ ⊆ β ∪ δ ,
α ∩ γ ⊆ β ∩ δ

(α, β, γ è δ ñóòü ñîîòâåòñòâèÿ îäíîé è òîé æå ïàðû ìíîæåñòâ).

Îòíîøåíèå ρ íàçûâàþò äîïîëíèòåëüíûì ê ρ. Äëÿ êàæäîãî îòíîøåíèÿ ρ ìîæíî

îïðåäåëèòü áóëåàí P(ρ), ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþò ïîäîòíîøåíèÿìè ρ.

Òåïåðü ìû ââåä¼ì äâå íîâûå îïåðàöèè äëÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé (ñîîòâåòñòâèé): óíàð-

íóþ ïñåâäîîáðàùåíèÿ è áèíàðíóþ ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü ρ ⊆ A × B. Îïåðàöèÿ ♯ (ïñåâäîîáðàùåíèÿ) ñîîòâåòñòâèÿ ρ
çàäà¼ò ïñåâäîîáðàòíîå ê íåìó ñîîòâåòñòâèå ρ ♯ ⊆ B × A, îïðåäåëÿåìîå êàê bρ ♯a ⇔ aρb
äëÿ ëþáûõ a ∈ A, b ∈ B.

ßñíî, ÷òî ïñåâäîîáðàòíîå ê äàííîìó îòíîøåíèþ ñóùåñòâóåò âñåãäà. Äëÿ ïñåâ-

äîîáðàùåíèÿ ÷àñòî óïîòðåáëÿþò òàêæå òåðìèíû ïðîòèâîïîëîæíîå, îáðàò-

íîå,òðàíñïîíèðîâàííîå, èíâåðñíîå, ñèììåòðè÷íîå, äâîéñòâåííîå èëè äóàëüíîå îò-

íîøåíèå è ïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ρ−1, ρ ′, ρd è äð. Ëåãêî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà ïñåâäîîáðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé è îòíîøå-

íèÿ âêëþ÷åíèÿ:

(ρ ♯) ♯ = ρ, ρ ♯ = (ρ) ♯, α ⊆ β ⇒ α ♯ ⊆ β ♯,

(α ∪ β) ♯ = α ♯ ∪ β ♯, (α ∩ β) ♯ = α ♯ ∩ β ♯.

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà (a è b � ïðîèçâîëüíûå

ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ):

b(α ∩ β) ♯a = a(α ∩ β)b = aαbN aβb = bα ♯aN bβ ♯a = b(α ♯ ∩ β ♯)a .

Äëÿ ρ ⊆ A × B è b ∈ B ìíîæåñòâî ρ ♯(b) = { a ∈ A | aρb } íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì

ýëåìåíòà b ïðè ñîîòâåòñòâèè ρ. Äëÿ Y ⊆ B ìíîæåñòâî ρ ♯(Y ) =
∪
y∈Y

ρ ♯ (y) íàçûâàåòñÿ

ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà Y .

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü A , B è C � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, α ⊆ A× B è β ⊆ B × C.
Òîãäà ïðîèçâåäåíèå èëè óìíîæåíèå α ⋄ β ñîîòâåòñòâèé α è β îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ a ∈ A, c ∈ C êàê

a(α ⋄ β)c ⇔ ∃
B
b (aαbN bβc).

×àñòî çíàê ⋄ îïóñêàþò è âìåñòî α ⋄ β ïèøóò ïðîñòî αβ.



2.1. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ 29

Êðîìå ïðèâåä¼ííîãî â îïðåäåëåíèè, èìåþòñÿ åù¼ äâà âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ

îòíîøåíèé α ⊆ A×B è β ⊆ B × C:

Pr1(αβ) =α ♯(Pr2α ∩ Pr1β), P r2(αβ) = β(Pr2α ∩ Pr1β);

α ⋄ β = { (a, c) ∈ A× C | α(a) ∩ β ♯(c) ̸= ∅ } ; (2.1)

α ⋄ β =
∩
b∈B

α ♯(b)× β(b) .

Çàìåòèì, ÷òî áóëåàí P(A×B) íå óñòîé÷èâ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ♯ ïñåâäîîáðàùå-

íèÿ, ò.ê. å¼ ðåçóëüòàò ê P(A×B) óæå íå ïðèíàäëåæèò. ×òî êàñàåòñÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ,

òî îíà, â îáùåì ñëó÷àå, äàæå íå îïðåäåëåíà íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Ïîíÿòíî, ÷òî â ñëó÷àå Pr2α ∩ Pr1β = ∅ ïðîèçâåäåíèå αβ íå ñóùåñòâóåò. B ñëó÷àå

æå ñóùåñòâîâàíèÿ îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

α(βγ) = (αβ)γ (àññîöèàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâèé),

(αβ) ♯ = β ♯α ♯ ,{
α ⊆ β

γ ⊆ δ
⇒ αγ ⊆ βδ (ìîíîòîííîñòü óìíîæåíèÿ ñîîòâåòñòâèé),

α(β ∪ γ) = αβ ∪ αγ è (α ∪ β)γ = αγ ∪ βγ , îòêóäà

(α ∪ β)(γ ∪ δ) = αγ ∪ αδ ∪ βγ ∪ βδ , (2.2)

α(β ∩ γ) ⊆ αβ ∩ αγ è (α ∩ β)γ ⊆ αγ ∩ βγ .

Àññîöèàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâèé ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè ëîãè÷åñêîé

îïåðàöèè N è ïðàâèë å¼ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Äîêàæåì ñïðàâåä-

ëèâîñòü ïðàâèëà (αβ) ♯ = β ♯α ♯: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a è c ñîîòâåòñòâóþùèõ

ìíîæåñòâ èìååì

c(αβ) ♯a = a(αβ)c = ∃b (aαbN bβc ) = ∃b
(
cβ ♯bN bα ♯a

)
= c(β ♯α ♯)a.

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè óìíîæåíèÿ ñîîòâåòñòâèé. Äåéñòâè-

òåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a è c ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ èìååì

a(αγ)c = ∃ b ( aαbN bγc ) ⇒ ∃b ( aβbN bδc ) = a(βδ)c .

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî (α∩β)γ ⊆ αγ∩βγ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ
a è c ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ áóäåì èìåòü

a[(α ∩ β)γ]c = ∃ b ( a(α ∩ β)bN bγc ) = ∃ b ( aαbN aβbN bγc ) =

= ∃ b ( (aαbN bγc) N (aβbN bγc) ) ⇒ ∃ x ( aαxN xγc ) N ∃ y ( aβy N yγc ) =

= a(αγ)cN a(βγ)c = a(αγ ∩ βγ)c .
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Ñîîòíîøåíèå α(β ∩ γ) ⊆ αβ ∩ αγ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñóùåñòâóåò óäîáíûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ è èõ ñîîòâåòñòâèé â

âèäå (0,1)-ìàòðèö.

Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A = { a1, . . . , an } ñ çàôèêñèðî-

âàííûì ïîðÿäêîì ïåðå÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ. Ïîäìíîæåñòâó X ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

ìàòðèöó-ñòðîêó äëèíû n, ñîäåðæàùóþ íà i-ì ìåñòå 1, åñëè ai ∈ X, è 0 â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå.

Ïóñòü òåïåðü ρ � ñîîòâåòñòâèå ìåæäó A = {a1, . . . , am} è B = {b1, . . . , bn}. Çàôèê-
ñèðóåì óêàçàííûé ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâàõ A è B. Òîãäà ìàòðèöà

M(ρ) îòíîøåíèÿ ρ èìååò ðàçìåðû m×n è å¼ ýëåìåíò rij ðàâåí 1, åñëè aiρbj è 0 èíà÷å.

Ìíîæåñòâî âñåõ (0,1)-ìàòðèö ðàçìåðà m× n (m è n � íàòóðàëüíûå) áóäåì îáîçíà-

÷àòü Mm×n, îïóñêàÿ èíäåêñ, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçìåð ïîäðàçóìåâàåòñÿ. Âî ââå-

ä¼ííîì ìíîæåñòâå âûäåëÿþòñÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñ¼ ýëåìåíòû ðàâíû 1 è ìàòðèöà,

ó êîòîðîé âñ¼ ýëåìåíòû ðàâíû 0. Èõ íàçûâàþò óíèâåðñàëüíîé è íóëü-ìàòðèöåé è îáî-

çíà÷àþò I è O ñîîòâåòñòâåííî. Ê ëþáîé ìàòðèöå èç M ìîæíî ïîýëåìåíòíî ïðèìå-

íèòü ëîãè÷åñêóþ îïåðàöèþ ¬ , à ê ìàòðèöàì îäèíàêîâîãî ðàçìåðà � ëîãè÷åñêèå îïåðà-

öèè ∨ è N ïî ïðàâèëàì àëãåáðû âûñêàçûâàíèé 2 (ñì. ñ. 19). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÀÑ

⟨Mm×n, ∨, N, ¬, O, I ⟩ ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé, èçîìîðôíîé â íàøåì ñëó÷àå òîòàëü-

íîé àëãåáðå P(A×B). Èçîìîðôèçì ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

M(α ∪ β) = M(α) ∨M(β); M(α ∩ β) = M(α)NM(β); M(α) = ¬M(α).

Ïîíÿòíî, ÷òî ìàòðèöà M(α ♯) ∈Mn×m ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû M(α) ∈Mm×n òðàíñ-

ïîíèðîâàíèåì.

Ïóñòü M1 ∈ Mm×n, M2 ∈ Mn×k. Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå M1 ×M2 ∈ Mm×k äàí-

íûõ ìàòðèö êàê îáû÷íîå ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñ çàìåíîé îïåðàöèè ñóììèðîâàíèÿ íà

∨, à îïåðàöèè óìíîæåíèÿ � íà N. Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö îáû÷íûì îáðàçîì ââîäèòü-

ñÿ íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü Mn ìàòðèöû M êàê ðåçóëüòàò ïåðåìíîæåíèÿ n ýêçåìïëÿðîâ

äàííîé ìàòðèöû. Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè α ⊆ A× B è β ⊆ B × C, äëÿ êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ A, B, C, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

M(α ⋄ β) = M(α)×M(β) ,

îòêóäà äëÿ ñëó÷àÿ A = B = C �

M(αn) = Mn(α) .

Îáðàç ïîäìíîæåñòâà X ïðè îòîáðàæåíèè ρ òîãäà íàõîäèòñÿ óìíîæåíèåì ñëåâà

âåêòîðà-ñòðîêè, çàäàþùåé X, íà ìàòðèöó M(ρ).
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Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü

A = { a1, a2, a3, a4 }, B = { b1, b2, b3 }, C = { c1, c2 }, X = { a1, a2 } ⊆ A,

ρ = { (a1, b3), (a2, b1), (a3, b1), (a3, b2), (a4, b1), (a4, b3) } ⊆ A×B,
σ = { (b1, c1), (b3, c2) } ⊆ B × C.

Íà ðèñ. 2.2 îòíîøåíèÿ ρ è σ ïðåäñòàâëåíû â âèäå ãðàôà.

a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3

c1 c2

�

�
�

��

A
A
A
A

A
A
AAD
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�

��
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u
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Ðèñ. 2.2. Ãðàôû îòíîøåíèé ρ è σ

Íàõîäèì, ÷òî

ρ(X) = { b1, b3 }, ρσ = { (a1, c2), (a2, c1), (a3, c1), (a4, c1), (a4, c2) }.

Ãðàô îòíîøåíèÿ ρσ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.3. Ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå X, ρ è σ

a1 a2 a3 a4

c1 c2

[
[]�

��

A
A
A
A

AAD

'''''''''*

A
A
A
A

AAD

Ðèñ. 2.3. Ãðàô îòíîøåíèé ρσ

ñîîòâåòñòâåííî çàïèñûâàåòñÿ

( 1 1 0 0 ) , M(ρ) =

 0 0 1
1 0 0
1 1 0
1 0 1

 , M(σ) =

(
1 0
0 0
0 1

)
.

Îáðàçó ρ(X) ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâóåò

ρ(X) = ( 1 1 0 0 )×

 0 0 1
1 0 0
1 1 0
1 0 1

 = ( 1 0 1 ) ,

à ïðîèçâåäåíèþ ρσ �

M(ρσ) =

 0 0 1
1 0 0
1 1 0
1 0 1

×( 1 0
0 0
0 1

)
=

 0 1
1 0
1 0
1 1

 .
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Ïóñòü òåïåðü ñîîòâåòñòâèå α íà A2 çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé

M(α) =

 1 1 1 0
0 0 1 0
1 0 0 1
0 0 1 0

 .

Òîãäà îòíîøåíèå α2 îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé

M(α2) = M2(α) =

 1 1 1 1
1 0 0 1
1 1 1 0
1 0 0 1

 .

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ ñîîòâåòñòâèÿ è åãî ôàêòîðìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ ρ ⊆ A × B ïðîîáðàçû ρ ♯(b) ýëåìåíòîâ b ∈ B
íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè êëàññàìè A ïî ρ, à îáðàçû ýëåìåíòîâ a ∈ A � ñìåæíûìè
êëàññàìè B ïî ρ ♯.

Ôàêòîðìíîæåñòâàìè A/ρ è B/ρ ♯ íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñìåæíûå êëàññû A ïî ρ è B ïî ρ ♯ ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ρ ⊆ A×B èìååì A/ρ = { ρ ♯(b) | b ∈ B }, B/ρ ♯ = { ρ(a) | a ∈ A },
è, íàïðèìåð, ýëåìåíòû a1, a2 ∈ A ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó A ïî ρ, åñëè

∃
B
b ( a1ρb = a2ρb ) (2.3)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ A ïî ρ åñòü îáëàñòü îïðå-

äåëåíèÿ Dom(ρ) ⊆ A (âîçìîæíî, ïîíÿòíî, è ñòðîãîå âêëþ÷åíèå).

Ãîâîðÿò, ÷òî ñîâîêóïíîñòü C íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A îáðàçóåò åãî ïî-

êðûòèå, åñëè îáúåäèíåíèå âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç C ñîâïàäàåò ñ A. Ïðè ýòîì ïîäìíîæåñòâà
èç C ìîãóò èìåòü íåïóñòûå ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ. ßñíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü A1, A2, . . .

âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ A ïî ρ îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Dom(ρ):

Dom(ρ) = A1 ∪ A2 ∪ . . . ⊆ A .

Àíàëîãè÷íî ∪
Y ∈B/ρ ♯

Y = Im(ρ) ⊆ B .

Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü A = { 0, 1, 2, 3 }, B = { a, b, c } è íà A × B çàäàíî ñîîòâåòñòâèå

ρ = { (0, a), (0, b), (1, a), (2, b) }, ãðàô
−→
G(ρ) êîòîðîãî ïîêàçàí íà ðèñ. 2.4. Çäåñü

Dom(ρ) = { 0, 1, 2 } ⊂ A, à A/ρ ñîñòàâëÿþò ñìåæíûå êëàññû {0, 1} è {0, 2}, èìåþ-
ùèå îáùèé ýëåìåíò 0 è {0, 1} ∪ {0, 2} = Dom(ρ). Àíàëîãè÷íî Im(ρ) = { a, b }.

Îïðåäåëåíèå 2.6. (n + 1)-ìåñòíîå (n > 1) îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A ( ρ ⊆ An+1 )
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, . . . , an, a, b ìíîæåñòâà A
èç òîãî, ÷òî (a1, . . . , an, a) ∈ ρ è (a1, . . . , an, b) ∈ ρ , ñëåäóåò a = b.
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Ðèñ. 2.4. Ê ïðèìåðó 2.2

2.2 Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Îòíîøåíèå ρ ⊆ A2 íàçûâàåòñÿ áèíàðíûì íà A èëè îäíîðîäíûì. Ìíîæåñòâî âñåõ áè-

íàðíûõ íà A îòíîøåíèé îáîçíà÷èì R(A). Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâî R(A) çàìêíóòî íå
òîëüêî îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ, íî è îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïñåâäîîá-

ðàùåíèÿ è óìíîæåíèÿ îòíîøåíèé.

Ïóñòü ρ ∈ R(A). Åñëè aρa , òî ñêàæåì, ÷òî a ∈ A ÿâëÿåòñÿ ρ -íåðåôëåêñèâíûì

ýëåìåíòîì. Êàæäîå îäíîðîäíîå íà A îòíîøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì, êîòîðîå íàçîâåì

êàíòîðîâîñòüþ: ¾ïîäìíîæåñòâî B , { a ∈ A | aρa } âñåõ ρ -íåðåôëåêñèâíûõ ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà A íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ρ(x) êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà x ∈ A¿. Äåéñòâèòåëüíî,
äîïóùåíèå B = ρ(x) íåêîòîðîãî x ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì ïîòîìó, ÷òî îíî ðàâíî-

ñèëüíî îäíîâðåìåííîìó âûïîëíåíèþ îòíîøåíèé xρx è xρx.

Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ ρ ∈ R(A) óäîáíî (îñîáåííî â ñëó÷àå, êîãäà A � êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ) èçîáðàæàòü â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
−→
G(ρ), âåðøèíàì êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû A, à äóãà âåä¼ò èç x â y, åñëè xρy.

Åñëè xρx, òî ó âåðøèíû x ðèñóþò ïåòëþ. Êîãäà xρy è yρx, âìåñòî ïàðû äóã ïðîòè-

âîïîëîæíîé íàïðàâëåííîñòè ìåæäó x è y ðèñóþò (íåíàïðàâëåííîå) ðåáðî. Íà ðèñ. 2.5

ïîêàçàí ïðèìåð òàêîãî ãðàôà äëÿ îòíîøåíèÿ { (1, 3), (1, 4), (4, 2), (2, 4) } íà ìíîæåñòâå

{ 1, 2, 3, 4 }.

1 2

3 4
u

[
[
[]

Ðèñ. 2.5. Ãðàô îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ

Ïîíÿòèå êëàññà ñìåæíîñòè ïåðåíîñèòñÿ íà îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ: â îïðåäåëå-

íèè (2.5) ïîëàãàþò B = A.

Ïîñêîëüêó â R(A) ïðîèçâåäåíèå âñåãäà îïðåäåëåíî, òî â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè ïðîèç-
âåäåíèÿ ñîîòâåòñòâèé àëãåáðà ⟨R(A), ⋄ ⟩ åñòü ïîëóãðóïïà. Åñëè ρ ∈ R(A) è ∅ ̸= B ⊆ A,

òî îòíîøåíèå ρ ∩ B2 íàçûâàþò ñóæåíèåì èëè îãðàíè÷åíèåì îòíîøåíèÿ ρ íà ïîäìíî-

æåñòâî B è îáîçíà÷àþò ρ |B .
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Äëÿ íàòóðàëüíîãî k ââîäÿò åñòåñòâåííîå îáîçíà÷åíèå

αk = α ⋄ . . . ⋄ α︸ ︷︷ ︸
k ñèìâîëîâ α

Ðàçóìååòñÿ,

α ⊆ β ⇒ αk ⊆ βk, k = 1, 2, . . . .

Ïîêàæåì, ÷òî

(α ∩ β)2 ⊆ α2 ∩ β2 . (2.4)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè α, β ∈ R(A), òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A ïîëó÷èì

a[(α ∩ β)(α ∩ β)]c = ∃ b [ a(α ∩ β)bN b(α ∩ β)c ] = ∃ b ( aαbN aβbN bαcN bβc ) ⇒

⇒ ∃ x ( aαxN xαc ) N ∃ y ( aβy N yβc ) = aα2cN aβ2c = a(α2 ∩ β2)c.

Îòíîøåíèÿ σα = α∪α ♯ è ια = A2rσα = α ∪ α ♯ = α∩α ♯ íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî

îòíîøåíèÿìè ñðàâíèìîñòè è íåñðàâíèìîñòè äëÿ îòíîøåíèÿ α ∈ R(A). Åñëè aσαb

[ aιαb ], òî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû a è b ñðàâíèìû [ñîîòâåòñòâåííî, íåñðàâíèìû].

Ïðîèëëþñòðèðóåì äåéñòâèå ââåä¼ííûõ îïåðàöèé íà îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ.

Ïðèìåð 2.3. Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå α =< (ñòðîãî ìåíüøå) íà N.
α ♯ : Èìååì m < ♯n ⇔ n < m ⇔ m > n . Òàêèì îáðàçîì, ïñåâäîîáðàùåíèåì îòíîøåíèÿ

¾ñòðîãî ìåíüøå¿ áóäåò îòíîøåíèå ¾ñòðîãî áîëüøå¿.

σα : Ïîñêîëüêó m < n ∨ n < m ⇔ n ̸= m, òî îòíîøåíèåì ñðàâíèìîñòè äëÿ îòíîøåíèÿ
¾ñòðîãî ìåíüøå¿ áóäåò îòíîøåíèå íåðàâåíñòâà.

ια : Îòíîøåíèåì íåñðàâíèìîñòè äëÿ îòíîøåíèÿ ¾ñòðîãî ìåíüøå¿ áóäåò îòíîøåíèå
ðàâåíñòâà.

α2 : Èìååì m <2 n ⇔ ∃
N
x (m < xN x < n ) ⇔ m + 1 < n. Ïîíÿòíî, ÷òî

m <k n ⇔ m+ k − 1 < n äëÿ k > 1.

α ⋄ α ♯ : Èìååì m(< ⋄ >)n ⇔ ∃
N
x (m < xN x > n ) ⇔ ∃

N
x ( x > max {m, n} ) ⇔ 1,

ò.å. îòíîøåíèå < ⋄ > íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èñòèííî âñåãäà.

α ♯ ⋄ α : Èìååì

m(> ⋄ <)n ⇔ ∃
N
x (m > xN x < n ) ⇔

⇔ ∃
N
x (x < min {m, n} ) ⇔

{
1, åñëè min {m, n} > 1,

0, èíà÷å.
.

Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé α è β, âîîáùå ãîâîðÿ, αβ ̸= βα. Ïðè

αβ = βα ñîîòâåòñòâóþùèå îòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Îäíîðîäíîå íà ìíîæåñòâå A îòíîøåíèå ρ íàçûâàåòñÿ (äàëåå x, y
è z � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A):

(▽) óíèâåðñàëüíûì, åñëè ρ = A2.

(∅) ïóñòûì èëè íóëü-îòíîøåíèåì, åñëè ρ = ∅.
ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ ρ èìååò ìåñòî ∅ ⊆ ρ ⊆ ▽ è ρ∅ = ∅ρ = ∅.
Óíèâåðñàëüíîå è ïóñòîå îòíîøåíèÿ ñîñòàâëÿþò íåñîáñòâåííûå îòíîøåíèÿìè íà
äàííîì ìíîæåñòâå. Îñòàëüíûå îòíîøåíèÿ íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè.
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(△) äèàãîíàëüíûì (åäèíè÷íûì, îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà), åñëè xρy ⇔ x = y.

Äëÿ åäèíè÷íîãî îòíîøåíèÿ íà A ÷àñòî èñïîëüçóþò òàêæå îáîçíà÷åíèå 1A. Ïîíÿò-
íî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå òîæäåñòâà.

Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ ïîëàãàþò ρ0 =△.
Î÷åâèäíî, ρ = ρ △=△ ρ, ρ∩ △= ρ ♯∩ △= ρ ∩ ρ ♯∩ △ è △k=△, k = 0, 1, . . ..

(F) ïîëíûì, åñëè ρ∪ ρ ♯ = ▽ (ò.å. xρy ∨ xρ ♯y, èëè èç ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ A ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ äðóãèì).

(R) ðåôëåêñèâíûì, åñëè △⊆ ρ (÷òî îçíà÷àåò xρx).

(AR) àíòèðåôëåêñèâíûì, åñëè ρ∩ △= ∅ (÷òî îçíà÷àåò xρ̄x).

(S) ñèììåòðè÷íûì, åñëè ρ ♯ ⊆ ρ. Èç (ρ ♯) ♯ = ρ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ñèììåòðè÷íîñòü
îòíîøåíèÿ ìîæíî çàäàòü ðàâåíñòâîì ρ ♯ = ρ (ò.å. xρy = yρx).

(AS) àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè ρ ∩ ρ ♯ ⊆△ (ò.å. xρy N yρx ⇒ x = y).

Îòíîøåíèå ρ ∩ ρ ♯ íàçûâàþò ñèììåòðè÷åñêîé ÷àñòüþ îòíîøåíèÿ ρ.

(NS) íåñèììåòðè÷íûì èëè àñèììåòðè÷íûì, åñëè ρ ∩ ρ ♯ = ∅ (ò.å. xρy ∨ yρx, èëè
èç äâóõ ñîîòíîøåíèé ρ è ρ ♯ õîòÿ áû îäíî íå âûïîëíåíî).

(T) òðàíçèòèâíûì, åñëè ρ2 ⊆ ρ (÷òî îçíà÷àåò xρy N yρz ⇒ xρz).

Ïîñêîëüêó ρ2 ⊆ ρ ⇒ ρ3 ⊆ ρ2 ⊆ ρ, òî äëÿ òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ ρ èìååì
ρn ⊆ ρ, n = 1, 2, . . ..

Ïóñòîå îòíîøåíèå ∅ îáû÷íî òàêæå ñ÷èòàþò òðàíçèòèâíûì.

(AT) àíòèòðàíçèòèâíûì, åñëè ρ2 ∩ ρ = ∅ (÷òî îçíà÷àåò ¬(xρyNxρ2y)).

(C) ñîäåðæàùèì öèêë, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ x è k > 1 ñïðàâåäëèâî xρkx ; â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ρ � îòíîøåíèå áåç öèêëîâ.

Â îáîçíà÷åíèÿõ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé, êîãäà ýòî íåîáõîäèìî, ïîäñòðî÷íûì ñèìâî-

ëîì óêàçûâàþò ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îíè îïðåäåëåíû (íàïðèìåð, ▽A). ßñíî, ÷òî △A �

åäèíèöà â ïîëóãðóïïå îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé è ÀÑ ⟨R(A), ⋄, △A ⟩ åñòü ìîíîèä2.
Ïî÷òè î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1 (î ñîõðàíåíèè ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ ïðè ñóæåíèè). Ïóñòü ∅ ̸= B ⊆ A
è ρ ∈ R(A). Òîãäà, åñëè ρ îáëàäàåò îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ: (F), (R), (AR), (S),
(AS), (T) � ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñóæåíèÿ ρ |B.

Òåîðåìà 2.2. Ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå A, ïåðâàÿ
ïðîåêöèÿ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ A, ðåôëåêñèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ � îäíîðîäíîå íà A îòíîøåíèå, îáëàäàþùåå óêàçàííûìè ñâîé-

ñòâàìè. Pr1ρ = A îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ëþáîãî x òàêîãî y , ÷òî xρy, îòêóäà ïî

ñèììåòðè÷íîñòè è yρx. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ñïðàâåäëèâî

∃ y (xρyN yρx) ⇔ xρ2x ⇒ xρx ,

÷òî è îçíà÷àåò △⊆ ρ. �

Çàìå÷àíèå. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè Pr1ρ = A ýêâèâàëåíòíî Pr2ρ = A.

Òåîðåìà 2.3 (ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé). Ïóñòü α, β è γ � îäíîðîäíûå
îòíîøåíèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

2Ïîíÿòíî, ÷òî íè îòíîøåíèå ρρ ♯ , íè ρ ♯ρ ìîãóò íå áûòü ðàâíûìè åäèíè÷íîìó. Ýòî îáúÿñíÿåò âûáîð
òåðìèíà �ïñåâäîîáðàòíîå� äëÿ îòíîøåíèÿ ρ ♯.
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1. Åñëè β ðåôëåêñèâíî, òî α ⊆ αβ è α ⊆ βα. Îòñþäà △⊆ αn äëÿ ðåôëåêñèâíîãî α,
n = 0, 1, 2, . . ..

2. Åñëè α ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, òî αn = α, n = 1, 2, . . ..

3. Åñëè α, β ⊆ γ è γ òðàíçèòèâíî, òî αβ ⊆ γ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Åñëè β ðåôëåêñèâíî, òî α = α △⊆ αβ è àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãîãî âêëþ÷åíèÿ.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîãî ïðè α = β ïî ìîíîòîííîñòè ïðîèçâåäåíèÿ

ñîîòâåòñòâèé.

2. Åñëè α2 ⊆ α è α ðåôëåêñèâíî, òî èç ïðåäûäóùåãî α ⊆ α2, ò.å. α = α2, îòêóäà è

ñëåäóåò òðåáóåìîå.

3. Äëÿ òðàíçèòèâíîãî γ èìååì αβ ⊆ γγ = γ2 ⊆ γ.
�

Îïðåäåëåíèå 2.8. Îäíîðîäíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíûì
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè f ìåñòíîñòè n íà A, åñëè ïðè n > 0 äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ
a1, a1

′, . . . , an, an
′ ∈ A ñïðàâåäëèâî

n

&
i=1

(ai ρ ai
′) ⇒ f(a1, . . . , an) ρ f(a1

′, . . . , an
′) ,

à ïðè n = 0 � ρ ðåôëåêñèâíî.

Ñòàáèëüíîñòü îòíîøåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íàáîðû àðãóìåíòîâ ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ

â äàííîì îòíîøåíèè, òî è ðåçóëüòàòû îïåðàöèè òàêæå íàõîäÿòñÿ â ýòîì îòíîøåíèè.

Ðàññìîòðèì ñòàáèëüíîñòü �ïîëîæèòåëüíûõ� è �îòðèöàòåëüíûõ� ñâîéñòâ îòíîøåíèé

îòíîñèòåëüíî îñíîâíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé è ñïåöèôè÷åñêèõ îïåðàöèé

íàä îòíîøåíèÿìè.

Òåîðåìà 2.4 (î ñòàáèëüíîñòè �ïîëîæèòåëüíûõ� ñâîéñòâ îòíîøåíèé). Äëÿ îäíî-
ðîäíûõ îòíîøåíèé

1) ðåôëåêñèâíîñòü ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî ∪, ∩, ♯ è ⋄;
2) ñèììåòðè÷íîñòü ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî −, ∪, ∩ è ♯, à îòíîñèòåëüíî ⋄ �

åñëè è òîëüêî åñëè îòíîøåíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íû;

3) òðàíçèòèâíîñòü ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî ∩ è ♯, à îòíîñèòåëüíî ⋄ � åñëè îò-
íîøåíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïåðâûå òðè ñâîéñòâà î÷åâèäíû. Ñòàáèëüíîñòü ðåôëåêñèâíîñòè îòíîøåíèé îòíîñè-

òåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò èç ï. 1 òåîðåìû 2.3 (î ñâîéñòâàõ ïðîèçâåäåíèÿ îòíî-

øåíèé).

2. Ñâîéñòâî ρ ♯ = (ρ) ♯ âëå÷¼ò ñòàáèëüíîñòü ñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîé îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ.
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Ïóñòü α, β � îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ è α ♯ = α, β ♯ = β. Äëÿ îáúåäèíåíèÿ è ïåðå-

ñå÷åíèÿ èìååì

(α ∪ β) ♯ = α ♯ ∪ β ♯ = α ∪ β è (α ∩ β) ♯ = α ♯ ∩ β ♯ = α ∩ β.

Ñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ îçíà÷àåò åãî ñòàáèëüíîñòü îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

ïñåâäîîáðàùåíèÿ.

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé α è β èìååì:

åñëè αβ = βα, òî (αβ) ♯ = β ♯α ♯ = βα = αβ;

åñëè αβ ñèììåòðè÷íî, òî αβ = (αβ) ♯ = β ♯α ♯ = βα.

3. Ïóñòü α, β � îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ è α2 ⊆ α, β2 ⊆ β.

Ñðàçó èìååì α2 ∩ β2 ⊆ α ∩ β, à (2.4) îáåñïå÷èâàåò (α ∩ β)2 ⊆ α2 ∩ β2, îòêóäà

(α ∩ β)2 ⊆ α ∩ β.

Äëÿ ïñåâäîîáðàùåíèÿ èìååì

α2 = αα ⊆ α ⇔ (αα) ♯ ⊆ α ♯ ⇔ α ♯α ♯ ⊆ α ♯ ⇔ (α ♯)2 ⊆ α ♯.

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé, åñëè αβ = βα, òî

(αβ)2 = αβαβ = ααββ = α2β2 = αβ. �

Òåîðåìà 2.5 (î ñòàáèëüíîñòè �îòðèöàòåëüíûõ� ñâîéñòâ îòíîøåíèé). Äëÿ îäíî-
ðîäíûõ îòíîøåíèé α è β

1) àíòèðåôëåêñèâíîñòü ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî ∪, ∩ è ♯; à îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âåäåíèÿ αβ � åñëè è òîëüêî åñëè α ∩ β ♯ = ∅ ;

2) àíòèñèììåòðè÷íîñòü ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî ∩ è ♯;

3) íåñèììåòðè÷íîñòü ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî ∩ è ♯; à îòíîñèòåëüíî ∪ � åñëè
è òîëüêî åñëè α ∩ β ♯ = α ♯ ∩ β = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ñòàáèëüíîñòü àíòèðåôëåêñèâíîñòè îòíîñèòåëüíî ∪, ∩, ♯ î÷åâèäíà.

Àíòèðåôëåêñèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ αβ îòíîøåíèé α è β îçíà÷àåò, ÷òî íè äëÿ

îäíîãî ýëåìåíòà a íå íàéä¼òñÿ ýëåìåíòà x ñ îäíîâðåìåííîé ñïðàâåäëèâîñòüþ aαx

è xβa . Íî ýòî îçíà÷àåò ëîæíîñòü a(α ∩ β ♯)x äëÿ âñåõ a è x , ÷òî ýêâèâàëåíòíî

òðåáóåìîìó.

2. Ñòàáèëüíîñòü àíòèñèììåòðè÷íîñòè (α∩α ♯ =△) îòíîñèòåëüíî ïñåâäîîáðàùåíèÿ î÷å-
âèäíà, à îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ å¼ äîêàçûâàþò ðàâåíñòâà

(α ∩ β) ∩ (α ∩ β) ♯ = α ∩ β ∩ α ♯ ∩ β ♯ = (α ∩ α ♯) ∩ (β ∩ β ♯) ⊆△ ∩ △=△ .
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3. Ñòàáèëüíîñòü àñèììåòðè÷íîñòè (ρ ∩ ρ ♯ = ∅) îòíîñèòåëüíî ♯ î÷åâèäíà.

Äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ èìååì

(α ∩ β) ∩ (α ∩ β) ♯ = α ∩ β ∩ α ♯ ∩ β ♯ = (α ∩ α ♯) ∩ (β ∩ β ♯) = ∅ .

Äëÿ îáúåäèíåíèÿ:

(α ∪ β) ∩ (α ∪ β) ♯ = (α ∪ β) ∩ (α ♯ ∪ β ♯) =

= (α ∩ α ♯) ∪ (β ∩ β ♯) ∪ (α ∩ β ♯) ∪ (β ∩ α ♯) =

= (α ∩ β ♯) ∪ (β ∩ α ♯) .

Ýòî âûðàæåíèå áóäåò ðàâíî ∅ åñëè è òîëüêî åñëè α ∩ β ♯ = α ♯ ∩ β = ∅.

�

Î÷åâèäíî, íà ôèêñèðîâàííîì n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû

u(n) = 2n
2
âñåâîçìîæíûõ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé, èç êîòîðûõ (n) = 2n

2−n ðåôëåêñèâ-

íûõ è s(n) = 2
n2+n

2 ñèììåòðè÷íûõ; äëÿ ÷èñëà t(n) òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé íå èçâåñòíî

îáùåé ôîðìóëû. Çíà÷åíèÿ u(n), r(n), s(n) è t(n) ïåðâûõ çíà÷åíèé n ïðèâåäåíû â íè-

æåñëåäóþùåé òàáëèöå.

n 1 2 3 4 5 6 7

u(n) 2 16 512 6 5536 33 554 432 ≈ 6, 87 · 1010 ≈ 5, 63 · 1014

r(n) 1 4 64 4 096 104 8576 1 073 741 824 4 398 046 511 104

s(n) 1 8 64 1 024 32 768 2 097 152 268 435 456

t(n) 2 13 171 3 994 15 4303 9 415 189 878 222 530

Èíîãäà íàä îäíîðîäíûìè îòíîøåíèÿìè òåì èëè èíûì ñïîñîáîì ââîäÿò óíàðíûå îïå-

ðàöèè îòêðûâàíèÿ òàê, ÷òî ðåçóëüòàò îòêðûâàíèÿ îòíîøåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â í¼ì.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Äëÿ ρ ⊆ A2, ãäå A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî,

� ρ ∩ △A íàçûâàþò àíòèðåôëåêñèâíûì îòêðûâàíèåì îòíîøåíèÿ ρ;

� ρ ∩ ρ ♯ íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûì îòêðûâàíèåì îòíîøåíèÿ ρ.

Ðàçëè÷íûå âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå îòíîøåíèÿ îáëàäàþò òåìè èëè èíûìè èç óêà-

çàííûõ âûøå ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, îäíîðîäíîå àíòèðåôëåêñèâíîå è àíòè-

ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå íàçûâàþò îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ (èíîãäà ïðåäïîëàãàÿ ó

íåãî è íàëè÷èå ñâîéñòâà òðàíçèòèâíîñòè); îíî èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèÿõ âûáî-

ðà, ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé, ñòðàòåãè÷åñêèõ èãð è äð. Ðåôëåêñèâíûå è òðàíçèòèâíûå

îòíîøåíèÿ íàçûâàþò îòíîøåíèÿìè ñèíîíèìèè. Íèæå â ï. 2.4 áóäåò ðàññìîòðåíî îòíî-

øåíèå òîëåðàíòíîñòè, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè ðåôëåêñèâíîñòè è àíòèñèììåòðè÷íîñòè è

èñïîëüçóþùèåñÿ, íàïðèìåð, â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Òàì âàæíóþ ðîëü èãðàåò

ïîíÿòèå áëèçîñòè îáúåêòîâ, ÿâëÿþùååñÿ òîëåðàíòíîñòüþ.

Èñêëþ÷èòåëüíóþ ðîëü â ìàòåìàòèêå è ïðèëîæåíèÿõ èãðàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè.
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2.3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.10. Îäíîðîäíûå ðåôëåêñèâíûå, ñèììåòðè÷íûå è òðàíçèòèâíûå îòíîøå-
íèÿ íàçûâàþò îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå ðåôëåêñèâíîñòè â îïðåäåëåíèè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ìîæíî îñëàáèòü, ïîòðåáîâàâ ëèøü ñîâïàäåíèÿ ëþáîé èç äâóõ ïðîåêöèé îòíî-
øåíèÿ ñî âñåì ìíîæåñòâîì ñâîåãî çàäàíèÿ. Ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå òðàäèöèîííî.

Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè èãðàþò èñêëþ÷èòåëüíóþ ðîëü â ìàòåìàòèêå.

ßñíî, ÷òî óíèâåðñàëüíîå ▽ è äèàãîíàëüíîå △ îòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòÿ-

ìè. Ýêâèâàëåíòíîñòü ýëåìåíòîâ êàêîãî-ëèáî ìíîæåñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îçíà÷àåò èõ

òîæäåñòâà. Ýêâèâàëåíòíîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè íà ìíî-

æåñòâå ïðÿìûõ îáû÷íîãî ïðîñòðàíñòâà (åñëè ñ÷èòàòü ïðÿìóþ ïàðàëëåëüíîé ñàìîé ñåáå),

îòíîøåíèå ïîäîáèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð, îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ n öåëûõ

÷èñåë è äð.

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îáû÷íî áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ýêâèâàëåíòíîñòüþ è ÷à-

ñòî îáîçíà÷àòü çíàêîì ∼. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

△ ⊆ ∼ = ∼ ♯ = ∼2

(âòîðîå ðàâåíñòâî â ñèëó ï. 2 òåîðåìû 2.3 ñëåäóåò èç ðåôëåêñèâíîñòè ∼). Ìíîæåñòâî

âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà (íåïóñòîì) ìíîæåñòâå A áóäåì îáîçíà÷àòü E(A).
Äëÿ äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà ìíîæåñòâå A êàæäîìó a ∈ A ìîæíî ñîïîñòà-

âèòü ìíîæåñòâî [a]∼ ýêâèâàëåíòíûõ åìó ýëåìåíòîâ � êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èëè

ñìåæíûõ êëàññîâ: [a]∼ = {x ∈ A | x ∼ a}. ßñíî, ÷òî ýòî ñóòü ñìåæíûå êëàññû ïî

îïðåäåëåíèþ (2.5) ñ ó÷åòîì îäíîðîäíîñòè è ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Åñëè

ýêâèâàëåíòíîñòü ôèêñèðîâàíà, òî ñìåæíûé êëàññ ýëåìåíòà a îáîçíà÷àåì [a]. Ýëåìåí-

òû a1 è a2 ïðèíàäëåæàò ê îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè [a]∼, åñëè è òîëüêî åñëè

(a1, a2) ∈∼=∼ ⋄ ∼ ♯ 3.

Ôîðìèðîâàíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ïðîèñõîäèò â õîäå âûïîëíåíèÿ ò.í. îïåðàöèè àá-

ñòðàêöèè îòîæäåñòâëåíèÿ ïî äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè êîòîðîé îòâëåêàþòñÿ îò

èíäèâèäóàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ýëåìåíòîâ, âûäåëÿÿ ëèøü èõ îáùíîñòü. Ïîíÿòíî, ÷òî

ïðè ýòîì êàæäûé x ∈ A ïîïàäàåò â îäèí è òîëüêî îäèí êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, è êëàñ-

ñû ýêâèâàëåíòíîñòè èëè ñîâïàäàþò, èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ, íàêðûâàÿ â ñîâîêóïíîñòè âñ¼

ìíîæåñòâî A.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñîâîêóïíîñòü D = {A1, A2, . . . } íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A

îáðàçóåò åãî ðàçáèåíèå, åñëè îáúåäèíåíèå âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç D ñîâïàäàåò ñ A è âñå

3Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ρ � îäíîðîäíîå âñþäó îïðåäåë¼ííîå íà A îòíîøåíèå, òî äîñòàòî÷íûìè
óñëîâèÿìè òîãî, ÷òîáû ρρ ♯ ÿâëÿëîñü ýêâèâàëåíòíîñòüþ (è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâîêóïíîñòü êëàññîâ ñîñòàâ-
ëÿòü ðàçáèåíèå A ) áóäåò íå òîëüêî ¾ ρ � ýêâèâàëåíòíîñòü¿, íî è, â ÷àñòíîñòè, ¾ ρ � ÷àñòè÷íîå (è,
ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàëüíîå) èëè äèôóíêöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå¿ (ñì. äàëåå îïðåäåëåíèå 2.22 è
óòâåðæäåíèå 2.11).
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îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ:

A = A1 + A2 + . . . , Ai ∩ Aj = ∅ ïðè i ̸= j (2.5)

(èñïîëüçîâàíèå çíàêà + âìåñòî ∪ ïîä÷¼ðêèâàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî ðàçáèåíèå

ìíîæåñòâà). Ýëåìåíòû A1, A2, . . . ðàçáèåíèÿ D íàçûâàþò áëîêàìè. Êîíå÷îå ðàçáèåíèå

A = A1 + A2 + . . .+ Ak îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå (A1 | A2 | . . . | Ak ).
Ïóñòü çàäàíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè íà A òàê, ÷òî ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ A áóäóò ñìåæíûìè êëàññàìè äàííîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè. ßñíî, ÷òî òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü åäèíñòâåííà. Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó

îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàçáèåíèÿìè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-

ñòâèå.

Ïðèâåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî îôîðìèòü â âèäå ïðîñòîé, íî î÷åíü âàæíîé òåîðå-

ìû.

Òåîðåìà 2.6 (î êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè). Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Åñ-
ëè íà A çàäàíà ýêâèâàëåíòíîñòü, òî ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàçóåò
ðàçáèåíèå A. È îáðàòíî, åñëè çàäàíî ðàçáèåíèå A íà áëîêè, òî ìîæíî åäèíñòâåííûì
îáðàçîì îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíîñòü ∼ íà A òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû a, b ýëåìåí-
òîâ A a ∼ b ⇔ ¾a è b íàõîäÿòñÿ â îäíîì áëîêå (êëàññå) ðàçáèåíèÿ¿.

¾Òåîðåìà î êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè íàõîäèò â ìàòåìàòèêå øèðî÷àéøåå ïðèìåíåíèå,

è å¼ ïî ïðàâó ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîé èç ãëàâíûõ (à òî è ñàìîé ãëàâíîé) òåîðåìîé¿4. Îíà

ïîçâîëÿåò çàäàâàòü ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçáèåíèÿìè, ÷òî ìû ÷àñòî áóäåì äåëàòü.

Ïóñòü äàíî ðàçáèåíèå D íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A íà áëîêè (A1 | A2 | . . . ). Çàìêí¼ì
D îòíîñèòåëüíî îñíîâíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, ò.å. äîñòðîèì D äî ìíî-

æåñòâà S òàê, ÷òîáû îïåðàöèè ∪, ∩, − ñòàëè óñòîé÷èâû íà S. Òîãäà S áóäåò àëãåáðîé

ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A, ïðè÷¼ì å¼ àòîìàìè áóäóò A1, A2, . . ..

Ýêâèâàëåíòíîñòü íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ìîæíî çàäàâàòü (0,1)-ìàòðèöåé (ñì. ï. 2.1).

ßñíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà áóäåò ñèììåòðè÷íà è ñîäåðæàòü 1 íà ãëàâíîé äèà-

ãîíàëè, íî íå êàæäàÿ òàêàÿ ìàòðèöà áóäåò çàäàâàòü ýêâèâàëåíòíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ìíîæåñòâà A ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íàçûâàåòñÿ ôàêòîðìíîæåñòâîì è
îáîçíà÷àåòñÿ A/∼.

Ïðèìåð 2.4. 1. Åñëè A � ìíîæåñòâî ç¼ðåí, íàñûïàííûõ â ìåøêè, è äëÿ ç¼ðåí a è
b ïîëîæèòü a ∼ b, åñëè îíè ëåæàò â îäíîì ìåøêå, òî êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè
ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ç¼ðåí, ëåæàùèõ â îäíîì ìåøêå, à ôàêòîðìíîæåñòâîì A/∼ �
ìíîæåñòâî ìåøêîâ.

2. Åñëè W � ìíîæåñòâî ñëîâ ðóññêîãî ÿçûêà è äëÿ ñëîâ u è v ïîëîæèòü u ∼ v,
åñëè îíè íà÷èíàþòñÿ ñ îäíîé è òîé æå áóêâû (â ðóññêîì ÿçûêå 33 áóêâû), òî
êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè áóäóò ìíîæåñòâà ñëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ íà äàííóþ áóê-
âó, à ôàêòîðìíîæåñòâîì W/∼ � ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ áóêâ (çàìåòèì, ÷òî
|W/∼ | = 31 ).

4Óñïåíñêèé Â.À. ×òî òàêîå àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä. � Èæåâñê, 2000.
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Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå îäíîðîäíîå íà äàííîì ìíîæåñòâå A îòíîøåíèå ρ. Åñëè íàé-

äóòñÿ ýëåìåíòû a0, a1, . . . , an (n > 1 ) ìíîæåñòâà A òàêèå, ÷òî

(a0ρa1)N (a1ρa2)N . . . N (an−1ρan)N (anρa0) ,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ρ ñîäåðæèò öèêë, à ýëåìåíòû a0, a1, . . . , an ïðèíàäëåæàò äàííîìó

öèêëó. Îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A, íå ñîäåðæàùåå öèêëîâ íàçûâàþò àöèêëè÷åñêèì.

Ââåä¼ì íà ìíîæåñòâå A ñ îòíîøåíèåì ρ îòíîøåíèå ερ ïî ïðàâèëó:

aερb ⇔ ëèáî a = b, ëèáî ñóùåñòâóåò öèêë, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò è a, è b .

Íåòðóäíî âèäåòü ÷òî ερ � ýêâèâàëåíòíîñòü.

Èññëåäóåì òåïåðü ñòàáèëüíîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðàçóìååòñÿ, ýêâèâàëåíòíîñòü íå ñòà-

áèëüíà îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ äîïîëíåíèÿ, ïîñêîëüêó äîïîëíåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íå ñî-

äåðæèò äèàãîíàëüíîãî îòíîøåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýêâèâàëåíòíîñòü ñòàáèëüíà îòíî-

ñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåõîäà ê ïñåâäîîáðàòíîìó îòíîøåíèþ: ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.4

î ñòàáèëüíîñòè �ïîëîæèòåëüíûõ� ñâîéñòâ îòíîøåíèé. Èç ýòîé æå òåîðåìû âûòåêàåò

Òåîðåìà 2.7 (î ñòàáèëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé). Îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ.

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòåé èç ïðîèçâîëüíîé íåïóñòîé

(âîçìîæíî áåñêîíå÷íîé) ñîâîêóïíîñòè åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü.

Ýêâèâàëåíòíîñòè α è β íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå íàçîâ¼ì êîãåðåíòíûìè, åñëè äëÿ

ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ êëàññîâ ïî α è ïî β ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

¾ëèáî îäèí èç äàííûõ êëàññîâ ëåæèò â äðóãîì, ëèáî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ¿.

Òåîðåìà 2.8 (î ñòàáèëüíîñòè îáúåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé). Ïóñòü α è β �
ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà

1) îáúåäèíåíèå α ∪ β ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, åñëè è òîëüêî åñëè α è β êîãå-
ðåíòíû;

2) åñëè α ∪ β � ýêâèâàëåíòíîñòü, òî α ∪ β = αβ è, ïîñêîëüêó α ∪ β = β ∪ α,
ýêâèâàëåíòíîñòè α è β ïåðåñòàíîâî÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Â ñèëó òåîðåìû 2.4 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü óêàçàííûé êðèòåðèé îòíîñèòåëüíî òðàí-

çèòèâíîñòè.

(⇐) Ïóñòü α è β � êîãåðåíòíûå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A. Ðàññìîòðèì

âñåâîçìîæíûå îáðàçû { b ∈ A | a(α∪β)b } ïî âñåì ýëåìåíòàì a ∈ A . Ëåãêî âèäåòü,

÷òî ïðè óêàçàííîì óñëîâèè äàííûå ïîäìíîæåñòâà A ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðå-

ñåêàþòñÿ è èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò A. Òàêèì îáðàçîì, îíè îáðàçóþò ðàçáèåíèå

ìíîæåñòâà A, çàäàâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íå í¼ì. (⇒) Ïóñòü òåïåðü äàííûå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè íå êîãåðåíòíû, ò.å. íàéäóòñÿ ñìåæíûå êëàññû [a]α è [b]β íå ëåæàùèå

îäèí â äðóãîì è ñîäåðæàùèå îáùèé ýëåìåíò c. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a ∈ [a]α r [b]β
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[a]α [b]β

A

&%
'$
a c&%

'$
b

Ðèñ. 2.6. Ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.8

è b ∈ [b]βr [a]α (ñì. ðèñ. 2.6). Ïàðû (a, c) è (c, b) ñîäåðæàòñÿ â α∪β. Åñëè áû ýòî

îòíîøåíèå áûëî ýêâèâàëåíòíîñòüþ, òî îíî, â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè, ñîäåðæàëî áû è

ïàðó (a, b). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ëèáî aαb, ëèáî aβb. Ýòî, îäíàêî,

íå èìååò ìåñòà è, ñëåäîâàòåëüíî, α ∪ β � íå ýêâèâàëåíòíîñòü.

2. Ïóñòü α, β è α∪ β � ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.3 î ñâîéñòâàõ ïðîèçâå-

äåíèÿ îòíîøåíèé ïîëó÷èì:

èç ï. 1) � ïîñêîëüêó α è β ðåôëåêñèâíû, òî α ⊆ αβ è β ⊆ αβ, îòêóäà α∪β ⊆ αβ

ïî ìîíîòîííîñòè îáúåäèíåíèÿ;

èç ï. 3) � ïîñêîëüêó α ⊆ α ∪ β è β ⊆ α ∪ β, à α ∪ β òðàíçèòèâíî, òî αβ ⊆ α ∪ β .

Ñëåäîâàòåëüíî, α ∪ β = αβ.
�

Ïðèìåð 2.5. Ïóñòü α è β � ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A = {a, b, c, d} ñî ñìåæíûìè
êëàññàìè A/α = ( a | b | c, d ) è A/β = ( a, b | c | d ).

1. Òîãäà α ∪ β åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü è A/(α ∪ β) = ( a, b | c, d ).
2. Âîçüì¼ì äâà ýëåìåíòà èç îäíîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ïî α ∪ β, íàïðèìåð, a è
b. Òîãäà ñïðàâåäëèâî a(αβ)b, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû îòíîøåíèÿ aαb è bβb.

Òåïåðü âîçüì¼ì äâà ýëåìåíòà èç ðàçíûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî α ∪ β, íà-
ïðèìåð, a è c. Òîãäà a(αβ)c íåñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà x
òàêîãî, ÷òî îòíîøåíèÿ aαx è xβc ñïðàâåäëèâû îäíîâðåìåííî.

Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.3 (î ñâîéñòâàõ ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé) ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.9 (î ñòàáèëüíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé). Ïðîèçâåäåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòåé áóäåò ýêâèâàëåíòíîñòüþ, åñëè è òîëüêî åñëè îíè ïåðåñòàíîâî÷íû.

Åñëè S � íåêîòîðîå ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, òî íàèìåíüøèì ïîäìíîæå-

ñòâîì, îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì S íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà

A, ýëåìåíòû êîòîðûõ îáëàäàþò äàííûì ñâîéñòâîì.

Îáúåäèíèâ óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 2.9 è 2.8 (îá îáúåäèíåíèè ýêâèâàëåíòíîñòåé) äëÿ ïå-

ðåñòàíîâî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé α è β è çàìåòèâ, ÷òî îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîæåñòâ åñòü

íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî èõ ñîäåðæàùåå, ïîëó÷àåì, ÷òî α ∪ β = αβ, ò.å. ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.10 (î ïðîèçâåäåíèè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé). Äëÿ ïå-
ðåñòàíîâî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ, èõ ñîäåðæàùåé.
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Óêàæåì òåïåðü ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íàèìåíüøåé ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùåé äàííîå

îòíîøåíèå. Îíî èñïîëüçóåò ïîíÿòèå çàìûêàíèÿ, â äàííîì ñëó÷àå � çàìûêàíèÿ îòíî-

øåíèÿ. Âîîáùå, ïîíÿòèå çàìûêàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì è ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â

ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè.

Îïðåäåëåíèå 2.12. Îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå M íàçûâàþò îòîá-
ðàæåíèå C ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ M â ñåáÿ, îáëàäàþùåå äëÿ âñåõ X, Y ⊆ M
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. X ⊆ C(X) � ðåôëåêñèâíîñòü,

2. X ⊆ Y ⇒ C(X) ⊆ C(Y ) � ìîíîòîííîñòü,

3. C(C(X)) = C(X) � èäåìïîòåíòíîñòü.

Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè C(X) = X.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå òðè óñëîâèÿ íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Íàèìåíüøåå ðåôëåêñèâíîå ρ r [ñèììåòðè÷íîå ρ s, òðàíçèòèâíîå ρ t,
ýêâèâàëåíòíîå ρ e] îòíîøåíèå, ñîäåðæàùåå äàííîå îòíîøåíèå ρ, íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâ-
íûì [ñèììåòðè÷íûì, òðàíçèòèâíûì, ýêâèâàëåíòíûì] çàìûêàíèåì ρ. Çàìûêàíèå ñî-
âîêóïíîñòè îòíîøåíèé åñòü çàìûêàíèå èõ îáúåäèíåíèÿ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ââåä¼ííûå îòíîøåíèÿ � ðàçëè÷íîãî âèäà çàìûêàíèÿ äàííîãî ρ �

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ çàìûêàíèÿ.

Ðåôëåêñèâíîå è ñèììåòðè÷íûå çàìûêàíèÿ äàííîãî îòíîøåíèÿ ëåãêî ñòðîÿòñÿ: î÷å-

âèäíî, ÷òî

ρ r = ρ∪ △ è ρ s = ρ ∪ ρ ♯ .

Äëÿ äàííîãî îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ ââåä¼ì îòíîøåíèå ρ+ ,
∞∪
n=1

ρn. Î÷åâèäíî,

ñïðàâåäëèâîñòü aρ+b îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ìíîæåñòâà, ÷òî

aρx1 N x1ρx2 N . . . N xnρb .

ßñíî, ÷òî ρ+ âñåãäà òðàíçèòèâíî è èç α ⊆ β ñëåäóåò α+ ⊆ β+.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ ñïðàâåäëèâî ρ t = ρ+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îòíîøåíèå ρ òðàíçèòèâíî, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n èìå-

åì ρn ⊆ ρ, îòêóäà ρ = ρ+. Ïîýòîìó ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ + ê ρ ⊆ ρt ⊆ ρ+, ïîëó÷èì

ρ+ ⊆ ρt ⊆ ρ+, ÷òî îçíà÷àåò ρ t = ρ+. �

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ îòíîøåíèÿ ââåäåíî Ã. Ôðåãå â 1884 ã.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ äàííîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ âîçíèêàåò

âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ òåîðåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Òåïåðü ìîæíî êîíñòðóêòèâíî îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ. Âî-

ïåðâûõ, î÷åâèäíî,

(ρt)r = (ρr)t , ρ∗ =△∪ ρ+ =
∞∪
n=0

ρn .
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äëÿ ëþáîãî ρ ∈ R(A). Îòíîøåíèå ρ∗ íàçûâàþò ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûì çàìûêàíè-

åì5 îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ .

Âî-âòîðûõ, èç îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî çàìûêàíèÿ òàêæå âûòåêàåò, ÷òî

(ρ ♯)e = ρe. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå ρ= , (ρ ∪ ρ ♯ ∪ △)t. ßñíî, ÷òî ρ= âñåãäà åñòü ýêâè-

âàëåíòíîñòü.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ ñïðàâåäëèâî ρe = ρ=.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ρ, î÷åâèäíî, èìååì ρ= = ρ. Ïîýòîìó ïðèìåíÿÿ

îïåðàöèþ ◦ ê ρ ⊆ ρe ⊆ ρ=, ïîëó÷èì ρ= ⊆ ρe ⊆ ρ=, ÷òî îçíà÷àåò ρe = ρ=. �

Çàìûêàíèå ñîâîêóïíîñòè îòíîøåíèé åñòü çàìûêàíèå èõ îáúåäèíåíèÿ.

Òåîðåìà 2.11. Ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå ñîâîêóïíîñòè ýêâèâàëåíòíîñòåé ñîâïàäàåò
ñ îáúåäèíåíèåì âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ýòèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � ñîâîêóïíîñòü ýêâèâàëåíòíîñòåé è E � îáúåäèíåíèå âñå-

âîçìîæíûõ èõ ïðîèçâåäåíèé. Òîãäà äëÿ ëþáîé ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ èç R ñîãëàñíî ï. 1

òåîðåìû 2.3 (î ñâîéñòâàõ ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé) èìååì ∼⊆ E, à ñîãëàñíî å¼ ï. 3 �

E ⊆∼, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå. �

Ñëåäñòâèÿ. 1. Ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå {α, β}e äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé α è β
ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà αβ, βα, αβα, βαβ . . ..

2. Åñëè α è β � ïåðåñòàíîâî÷íûå ýêâèâàëåíòíîñòè, òî {α, β}e = α ∪ β = αβ
(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.10).

Ïðèìåð 2.6. 1. Åñëè α � îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îïðåäåëÿåìîå
ïðàâèëîì mαn , m+ 1 = n, òî αt =< è αr =6.

2. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A = { 1, . . . , 8 } ýêâèâàëåíòíîñòè α è β ïîðîæäàþòñÿ ðàç-
áèåíèÿìè

Dα = ( 1, 2 | 3, 4 | 5, 6, 7 | 8 ) è Dβ = ( 1, 4 | 2, 3 | 5, 6 | 7 | 8 )

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ýêâèâàëåíòíîñòü (α ∪ β)e îïðåäåëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì
( 1, 2, 3, 4 | 5, 6, 7 | 8 ).

3. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A = {a, b, c, d, e, f} çàäàíû ýêâèâàëåíòíîñòè α è β, îïðåäå-
ëÿåìûå ðàçáèåíèÿìè

Dα = ( a, b | c | d | e, f ) è Dβ = ( a | b, c | d, e | f )

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

(a, c) ∈ αβ , íî (c, a) ̸∈ αβ è

(c, a) ∈ βα , íî (a, c) ̸∈ βα

Òàêèì îáðàçîì, ýêâèâàëåíòíîñòè α è β íå ïåðåñòàíîâî÷íû è íè αβ, íè βα ýêâè-
âàëåíòíîñòÿìè íå ÿâëÿþòñÿ. Ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå {α, β}e = αβ ∪ βα èìååò
ñìåæíûå êëàññû {a, b, c} è {d, e, f}.

5 Åñëè A � àëôàâèò (êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ), An � ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû n ∈ N, A0 �
ïóñòîå ñëîâî, òî ìíîæåñòâà A+ =

∪
n>0A

n è A∗ =
∪

n>0A
n íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî òðàíçèòèâíûì

è � ÷àñòî � ðåôëåñèâíûì (âìåñòî ïðàâèëüíîãî ¾ðåôëåñèâíî-òðàíçèòèâíûì¿) çàìûêàíèåì A.
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Ïóñòü α è β � äâå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A. Îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ β ⊆ α

äëÿ íèõ îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ñìåæíûé êëàññ ïî β ëåæèò â íåêîòîðîì ñìåæíîì êëàññå

ïî α. Èíûìè ñëîâàìè, ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A íà ñìåæíûå êëàññû ïî β åñòü ïîäðàç-

áèåíèå åãî ðàçáèåíèÿ íà ñìåæíûå êëàññû ïî α. Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ðàçáèåíèå ïî β åñòü

èçìåëü÷åíèå ðàçáèåíèÿ ïî α. Äëÿ òàêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé îïðåäåëèì íà ôàêòîðìíîæå-

ñòâå A/β äðîáíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü α/β ïî ïðàâèëó

[x]β (α/β) [y]β , [x]α = [y]α

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ A. Òàêèì îáðàçîì, äâà ñìåæíûõ êëàññà ïî β ýêâèâàëåíòíû ïî

α/β, åñëè îíè íàõîäÿòñÿ â îäíîì ñìåæíîì êëàññå ïî ýêâèâàëåíòíîñòè α (èëè xαy ).

Ââåä¼ì òåïåðü âàæíûå ïîíÿòèÿ ÿäðà è êîÿäðà áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.14. Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà è ρ ∈ A × B � íåïóñòîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè. Òîãäà ÿäðîì ñîîòâåòñòâèÿ ρ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîå íà A
îòíîøåíèå Ker ρ, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì

a1(Ker ρ) a2 , ∀
B
b ( a1ρb = a2ρb ) (2.6)

äëÿ a1, a2 ∈ A. Äâîéñòâåííî, êîÿäðî ñîîòâåòñòâèÿ ρ � ýòî îäíîðîäíîå íà B îòíîøåíèå
CoKer ρ, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì

b1(CoKer ρ) b2 , ∀
A
a ( aρb1 = aρb2 ) .

ßñíî, ÷òî äâà ýëåìåíòà A íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè Ker ρ, åñëè ñîâïàäàþò èõ îáðà-

çû, à äâà ýëåìåíòà B â îòíîøåíèè CoKer ρ, � åñëè ñîâïàäàþò èõ ïðîîáðàçû. Ëåãêî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Ker ρ è CoKer ρ ñóòü îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ìíîæåñòâàõ � èõ ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè î÷å-

âèäíû. Ïîýòîìó Ker ρ ÷àñòî íàçûâàþò ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ñìåæíûå êëàññû

óêàçàííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íàçûâàþòñÿ ÿäðàìè è êîÿäðàìè ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îá-

ðàçîì, ÿäðî ñîîòâåòñòâèÿ � ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, à ¾ïðîñòî¿ ÿäðà � ñìåæíûå

êëàññû ýòîãî îòíîøåíèÿ. ßäðî, ñîäåðæàùåå ýëåìåíò a ∈ A áóäåì îáîçíà÷àòü Core(a);

ñîîòâåòñòâåííî, CoCore(b) � êîÿäðî, ñîäåðæàùåå ýëåìåíò b ∈ B. Ïîíÿòíî, ÷òî â íà-

øèõ îáîçíà÷åíèÿõ Core(a) = [a]Kerρ. Ïðè çàäàíèè îòíîøåíèÿ ìàòðèöåé, ÿäðàì áóäóò

ñîîòâåòñòâîâàòü ñîâîêóïíîñòè îäèíàêîâûõ ñòðîê.

Ïîíÿòèå ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè è ÿäðà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó-

÷àÿ îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ: äâà ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè Ker ρ,

åñëè îíè ñâÿçàíû èñõîäíûì îòíîøåíèåì ρ ∈ R(A) â òî÷íîñòè ñ îäíèìè è òåìè æå ýëåìåí-
òàìè A (â ñîîòíîøåíèè (2.6) ïîëàãàþò B = A). Ïðè çàäàíèè îòíîøåíèÿ (0,1)-ìàòðèöåé

ÿäðàì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ãðóïïû ñîâïàäàþùèõ ñòðîê. Íàïðèìåð, äëÿ îòíîøåíèÿ íà
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ìíîæåñòâå { 1, . . . , 4 } çàäàííîãî ìàòðèöåé (2.7)
0 0 1 1

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 0 1

 (2.7)

ÿäðàìè áóäóò { 1, 2 } è { 3, 4 }.
ßäðîì îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îíî ñàìî.

×èñëîì Áåëëà B(n) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíî-

æåñòâà. Íàïðèìåð, òð¼õýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî { a, b, c } äîïóñêàåò ïÿòü ðàçáèåíèé

( a | b | c ), ( a | b, c ), ( b | a, c ), ( c | a, b ), ( a, b, c ),

è ïîýòîìó B(3) = 5. Óäîáíî ôîðìàëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî B(0) = 1. Â ñèëó âçàèìíî-

îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàçáèåíèÿìè, B(n)

áóäåò ÷èñëîì âñåâîçìîæíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå. Çíà÷åíèÿ

B(n) äëÿ ïåðâûõ çíà÷åíèé n ïðèâåäåíû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B(n) 1 1 2 5 15 52 203 877 4 140 21 147 115 975

×èñëà Áåëëà áûñòðî ðàñòóò: íàïðèìåð, B(20) = 51 724 158 235 372.

Èìååò ìåñòî ëåãêî ïîêàçûâàåìàÿ ðåêóððåíòíàÿ çàâèñèìîñòü

B(n+ 1) =
n∑
k=0

(
n

k

)
B(k) .

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Äîáèíñêîãî

B(n) =
1

e

∑
06k

kn

k!
.

Èçâåñòíà è ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñåë Áåëëà:∑
06n

B(n)
xn

n!
= ee

x−1.

Ïî ýòîé ôîðìóëå, íàïðèìåð,

ee
x−1 = ex+

x2

2
+x3

6
+... = 1 +

(
x+

x2

2
+
x3

6
+ . . .

)
+

(
x+ x2

2
+ x3

6
+ . . .

)2
2

+ . . . =

= 1+ x+

(
x2

2
+
x2

2

)
+

(
x3

6
+
x3

2
+
x3

6

)
+ . . . = 1+ x+ (1+ 1)

x2

2
+ (1+ 3+ 1)

x3

6
+ . . . =

= 1x0 + 1x1 + 2
x2

2!
+ 5

x3

3!
+ . . . .

Ïîäðîáíîñòè è äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1].
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2.4 Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.15. Îäíîðîäíûå ðåôëåêñèâíûå è ñèììåòðè÷íûå îòíîøåíèÿ íàçûâàþò
îòíîøåíèÿìè òîëåðàíòíîñòè èëè ïñåâäîýêâèâàëåíòíîñòÿìè.

Îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè áóäåì îáû÷íî îáîçíà÷àòü ≃ èëè τ . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòíîøåíèÿ òîëåðàíòíîñòè ≃ ñïðàâåäëèâî

△ ⊆ ≃ = ≃ ♯ .

Ââåä¼ííîå îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè6 � ìàòåìàòè÷åñêîå óòî÷íåíèå ïîíÿòèå ñõîäñòâà,

íåðàçëè÷èìîñòè. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ïîíÿòèå áëèçîñòè îáúåêòîâ, èñïîëüçóåìîå â òåî-

ðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, åñòü îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè ìåæäó íèìè. Îòíîøåíèÿ òî-

ëåðàíòíîñòè ÷àñòî íàçûâàþò ïðîñòî òîëåðàíòíîñòÿìè, à ïàðó ýëåìåíòîâ, ñâÿçàííûõ

óêàçàííûì îòíîøåíèåì � òîëåðàíòíûìè.

Ïðèìåð 2.7. Îïèñàííûå íèæå îòíîøåíèÿ τ ñóòü òîëåðàíòíîñòè.

1. A è B � òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è AτB ⇔ |A−B| < r, ãäå r � ôèêñèðî-
âàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

2. Ñëîâà ðóññêîãî ÿçûêà íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè τ , åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ íå ìåíåå,
÷åì íà îïðåäåë¼ííîå êîëè÷åñòâî áóêâ (íàïðèìåð, íà îäíó).

3. Äëÿ ýëåìåíòîâ x è y íåêîòîðîãî êîëüöà xτy ⇔ ¾ýëåìåíò x− y íåîáðàòèì¿.

Îïðåäåëåíèå 2.16. Ïàðó T = ⟨A, ≃⟩, ãäå A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à ≃ � òîëåðàíò-
íîñòü íà í¼ì, íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì òîëåðàíòíîñòè.

Ïðèìåð 2.8. Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è P∗(A) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ åãî íåïóñòûõ
ïîäìíîæåñòâ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ X, Y ∈ P∗(A) ïîëîæèì X ≃ Y = (X ∩ Y ̸= ∅). Òîãäà
⟨ P∗(A), ≃⟩ � ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè.

Ìíîæåñòâî P∗(A) ïðè A = { 1, . . . , n } íàçûâàþò (n − 1)-ìåðíûì ñèìïëåêñîì; áó-

äåì îáîçíà÷àòü åãî Sn. Ýòî ïîíÿòèå îáîáùàåò ïîíÿòèÿ îòðåçêà, òðåóãîëüíèêà è òåòðàýä-

ðà íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. ×èñëà 1, . . . , n èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê âåðøèíû ñèìïëåêñà,

äâóõýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà � êàê ð¼áðà, òð¼õýëåìåíòíûå � êàê ïëîñêèå (äâóìåðíûå)

ãðàíè, è âîîáùå, k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà � êàê (k − 1)-ìåðíûå ãðàíè. Íà ðèñ. 2.7

èçîáðàæåí ñèìïëåêñ S4. Òîëåðàíòíîñòü ãðàíåé ñèìïëåêñà Sn îçíà÷àåò èõ ãåîìåòðè÷å-

ñêóþ èíöèäåíòíîñòü � íàëè÷èå îáùèõ âåðøèí. ×èñëî âñåõ ýëåìåíòîâ Sn ðàâíî, ðàçóìå-

åòñÿ, 2n − 1.

Ñóùåñòâóåò è àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ ñèìïëåêñîâ: â âèäå ãðàôà. Ïðè òà-

êîì ïðåäñòàâëåíèè ýëåìåíòû Sn ñîïîñòàâëÿþòñÿ âåðøèíàì (2n− 1)-ýëåìåíòíîãî ãðàôà,

ð¼áðà êîòîðîãî îòîáðàæàþò ñîîòâåòñòâóþùèå òîëåðàíòíîñòè. Íà ðèñ. 2.8 äàíî óêàçàííîå

ïðåäñòàâëåíèå äëÿ S3.

6Îò ëàò. toleratia � òåðïåíèå. Óïîòðåáëåíèå äàííîãî òåðìèíà ïîÿñíÿåòñÿ ñâîéñòâàìè êëàññîâ òîëå-
ðàíòíîñòè îáðàçîâûâàòü íå ðàçáèåíèå, êàê ó ýêâèâàëåíòíîñòè, à ïîêðûòèå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà (ñì.
íèæå).
Ïðèâåä¼ííóþ àêñèîìàòèçàöèþ ïîíÿòèÿ ñõîäñòâà è ðîäñòâåííîãî åìó ïîíÿòèÿ íåðàçëè÷èìîñòè ââ¼ë àí-

ãëèéñêèé ìàòåìàòèê Ý. Çèìàíí (ñì., íàïðèìåð, Ý. Çèìàíí, Î. Áüþíåìàí. Òîëåðàíòíûå ïðîñòðàíñòâà è
ìîçã. / Íà ïóòè ê òåîðåòè÷åñêîé áèîëîãèè. � Ì.: Ìèð, 1970).
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Ðèñ. 2.7. Ñèìïëåêñ S4
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Ðèñ. 2.8. Òîëåðàíòíîñòü ýëåìåíòîâ ñèìïëåêñà S3

Íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òîëåðàíòíîñòü ìîæíî, êàê è ëþáîå îòíîøåíèå, çàäàâàòü (0,1)-

ìàòðèöåé. ßñíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà áóäåò ñèììåòðè÷íà è ñîäåðæàòü åäèíèöû

íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, à ëþáàÿ òàêàÿ ìàòðèöà � çàäàâàòü òîëåðàíòíîñòü.

Òàêæå òîëåðàíòíîñòü, êàê è ëþáîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, çàäàþò â âèäå ãðàôà.

Ïðè ýòîì âåðøèíû x è y ãðàôà G(τ) ïðè xτy ñîåäèíÿþò íåîðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì

(ñèììåòðè÷íîñòü), à ïåòëè ïðè êàæäîé âåðøèíå (ðåôëåêñèâíîñòü) îïóñêàþò. Íà ðèñ. 2.9

ïîêàçàíî çàäàíèå ìàòðèöåé è ãðàôîì òîëåðàíòíîñòè íà òð¼õýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå

{ 1, 2, 3 }.

M =

 1 1 0
1 1 1
0 1 1

 1 2 3

Ðèñ. 2.9. Òîëåðàíòíîñòü, çàäàííàÿ ìàòðèöåé è ãðàôîì.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä òîëåðàíòíîñòÿìè. ßñíî,

íàïðèìåð, ÷òî òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå òîëåðàíòíîñòè åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü. Òàê, äëÿ

òîëåðàíòíîñòè ≃, çàäàííîé âûøåïðèâåä¼ííîé ìàòðèöåé M îòíîøåíèå ≃t åñòü àìîðô-
íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Óòâåðæäåíèå 2.3. Åñëè ≃ � òîëåðàíòíîñòü, à ∼ � ýêâèâàëåíòíîñòü íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå òàêèå, ÷òî ≃⊆∼, òî ≃t ⊆∼.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ê îáåèì

÷àñòÿì èñõîäíîãî âêëþ÷åíèÿ. �

Ñëåäñòâèå. Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ òîëåðàíòíîñòè åñòü ìèíèìàëüíàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü, âêëþ÷àþùàÿ ýòó òîëåðàíòíîñòè.

Äëÿ ýêâèâàëåíòíîãî çàìûêàíèÿ ñèñòåìû òîëåðàíòíîñòåé ñïðàâåäëèâî ïî÷òè î÷åâèä-

íîå

Óòâåðæäåíèå 2.4. Ïóñòü S � ñîâîêóïíîñòü òîëåðàíòíîñòåé íà ìíîæåñòâå A. Òîãäà
aSe b äëÿ a, b ∈ A, åñëè è òîëüêî åñëè â A ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ öåïî÷êà ýëåìåíòîâ
a1, . . . , an, ñâÿçàííûõ îòíîøåíèÿìè

aτ1a1τ2a2τ3 . . . anτn+1b ,

ãäå τ1, . . . , τn+1 � êàêèå-òî (âîçìîæíî, ïîâòîðÿþùèåñÿ) îòíîøåíèÿ èç S.

Ââåä¼ì åù¼ îäíó áèíàðíóþ îïåðàöèþ (◦) íàä îäíîðîäíûìè îòíîøåíèÿìè α è β �

ñèììåòðèçîâàííîå ïðîèçâåäåíèå:

α ◦ β , αβ ∪ βα .

Òåîðåìà 2.12 (ñâîéñòâà òîëåðàíòíîñòè).

1. Òîëåðàíòíîñòü ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî ∪, ∩, ♯, à îòíîñèòåëüíî ⋄ � åñëè è
òîëüêî åñëè òîëåðàíòíîñòè ïåðåñòàíîâî÷íû (è â ýòîì ñëó÷àå α ⋄ β = α ◦ β).

2. Òîëåðàíòíîñòü ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî ◦.
3. Åñëè τ � òîëåðàíòíîñòü, òî è τ ∪ △ òîëåðàíòíîñòü.

4. Åñëè α � ðåôëåêñèâíîå îäíîðîäíîå îòíîøåíèå, òî îòíîøåíèÿ α ∪ α ♯, α ∩ α ♯ è
α ◦ α ♯ ñóòü òîëåðàíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Âñå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç ï. 1) è 2) òåîðåìû 2.4 î ñòàáèëüíîñòè �ïîëîæèòåëüíûõ�

ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé.

2. Ïóñòü α è β � òîëåðàíòíîñòè. Òîãäà

R: ðåôëåêñèâíîñòü α ◦ β ñëåäóåò èç ðåôëåêñèâíîñòè αβ è βα (ñì. ï. 1) òåîðå-

ìû 2.4);

S: (α ◦ β) ♯ = (αβ ∪ βα) ♯ = (αβ) ♯ ∪ (βα) ♯ = β ♯α ♯ ∪ α ♯β ♯ = βα ∪ αβ = α ◦ β.
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3. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äîïîëíåíèå ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè,

íî ïðåâðàùàåò ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå àíòèðåôëåêñèâíîå.

4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ðåçóëüòàòàìè óêàçàííûõ îïåðàöèé íà-

ñëåäóþò ðåôëåêñèâíîñòü α è ïðèîáðåòàþò ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè (äëÿ ◦ �

ñëåäñòâèå ï. 2) ).
�

Îòìåòèì, ÷òî òîëåðàíòíîñòü, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, à ñ ïîñëåäíåé

ñâÿçàíî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîíÿòèå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Äîâîëüíî ÷àñòî â ìàòåìà-

òèêå âñòðå÷àþùàÿñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðè ïåðåõîäå îò ÷àñòíîãî ê îáùåìó ïðîèñõîäèò

ðàñùåïëåíèå ïîíÿòèé. Ýòî íàáëþäàåòñÿ è â äàííîì ñëó÷àå: ïîíÿòèå êëàññà ýêâèâàëåíò-

íîñòè ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà ðàçíûõ ïîíÿòèÿ: ÿäðî è êëàññ òîëåðàíòíîñòè. Ðàññìîòðèì

ýòè íîâûå ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå çàäàíà òîëåðàíòíîñòü τ . Òîãäà ïî (2.6) îïðåäåëåíî

ÿäðî Ker τ îòíîøåíèÿ τ . ßäðàìè òîëåðàíòíîñòè íàçûâàþò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

Ker τ . ßñíî, ÷òî äâà îáúåêòà ïðèíàäëåæàò îäíîìó ÿäðó, åñëè îíè òîëåðàíòíû îäíèì è

òåì æå îáúåêòàì.

Ïðèìåð 2.9. 1. Äëÿ òîëåðàíòíîñòè, ïðèâåä¼ííîé íà ðèñ. 2.9, ÿäðà ñóòü {1}, {2} è
{3}.

2. Äëÿ òîëåðàíòíîñòè τ , çàäàííîé ãðàôîì, ïðèâåä¼ííûì íà ðèñ. 2.10, êëàññàìè áóäóò

a x

b y

[
[
[[

�
�
��

Ðèñ. 2.10. Òîëåðàíòíîñòü íà ÷åòûð¼õýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå

ìíîæåñòâà Core(a) = {a, b}, Core(x) = {x} è Core(y) = {y}. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû x
è y íå ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â ÿäðî, ò.ê. xτx, íî íåâåðíî, ÷òî yτx.

Ïîíÿòíî, ÷òî â êîíå÷íîì ñëó÷àå çàäàíèÿ òîëåðàíòíîñòè (0,1)-ìàòðèöåé â îäíî ÿäðî

áóäóò îáúåäèíåíû ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå å¼ îäèíàêîâûì ñòðîêàì èëè ñòîëáöàì.

Ôàêòîðìíîæåñòâî A∗ = A/Ker τ ïðîñòðàíñòâà ⟨A, τ ⟩ ñîñòîèò èç åãî ÿäåð. Íàçî-

â¼ì A∗ ôàêòîðìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè ïî åãî ÿäðó. Ââåä¼ì íà A∗

îòíîøåíèå τ ∗ ïî ïðàâèëó

Core(x) τ ∗Core(y) ⇔ xτy . (2.8)

Êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòüþ îò âûáîðà ïðåäñòàâè-

òåëÿ â ÿäðå. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

φ : A→ A/Ker τ , φ(x) = Core(x)
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ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó åãî ÿäðî, îáëàäàåò ñâîéñòâîì

xτy ≡ φ(x) τ ∗φ(y) .

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ áóäåì ãîâîðèòü, îòîáðàæåíèå ÷òî φ òîæäåñòâåííî ñîãëàñîâàííî7 ñ

ïàðîé îòíîøåíèé τ è τ ∗ íà ìíîæåñòâàõ A è A/Ker τ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïî (2.8) τ ∗ îêàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì òîëåðàíòíîñòè, à ⟨A/Ker τ, τ ∗ ⟩ � ïðîñòðàí-

ñòâîì òîëåðàíòíîñòè. Äëÿ òîëåðàíòíîñòè, çàäàâàåìîé íà ðèñ. 2.9 áóäåì, î÷åâèäíî, èìåòü

M(τ ∗) = M(τ). Åñëè äëÿ òîëåðàíòíîñòè ≃, çàäàííîé ðèñ. 2.10, ÿäðà ïåðå÷èñëèòü â

ïîðÿäêå Core(x), Core(a), Core(y), òî M(≃∗) = M(τ).

Ïðèìåð 2.10. 8 Ïóñòü òîëåðàíòíîñòü τ íà ìíîæåñòâå A = { 1, . . . , 9 } çàäàíà ìàòðèöåé

M(τ) =



1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 1 1
1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1 0 1


. (2.9)

ßäðà τ ñóòü

C1 = Core(1) = { 1, 2 }, C2 = Core(3) = { 3 },
C3 = Core(4) = { 4, 6 }, C4 = Core(5) = { 5 }, (2.10)

C5 = Core(7) = { 7, 9 }, C6 = Core(8) = { 8 }.

Ìàòðèöà òîëåðàíòíîñòè τ ∗ íà ôàêòîðìíîæåñòâå A∗ = A/Ker τ = {C1, . . . , C6 }
åñòü

M(τ ∗) =


1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0
1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1

 .

ßñíî, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà òîëåðàíòíîñòü îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ïî-

íÿòèå ôàêòîðìíîæåñòâà òîëåðàíòíîñòè ïî ÿäðó ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì ôàêòîðìíîæåñòâà

ïî ýêâèâàëåíòíîñòè (ñì. ï. (2.3) ).

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê äðóãîìó îáîáùåíèþ ïîíÿòèÿ êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè � êëàññàì

òîëåðàíòíîñòè. Îíè îáëàäàþò ðÿäîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ è îêàçûâàþùèåñÿ ïîäîáíûìè

ÿäðàì. Â ÷àñòíîñòè, ÷åðåç êëàññû îïðåäåëÿþòñÿ áàçèñû òîëåðàíòíîñòè, ïî êîòîðûì îêà-

çûâàåòñÿ âîçìîæíûì çàäàâàòü ôàêòîðìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâ òîëåðàíòíîñòè, àíàëîãè÷-

íî ôàêòîðìíîæåñòâàì ïî ÿäðàì. Ôàêòîðìíîæåñòâà òàêæå ìîæíî çàäàâàòü ïî ýêâèâà-

ëåíòíîñòÿì, îïðåäåëÿåìûì ÷åðåç áàçèñû òîëåðàíòíîñòè.

7 Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñîãëàñîâàííîñòè îòîáðàæåíèé ñ îòíîøåíèÿìè äàíû â ï. 6.3
8 Ýòîò è ïîñëåäóþùèé ïðèìåðû, à òàêæå íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ ïðèâåäåíû â [5].
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Îïðåäåëåíèå 2.17. Ïóñòü ⟨A, τ ⟩ � ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè. Ïîäìíîæåñòâî
K ⊆ A íàçûâàþò ïðåäêëàññîì òîëåðàíòíîñòè â A èëè τ -ïðåäêëàññîì, åñëè â í¼ì
âñå ïàðû ýëåìåíòîâ òîëåðàíòíû. Ìàêñèìàëüíûé (ïî âêëþ÷åíèþ) ïðåäêëàññ íàçûâàþò
êëàññîì òîëåðàíòíîñòè â A èëè τ -êëàññîì.

Ïîíÿòíî, ÷òî êëàññû è ïðåäêëàññû òîëåðàíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ êëàññàìè ñîîòâåòñòâèÿ

òîëåðàíòíîñòè ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.5, íî íå íàîáîðîò (ñì. íèæå ï. 3 ïðèìåðà 2.11).

Äëÿ êðàòêîñòè, ðàññìàòðèâàÿ ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè ÷àñòî áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî

¾êëàññ¿ è ¾ïðåäêëàññ¿, èìåÿ ââèäó êëàññû è ïðåäêëàññû òîëåðàíòíîñòè.

Ïðèìåð 2.11. 1. Òðèâèàëüíûì ïðèìåðîì ïðåäêëàññà ÿâëÿåòñÿ ëþáîå îäíîýëåìåíòíîå
ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè.

2. Äëÿ òîëåðàíòíîñòè, çàäàâàåìîé íà ðèñ. 2.9 êëàññû òîëåðàíòíîñòè ñóòü { 1, 2 } è
{ 2, 3 }.

3. Äëÿ òîëåðàíòíîñòè τ íà ÷åòûð¼õýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå { a, b, x, y }, çàäàííîé íà
ðèñ. 2.10 êëàññû òîëåðàíòíîñòè ñóòü { a, b, x } è { a, b, y }. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû x
è y íå îáðàçóþò τ -ïðåäêëàññà, îäíàêî ñîñòàâëÿþò êëàññ ñîîòâåòñòâèÿ ïî τ (ñì.
îïðåäåëåíèå (2.5) ), ïîñêîëüêó èìååòñÿ, íàïðèìåð, ýëåìåíò a òàêîé, ÷òî xτa è yτa.

4. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè ⟨Sn, ≃⟩. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K̃i ìíîæåñòâî
íåêîòîðûõ ãðàíåé, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò i, 1 6 i 6 n.

Ïîíÿòíî, ÷òî K̃i � ïðåäêëàññ. Ïóñòü òåïåðü Ki îáúåäèíÿåò âñå ãðàíè, ñîäåðæàùèå
ýëåìåíò i. Òîãäà ïðåäêëàññ Ki íåðàñøèðÿåì, è Ki � êëàññ òîëåðàíòíîñòè â Sn.

Ãåîìåòðè÷åñêè êëàññ Ki ñîñòîèò, î÷åâèäíî, èç âñåâîçìîæíûõ ãðàíåé
ñèìïëåêñà, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó i. Òàê, äëÿ S3 ïîëó÷èì, íàïðèìåð,
K1 = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} }.

ßñíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðåäêëàññîâ òîëåðàíòíîñòè ïðîñòðàíñòâà ⟨A, τ ⟩ îáðàçó-
åò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A, ò.ê. îáúåäèíåíèå âñåõ îäíîýëåìåíòíûõ ïðåäêëàññîâ óæå îáðà-

çóåò ïîêðûòèå (òî÷íåå, ðàçáèåíèå) A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè çàäàíû íåêîòîðîå íåïóñòîå

ìíîæåñòâî A è ïîêðûòèå åãî ïîäìíîæåñòâàìè, òî òåì ñàìûì çàäàíà è òîëåðàíòíîñòü

τ íà A, åñëè ñ÷èòàòü òîëåðàíòíûìè ëþáóþ ïàðó ýëåìåíòîâ A, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó

èç ïîäìíîæåñòâ ïîêðûòèÿ. Ïðè ýòîì äàííûå ïîäìíîæåñòâà áóäóò τ -ïðåäêëàññàìè (ñð. ñ

òåîðåìîé (2.6) î êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè).

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êëàññû òîëåðàíòíîñòè. Çäåñü ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 2.1. Äëÿ âñÿêîãî ïðåäêëàññà ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùèé åãî êëàññ.

Äîêàçàòåëüñòâî (äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ). Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé τ -ïðåäêëàññ K è âñå-

âîçìîæíûå τ -ïðåäêëàññû, åãî ñîäåðæàùèå. Ëþáàÿ öåïü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà òàêèõ

ïðåäêëàññîâ, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ K, áóäåò êîíå÷íîé. Çàêëþ÷èòåëüíûé ïðåäêëàññ áóäåò óæå

êëàññîì òîëåðàíòíîñòè. �

Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî îòëîæèì äî ï. 3.7. Èç äàííîé ëåììû ñëåäóåò

Òåîðåìà 2.13. Äëÿ âñÿêîé ïàðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè ⟨A, τ ⟩, íà-
õîäÿùèõñÿ â îòíîøåíèè τ , ñóùåñòâóåò êëàññ òîëåðàíòíîñòè, èõ ñîäåðæàùèé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ â óñëîâèè ïàðà ýëåìåíòîâ îáðàçóåò ïðåä-

êëàññ.

Âàæíûì ñëåäñòâèåì äàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
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Óòâåðæäåíèå 2.5. Åñëè K1, . . . , Km � âñå êëàññû òîëåðàíòíîñòè τ , òî

τ =
m∪
i=1

K2
i . (2.11)

Ïðèìåð 2.12. Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 2.11. Ïîñêîëüêó äëÿ òîëåðàíòíîñòè, çàäàâàåìîé
ìàòðèöåé (2.9) êëàññû òîëåðàíòíîñòè ñóòü K1 = { 1, 2 } è K2 = { 2, 3 }, òî
K2

1 = { (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2) } è K2
2 = { (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3) }. Ïðè çàäàíèè (0,1)-

ìàòðèöàìè òîëåðàíòíîñòè è îòíîøåíèé K2 � ¾íàõîäèòüñÿ â îäíîì äàííîì êëàññå K¿,
èìååì (

1 1 0
1 1 1
0 1 1

)
=

(
1 1 0
1 1 0
0 0 0

)
∨

(
0 0 0
0 1 1
0 1 1

)
.

Ïðåäñòàâëåíèå (2.11) òîëåðàíòíîñòè â âèäå îáúåäèíåíèå äåêàðòîâûõ êâàäðàòîâ ñâîèõ

êëàññîâ íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì íà êâàäðàòû. Ãîâîðÿò, ÷òî òàêîå ðàçëîæåíèå íåïðèâî-

äèìî, åñëè íè îäèí êâàäðàò íåëüçÿ èñêëþ÷èòü áåç íàðóøåíèÿ äàííîãî ðàâåíñòâà.

Ïðèìåð 2.13. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A = { 1, . . . , 6 } çàäàíà òîëåðàíòíîñòü τ , ïðåäñòàâ-
ëåííàÿ â âèäå ãðàôà íà ðèñ. 2.11 Êëàññàìè òîëåðàíòíîñòè çäåñü áóäóò ìíîæåñòâà

1

K1

2 3

K3 K2 K4

4 5 6

��

[[

��

[[ ��

[[

Ðèñ. 2.11. Ê ïðèìåðó 2.13

K1 = { 1, 2, 3 }, K2 = { 2, 3, 5 },
K3 = { 2, 4, 5 }, K4 = { 3, 5, 6 }.

Ðàçëîæåíèå τ = K2
1∪. . .∪K2

4 èçáûòî÷íî, ò.ê. ëþáàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ, âõîäÿùàÿ â äåêàðòîâ
êâàäðàò K2

2 , ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç îñòàëüíûõ êâàäðàòîâ. Â òîæå âðåìÿ, ðàçëîæåíèå
τ = K2

1 ∪ K2
3 ∪ K2

4 óæå íåïðèâîäèìî: íàïðèìåð, ïàðà (1, 1) ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â K2
1 ,

ïàðà (4, 4) � òîëüêî â K2
3 , à ïàðà (6, 6) � òîëüêî â K2

4 .

Îïðåäåëåíèå 2.18. Áàçèñîì B(τ) òîëåðàíòíîñòè τ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ
âñÿêèé íàáîð êëàññîâ, îïðåäåëÿþùèé íåïðèâîäèìîå ðàçëîæåíèå äàííîé òîëåðàíòíîñòè
íà êâàäðàòû.

ßñíî, ÷òî ïðè óäàëåíèè èç áàçèñà ëþáîãî êëàññà îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû óæå íå îáðà-

çóþò ïîêðûòèÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ êðàòêîñòè äàëåå áàçèñ òîëåðàíòíîñòè áóäåì

èìåíîâàòü ïðîñòî áàçèñîì. Òàê, â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå åäèíñòâåííûé áàçèñ òîëåðàíòíî-

ñòè τ ñîñòîèò èç å¼ êëàññîâ K1, K3 è K4. Â îáùåì ñëó÷àå òîëåðàíòíîñòü ìîæåò èìåòü

íåñêîëüêî áàçèñîâ ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì âõîäÿùèõ â íèõ êëàññîâ.

Ïðèìåð 2.14. Ãðàô, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2.12 çàäà¼ò òîëåðàíòíîñòü íà âîñüìèýëåìåíò-
íîì ìíîæåñòâå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êëàññû K1�K5 è K7 îáðàçóþò øåñòèýëåìåíòíûé, à
êëàññû K1, K3, K4, K6 è K7 � ïÿòèýëåìåíòíûé áàçèñû äàííîãî ïðîñòðàíñòâà òîëå-
ðàíòíîñòè.
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Ðèñ. 2.12. Ê ïðèìåðó 2.14

ßñíî, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà òîëåðàíòíîñòü îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, òî

å¼ áàçèñ åäèíñòâåíåí è åãî ñîñòàâëÿþò ñìåæíûå êëàññû.

Îïðåäåëåíèå 2.19. Ïóñòü B(τ) � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå òîëåðàíòíîñòè ⟨A, τ ⟩. Ôàê-
òîðìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà A ïî áàçèñó B(τ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåìîå
A/B(τ), ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëàññû èç B(τ) è èõ âñåâîçìîæíûå (íå îáÿçà-
òåëüíî ïîïàðíûå) íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ.

ßñíî, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà òîëåðàíòíîñòü îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ïî-

íÿòèå ôàêòîðìíîæåñòâà òîëåðàíòíîñòè ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì ôàêòîðìíîæåñòâà ïî ýê-

âèâàëåíòíîñòè (ñì. ï. (2.3) ).

Åñëè ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè ⟨A, τ ⟩ èìååò åäèíñòâåííûé áàçèñ, òî âìåñòî

A/B(τ) áóäåì ïèñàòü A/τ .

Ïðèìåð 2.15. 1. Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 2.10. Ïóñòü òîëåðàíòíîñòü τ íà ìíîæåñòâå
A = { 1, . . . , 9 } çàäàíà ìàòðèöåé (2.9). Åäèíñòâåííûì áàçèñîì òîëåðàíòíîñòè τ
ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ

K1 = { 1, 2, 3, 4, 6 }, K2 = { 1, 2, 3, 5, 7, 9 }, K3 = { 1, 2, 5, 8 }.

Íàõîäèì ïåðåñå÷åíèÿ íåïóñòûå íåïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ êëàññîâ:

K1 ∩K2 = { 1, 2, 3} = K4,

K1 ∩K3 = { 1, 2 } = K1 ∩K2 ∩K3 = K5,

K2 ∩K3 = { 1, 2, 5} = K6.

Òàêèì îáðàçîì, A/τ = {K1, . . . , K6 }.
Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ôàêòîðìíîæåñòâî èìååò ëèøü îäèí îáùèé ýëåìåíò { 1, 2 } ñ
òàêæå øåñòèýëåìåíòíûì ôàêòîðìíîæåñòâîì A/Ker τ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ïî åãî ÿäðó (ñì. (2.10) ) è ïîýòîìó A/τ ̸= A/Ker τ .

2. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà T = ⟨ { 1, 2, 3 }, τ ⟩, â êîòîðîì òîëåðàíòíîñòü çàäàíà íà ðèñ. 2.9,
τ -êëàññû ñóòü K1 = { 1, 2 } è K2 = { 2, 3 }; îíè è ñîñòàâëÿþò åäèíñòâåííûé áàçèñ
T. Äîáàâèâ ê ýòèì êëàññàì ìíîæåñòâî K3 = K1∩K2 = { 2 }, ïîëó÷èì ôàêòîðìíî-
æåñòâî A/≃ = {K1, K2, K3 }.

Ïîíÿòèå ôàêòîðìíîæåñòâà ïî áàçèñó òîëåðàíòíîñòè îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ïîëåçíîì

â ñëó÷àÿõ, êîäà áàçèñ ñîäåðæèò íåáîëüøîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ. Îíî èñïîëüçóåòñÿ, â

÷àñòíîñòè, ïðè ìèíèìèçàöèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.
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Çàìåòèì, ÷òî íà ôàêòîðìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè ⟨A, τ ⟩ ïî åãî áàçè-
ñó B(τ) íåâîçìîæíî (êðîìå òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ A/τ = A/Ker τ) åñòåñòâåííî çàäàòü

íåêîòîðóþ òîëåðàíòíîñòü τ ⋆ òàê, ÷òîáû îòîáðàæåíèå φ, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæ-

äîìó ýëåìåíòó x ∈ A íåêîòîðûé ñîäåðæàùèé åãî êëàññ K ∈ B(τ) áûëî òîæäåñòâåííî

ñîãëàñîâàííî ñ ïàðîé îòíîøåíèé τ è τ ⋆ íà ìíîæåñòâàõ A è A/B(τ) ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïðèìåð, êàê ñëåäóåò èç ï. 1 ïðèìåðà 2.15, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé òàì òîëåðàíòíîñòè τ

ïåðåñå÷åíèå âñåõ êëàññîâ áàçèñà íåïóñòî (ýëåìåíòû 1 è 2 âõîäÿò âî âñå êëàññû), è íè

îòîáðàæåíèå φ : x → B(τ), íè òîëåðàíòíîñòü íà B(τ) íå ìîãó áûòü çàäàíû áåç ïðèâëå-

÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè ⟨A, τ ⟩ âûøå áûëè îïðåäåëåíû ôàêòîðìíîæåñòâà

A/Ker τ � ïî ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè Ker τ ñîãëàñíî îáùåìó îïðåäåëåíèþ 2.11 è

A/B(τ) � ïî áàçèñó B(τ) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 2.19. Òàêæå ìîæíî çàäàâàòü

ôàêòîðìíîæåñòâà ïî ýêâèâàëåíòíîñòÿì, îïðåäåëÿåìûì ÷åðåç áàçèñû òîëåðàíòíîñòè.

Äëÿ ýòîãî ñâÿæåì ñ êàæäûì áàçèñîì B(τ) ïðîñòðàíñòâà ⟨A, τ ⟩ ýêâèâàëåíòíîñòü

∼B(τ) ïî ïðàâèëó:

x ∼B(τ) y , ∀
B(τ)

K (x ∈ K ⇔ y ∈ K ) .

Èíûìè ñëîâàìè, ýëåìåíòû x è y ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè âõîäÿò â îäíè è

òå æå êëàññû äàííîãî áàçèñà. Äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå:

åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî êëàññû èç B(τ) � íåêîòîðûå ñâîéñòâà, ïî êîòîðûì âåä¼òñÿ êëàññèôè-

êàöèÿ, òî ýêâèâàëåíòíîñòü ýëåìåíòîâ îçíà÷àåò, ÷òî îíè îáëàäàþò îäèíàêîâûì íàáîðîì

ñâîéñòâ.

Â ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè áàçèñà âìåñòî ∼B(τ) åñòåñòâåííî ïèñàòü ∼τ . Íàïðèìåð,
äëÿ òîëåðàíòíîñòè, çàäàâàåìîé ìàòðèöåé (2.9) èç ïðèìåðà 2.10 áàçèñ B(τ) åäèí-

ñòâåíåí è ýêâèâàëåíòíîñòü ∼τ ñîâïàäàåò ñ Ker τ ; â äàííîì ñëó÷àå, ñëåäîâàòåëüíî,

A/∼τ = A/Ker τ ̸= A/τ .

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè ⟨A, τ ⟩ èìååò áàçèñ B(τ) = {K1, K2, . . . }. ×åðåç
K(x) îáîçíà÷èì âñå ýëåìåíòû áàçèñà, ñîäåðæàùèå ýëåìåíò x ∈ A. Áàçèñ B(τ) îïðåäåëÿ-
åò ýêâèâàëåíòíîñòü ∼B(τ) ñî ñìåæíûìè êëàññàìè E1, E2, . . .; îíè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè

ôàêòîðìíîæåñòâà A/∼B(τ). ×åðåç E(x) îáîçíà÷èì (åäèíñòâåííûé) ñìåæíûé êëàññ, ñî-

äåðæàùèé ýëåìåíò x. Òàêèì îáðàçîì çàäàíî îòîáðàæåíèå φ(x) = E(x) èç A íà A/∼B(τ).

Íà äàííîì ôàêòîðìíîæåñòâå îïðåäåëèì îòíîøåíèå τ ⋆ ïî ïðàâèëó

E(x)τ ⋆E(y) ≡ K(x) ∩ K(y) ̸= ∅ .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííîå îòíîøåíèå åñòü òîëåðàíòíîñòü. Çàìåòèì, ÷òî

E(x)τ ⋆E(y) ⇔ ∃
A/B(τ)

K (x, y ∈ K) ,

ãäå A/B(τ) � ôàêòîðìíîæåñòâî A ïî áàçèñó B(τ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

φ(x)τ ⋆φ(y) ⇒ xτy .
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Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îïèñûâàåò ñèëüíóþ ñîãëàñîâàííîñòü φ ñ ïàðîé îòíîøåíèé τ è

τ ⋆ íà A è A/∼B(τ) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü τ � òîëåðàíòíîñòü íà ìíîæåñòâå A. Îïðåäåëèì îäíîðîäíîå íà A îòíîøåíèå

∼τ ïðàâèëîì x ∼τ y ⇔ (xτz ⇒ yτz) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ A. Ïîëîæèâ z = y, ïîëó-

÷èì ∼τ⊆ τ . Òàêæå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå ∼τ ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è

òðàíçèòèâíî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 2.20. Â ïðîñòðàíñòâå òîëåðàíòíîñòè ⟨A, τ ⟩ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [x]∼τ

íàçûâàþò ÿäðîì ýëåìåíòà x ∈ A.
Åñëè êàæäîå ÿäðî ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî ýëåìåíòà, ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè

íàçûâàþò ïðîñòûì.

ßäðî ýëåìåíòà x áóäåì îáîçíà÷àòü Core(x). Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî äâà ýëåìåíòà

ïðèíàäëåæàò îäíîìó ÿäðó, åñëè èç áëèçîñòè ïðîèçâîëüíîãî òðåòüåãî ýëåìåíòà ê îäíîìó

èç íèõ ñëåäóåò áëèçîñòü è ê äðóãîìó.

Ðàññìîòðèì ôàêòîðìíîæåñòâî A/ ∼τ ÿäåð ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè ⟨A, τ ⟩. Ââå-
ä¼ì íà í¼ì îòíîøåíèå τ ∗ ïî ïðàâèëó

Core(x) τ ∗Core(y) ⇔ xτy .

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ, ò.å. åãî íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà

ïðåäñòàâèòåëÿ â ÿäðå. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

φ : A→ A/ ∼τ ,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó x åãî ÿäðî Core(x), îáëàäàåò ñâîéñòâîì

xτy ≡ φ(x) τ ∗φ(y) .

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ áóäåì ãîâîðèòü, îòîáðàæåíèå ÷òî φ òîæäåñòâåííî ñîãëàñîâàííî ñ

ïàðîé îòíîøåíèé τ è τ ∗ íà ìíîæåñòâàõ A è A/ ∼τ ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ⟨A/ ∼τ , τ ∗ ⟩ � ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè. Èç îïðåäåëåíèÿ ÿäðà è

îòíîøåíèÿ τ ∗ ñëåäóåò, ÷òî îíî ïðîñòî.

Íà îñíîâàíèè ïîñëåäíåé ëåììû ñîïîñòàâèì êàæäîìó ýëåìåíòó x ïðîñòðàíñòâà òîëå-

ðàíòíîñòè ñîâîêóïíîñòü K(x) ñîäåðæàùèõ åãî êëàññîâ.

Òåîðåìà 2.14. Ïóñòü ⟨A, τ ⟩ � ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè è x, y ∈ A. Òîãäà

K(x) = K(y) ⇔ xτy .

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Ïóñòü K(x) = K(y) è xτz. Òîãäà ïî ëåììå 3.2, ñóùåñòâóåò êëàññ

òîëåðàíòíîñòè K, ñîäåðæàùèé îäíîâðåìåííî x è z.

ßñíî, ÷òî K ∈ K(x). Íî òîãäà ïî óñëîâèþ è K ∈ K(y) èëè yτz. Àíàëîãè÷íî ïîêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî èç zτy ñëåäóåò xτz, ò.å. x ∼τ y.
(⇒) Ïóñòü x ∼τ y è K � êëàññ òîëåðàíòíîñòè, ñîäåðæàùèé x. Òàê êàê ëþáîé z ∈ K

òîëåðàíòåí ê x, òî îí òîëåðàíòåí è ê y. Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ K. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé

êëàññ K ∈ K(x) îäíîâðåìåííî âõîäèò â K(y) è íàîáîðîò, ò.å. K(x) = K(y). �
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Îáîçíà÷èì K(A) ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

A, à ÷åðåç P(K(A)) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ êëàññîâ òîëåðàíòíîñòè. Çàäàäèì íà

P(K(A)) îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè τ ∗ óñëîâèåì

K1 τ
∗K2 ⇔ (K1 ∩ K2 ̸= ∅) .

Ââåä¼ì îòîáðàæåíèå

ψ : A→ P(K(A)) , ψ(x) = K(x) .

Èç ëåììû 3.2 è òåîðåìû 2.14 âûòåêàåò òåîðåìà

Òåîðåìà 2.15 (ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòûõ ïðîñòðàíñòâ òîëåðàíòíîñòè). Åñëè A �
ïðîñòîå ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè, òî îòîáðàæåíèå ψ èíúåêòèâíî è òîæäå-
ñòâåííî ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèÿìè τ è τ ∗ íà ìíîæåñòâàõ A è P(K(A)) ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå ïðîñòîå ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè A âêëàäûâàåòñÿ â ñîâî-

êóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà è â êà÷àåòå ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âû-

áðàòü K(A). Ñîäåðæàòåëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèìåð 2.8 äîñòàâëÿåò îáùèé ñëó÷àé ïðî-

ñòûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèâåä¼ì ïîëåçíûé ðåçóëüòàò î âëîæåíèè ïðîñòðàíñòâ òîëåðàíòíîñòè, äîêàçàòåëü-

ñòâî êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â [54]:

Òåîðåìà 2.16. Åñëè ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè ⟨A1, τ1 ⟩ îòîáðàæàåòñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâî ⟨A2, τ2 ⟩, φ : A1 → A2 òàê, ÷òî φ èíúåêòèâíî è òîæäåñòâåííî ñîãëàñîâàíî
ñ îòíîøåíèÿìè τ1 è τ2, òî êàæäûé êëàññ òîëåðàíòíîñòè K â A1 ìîæíî ïðîäîë-
æèòü äî íåêîòîðîãî êëàññà K ′ â A2 , ïðè ýòîì íåñîâïàäàþùèå êëàññû ïðîäîëæàþòñÿ
äî íåñîâïàäàþùèõ.

Â ïðèìåðå 2.11 ïîêàçàíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü Ki âñåõ ãðàíåé, ñîäåðæàùèõ äàííóþ âåð-

øèíó i åñòü êëàññ òîëåðàíòíîñòè â ñèìïëåêñå Sn. Îäíàêî êëàññû òîëåðàíòíîñòè â Sn

íå îãðàíè÷èâàþòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ K1, . . . , Kn: íàïðèìåð, íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåò-

ñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî K = { {1, 2}, {2, 3}, {3, 1}, {1, 2, 3} } îáðàçóåò êëàññ. Çàìåòèì, K íå

ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ âèäà {i}.

Îïðåäåëåíèå 2.21. Íàèìåíüøàÿ ïî âêëþ÷åíèþ ñîâîêóïíîñòü BA = {K1, K2, . . . }
êëàññîâ â ïðîñòðàíñòâå òîëåðàíòíîñòè ⟨A, τ ⟩, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ¾äëÿ ëþáûõ òî-
ëåðàíòíûõ x, y ∈ A íàéä¼òñÿ êëàññ èç BA, ñîäåðæàùèé êàê x, òàê è y¿, íàçûâàåòñÿ
áàçèñîì â A.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êëàññà, âõîäÿùåãî â áàçèñ ñóùåñòâóåò òîëå-

ðàíòíàÿ ïàðà x, y, äëÿ êîòîðîé îí ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáùèì êëàññîì òîëåðàíòíîñòè

â BA.

2.5 Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâèÿ ρ ⊆ A× B ìåæäó íåïóñòûìè áàçèñíûìè ìíîæå-

ñòâàìè A è B. Îòìåòèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ρ îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ
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òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé îáðàçóåò ïîëíóþ áóëåâó àëãåáðó, íóëåì êîòîðîé ñëó-

æèò ïóñòîå, åäèíèöåé � ñîîòâåòñòâèå, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð (a, b), a ∈ A, b ∈ B.
Äëÿ ëþáûõ ñîîòâåòñòâèé ρ, α, β ⊆ A×B è σ ⊆ B×C è ïîäìíîæåñòâ X, X1, X2 ⊆ A,

Y ⊆ B ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

ρ(A) = Im ρ, ρ ♯(B) = Dom ρ;

X1 ⊆ X2 ⇒ ρ(X) ⊆ ρ(Y ); α ⊆ β ⇒ α(X) ⊆ β(X);

α ⊆ β ⇒

{
Domα ⊆ Dom β

Imα ⊆ Im β
;

Dom ρ ♯ = Im ρ, Im ρ ♯ = Dom ρ;

ρ ⊆ ρρ ♯ρ.

Ýòè ñâîéñòâà âïîëíå î÷åâèäíû. Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî: äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ a ∈ A è b ∈ B èìååì aρb = aρbN bρ ♯aN aρb ⇒ a(ρρ ♯ρ)b.

Òàêæå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ρ(X1 ∪X2) = ρ(X1) ∪ ρ(X2), ρ(X1 ∩X2) ⊆ ρ(X) ∩ ρ(Y );

(α ∪ β)(X) = α(X) ∪ β(X), (α ∩ β)(X) ⊆ α(X) ∩ β(X);

(ρ ⋄ σ)(X) = σ(ρ(X));

Dom ρ ♯ = Im ρ, Im ρ ♯ = Dom ρ ;

ρ(X) = ρ(X ∩Dom ρ), ρ ♯(Y ) = ρ ♯(Y ∩ Im ρ);

X ⊆ Dom ρ ⇔ X ⊆ (ρρ ♯)(X), Y ⊆ Im ρ ⇔ Y ⊆ (ρ ♯ρ)(Y );

X ∩ ρ ♯(Y ) = ∅ ⇔ Y ∩ ρ(X) = ∅;

Dom(ρσ) = ρ ♯(Domσ) , Im(ρσ) = σ(Im ρ) .

Äîêàæåì ïîñëåäíèå äâà ñâîéñòâà. Çàïèøåì ïðîîáðàç C è îáðàç A ÷åðåç ïðîåêöèè ñî-

îòâåòñòâèé:

Domσ = σ ♯(C) è Im ρ = ρ(A)

(ñì. ñîîòíîøåíèÿ 2.1). Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ñîîòâåòñòâèé è èõ ïñåâäîîáðàùåíèé ïîëó-

÷èì

Dom(ρσ) = (ρσ) ♯(C) = (σ ♯ρ ♯)(C) = ρ ♯(σ ♯(C)) = ρ ♯(Domσ) ⊆ Dom ρ;

Im(ρσ) = (ρσ)(A) = σ(ρ(A)) = σ(Im ρ) ⊆ Imσ .

Äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ ñâîéñòâ, òàê æå êàê è ïðèâåä¼ííûå, ýëåìåíòàðíû, èõ ìîæ-

íî íàéòè, íàïðèìåð, â [42] èëè [5].

Òåîðåìà 2.17 (ñîîòíîøåíèå Äåäåêèíäà). Ïóñòü A, B è C � òðè íåïóñòûõ ìíî-
æåñòâà. Åñëè α ⊆ A×B, β ⊆ B × C, γ ⊆ A× C, òî èìååò ìåñòî

αβ ∩ γ ⊆ (α ∩ γβ ♯)(β ∩ α ♯γ) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü c ∈ (αβ ∩ γ)(a) äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A. Òîãäà

c ∈ (αβ)(a) ⇔ β ♯(c) ∩ α(a) ̸= ∅,

c ∈ γ(a) ⇔ a ∈ γ ♯(c) ⇒ α(a) ⊆ (γ ♯α)(c) ,

c ∈ γ(a) ⇒ β ♯(c) ⊆ (γβ ♯)(a) .

Ñëåäîâàòåëüíî,

β ♯(c) ∩ α(a) ̸= ∅ ⇒


(γ ♯α)(c) ∩ (γβ ♯)(a) ∩ β ♯(c) ∩ α(a) ̸= ∅ ,

(γ ♯α ∩ β ♯)(c) ∩ (γβ ♯ ∩ α)(a) ̸= ∅ ,

c ∈ ((α ∩ γβ ♯)(β ∩ α ♯γ))(a) .

�

Ñëåäñòâèå. Óñëîâèå αβ ∩ γ = ∅ â ðàññìàòðèâàåìûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýêâèâàëåíòíî

βγ ♯ ∩ α ♯ = ∅, γ ♯α ∩ β ♯ = ∅;

αβγ ♯ ∩ △A= ∅, βγ ♯α∩ △B = ∅, γ ♯αβ ∩ △C = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâà äàííûõ ñîîòíîøåíèé ëåãêî ïðîâåñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîììóòàòèâ-
íûõ äèàãðàìì (ñì. ñ. 69).

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå Äåäåêèíäà, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îäíîðîäíûõ

îòíîøåíèé.

Óòâåðæäåíèå 2.6. Åñëè α, β, γ1 è γ2 � îäíîðîäíûå íà ìíîæåñòâå A îòíîøåíèÿ, à
γ1, γ2 � òðàíçèòèâíû, òî{

α ⊆ γ1 ∩ γ ♯1 ,
β ⊆ γ2 ∩ γ ♯2 ,

⇒ γ1 ∩ αβ ∩ γ2 = (α ∩ γ2)(β ∩ γ1) ⊆ (α ∩ γ1)(β ∩ γ2) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèâ â ñîîòíîøåíèè Äåäåêèíäà γ = γ1∩γ2 è A = B = C, ïîëó÷èì

γ1 ∩ αβ ∩ γ2 ⊆ (α ∩ (γ1 ∩ γ2)β ♯)(β ∩ α ♯(γ1 ∩ γ2)) ⊆ (α ∩ γ2β ♯)(β ∩ α ♯γ1)

(áûëî èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè óìíîæåíèÿ îòíîøåíèé).

Âî-ïåðâûõ, èç β ⊆ γ ♯2 ñëåäóåò γ2β
♯ ⊆ γ2γ2 ⊆ γ2 è, àíàëîãè÷íî, èç α ⊆ γ ♯1 ñëåäóåò

α ♯γ1 ⊆ γ1γ1 ⊆ γ ♯1 . Òàêèì îáðàçîì, èìååì

γ1 ∩ αβ ∩ γ2 ⊆ (α ∩ γ2)(β ∩ γ1) , íî (α ∩ γ2)(β ∩ γ1) ⊆ αβ ∩ αγ1 ∩ βγ2 .

Âî-âòîðûõ, èç β ⊆ γ2 ñëåäóåò γ2β ⊆ γ2γ2 ⊆ γ2 è, àíàëîãè÷íî, èç α ⊆ γ1 ñëåäóåò

αγ1 ⊆ γ1γ1 ⊆ γ1. Ïîýòîìó (α ∩ γ2)(β ∩ γ1) ⊆ αβ ∩ γ1 ∩ γ2, ÷òî è äîêàçûâàåò òðåáóåìîå. �

Óñòàíîâèì åù¼ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâèé.

Óòâåðæäåíèå 2.7. Åñëè ρ � ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B, òî

ρρ ♯ ⊆ △A , ρ ♯ρ ⊆ △B .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ è a1, a2 ∈ A èìååì

a1(ρρ ♯)a2 ⇔ ∃
B
b (a1ρbN ¬(a2ρb)) ⇒ a1 ̸= a2,

è àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî âêëþ÷åíèÿ. �

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå èç îïðåäåëåíèé ñîîòíîøåíèå: åñëè A è B � íåïó-

ñòûå ìíîæåñòâà è X ⊆ A, òî

(A×B)(X) =

{
B, åñëè X ̸= ∅,
∅, èíà÷å.

Óòâåðæäåíèå 2.8. Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, A1 ⊆ A, B1 ⊆ B è
X ⊆ A. Òîãäà

(A1 ×B1)(X) =

{
B1, åñëè X ∩ A1 ̸= ∅,
∅, èíà÷å.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

(A1 ×B1)(X) =
∪

a∈A1, b∈B1,
x∈X

{ (a, b) }(x) .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáðàçà ýëåìåíòà x ïî îòíîøåíèþ { (a, b) } èìååì

{ (a, b) }(x) =

{
{b}, åñëè X ∩ A1 ̸= ∅,
∅, èíà÷å .

Ñëåäîâàòåëüíî,

(A1 ×B1)(X) =


∪
b∈B1

{b} = B1, åñëè X ∩ A1 ̸= ∅,

∅, èíà÷å .

�

Óòâåðæäåíèå 2.9. Ïóñòü A, B è C � íåïóñòûå ìíîæåñòâà è α ⊆ A×B, β ⊆ B×C,
A1 ⊆ A, B1, B2, B3 ⊆ B, C1 ⊆ C. Òîãäà

(A1 ×B1)β = A1 × β(B1), α(B1 × C1) = α ♯(B1)× C1 ,

(A1 ×B2)(B3 × C1) =

{
A1 × C1, åñëè B2 ∩B3 ̸= ∅,
∅, èíà÷å .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî óêàçàííîìó âûøå ñâîéñòâó

X ∩ ρ ♯(Y ) = ∅ ⇔ Y ∩ ρ(X) = ∅ (∗)

äëÿ âñåõ a ∈ A, c ∈ C, èìååì

(a, c) ∈ (A1 ×B1)β ⇔ {c} ∩ (A1 ×B1)β)(a) ̸= ∅ ⇔ β(c) ∩ (A1 ×B1) ̸= ∅ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a ∈ A1, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî óòâåðæäåíèþ (2.8) äëÿ âñåõ

x ∈ X èìåëî áû ìåñòî β ♯(c) ∩ (A1 × B1)(x) = ∅. Íî òîãäà (A1 × B1)(x) = B1 è,
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ñëåäîâàòåëüíî,

β ♯(c) ∩ (A1 ×B1)(x) ̸= ∅ ⇔ β(c) ∩B1 ̸= ∅ è

x ∈ A1 ⇔ {c} ∩ β(B1) ̸= ∅ .

Äàëåå, ñîãëàñíî (∗) èìååì x ∈ A1, ò.å. (x, z) ∈ A1 × β(B1) è ïåðâàÿ ôîðìóëà äîêàçàíà.

Âòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, à òðåòüÿ ôîðìóëà ýëåìåíòàðíà. �

Óòâåðæäåíèå 2.10. Ïóñòü A, B, C è D � íåïóñòûå ìíîæåñòâà è α ⊆ B × C,
β ⊆ A× C, γ ⊆ B ×D. Òîãäà

γ ⊆ α(C ×D) ⇔ γ ⊆ αα ♯γ, β ⊆ (A×B)α ⇔ β ⊆ βα ♯α .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ b ∈ B è d ∈ D èìååì

(b, d) ∈ γ ⇒ (b, d) ∈ α(C ×D) = α ♯(C)×D ,

ñëåäîâàòåëüíî, b ∈ α ♯(C) è b ∈ (αα ♯)(b). Òîãäà

(b, d) ∈ (αα ♯)(b)× {d} = αα ♯{(b, d)} è γ ⊆
∪

(b, d)∈ γ

αα ♯{(b, d)} = αα ♯γ .

Âòîðàÿ ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ñîîòâåòñòâèå ρ ⊆ A × B íàçîâ¼ì âïîëíå ýôôåêòèâíûì, åñëè Dom(ρ) = A è

Im(ρ) = B. Äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ |A| = m > 2 è |B| = n > 0 â [21] ïðèâåäåíà

ôîðìóëà ÷èñëà f(m,n) âïîëíå ýôôåêòèâíûõ ñîîòâåòñòâèé:

f(m,n) =
n∑
i=0

(−1)n−i
(
n

i

)
(2i − 1)m .

Âûäåëèì òåïåðü îñíîâíûå òèïû ñîîòâåòñòâèé, îáëàäàþùèå îñîáûìè ñâîéñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 2.22. Ñîîòâåòñòâèå ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B íàçûâàåòñÿ

� ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì èëè âñþäó îïðåäåë¼ííûì ñîîòâåòñòâèåì, åñëè

△A⊆ ρρ ♯. ßñíî, ÷òî ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî Dom ρ = A, è â ãðàôå
−→
G (ρ) èç

êàæäîé âåðøèíû A âûõîäèò õîòÿ áû îäíà äóãà.

� ÷àñòè÷íûì îòîáðàæåíèåì A â B , åñëè ρ ♯ρ ⊆△B. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî óñëîâèå
ýêâèâàëåíòíî aρb1 N aρb2 ⇒ b1 = b2 äëÿ a ∈ A (ïðè ýòîì Dom ρ ⊆ A), è â ãðàôå
−→
G(ρ) èç êàæäîé âåðøèíû A âûõîäèò íå áîëåå îäíîé äóãè.

� ôóíêöèîíàëüíûì9 èëè îòîáðàæåíèåì A â B , åñëè △A⊆ ρρ ♯Nρ ♯ρ ⊆△B. ßñíî, ÷òî
ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ äëÿ ëþáîãî a ∈ A åäèíñòâåííîãî b ∈ B
òàêîãî, ÷òî aρb, è â ãðàôå

−→
G(ρ) èç êàæäîé âåðøèíû A âûõîäèò ðîâíî îäíà äóãà.

� äèôóíêöèîíàëüíûì èëè êâàçèîäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì, åñëè ρρ ♯ρ ⊆ ρ èëè, ñ
ó÷¼òîì äîêàçàííîãî âûøå, ρρ ♯ρ = ρ.

Äëÿ îòíîøåíèÿ ρ ⊆ A×B ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ (ñì. [42] èëè [32]):
ëþáûõ a ∈ A, b ∈ B åñëè

9 ñð. ñ îïðåäåëåíèåì 2.6
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� ρ ♯(b1) ̸= ρ ♯(b2) ⇒ ρ ♯(b1) ∩ ρ ♯(b2) = ∅ èëè ρ(a1) ̸= ρ(a2) ⇒ ρ(a1) ∩ ρ(a2) = ∅
(ñìåæíûå êëàññû A ïî ρ èëè B ïî ρ ♯ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ), òî ρ äè-
ôóíêöèîíàëüíî;

� ρ äèôóíêöèîíàëüíî, òî ρ ♯(b1) ̸= ρ ♯(b2) ⇒ ρ ♯(b1) ∩ ρ ♯(b2) = ∅ è
ρ(a1) ̸= ρ(a2) ⇒ ρ(a1) ∩ ρ(a2) = ∅ (ñìåæíûå êëàññû A ïî ρ è B ïî ρ ♯

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ).

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ïðèâåä¼ì áåç äî-

êàçàòåëüñòâà (êîòîðîå ìîæåò áûòü íàéäåíî â [53]) ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.18 (Ê�àëüìàð-ßêóáîâè÷). Ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè ≃ íà
ìíîæåñòâå A ìîæåò áûòü çàäàíî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæå-
íèÿ φ èç A íà ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ êëàññîâ òîëåðàíòíîñòè êàê

x ≃ y ⇔ φ(x) ∩ φ(y) ̸= ∅ .

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî â êîíå÷íîì ñëó÷àå (0,1)-ìàòðèöà áóäåò ìàòðèöåé äèôóíêöèî-

íàëüíîãî îòíîøåíèÿ åñëè è òîëüêî åñëè â ïðÿìîóãîëüíèêå èç äâóõ ñòðîê è äâóõ ñòîëáöîâ

ïðè òîì, ÷òî â òð¼õ óãëàõ ñòîÿò 1, òî è â ÷åòâ¼ðòîì óãëó ñòîèò 1. Íàïðèìåð, ìàòðèöà
0 0 1 0

1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1


ïðåäñòàâëÿåò äèôóíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå.

Áåç òðóäà äîêàçûâàåòñÿ

Óòâåðæäåíèå 2.11. Ïóñòü ρ � äèôóíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè
A è B. Òîãäà

� ρρ ♯ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ρ ♯(B) ⊆ A è ρ ♯ρ � îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íà ρ(A) ⊆ B;

� áèåêöèè π(ρ ♯(y)) = ρ ♯ρ(y) è îáðàòíàÿ ê íåé π ♯(ρ(x)) = ρρ ♯(x) ñóòü âçàèìíî
îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ôàêòîðìíîæåñòâàìè ρ ♯(B)/ρρ ♯ è ρ(A)/ρ ♯ρ.

Ôóíêöèîíàëüíûå ñîîòâåòñòâèÿ (îòîáðàæåíèÿ) ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ íèæå.

2.6 Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

Øèðî÷àéøåå ïðèìåíåíèå íàõîäÿò ôóíêöèîíàëüíûå ñîîòâåòñòâèÿ (îòîáðàæåíèÿ). Îíè

â ÿâíîì âèäå áûëè ââåäåíû Ã. Ôðåãå â 1884 ã.

Ðàññìîòðèì èõ ïîäðîáíåå. Ïî÷òè î÷åâèäíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.12. Óòâåðæäåíèå ¾φ � îòîáðàæåíèå A â B¿ ýêâèâàëåíòíî îäíîìó èç
ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ óòâåðæäåíèé:

1) äëÿ âñÿêîãî x ∈ A îáðàç φ(x) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà;

2) äëÿ âñÿêîãî σ ⊆ B×C, ãäå C � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, èìååò ìåñòî φσ = φσ;
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3) φ = φ△B;

4) êàêîâû áû íè áûëè Y, Y1 ⊆ B, èìååò ìåñòî φ ♯(Y ) = φ ♯(Y1).

Îòîáðàæåíèå φ èç A â B áóäåì íàçûâàòü òàêæå ôóíêöèåé èç A â B èëè îïåðàöèåé

íà A10. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèÿ φ : A → B èëè A
φ→ B. Òîò ôàêò, ÷òî aφb

çàïèñûâàþò êàê φ(a) = b èëè a
φ7→ b ; ïðè òåîðåòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ óäîáíà çàïèñü

aφ = b èëè äàæå aφ = b. Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé A → B áóäåì îáîçíà÷àòü

Fun (A,B) èëè BA. Ïðè A = B áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì Fun (A) è ãîâîðèòü,

÷òî Fun (A) ñîñòàâëÿþò ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà A.

Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé èç îäíîé áóëåâîé àëãåáðû ìîæíî ïî-

ñòðîèòü äðóãóþ. Ïóñòü B = ⟨A, ⊔, ⊓, ′, o, ι ⟩ � áóëåâà àëãåáðà. Ìíîæåñòâî

Fn(A) = Fun(An, A) âñåõ ôóíêöèé èç An â A îáðàçóåò áóëåâó àëãåáðó

F(B) = ⟨Fn(A), +, ·, −,0, 1 ⟩, ãäå îïåðàöèè è âûäåëåííûå ýëåìåíòû çàäàíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

(f + g)(a) = f(a) ⊔ g(a) , (f · g)(a) = f(a) ⊓ g(a) , f = f ′ ,

0 = 0(a) ≡ o , 1 = 1(a) ≡ ι

(çäåñü âåçäå a = (a1, . . . , an) ).

ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : A→ B çàäà¼òñÿ íàïðàâëåííûì äâóäîëüíûì ãðàôîì
−→
G (φ),

âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò ýëåìåíòû A è B, ïðè÷¼ì èç âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé

a ∈ A, åäèíñòâåííàÿ äóãà âåä¼ò â âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ b ∈ B, åñëè φ(a) = b.

Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâ A è B è âåðøèíû
−→
G(φ).

Äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ φ : A → B ýëåìåíò b, b = φ(a) íàçûâàþò îáðàçîì ýëåìåíòà a, à

ýëåìåíò a � ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà b. Ñîâîêóïíîñòü (âîçìîæíî ïóñòàÿ) âñåõ ïðîîáðàçîâ

ýëåìåíòà b ∈ B íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì b.

Åñëè A ′ ⊂ A è φ : A → B, òî ïðî îòîáðàæåíèå φ ′ : A′ → B, ãäå φ(x) = φ ′(x)

äëÿ âñåõ x ∈ A ′, ãîâîðÿò, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì èëè îãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ

φ íà A ′ (ñèìâîëè÷åñêè φ ′(x) = φ |A ′ (x) ), à ïðî îòîáðàæåíèå φ � ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ

ïðîäîëæåíèåì èëè ðàñøèðåíèåì îòîáðàæåíèÿ φ ′.

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè, ê íèì ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïðèìå-

íÿòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè. Îäíàêî âî-ïåðâûõ, îòðèöàíèå îòîáðàæåíèÿ,

î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèåì íå ÿâëÿåòñÿ, à âî-âòîðûõ � ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Óòâåðæäåíèå 2.13. Îáúåäèíåíèå [ ïåðåñå÷åíèå ] äâóõ îòîáðàæåíèé φ : A → B è
ψ : A→ B ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, åñëè è òîëüêî åñëè φ = ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó φ è ψ � îòîáðàæåíèÿ èç A â B, äëÿ êàæäîãî a ∈ A φ è

ψ ñîäåðæàò ëèøü ïî îäíîé ïàðå (a, b1) è (a, b2) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå b1, b2 ∈ B. Åñëè

10Òàêèì îáðàçîì, ìû íå ðàçëè÷àåì ïîíÿòèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ñîîòâåòñòâèÿ (îòîáðàæåíèÿ) è ôóíê-
öèè, õîòÿ îíè íå òîæäåñòâåííû äðóã äðóãó: íåâû÷èñëèìûå ôóíêöèè, ñòðîãî ãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ ëèøü
ôóíêöèîíàëüíûìè ñîîòâåòñòâèÿìè, à íå ôóíêöèÿìè.
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ïðåäïîëîæèòü, ÷òî b1 ̸= b2, òî φ ∪ ψ ñîäåðæèò äâå, à φ ∩ ψ � íå ñîäåðæèò íè îäíîé

ïàðû ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì, ðàâíûì a. �

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ê îòîáðàæåíèÿì îáû÷íûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïå-

ðàöèé èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò. Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé,

ïðèìåí¼ííóþ ê îòîáðàæåíèÿì.

Òåîðåìà 2.19. Åñëè A, B è C � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, φ � îòîáðàæåíèå èç A â
B, à ψ � îòîáðàæåíèå èç B â C, òî φψ � îòîáðàæåíèå èç A â C.

Äîêàçàòåëüñòâî.{
△A⊆ φφ ♯, φ ♯φ ⊆△B

△B⊆ ψψ ♯, ψ ♯ψ ⊆△C

⇒ △A⊆ φφ ♯ =

= φ △B φ
♯ ⊆ φ(ψψ ♯)φ ♯ = (φψ)(ψ ♯φ ♯) = (φψ)(φψ) ♯,

ò.å. △A⊆ (φψ)(φψ) ♯. Âêëþ÷åíèå (φψ) ♯(φψ) ⊆△C ïîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé êàê îòîáðàæåíèé ïðèíÿòî çàïèñûâàòü êàê èõ êîìïîçèöèþ ∗ :
(φ ⋄ ψ)(x) , (φ ∗ ψ)(x) = ψ(φ(x))11.

Îòìåòèì, ÷òî èíîãäà óäîáíî ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèÿ íà A×B êàê íåîäíîçíà÷íûå

îòîáðàæåíèÿ èç A â B. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêæå ÿñíûì, ÷òî îäíîðîäíûå íà A îòíîøåíèÿ

ρ ìîæíî ïðåäñòàâèòü îòîáðàæåíèÿìè a 7→ ρ(a) èç A â P(A).
Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûå âèäû îòîáðàæåíèé. Åäèíè÷íîå îòíîøåíèå △A, ðàññìàòðè-

âàåìîå êàê îòîáðàæåíèå A íà ñåáÿ, íàçûâàþò òîæäåñòâåííûì. Äëÿ òîæäåñòâåííîãî

îòîáðàæåíèÿ áóäåì óïîòðåáëÿòü îáîçíà÷åíèå idA.

Îïðåäåëåíèå 2.23. Îòîáðàæåíèå φ : A→ B íàçûâàåòñÿ

� ïîñòîÿííûì èëè êîíñòàíòîé, åñëè φφ ♯ = ▽A.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííîå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî φ(a) = b ∈ B äëÿ âñåõ a ∈ A.
Â ãðàôîâîé èíòåðïðåòàöèè îòîáðàæåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äóãè, èñõîäÿùèå èç âñåõ

âåðøèí a ∈ A ãðàôà
−→
G(φ), âõîäÿò â åäèíñòâåííóþ âåðøèíó b ∈ B.

� âëîæåíèåì èëè èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì A â B, èíúåêöèåé, åñëè idA = φφ ♯,

÷òî çàïèñûâàþò êàê A
φ
↪→ B.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè âëîæåíèè ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû A ïåðåõîäÿò â ðàçëè÷íûå ýëåìåí-
òû B è ïðîîáðàç φ ♯(y) ýëåìåíòà y ∈ Y � íå áîëåå, ÷åì îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî.
Â ãðàôîâîé èíòåðïðåòàöèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäóþ âåðøèíó b ∈ B âõîäèò íå
áîëåå îäíîé äóãè.

Åñëè A ⊆ B, òî âëîæåíèå A
φ
↪→ B òàêîå, ÷òî φ(x) = x, íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì

âëîæåíèåì ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B .

Ñ èíúåêöèåé ñâÿçàí ïðèíöèï Äèðèõëå: íå ñóùåñòâóåò èíúåêöèè ìíîæåñòâà ñ
á�îëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâî ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ12.

11 Çäåñü ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì óäîáñòâî çàïèñè ψ(φ(x)) = xφψ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåä¼ííîå ñîîòíî-
øåíèå îçíà÷àåò ïðîñòî âîçìîæíîñòü îïóñêàíèÿ ñêîáîê â çàïèñè âèäà (xφ)ψ.

12 àíãë. pigeonhole principle: â íåôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçìåùåíèÿ ãîëóáåé ïî êëåò-
êàì; ÿñíî, ÷òî åñëè ãîëóáåé áîëüøå, ÷åì êëåòîê, òî â õîòÿ áû îäíîé êëåòêå íàõîäèòñÿ áîëåå îäíîãî ãîëóáÿ.
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� íàëîæåíèåì èëè ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì A â B, ñþðúåêöèåé, åñëè
φ ♯φ = idB.

Ïðè íàëîæåíèè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B èìååò ñâîé ïðîîáðàç. Â ãðàôîâîé
èíòåðïðåòàöèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäóþ âåðøèíó b ∈ B âõîäèò õîòÿ áû îäíà
äóãà.

ßñíî, ÷òî äëÿ A = A1 × . . . × An îòîáðàæåíèÿ A
πi→ Ai, îïðåäåëÿåìûå êàê

(a1, . . . , ai, . . . , ak)
πi7→ ai, i = 1, n ñþðúåêòèâíû. Îíè íàçûâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ-

ìè ïðîåêòèðîâàíèÿ.

� áèåêöèåé (áèåêòèâíûì, âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì), åñëè
idA = φφ ♯ N φ ♯φ = idB, ò.å. îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è âëîæåíèåì, è íà-
ëîæåíèåì.

Â ãðàôîâîé èíòåðïðåòàöèè îòîáðàæåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå âåðøèíû äâóäîëüíîãî

ãðàôà
−→
G (φ) îêàçûâàþòñÿ ðàçáèòûìè íà ïàðû (a, b), a ∈ A, b ∈ B òàê, ÷òî èç a â

b èä¼ò äóãà. Ïîíÿòíî, ÷òî â êîíå÷íîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò |A| = |B|.
Ìíîæåñòâî âñåõ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé èç A â B áóäåì îáîçíà÷àòü Bij (A,B),
à â ñëó÷àå A = B � ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì Bij (A).

Áèåêöèÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå A íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé A.

Ïñåâäîîáðàòíîå ê îòîáðàæåíèþ φ : A → B ñîîòâåòñòâèå φ ♯, ïîíÿòíî, ìîæåò è íå

îêàçàòüñÿ îòîáðàæåíèåì èç B â A. Îòîáðàæåíèå ψ : B → A íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì

îòîáðàæåíèþ φ : A → B, åñëè idA = φψ N ψφ = idB. ßñíî, ÷òî åñëè φ � áèåêöèÿ, òî

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîå ïñåâäîîáðàòíîå ê íåé îòíîøåíèå φ ♯ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì

è, áîëåå òîãî, áèåêöèåé. Òàêæå ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòèì ñëó÷àåì èñ÷åðïûâàþòñÿ âîçìîæ-

íîñòè îòîáðàæåíèÿ èìåòü îáðàòíîå. Äëÿ áèåêöèè, îáðàòíîé ê áèåêöèè φ åñòåñòâåííî

èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå φ−1, à íå φ ♯.

Ìîíîèä ⟨Fun (A), ∗, idA ⟩ íàçûâàþò ìîíîèäîì ýíäîìîðôèçìîâ ìíîæåñòâà A è îáî-

çíà÷àþò End A. Ýíäîìîðôèçì f ìíîæåñòâà A òàêîé, ÷òî f ∗ f = 1A íàçûâàþò èíâî-

ëþöèåé. Ïðèìåðû èíâîëþöèé: îñåâàÿ è öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåê-

òîâ, êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ÷èñåë, ïåðåñòàíîâêè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ñèììåòðè÷åñêóþ

ãðóïïó SymmA = ⟨Bij (A), ∗, −1, idA ⟩ íàçûâàþò òàêæå ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ ìíî-

æåñòâà A è îáîçíà÷àþò Aut A.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ê îòîáðàæåíèÿì îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ (êîìïîçèöèè).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ âëîæåíèé, íàëîæåíèé èëè áèåêöèé òàêæå

ÿâëÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âëîæåíèåì, íàëîæåíèåì èëè áèåêöèåé: äîêàçàòåëüñòâà ïîâòî-

ðÿþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.19 ñ çàìåíîé ñèìâîëà ⊆ íà =.

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû õàðàêòåðèçóþò âëîæåíèå è íàëîæåíèå ÷åðåç ñâîéñòâà èõ

ïðîèçâåäåíèé (êîìïîçèöèé).

Òåîðåìà 2.20. Îòîáðàæåíèå f : X → Y � èíúåêöèÿ åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ îòîáðàæåíèé g1, g2 èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Z â X

g1 ∗ f = g2 ∗ f ⇔ g1 = g2.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Ïóñòü f � èíúåêöèÿ èç ìíîæåñòâà X â Y è äëÿ ëþáûõ äâóõ

îòîáðàæåíèé g1, g2 èç Z â X ñïðàâåäëèâî g1 ∗ f = g2 ∗ f . Íî òîãäà æå ñïðàâåäëèâî
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g1 ∗ f ∗ f ♯ = g2 ∗ f ∗ f ♯ èëè g1 ∗ idX = g2 ∗ idX , îòêóäà g1 = g2.

(⇐) Ïóñòü äëÿ ëþáûõ äâóõ îòîáðàæåíèé g1, g2 èç Z â X ñïðàâåäëèâà ðàâíîñèëü-

íîñòü g1 ∗ f = g2 ∗ f ⇔ g1 = g2, íî f íå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Òîãäà íàéäóòñÿ x1 è x2

èç X, ÷òî x1 ̸= x2, íî f(x1) = f(x2). Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå Z îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî

{z0} è ïîñòðîèì äâà îòîáðàæåíèÿ g1, g2 èç Z â X òàêèå, ÷òî g1(z0) = x1, g2(z0) = x2.

Ïîñêîëüêó f(g1(z0)) = f(g2(z0)), à äðóãèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà íåò, òî g1 ∗ f = g2 ∗ f ,
g1 = g2 è x1 = x2. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 2.21. Îòîáðàæåíèå f : X → Y � ñþðúåêöèÿ åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ îòîáðàæåíèé g1, g2 èç Y â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Z

f ∗ g1 = f ∗ g2 ⇔ g1 = g2.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Ïóñòü f � ñþðúåêöèÿ èç ìíîæåñòâà X â Y è äëÿ ëþáûõ äâóõ

îòîáðàæåíèé g1, g2 èç Y â Z ñïðàâåäëèâî f ∗ g1 = f ∗ g2. Èç òîãî, ÷òî f � íàëîæåíèå

ñëåäóåò íåïóñòîòà f ♯(y) äëÿ ëþáîãî y ∈ Y . Ïóñòü x ∈ f ♯(y)13. Òîãäà

g1(y) = g1(f(x)) = g2(f(x)) = g2(y) ,

÷òî â âèäó ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà y âëå÷¼ò g1 = g2.

(⇐) Ïóñòü äëÿ ëþáûõ äâóõ îòîáðàæåíèé g1, g2 èç Y â Z ñïðàâåäëèâà ðàâíîñèëü-

íîñòü f ∗ g1 = f ∗ g2 ⇔ g1 = g2, íî f íå ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèåì. Òîãäà íàéä¼òñÿ ýëåìåíò

y èç îáëàñòè Y r Im(f). Çàôèêñèðóåì â Y ýëåìåíò y0 ̸= Y è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

g2 : Y → Y , îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì

g1(t) =

{
t , åñëè t ̸= y

y0 , åñëè t = y,

ßñíî, ÷òî g1 ̸= idY , â ñèëó ÷åãî f ∗ g1 ̸= f ∗ idY . Îäíàêî äëÿ âñåõ x ∈ X èìååì

g1(f(x)) = f(x) = idY (f(x)).

Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñ ïîìîùüþ áèåêöèé îïèñûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ. Íàïîìíèì,

÷òî ìíîæåñòâà íàçûâàþò ðàâíîìîùíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîá-

ðàæåíèå. Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî çàìêíóòûé èíòåðâàë [ 0, 1 ] ðàâíîìîùåí îòêðûòîìó

( 0, 1 ): èìååì

[ 0, 1 ] = { 0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . } ∪ S; ( 0, 1 ) = { 1/2, 1/3, 1/4, . . . } ∪ S ,

ãäå S = [ 0, 1 ]r { 0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . }. Îòîáðàæåíèå f : [ 0, 1 ]→ ( 0, 1 ), îïðåäåë¼í-

13 Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü óêàçàíèÿ òàêîãî x ýêâèâàëåíòíà ïðèíÿòèþ àêñèîìû âûáîðà (ñì. ï. 3.7).
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íîå êàê

f(x) =


1/2, åñëè x = 0 ,

1/(n+ 2), åñëè x = 1/n n = 1, 2, . . . ,

x, åñëè x ∈ S ,

ëåãêî âèäåòü, áóäåò áèåêöèåé.

Òåîðåìà 2.22 (Êàíòîð-Øð¼äåð-Áåðíøòåéí14). Åñëè êàæäîå èç ìíîæåñòâ A è B
ðàâíîìîùíî ïîäìíîæåñòâó äðóãîãî, òî A ðàâíîìîùíî B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ A è B ñóùåñòâóþò

áèåêöèè θ1 ìåæäó A è ïîäìíîæåñòâîì B è θ2 ìåæäó B è ïîäìíîæåñòâîì A, òî

ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó A è B.

Îáîçíà÷èì A0 = A è Im(θ2) = A1. ßñíî, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü A0 ⊃ A1 è Im(θ1) ⊂ B,

èíà÷å òåîðåìà òðèâèàëüíî ñïðàâåäëèâà. Òàêæå ÿñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå A è B � áåñêî-

íå÷íûå ìíîæåñòâà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå îòîáðàæåíèé, óêàçàííûõ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, äà-

¼ò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå θ = θ1 ∗ θ2 ìíîæåñòâà A0 íà ñâî¼ ïîäìíîæåñòâî

A2 è A1 ⊃ A2. Îáîçíà÷èì θ(Ai) = Ai+2, i = 0, 1, 2 . . .. Ïîëó÷èì öåïî÷êó ñòðîãî ñîäåð-

æàùèõñÿ äðóã â äðóãå ïîäìíîæåñòâ A: A = A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ . . ..

Îáîçíà÷èì Ci = Ai r Ai+1, i = 0, 1, 2 . . . è C =
∩
i>0Ai. Ïî ïîñòðîåíèþ

ìåæäó ìíîæåñòâàìè C0, C2, C4, . . . ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå θ:

C2i+2 = θ(A2i)r θ(A2i+1) = θ(C2i).

Ïîñòðîèì òåïåðü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ ìåæäó A0 è A1. Ïîëîæèì

φ(x) =

{
θ(x), åñëè x ∈ C2i, i = 0, 1, . . .

x, èíà÷å
(ñì. ðèñ. 2.13).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ A
φ→ A1

θ−1
2→ B è φ ∗ θ−1

2 �

A0 = C0 + C1 + C2 + C3 + C4 + . . . + C

φ

A1 = C1 + C2 + C3 + C4 + . . . + C

��

u

u

��

u

u

��
u

u

Ðèñ. 2.13. Ñõåìà ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A0 è A1

èñêîìàÿ áèåêöèÿ. �

Ìîæíî ïîêàçàòü [42], ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.23. Óòâåðæäåíèå ¾φ � áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B¿ ýêâèâàëåíòíî
îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òð¼õ óòâåðæäåíèé:

14Òåîðåìà áûëà ïðèâåäåíà áåç äîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå Ã. Êàíòîðà 1883 ã. è äîêàçàíà ïîçäíåå Ý. Øð¼-
äåðîì è Ô. Áåðíøòåéíîì (F. Bernstein).
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1) äëÿ âñÿêèõ α ⊆ B × C, β ⊆ Z × A, ãäå C è Z � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà,
îäíîâðåìåííî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ φα = φα, βφ = βφ.

2) φ = φ△B = △Aφ;

3) êàêîâû áû íè áûëè X ⊆ A, Y ⊆ B, îäíîâðåìåííî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

φ(X) = φ(X) è φ ♯(Y ) = φ ♯(Y ).

Ñ ïîìîùüþ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ èçîìîðôèçìà äëÿ ðàçëè÷íûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.24. Ïóñòü ρ � îäíîðîäíîå íà ìíîæåñòâå A îòíîøåíèå. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà π ìíîæåñòâà A åñòü àâòîìîðôèçì, åñëè ρ π = πρ è äóàëüíûé
àâòîìîðôèçì, åñëè ρ π = πρ ♯.

Îïðåäåëåíèå 2.25. Ïóñòü A, B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, à α è β îäíîðîäíûå îòíî-
øåíèÿ íà A è B ñîîòâåòñòâåííî. Áóäèì ãîâîðèòü, ÷òî áèåêöèÿ φ ìåæäó α è β åñòü

èçîìîðôèçì ìåæäó ýòèìè îòíîøåíèÿìè, è ÷òî îíè èçîìîðôíû (ñèìâîëè÷åñêè α
φ∼= β

èëè ïðîñòî α ∼= β ), åñëè αφ = φβ. Åñëè αφ = φβ ♯, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áèåêöèÿ φ
åñòü äóàëüíûé èçîìîðôèçì ìåæäó α è β.

ßñíî, ÷òî

α ∼= β ⇔ ∀
A
a1, a2 ( a1αa2 ⇒ φ(a1)βφ(a2) ) .

Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 2.24 (ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà). Ïóñòü ìíîæå-
ñòâî A êîíå÷íî. Òîãäà äëÿ åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ φ ∈ Fun (A) åãî ñþðúåêòèâíîñòü, èíú-
åêòèâíîñòü è áèåêòèâíîñòü ôóíêöèé � ðàâíîñèëüíûå óñëîâèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî A èìååò n ýëåìåíòîâ, òî ãðàô
−→
G(φ), ñîîòâåòñòâóþùåé

ïðåîáðàçîâàíèþ φ, èìååò n âåðøèí è n äóã, ïðè÷¼ì èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäèò ðîâíî

îäíà äóãà.

Ñþðúåêòèâíîñòü φ îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäóþ âåðøèíó
−→
G (φ) âõîäèò äóãà. Ïîñêîëüêó

äóã ñòîëüêî æå ñêîëüêî âåðøèí, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò ðîâíî îäíà

äóãà, ò.å. φ � èíúåêòèâíî.

Åñëè æå â êàæäóþ âåðøèíó â êàæäóþ âåðøèíó
−→
G (φ) âõîäèò ðîâíî îäíà äóãà, òî,

ïîñêîëüêó îäíà äóãà èñõîäèò èç êàæäîé âåðøèíû, ñ êàæäîé âåðøèíîé
−→
G (φ) ñâÿçàíû

ðîâíî ïî îäíîé âõîäÿùåé è èñõîäÿùåé äóãè, ò.å. φ � áèåêòèâíî.

Áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ âëå÷¼ò ñþðúåêòèâíîñòü. �

Ïóñòü ∼ � ýêâèâàëåíòíîñòü íà A. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ π : A → A/∼, ñòàâÿ-
ùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ A åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. π(a) = [a]∼.

Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì (êàíîíè÷åñêèì, íàòóðàëüíûì). Êàíîíè-

÷åñêîå îòîáðàæåíèå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü nat(A, ∼) èëè ïðîñòî nat(∼), åñëè ìíîæåñòâî
A ôèêñèðîâàíî ïðè äàííîì ðàññìîòðåíèè. Ïîíÿòíî, ÷òî nat(∼) � íàëîæåíèå.

Ïðèìåð 2.16. Äëÿ ïðèìåðà 2.4 íà ñ. 40 èìååì:

1. π(a) � ìåøîê, â êîòîðîì ëåæèò çåðíî a.

2. π(u) � íà÷àëüíàÿ áóêâà ñëîâà u.
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Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå φ : A→ B. Åãî ÿäðîì íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå Kerφ ∈ R(A),
çàäàííîå êàê

a1(Kerφ)a2 ⇔ φ(a1) = φ(a2). (2.12)

Ïîíÿòíî, ÷òî ÿäðî îòîáðàæåíèÿ åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîíÿòèÿ ÿäðà ñîîòâåòñòâèÿ (2.6) è

ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ:

Kerφ = φφ ♯ .

Ñ ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ φ èç A ñâÿçàíî ôàêòîðìíî-

æåñòâî A/Kerφ è íàòóðàëüíîå îòîáðàæåíèå nat(A, Kerφ), äëÿ êîòîðîãî

nat(A, Kerφ)(x) = [x]Kerφ. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ φ : A → B è nat(A, Kerφ)

èìåþò îáùóþ ÿäåðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü, íî îòîáðàæàþò A â ðàçíûå ìíîæåñòâà: ñî-

îòâåòñòâåííî â B è â A/Kerφ. ßñíî, ÷òî åñëè ÿäðî îòîáðàæåíèÿ φ èç A â B åñòü

äèàãîíàëüíîå îòíîøåíèå íà A, òî φ � âëîæåíèå A â B.

Äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óäîáíûì èçîáðàæåíèåì ñîîòâåòñòâèé. Åñëè

A, B, C, D � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà è

α : A→ B, β : B → C, γ : A→ C,

δ : B → D, ε : C → D.

òî óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ íà íèõ íàãëÿäíî çàäàþò â âèäå äèàãðàìì, ïðèâåä¼ííûõ

íà ðèñ. 2.14.

A B A B

C C D

w
α

[
[
[[]γ

�
�

���
β

w
α

u
γ

u
δ

w
ε

Ðèñ. 2.14. Äèàãðàììû îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâ

Ãîâîðÿò, ÷òî ýòè äèàãðàììû êîììóòàòèâíû, åñëè γ = αβ è αδ = γε ñîîòâåòñòâåííî.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü è äëÿ áîëåå ñëîæíûõ äèàãðàìì. Áèåêòèâíûå

îòîáðàæåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü íà äèàãðàììàõ äâóíàïðàâëåííûìè ñòðåëêàìè ↔.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíóþ òåîðåìó î ðàçëîæåíèè îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 2.25 (î ðàçëîæåíèè îòîáðàæåíèé). Ïóñòü äàíû íåïóñòûå ìíîæåñòâà A,
B è îòîáðàæåíèå φ : A→ B. Òîãäà äëÿ îòîáðàæåíèÿ φ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

φ = π ∗ φ ′ ∗ µ, (2.13)

ãäå π = nat(Kerφ), φ ′ � áèåêöèÿ ìåæäó A/Kerφ è Imφ è µ � âëîæåíèå Imφ â
B.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîñòè äèà-

ãðàììû

A B

A/Kerφ Imφ

w
φ

u
π

w
φ ′

u
µ

ßñíî, ÷òî Imφ åñòü ïîäìíîæåñòâî B. Â êà÷åñòâå µ âîçüì¼ì åñòåñòâåííîå âëîæåíèå.

Èç îïðåäåëåíèÿ Kerφ ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå φ ′ : A/Kerφ→ Imφ áèåêòèâíî. Îòñþ-

äà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàçëîæåíèÿ (2.13 ), åñëè â êà÷åñòâå π âçÿòü nat(Kerφ). Ïðè

ýòîì âñå ýëåìåíòû ðàçëîæåíèÿ (2.13) îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé.

Òåîðåìà 2.26 (îñíîâíîå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèé). Ïóñòü äàíû íåïóñòûå ìíîæå-
ñòâà A, B è îòîáðàæåíèå φ : A → B. Òîãäà èìååòñÿ åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå
ψ : A/Kerφ→ B ÿâëÿþùååñÿ âëîæåíèåì, è òàêîå, ÷òî äèàãðàììà

A B

A/Kerφ

w
φ

'
'')

nat (Kerφ) [
[[]

ψ

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì â (2.13) ψ = φ ′∗µ . Òîãäà ψ çàäàííîå êàê ψ([a]Kerφ) = φ(a) �

îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîå âëîæåíèå Kerφ â B. �

Èç äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ φ : A → B ñïðàâåäëèâî

êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå φ = π ∗ ψ, ãäå π = nat(A, Kerφ) � íàëîæåíèå, à ψ � âëî-

æåíèå. Òàêîå ðàçëîæåíèå, î÷åâèäíî, åäèíñòâåííî. Ýòî ñâîéñòâî è íàçûâàþò îñíîâíûì

ñâîéñòâîì îòîáðàæåíèé.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèé ìîæíî îáîáùèòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-

íîé ýêâèâàëåíòíîñòè ∼, ñîäåðæàùèéñÿ â Kerφ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå

χ : A/∼→ B.

Òåîðåìà 2.27 (î ôàêòîðìíîæåñòâàõ). Ïóñòü äàíû íåïóñòûå ìíîæåñòâà A, B ñ
îòîáðàæåíèåì φ : A → B è ýêâèâàëåíòíîñòü ∼ íà A òàêàÿ, ÷òî ∼⊆ Kerφ. Òîãäà
èìååòñÿ åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå χ : A/∼ → B òàêîå, ÷òî äèàãðàììà

A B

A/∼

w
φ

[
[[]

nat (∼) �
���
χ

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè çàäàíèè χ ïðàâèëîì

χ([a]∼) = φ(a), a ∈ A. Òàêîå çàäàíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó, â ñèëó ∼ ⊆ Kerφ, âñåì
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ýëåìåíòàì x èç [a]∼ ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå χ(x) = φ(a). ßäåðíàÿ ýêâè-

âàëåíòíîñòü îòîáðàæåíèÿ χ � åäèíè÷íîå îòíîøåíèå íà A/∼ ëèøü ïðè ∼ = Kerφ, è

ïîýòîìó χ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åñòü âëîæåíèå. Åäèíñòâåííîñòü χ ñëåäóåò èç òåîðåìû î

êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè. �

Èç äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ φ : A → B è ýêâèâàëåíò-

íîñòè ∼ íà A òàêîé, ÷òî ∼⊆ Kerφ, ñïðàâåäëèâî îáîáù¼ííîå ðàçëîæåíèå φ = π ∗ χ,
ãäå π = nat(A, ∼) � íàëîæåíèå. Òàêîå ðàçëîæåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííî, ïî-

ñêîëüêó âîçìîæíû ðàçëè÷íûå èçìåëü÷åíèÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïî Kerφ. Èíîãäà

äàííóþ òåîðåìó êîðîòêî ôîðìóëèðóþò êàê óòâåðæäåíèå î âîçìîæíîñòè ôàêòîðèçàöèè

ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ ïî ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèéñÿ â åãî ÿäðå.

Èç îñíîâíîãî ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé âûòåêàåò

Òåîðåìà 2.28 (î äðîáíûõ ýêâèâàëåíòíîñòÿõ). Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî A è ýê-
âèâàëåíòíîñòè α, β íà í¼ì òàêèå, ÷òî β ⊆ α. Òîãäà ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèå
φ : A/β → A/α è áèåêöèÿ ψ : (A/β)/(α/β)→ A/α òàêèå, ÷òî äèàãðàììà

A

A/β A/α

(A/β)/(α/β)

[
[
[

[[̂

nat β
'
'
'
'')

natα

w
φ

'
'
'')nat (α/β)

][
[
[
[̂ ψ

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ôóíêöèþ φ ïðàâèëîì φ([a]β) = [a]α. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

òàêîå çàäàíèå êîððåêòíî, ò.ê. êàæäîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè [a]β ñîîòâåòñòâóåò åäèí-

ñòâåííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [a]α. Äàëåå ïðèìåíèì òåîðåìó 2.26 ê íèæíåé ÷àñòè äèà-

ãðàììû. Ïîñêîëüêó φ åñòü, êàê ëåãêî âèäåòü, íàêðûòèå, òî ψ([[a]β]α/β) = φ([a]β) = [a]α �

áèåêöèÿ. �
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Ãëàâà 3

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Ïîíÿòèå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíûì äëÿ ñîâðåìåííîé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ìàòåìàòèêè è

âñòðå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ.

Ë.À. Ñêîðíÿêîâ. Ïðåäèñëîâèå ðåäàêòîðà ðóññêîãî ïåðåâîäà

êíèãè Ë. Áåðàíà ¾Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà¿.

3.1 Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïðåäïîðÿäêàìè (èëè êâàçèïîðÿäêàìè) íàçûâàþò ðåôëåêñèâíûå è
òðàíçèòèâíûå îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ.

Ïðèìåð 3.1. Ïðåäïîðÿäêàìè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ.

1. Îòíîøåíèå äåëèìîñòè | íà ìíîæåñòâå Z ïðè ôîðìàëüíîì ñîãëàøåíèè 0 | 0;
2. Îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé, çàäàâàåìîå óñëîâèåì ¾fρh⇔

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ôóíêöèè h¿.
3. Îòíîøåíèå âûâîäèìîñòè ⊢ â ëîãèêå: åñëè èç ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû A âûâîäèòñÿ

ôîðìóëà B, òî ïèøóò A ⊢ B.
4. Â ýêîíîìèêå: îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ (íàïðèìåð, ïî öåíå è ïîëåçíîñòè) íà íàáîðàõ

òîâàðîâ.

Äëÿ ïðåäïîðÿäêîâ ρ ïî òåîðåìå 2.3 èìååì ρ = ρn, n ∈ N, ïîýòîìó äëÿ íèõ

△ ⊆ ρ = ρ2.

Ïîíÿòíî, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü åñòü òîëåðàíòíîå îòíîøåíèå ïðåäïîðÿäêà.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñîãëàñíî (2.6), ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ Ker ρ ïðåäïîðÿäêà ρ

áóäåò åãî ñèììåòðè÷åñêàÿ ÷àñòü ρ ∩ ρ ♯.

Ïóñòü ρ � ïðåäïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå A òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A ñóùåñòâóåò

òàêîé ýëåìåíò z ∈ A, ÷òî xρzN yρz. Òîãäà ïàðó ⟨A, ρ ⟩ íàçûâàþò íàïðàâëåííûì ïðåä-

ïîðÿäêîì èëè ôèëüòðîâàííûì ìíîæåñòâîì. Íàïðàâëåííûå ïðåäïîðÿäêè ðàññìàòðèâà-

þòñÿ, íàïðèìåð, â òîïîëîãèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ñåòè (îáîáùàþùåãî ðàçëè÷íûå

ïîíÿòèÿ ïðåäåëà, èñïîëüçóåìûå â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå), â àáñòðàêòíîé àëãåáðå è â

òåîðèè êàòåãîðèé.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ðåôëåêñèâíûå, àíòèñèììåòðè÷íûå è òðàíçèòèâíûå áèíàðíûå îòíî-
øåíèÿ íàçûâàþò îòíîøåíèÿìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

Èíîãäà äëÿ ïðîñòîòû âìåñòî ¾÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¿ áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ¾ïîðÿäîê¿.

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ïîðÿäêà ρ ñïðàâåäëèâî

ρ ∩ ρ ♯ = △ ⊆ ρ = ρ2
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(ïîñêîëüêó △ ⊆ ρ ♯). ßñíî, ÷òî ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà áóäåò

åäèíè÷íîå îòíîøåíèå △.
Ïðèìåð 3.2. Âñå ïðåäïîðÿäêè èç ïðèìåðà 3.1 íå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè ââèäó
îòñóòñòâèÿ ó íèõ ñâîéñòâà àíòèñèììåòðè÷íîñòè:

1) äëÿ ýëåìåíòîâ Z èç m | n è n | m ñëåäóåò íå m = n, à ëèøü |m| = |n|;
2) ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ çíà÷åíèé ôóíêöèé íå îçíà÷àåò ðàâåíñòâà ïîñëåäíèõ;

3) âîçìîæíî A ⊢ B è B ⊢ A, íî A ̸= B (ôîðìóëû A è B íå ñîâïàäàþò êàê ñòðîêè
ñèìâîëîâ): íàïðèìåð, äëÿ A = x ��y è B = (¬x ∨ y)N (z ∨ ¬z) ;

4) ÿñíî, ÷òî îäèíàêîâûå è öåíó, è ïîëåçíîñòü ìîãóò èìåòü ðàçíûå òîâàðû.

Â êîíå÷íîì ñëó÷àå ïðåäïîðÿäêè è ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè, êàê è ëþáûå îäíîðîäíûå îò-

íîøåíèå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû (0,1)-ìàòðèöàìè. Íèæå ïðèâåäåíû äâå ìàòðèöû, çà-

äàþùèå ñîîòâåòñòâåííî ïðåäïîðÿäîê è ïîðÿäîê íà ïÿòèýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå:
1 1 0 0 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 1 0

1 0 0 0 1

 è


1 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 1 0

1 1 0 0 1

 .

Âàæíåéøèì ïðèìåðîì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ íà ñîâî-

êóïíîñòè ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü

óïîðÿäî÷åíà ïî âêëþ÷åíèþ. Äèàãîíàëüíîå îòíîøåíèå íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî êàê ýêâèâàëåíòíîñòü, íî è êàê ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. Ìíîæåñòâî

ñ òàêèì ïîðÿäêîì íàçûâàþò òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííûì èëè äèñêðåòíûì.

Èç ïðåäïîðÿäêà ρ âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ïîðÿäîê, åñëè îòîæäåñòâèòü ýëåìåíòû åãî

ÿäðà, ò.å. òàêèå a è b, äëÿ êîòîðûõ îäíîâðåìåííî aρb è bρa.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ≼ � ïðåäïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå P , òî

1) áèíàðíîå îòíîøåíèå ε íà P , îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì

a ε b ⇔ a ≼ bN b ≼ a

ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ;

2) áèíàðíîå îòíîøåíèå ≤ íà ôàêòîðìíîæåñòâå P/ε, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì

[ a ]ε ≤ [ b ]ε ⇔ a ≼ b ,

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ñîãëàñíî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, îòíîøåíèå ε ïðèîáðåòàåò ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè

â äîïîëíåíèå ê ñâîéñòâàì ðåôëåêñèâíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè, íàñëåäóåìûõ îò ≼.
2) Ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè ≤ íàñëåäóþòñÿ îò îòíîøåíèÿ ≼. Â ñè-

ëó ñâîéñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ε, îíî îêàçûâàåòñÿ åù¼ è àíòèñèììåòðè÷-

íûì.
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Ïðèìåð 3.3. Äëÿ ïðèìåðà 3.1 â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 3.1 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå.

1. [n]ε = {n, −n} è ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≤ åñòü îòíîøåíèå äåëèìîñòè | íà ôàêòîðìíî-
æåñòâå {Z r {0}}/ε.

2. fεh ⇔ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèé f è h ñîâïàäàþò; [f ]ε ≤ [h]ε ⇔ ìíîæå-
ñòâî çíà÷åíèé ëþáîé ôóíêöèè èç [f ]ε ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ëþáîé
ôóíêöèè èç [h]ε.

3. Åñëè íà ìíîæåñòâå âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë A ââåñòè îòíîøåíèå ≃ äåäóêòèâíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ïðàâèëó

A ⊢ B è B ⊢ A ⇔ A ≃ B ,

(íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â òåðìèíàõ îòíîøåíèé ýòî äåéñòâèòåëüíî ýêâèâàëåíò-
íîñòü), òî A/ ≃ � ôàêòîðìíîæåñòâî êëàññîâ äåäóêòèâíî ýêâèâàëåíòíûõ ôîð-
ìóë, ÿâëÿþùååñÿ, áîëåå òîãî, áóëåâîé àëãåáðîé è íàçûâàåìîé àëãåáðîé Ëèíäåíáàó-
ìà�Òàðñêîãî (ñèìâîëè÷åñêè L∗). Îòíîøåíèå âûâîäèìîñòè, ïåðåíåñ¼ííîå íà êëàññû
îçíà÷àåò, ÷òî èç ëþáîé ôîðìóëû êëàññà [A] âûâîäèòñÿ ëþáàÿ ôîðìóëà êëàññà [B],
÷òî â L∗ çàïèñûâàþò êàê [A] 6 [B].

4. Ñèòóàöèþ ñ îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ â ýêîíîìèêå îñòàâëÿåì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíî-
ãî ðàçáîðà.

Îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà áóäåì, êàê ïðàâèëî, îáîçíà÷àòü ⊑, èíîãäà, âïðî÷åì,
óïîòðåáëÿÿ îáîçíà÷åíèÿ 6, 4 è ò.ä. Êîãäà x ⊑ y è x ̸= y, áóäåì ïèñàòü x @ y (è àíà-

ëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ îáîçíà÷åíèé) è ãîâîðèòü îá îòíîøåíèè ñòðîãîãî ïîðÿäêà. Ïîíÿòíî,

÷òî ñòðîãèé ïîðÿäîê òðàíçèòèâåí, àíòèðåôëåêñèâåí è íåñèììåòðè÷åí (@ ∩ @ ♯= ∅). ×à-
ñòî óäîáíî ðàññìàòðèâàòü äâîéñòâåííûå ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè: ⊒ , ⊑ ♯, ò.å. çàïèñü x ⊒ y

îçíà÷àåò, ÷òî y ⊑ x è àíàëîãè÷íî äëÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêà. Îòíîøåíèå íåñðàâíèìîñòè ι⊑

äëÿ äàííîãî ïîðÿäêà ⊑ îáîçíà÷àåì èíôèêñíûì ñèìâîëîì �.

Óòâåðæäåíèå 3.1. 1. x1 ⊑ x2 ⊑ . . . ⊑ xn ⊑ x1 ⇔ x1 = x2 = . . . = xn (àíòèöèêëè÷-
íîñòü ïîðÿäêà).

2. Îòíîøåíèå íåñðàâíèìîñòè äëÿ ñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà åñòü îòíîøåíèå òî-
ëåðàíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Åñëè õîòÿ áû îäíî îòíîøåíèå åñòü ñòðîãèé ïîðÿäîê òî, â ñèëó åãî àíòèðåôëåêñèâ-

íîñòè, âûïîëíåíèå x1 = x2 = . . . = xn ñòàíåò íåâîçìîæíûì.

2. Ðåôëåêñèâíîñòü îòíîøåíèÿ íåñðàâíèìîñòè äëÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò èç àíòè-

ðåôëåêñèâíîñòè ïîñëåäíåãî, à ñëåäîâàíèå

xι@y = x(@ ∩A)y = y(@ ∩A) ♯x = y(@ ♯ ∩A ♯)x = y(A ∩@)x = yι@x

äîêàçûâàåò åãî ñèììåòðè÷íîñòü.

�
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Åñëè a ⊑ b, òî ãîâîðÿò, ÷òî a ïðåäøåñòâóåò b èëè b ñëåäóåò çà a èëè ñîäåðæèò a.

Ïðè a ⊑ b îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî {x | a ⊑ xN x ⊑ b }, êîòîðîå íàçûâàþò èíòåðâàëîì1

è îáîçíà÷àþò [ a, b ]. Åñëè [ a, b ] = { a, b }, òî ãîâîðÿò, ÷òî a íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøå-

ñòâóåò b è ÷òî b íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çà a èëè ïîêðûâàåò, äîìèíèðóåò íàä a

(ñèìâîëè÷åñêè al b).

Âûÿñíèì ñòàáèëüíîñòü ïîðÿäêîâ îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé è

ñïåöèàëüíûõ îïåðàöèé íàä îòíîøåíèÿìè. Èç òåîðåì 2.4 è 2.5 ñëåäóåò, ÷òî åñëè α è β �

ïîðÿäêè, òî α ♯ è α ∩ β � òàêæå ïîðÿäêè.

Ïðèâåä¼ííàÿ íèæå òåîðåìà îïèñûâàåò êðèòåðèé òîãî, ÷òî îáúåäèíåíèå ïîðÿäêîâ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîðÿäêîì.

Òåîðåìà 3.2. Îáúåäèíåíèå α∪β ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ α è β åñòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê,
åñëè è òîëüêî åñëè {

αβ ∪ βα ⊆ α ∪ β,
α ∩ β ♯ =△ .

(3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè α è β íà íåêîòîðîì ìíî-

æåñòâå.

(⇐) Ïóñòü óñëîâèÿ (3.1) âûïîëíåíû.

R: Ðåôëåêñèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ α ∪ β ñëåäóåò èç ðåôëåêñèâíîñòè êàæäîãî èç ïî-

ðÿäêîâ.

AS: Ïîíÿòíî, ÷òî ïî âòîðîìó ñâîéñòâó èç (3.1) β ∩ α ♯ =△ è, äàëåå �

(α ∪ β) ∩ (α ∪ β) ♯ = (α ∪ β) ∩ (α ♯ ∪ β ♯) (Dtr)
=

= (α ∩ α ♯) ∪ (β ∩ β ♯) ∪ (β ∩ α ♯) ∪ (α ∩ β ♯) =△ , (3.2)

ïîñêîëüêó âñå ÷åòûðå îáúåäèíÿåìûå ìíîæåñòâà ðàâíû △.

T: Ðåôëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü ïîðÿäêîâ âëå÷¼ò α2 = α è β2 = β. Ñ ó÷¼òîì

ïåðâîãî ñâîéñòâà èç (3.1) è ï. 1) òåîðåìû 2.3 èìååì

(α ∪ β)2 = (α ∪ β)(α ∪ β) (2.2)
= α2 ∪ αβ ∪ βα ∪ β2 =

= α ∪ αβ ∪ βα ∪ β ⊆ αβ ∪ βα ⊆ α ∪ β . (3.3)

(⇒)Ïóñòü α∪β � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. Òîãäà, â ñèëó åãî òðàíçèòèâíîñòè, ñïðàâåäëèâî

óñëîâèå (3.3), îòêóäà αβ ∪ βα ⊆ α ∪ β.
Ïîñêîëüêó α ∪ β àíòèñèììåòðè÷íî, èç (3.2) ñëåäóåò, ÷òî α ∩ β ♯ ⊆△. Íî α ∩ β ♯ �

÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, è ïîýòîìó △⊆ α ∩ β ♯ , îòêóäà ñëåäóåò α ∩ β ♯ =△. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè α è β � ñòðîãèå ïîðÿäêè, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû èõ îáúåäèíåíèå òàêæå
áûëî ñòðîãèì ïîðÿäêîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ αβ∪βα ⊆ α∪β.

1 õîòÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîâîóïîòðåáëåíèÿ, ïðèíÿòîãî â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, çäåñü ñëåäîâàëî áû
ãîâîðèòü ¾îòðåçîê¿
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Ïðîèçâåäåíèå ïîðÿäêîâ òàêæå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîì (èñêëþ÷åíèÿ-

ìè áóäóò, íàïðèìåð, òðèâèàëüíûå ñëó÷àè αβ =△, αβ = α èëè αβ = β). Äëÿ ñòðîãèõ

ïîðÿäêîâ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.3. Åñëè α è β � ñòðîãèå ïîðÿäêè è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ{
αβ = βα ,
α ∩ β ♯ = ∅ ,

òî αβ � ñòðîãèé ïîðÿäîê.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïàðó P = ⟨P, ⊑⟩, ãäå P � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à ⊑ � ÷àñòè÷-
íûé ïîðÿäîê íà í¼ì, íàçûâàþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì (ñîêðàù¼ííî
÷. ó. ìíîæåñòâîì).

Àêñèîìû ïîðÿäêà ðàññìàòðèâàë åù¼ Ã.Â. Ëåéáíèö îêîëî 1690 ã. Ïîíÿòèå ÷. ó. ìíîæå-

ñòâà ââåäåíî Ô. Õàóñäîðôîì â 1914 ã., íî ðàçâèòèå ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè êàê ñàìîñòî-

ÿòåëüíîãî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè íà÷àëîñü ñ ðàáîò Ã. Áèðêãîôà â 1930-õ ãîäàõ. Â ïîñëåäíåå

âðåìÿ òåîðèÿ ÷. ó. ìíîæåñòâ íàøëà ïðèìåíåíèå â ìàøèííîì îáó÷åíèè, îðãàíèçàöèè ïå-

ðåäà÷è ìóëüòèìåäèéíûõ ïîòîêîâ äàííûõ è ïðè ìèíèìèçàöèè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè â

ïðîãðàììèðîâàíèè ïîòîêîâ äàííûõ [96].

×.ó. ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð îñîáîãî òèïà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, à

èìåííî ìîäåëè. ÀÑ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ, åñëè â íåé îòñóòñòâóþò îïåðàöèè íà íîñèòåëå, íî

èìåþòñÿ îòíîøåíèÿ íà í¼ì. Ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåâðàòèòü â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-

íîå, çàäàâ íà í¼ì íåêîòîðûé ïîðÿäîê. Íàïðèìåð, íà äâóõýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {x, y }
ìîæíî ïîñòðîèòü 3 ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêà: òðèâèàëüíûé, x ⊑ y è y ⊑ x.

Ïðèìåð 3.4. 1. Ìîäåëè ⟨R, 6 ⟩, ⟨Q, 6 ⟩, ⟨N, 6 ⟩, ⟨N, | ⟩, ⟨Bn, 4 ⟩ è ⟨ P(·), ⊆⟩ ñóòü
÷. ó. ìíîæåñòâà, ïðè÷¼ì ïîñëåäíåå ñ÷èòàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ýòîãî ïîíÿòèÿ.

ßñíî, ÷òî ýëåìåíò y ïîêðûâàåò ýëåìåíò x â ⟨N, 6 ⟩, åñëè y = x+1, à â ⟨N, | ⟩ �
åñëè y

x
� ïðîñòîå ÷èñëî. Â ⟨ P(A), ⊆⟩ ïðè êîíå÷íîì A åñëè y ïîêðûâàåò x, òî

|y| = |x|+ 1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âûáîð ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
A = { a1, . . . , an } ðàâíîâåðîÿòåí, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâà ñëó÷àéíî âûáðàí-
íûõ èç P(A) ìíîæåñòâà ñðàâíèìû (â òîì ÷èñëå è ñîâïàäàþò), åñòü 2·3n−2n

4n
[16].

2. Ñîâîêóïíîñòü ëó÷åé íà ïðÿìîé ñ îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ � ÷. ó. ìíîæåñòâî.

3. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé N ìíîæåñòâî D(N) åñòü ÷. ó. ìíîæå-
ñòâî ñ óïîðÿäî÷åíèåì ïî äåëèìîñòè.

4. Äëÿ A ̸= ∅ ìîäåëü ⟨ E(A), ⊆⟩ åñòü ÷. ó. ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ðàçáèåíèé ìíî-
æåñòâà A (èìåÿ â âèäó âçàèìíî-îäíîçíà÷íóþ ñâÿçü ìåæäó ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà
è îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè íà í¼ì); ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî A óïîðÿäî÷åííî ïî
èçìåëü÷åíèþ.

5. Ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ãäå

( a1, . . . , ak ) ⊑ ( b1, . . . , bl )

îçíà÷àåò, ÷òî k 6 l è ai = bi ïðè 1 6 i 6 k.
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Äàëåå áóäóò ïðèâåäåíû è äðóãèå ïðèìåðû ïîðÿäêîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

ßñíî, ÷òî åñëè ⟨P, ⊑⟩ � ÷. ó. ìíîæåñòâî, Q ⊆ P è ⊑|Q � ñóæåíèå îòíîøåíèÿ ⊑ íà

Q, òî è ⟨Q, ⊑|Q ⟩ � ÷. ó. ìíîæåñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå Q íàçûâàåì ÷.ó. ïîäìíîæåñòâîì

P . Íàïðèìåð, ëþáîé íàáîð S ìíîæåñòâ, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âêëþ÷åíèþ áóäåò ÷.ó. ïîä-

ìíîæåñòâîì P(S). Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü, ïîðÿäîê íà P è åãî ñóæåíèå íà Q

áóäåì èíîãäà îáîçíà÷àòü îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì.

Åñëè íà ìíîæåñòâå P çàäàíû ïîðÿäêè ⊑1 è ⊑2 è ⊑1⊆⊑2 (èç x ⊑1 y ñëåäóåò x ⊑2 y

äëÿ âñåõ x, y ∈ P ), òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîðÿäîê ⊑1 ñîäåðæèòñÿ â ïîðÿäêå ⊑2. Ïðè ïîñòðîå-

íèè ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî äàííûé, ãîâîðÿò î ïðîäîëæåíèè ïîñëåäíåãî. Íàïðèìåð, òðè-

âèàëüíûé ïîðÿäîê íà íåîäíîýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì äðóãîì è ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåí äî íåãî.

Â çàâèñèìîñòè îò ìîùíîñòè P ðàçëè÷àþò êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå ÷. ó. ìíîæåñòâà.

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, âñå èíòåðâàëû êîòîðîãî êîíå÷íû, íàçûâàåòñÿ ëî-

êàëüíî êîíå÷íûì. Íàïðèìåð, ÷. ó. ìíîæåñòâî ⟨N, 6 ⟩ áåñêîíå÷íî, íî ëîêàëüíî êîíå÷íî,
à ÷. ó. ìíîæåñòâî ⟨Q, 6 ⟩ � íå ëîêàëüíî êîíå÷íîå.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ïóñòü ⟨P, ⊑⟩ � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, è x, y ∈ P .
Òîãäà x ⊑ y, åñëè è òîëüêî åñëè â P ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû z0, . . . , zn (äëÿ
íåêîòîðîãî n ∈ N0), ÷òî x = z0, y = zn è zi l zi+1 äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ n. �

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïîëíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê 6 íà íååäèíè÷íîì ìíîæåñòâå P íàçû-
âàåòñÿ ëèíåéíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ÷. ó. ìíîæåñòâî ⟨P, 6 ⟩ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî-
÷åííûì èëè öåïüþ.

Íèæå ïðèâåäåíà (0,1)-ìàòðèöà, çàäàþùàÿ ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ÷åòûð¼õýëåìåíòíîì

ìíîæåñòâå: 
1 0 1 1

1 1 1 1

0 0 1 0

0 0 1 1

 .

Î÷åâèäíî, ìîæíî òàê ïåðåóïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, ÷òî ïðåäñòàâëÿþ-

ùàÿ åãî ìàòðèöà ñòàíåò âåðõíåé (èëè íèæíåé) òðåóãîëüíîé.

Èíîãäà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò ñîâåðøåííî óïîðÿäî÷åííûì; ñî-

ãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ëþáûå äâà åãî ýëåìåíòà ñðàâíèìû. Ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíî óïîðÿ-

äî÷åííîãî ìíîæåñòâà ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïóñòü ⟨P, ⊑P ⟩ è ⟨Q, ⊑Q ⟩ � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà.
Îäíîðîäíîå îòíîøåíèå ⊑ íà P ×Q, çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(p1, q1) ⊑ (p2, q2) ⇔ (p1 @P p2) ∨ (p1 = p2 N q1 ⊑Q q2) ,

íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

Óòâåðæäåíèå 3.3. ×.ó. ìíîæåñòâî ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì ñîâåðøåííî óïîðÿ-
äî÷åííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ðåôëåêñèâíîñòè, àíòèñèììåòðè÷-

íîñòè, òðàíçèòèâíîñòè è ïîëíîòû ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ñòðîãîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì <. Íåïîìå÷åííàÿ

n-ýëåìåíòíàÿ öåïü îáîçíà÷àåòñÿ n (èíîãäà èç-çà ïîëèãðàôè÷åñêèõ òðóäíîñòåé èñïîëü-

çóþò îáîçíà÷åíèå n). Îäíîýëåìåíòíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî 1 íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, ïðè

n > 1 öåïü n íåòðèâèàëüíà. Äëèíà öåïè n åñòü ÷èñëî n− 1. Öåïü v1 l . . .l vn áóäåì

çàïèñûâàòü êàê [ v1, . . . , vn ]. Îáîçíà÷èì òàêæå [n] = [ 1, . . . , n ].

Âñå íåòðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííûå ÷. ó. ìíîæåñòâà ñîäåðæàò öåïè â êà÷åñòâå ïîäìíî-

æåñòâ. Öåïü â ÷. ó. ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé èëè íàñûùåííîé, åñëè å¼ îáú-

åäèíåíèå ñ ëþáûì, íå ïðèíàäëåæàùèì åé ýëåìåíòîì, öåïüþ íå ÿâëÿåòñÿ. Â ÷. ó. ìíîæå-

ñòâå ⟨N, | ⟩ öåïüþ áóäåò, íàïðèìåð, ñîâîêóïíîñòü íåêîòîðûõ ñòåïåíåé ïðîñòîãî ÷èñëà,

à { 2n | n ∈ N } � ïðèìåð åãî ìàêñèìàëüíîé öåïè. Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åäèíè÷íûé

n-ìåðíûé êóá ñîäåðæèò n! ìàêñèìàëüíûõ öåïåé.

Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ, èìåþùèõ íåáîëüøîå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ, èñïîëüçóþò äèàãðàììû (Õàññå) (H. Hasse) èëè äèàãðàììû ïîêðûòèé. Íà íèõ

èçîáðàæàþò ýëåìåíòû ÷. ó. ìíîæåñòâ, ïðè÷¼ì åñëè ýëåìåíò a ïðåäøåñòâóåò ýëåìåíòó b,

òî a ðèñóþò íèæå b è ñîåäèíÿþò èõ îòðåçêîì, åñëè ýòî ïðåäøåñòâîâàíèå íåïîñðåäñòâåí-

íîå.

Ñëåäóåò îòëè÷àòü äèàãðàììû Õàññå îò ïðåäñòàâëåíèÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà â âèäå íàïðàâ-

ëåííîãî ãðàôà: äëÿ ïîñëåäíèõ òðåáóåòñÿ ñîåäèíÿòü äóãîé ëþáóþ óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó

ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùóþ äàííîìó îòíîøåíèþ, â òî âðåìÿ êàê ó ïåðâûõ îòñóòñòâóþò

ïåòëè ïðè âåðøèíàõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ òðàíçèòèâíîñòü ð¼áåðíûõ ñâÿçåé (îòðåçêîì ñîåäèíÿ-

þòñÿ ëèøü ïîêðûâàåìàÿ è ïîêðûâàþùàÿ âåðøèíû) è îòîáðàæåíèå íàïðàâëåííîñòè ð¼áåð

óêàçûâàåòñÿ âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì âåðøèí (âûøå èëè íèæå îäíà äðóãîé). Îòìåòèì,

÷òî íåíàïðàâëåííûé ãðàô, âåðøèíàì êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíû ýëåìåíòû ÷. ó. ìíîæåñòâà

P , à äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû ñìåæíû, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ñðàâíèìû, íàçû-

âàåòñÿ ãðàôîì ñðàâíèìîñòè P .

Íà ðèñ. 3.1 ïðèâåäåíû äèàãðàììû Õàññå: íà a) � öåïè 4, à íà b) è c) � áóëåàí òð¼õ-

ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (èëè B3). Ïîñëåäíèå äâà èçîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äàííîãî

÷. ó. ìíîæåñòâà îáû÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîãî âèçóàëüíî îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðó-

ãà äèàãðàìì è ïîýòîìó, ïî âîçìîæíîñòè, èõ ñòàðàþòñÿ ðèñîâàòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.

Íàïðèìåð, íà äèàãðàììå b) ïîñëåäíåãî ðèñóíêà ïðèâåäåíî ñòàíäàðòíîå èçîáðàæåíèå áó-

ëåâîé àëãåáðû B3.

Íà ðèñ. 3.2 ïîêàçàíû îäíà èç ìàêñèìàëüíûõ öåïåé ( ◦1 ← ◦2 îçíà÷àåò ◦1 < ◦2 ) è
èíòåðâàë [3, 60] äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà D(180) âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà 180.

Ïóñòü h(n) � ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ êàê ãðàôîâ äèàãðàìì n-ýëåìåíòíûõ ÷. ó. ìíî-

æåñòâ. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî h(1) = 1, h(2) = 2 è h(3) = 5 (äèàãðàììû òðèâèàëüíî

óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà è èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñ. 3.3). Â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå äëÿ

n 6 7 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ h(n) è, äëÿ ñðàâíåíèÿ, ÷èñëà p(n) è k(n) ÷àñòè÷íûõ ïîðÿä-
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êîâ è ïðåäïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå.

n 1 2 3 4 5 6 7

h(n) 1 2 5 16 63 318 2 045

p(n) 1 3 19 219 4 231 130 023 6 129 859

k(n) 1 3 29 355 6 942 209 527 9 535 241

Âèäíî, ÷òî ÷èñëà h(n), p(n) è k(n) ðàñòóò î÷åíü áûñòðî. Òî÷íûõ ýôôåêòèâíûõ (íå

ñîäåðæàùèõ ñóììèðîâàíèÿ è íå ïîäðàçóìåâàþùèõ ïåðåáîðà âñåõ èëè ïî÷òè âñåõ ýëåìåí-

òîâ) ôîðìóë äëÿ íèõ h(n), p(n) è k(n) íåèçâåñòíî, è âðÿä ëè îíè ñóùåñòâóþò.

Âåëè÷èíó p(n) ìîæíî ëåãêî îöåíèòü ñíèçó: íà íåêîòîðîì n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå

çàäàäèì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê òàê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà Õàññå åñòü äâóäîëüíûé

ãðàô, à ïîñêîëüêó òàêèõ ïîðÿäêîâ íå ìåíåå, ÷åì 2(n/2)
2

, òî p(n) > 2n
2/4. Â [89] äîêàçàíî

ðàâåíñòâî

p(n) = 2n
2/4+3n/2+O(log2 n) ,

è ïîëó÷åííàÿ âûøå ãðóáàÿ îöåíêà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîé.

Èíîãäà äèàãðàììû Õàññå ðèñóþò è äëÿ áåñêîíå÷íûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ. Êîíå÷íî, âñå

ýëåìåíòû òàêîãî ìíîæåñòâà èçîáðàçèòü íåâîçìîæíî, íî ïîëó÷àþùèåñÿ ðèñóíêè äàþò

ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå îá åãî óñòðîéñòâå. Íà ðèñ. 3.4 ïðåäñòàâëåíû: a) � áåñêîíå÷íàÿ öåïü

⟨N0, 6 ⟩, b) � áåñêîíå÷íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, âñå öåïè êîòîðîãî êîíå÷íû è c) � áåñêîíå÷íîå

÷. ó. ìíîæåñòâî (îíî íîñèò íàçâàíèå ïàóê).

3 {1, 2, 3} {1, 2, 3}

2 {1, 2} {1, 3} {2, 3} {2, 3} {1, 3} {1, 2}

1 {1} {2} {3} {1} {2} {3}
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a) b) c)

�
�

�
�

[
[
[
[

�
�

�
�

[
[
[
[

[
[
[
[

�
�

�
�

[
[
[
[

�
�

�
�



[
[
[
[

�
�

�
�

[
[
[
[

A
A

A
A
A
A

A
AA

�
�

�
�

[
[
[
[[

�
�

�
��

[
[
[
[[

�
�

�
��

Ðèñ. 3.1. Äèàãðàììû (a) � öåïè 4, (b) è (c) � áóëåâîé àëãåáðû B3
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Ðèñ. 3.2. Äèàãðàììà Õàññå äëÿ D(180)
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Ðèñ. 3.3. Äèàãðàììû ÷åòûð¼õ íåòðèâèàëüíûõ òð¼õýëåìåíòíûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ

Íåêîòîðûå äèàãðàììû èìåþò ñâîè òðàäèöèîííûå íàçâàíèÿ. Ýòèìè æå èìåíàìè ìû

áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷. ó. ìíîæåñòâ. È âîîáùå, êî-

ãäà ýòî íå ïðèâîäèò ê äâóñìûñëåííîñòè, ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ÷. ó. ìíîæåñòâî è åãî

äèàãðàììó.

Çàìåòèì çäåñü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ÷. ó. ìíîæåñòâ ñòðóêòóðíî íåîáîçðèìî: íåèçâåñòíî

íèêàêîé óäîáíîé åãî õàðàêòåðèçàöèè. Â í¼ì âûäåëÿþò ëèøü îòäåëüíûå êëàññû, êîòîðûå,

ñ îäíîé ñòîðîíû � â ñóììå äàëåêî íå èñ÷åðïûâàþò âñåõ ÷. ó. ìíîæåñòâ, à ñ äðóãîé � ñàìè

ñîäåðæàò ÷. ó. ìíîæåñòâà ñ òðóäíî îïðåäåëÿåìûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ýòèì âî ìíîãîì

îáúÿñíÿþòñÿ òðóäíîñòè èññëåäîâàíèÿ ÷. ó. ìíîæåñòâ.
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Ðèñ. 3.4. Äèàãðàììû Õàññå áåñêîíå÷íûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ
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3.2 Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷. ó. ìíîæåñòâ

Â ÷. ó. ìíîæåñòâàõ âûäåëÿþò îñîáûå ýëåìåíòû.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ýëåìåíò u ∈ P ÷. ó. ìíîæåñòâà ⟨P, ⊑⟩ íàçûâàþò:

� ìàêñèìàëüíûì, åñëè u ⊑ x ⇒ u = x,
� ìèíèìàëüíûì, åñëè u ⊒ x ⇒ u = x,
� íàèáîëüøèì, åñëè x ⊑ u,
� íàèìåíüøèì, åñëè x ⊒ u

äëÿ ëþáûõ x ∈ P .

Èç îïðåäåëåíèé ÿñíî, ÷òî ýëåìåíò íàèáîëüøèé, åñëè âñå äðóãèå ýëåìåíòû ñîäåðæàòñÿ

â í¼ì, è îí ìàêñèìàëüíûé, åñëè íåò ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ åãî (àíàëîãè÷íî äëÿ íàè-

ìåíüøåãî è ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòîâ).

Ïðèìåð 3.5. 1. Ðàññìîòðèì ÷. ó. ìíîæåñòâî ⟨N1
f , 4 ⟩, ãäå N1

f � ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ
íàáîðîâ ìîíîòîííîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, x2, x3, x4, x5) = x1 ∨ x2x3 ∨ x3x4x5.
Äëÿ N1

f íèæíèå åäèíèöû (10000), (01100) è (00111) ôóíêöèè f áóäóò ìèíè-

ìàëüíûìè ýëåìåíòàìè, 1̃ = (11111) � ìàêñèìàëüíûì è íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì, à
íàèìåíüøèé ýëåìåíò â N1

f îòñóòñòâóåò.

2. ×.ó. ìíîæåñòâî ⟨ { 1, . . . , 18}, | ⟩ èìååò ñëåäóþùóþ äèàãðàììó:
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Çäåñü 1 � íàèìåíüøèé ýëåìåíò, 10, . . . , 18 � ìàêñèìàëüíûå, à íàèáîëüøåãî ýëå-
ìåíòà íåò.

3. Â îãðàíè÷åííîì ÷. ó. ìíîæåñòâå ⟨ P(A), ⊆⟩ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïó-
ñòîå ìíîæåñòâî ∅, à íàèáîëüøèì � ñàìî ìíîæåñòâî A.

Â ÷. ó. ìíîæåñòâå ⟨ P∗(A), ⊆⟩ ïðè |A| > 1 íåò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà, à ìèíèìàëü-
íûìè ÿâëÿþòñÿ âñå îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P0(A) ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ áåñêî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà A. Â ÷. ó. ìíîæåñòâå ⟨ P0(A), ⊆⟩ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì áóäåò
ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî, à ìàêñèìàëüíûõ (ñëåäîâàòåëüíî, è íàèáîëüøåãî) ýëåìåíòîâ
íåò.
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Òåîðåìà 3.4. Â êîíå÷íîì ÷. ó. ìíîæåñòâå êàæäûé ýëåìåíò ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
ìàêñèìàëüíîì ýëåìåíòå è ñîäåðæèò íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ÷. ó. ìíîæåñòâà ⟨P, ⊑⟩. Åñëè x íå

ìàêñèìàëåí, òî íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò x1 ∈ P , ÷òî x ⊑ x1. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ

äëÿ íîâûõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì âîçðàñòàþùóþ öåïü x ⊑ x1 ⊑ . . .. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî

P êîíå÷íî, òî è äàííàÿ öåïü êîíå÷íà. Å¼ ïîñëåäíèé ýëåìåíò xn, ïî îïðåäåëåíèþ áóäåò

ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì P è x ⊑ xn.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû, ïðè ýòîì ñòðîèò-

ñÿ óáûâàþùàÿ öåïü. �

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷. ó. ìíîæåñòâî ìîæåò èìåòü íå áîëåå, ÷åì ïî îäíîìó íàèáîëüøå-

ìó è íàèìåíüøåìó ýëåìåíòó. Èõ íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî åäèíèöåé è íóë¼ì, à òàêæå

óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè äàííîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà; ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ íèõ îáî-

çíà÷åíèÿ ι è o ñîîòâåòñòâåííî. ×.ó. ìíîæåñòâî ñ óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè íàçûâàåòñÿ

îãðàíè÷åííûì ÷. ó. ìíîæåñòâîì, èëè, êîðî÷å, îãðàíè÷åííûì ïîðÿäêîì. Ïîíÿòíî, ÷òî

íàèáîëüøèé [ íàèìåíüøèé ] ýëåìåíò åñòü îäíîâðåìåííî è åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé

[ ìèíèìàëüíûé ]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàêñèìàëüíûõ èëè ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò

áûòü íåñêîëüêî, à ìîæåò è íå áûòü ñîâñåì. Íàïðèìåð, ÷. ó. ìíîæåñòâî, èçîáðàæ¼ííîå íà

ðèñ. 3.8 èìååò îäèí íàèìåíüøèé (îí æå ìèíèìàëüíûé) è òðè ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòà.

Ñîâîêóïíîñòü ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ÷. ó. ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü, êàê ýòî ïðèíÿòî

â ïðèëîæåíèÿõ, ìíîæåñòâîì Ïàðåòî. Â ÷. ó. ìíîæåñòâå ñ o èíòåðâàëû âèäà [ o, x ] íà-

çûâàþò íà÷àëüíûìè; äâîéñòâåííî, â ÷. ó. ìíîæåñòâå ñ ι èíòåðâàëû âèäà [ x, ι ] íàçûâàþò

ôèíàëüíûìè.

Âûñîòîé ÷. ó. ìíîæåñòâà P , ñèìâîëè÷åñêè h(P ), íàçûâàþò äëèíó ñàìîé äëèííîé åãî

öåïè. Âûñîòîé ýëåìåíòà v (ñèìâîëè÷åñêè h(v) ) â êîíå÷íîì óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå

íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ èç äëèí öåïåé [ v0, . . . , v ], ãäå v0 � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Ïî-

íÿòíî, ÷òî âñå ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû èìåþò âûñîòó 0.

Àíòèöåïü (ñåìåéñòâî Øïåðíåðà (E. Sperner)) åñòü íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A

÷. ó. ìíîæåñòâà P , â êîòîðîì ëþáûå äâà ýëåìåíòà íåñðàâíèìû. Íàïðèìåð, â ÷. ó. ìíîæå-

ñòâå ⟨N, | ⟩ àíòèöåïüþ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíî íåêðàòíûõ ÷èñåë, à

â ìíîæåñòâå ⟨Bn, 4 ⟩ � ñîâîêóïíîñòè âåðõíèõ íóëåé ëèáî íèæíèõ åäèíèö íåêîòîðîé (íå

òîæäåñòâåííîé êîíñòàíòàì) ìîíîòîííîé áóëåâîé ôóíêöèè. Òðèâèàëüíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî

1 � åäèíñòâåííîå, ÿâëÿþùååñÿ öåïüþ è àíòèöåïüþ îäíîâðåìåííî. Àíòèöåïü, ïåðåñòàþ-

ùàÿ áûòü òàêîâîé ïðè äîáàâëåíèè ê íåé ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà, íàçîâ¼ì íàñûùåííîé.

Ìàêñèìàëüíîé íàçîâ¼ì àíòèöåïü ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

ßñíî, ÷òî ëþáîå n-ýëåìåíòíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ëèáî öåïü, ëèáî àíòèöåïü èç

[
√
n ] ýëåìåíòîâ. Òî÷íåå, â ÷. ó. ìíîæåñòâå èç uv + 1 ýëåìåíòîâ åñòü ëèáî öåïü èç u+ 1

ýëåìåíòîâ, ëèáî àíòèöåïü èç v + 1 ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ψ(n) àíòèöåïåé â Bn íàçûâàþò ïðîáëåìîé Äåäåêèí-
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äà. Ïî÷òè î÷åâèäíàÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèíöèïà Äèðèõëå (ñì. ñ. 64) îöåíêà(
n

[n/2]

)
6 ψ(n) (3.4)

äîêàçàíà â 1927 ã. Ý. Øïåðíåðîì. Ïåðâûå çíà÷åíèÿ ψ(n) ïðèâåäåíû â íèæåñëåäóþùåé

òàáëèöå

n 1 2 3 4 5 6 7

ψ(n) 3 6 20 168 7 581 7 828 354 2 414 682 040 998

Òî÷íîé ôîðìóëû äëÿ ψ(n) íåèçâåñòíî è âðÿä ëè îíà ñóùåñòâóåò. Íàéäåíû, îäíàêî, ïðè-

áëèæ¼ííûå ôîðìóëû äëÿ ψ(n): íàïðèìåð, äëÿ ÷¼òíûõ n äëÿ ψ(n) ñïðàâåäëèâà ïðèáëè-

æ¼ííàÿ ôîðìóëà

ψ(n) ∼ 2(
n

n/2)e(
n

n/2−1)
(

1

2n/2
+n2−2n

2n+5

)
.

Äàííîé òåìàòèêå ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì., íàïðèìåð, [25] è [46]).

Øèðèíîé ÷. ó. ìíîæåñòâà P , ñèìâîëè÷åñêè w(P ), íàçûâàþò ìîùíîñòü åãî ìàêñèìàëü-

íîé àíòèöåïè.

Òåîðåìà 3.5 (Äèëîóðñ [69], [37] � â äðóãîé òåðìèíîëîãèè). ×.ó. ìíîæåñòâî P øèðèíû
w è âûñîòû h ìîæåò áûòü ðàçáèòî2 íà w öåïåé èëè íà h + 1 àíòèöåïåé, ïðè÷¼ì
ýòè çíà÷åíèÿ åñòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè âòîðóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ, íîñÿùóþ íàçâàíèå äâîéñòâåííîé

òåîðåìû Äèëîóðñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè h = 0, òî P åñòü òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ò.å. àíòè-

öåïü. Ïóñòü h(P ) > 1 è òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ h−1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 ìíîæåñòâî

ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ P . Ïîñêîëüêó A1 � àíòèöåïü, è P ′ = P r A1 èìååò âûñîòó

h− 1 (ò.ê. èç êàæäîé ìàêñèìàëüíîé öåïè áûëî óäàëåíî ïî ýëåìåíòó), òî ÷. ó. ìíîæåñòâî

P ′ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â àíòèöåïè A2, . . . , Ah+1 è P = A1 + . . . + Ah+1 � èñêîìîå

ðàçáèåíèå. �

Ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à: ðàçáèòü ÷. ó. ìíîæåñòâî íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âçà-

èìíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé. Ïðèâåäåì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îòûñêàòü îäíî èç òà-

êèõ ðàçáèåíèé. Ïóñòü äàíî ÷. ó. ìíîæåñòâî ⟨P, ⊑⟩ è P = { v1, . . . , vn }.

Øàã 0. Ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô Γ(P ) ñ äîëÿìè A = {x1, . . . , xn } è

B = { y1, . . . , yn }, â êîòîðîì ðåáðî (xi, yj) èìååòñÿ åñëè òîëüêî åñëè vi @ vj.

Øàã 1. Âûáåðåì â ãðàôå Γ(P ) íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå3 U . Äëÿ êàæäîãî ðåáðà

(xi, yj) ∈ U ôèêñèðóåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùóþ äâóõýëå-

ìåíòíóþ öåïü [ vi, vj ].

Øàã 2. Ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè, îáúåäèíèì äâóõýëåìåíò-

íûå öåïè èç ïðåäûäóùåãî øàãà â ìàêñèìàëüíûå.

2 ò.å. óêàçàííûå öåïè [àíòèöåïè] âçàèìíî íå ïåðåñåêàþòñÿ
3Ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå, íàïîìíèì, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî åãî ðåá¼ð ïîïàðíî íå èìåþùèõ îáùèõ

âåðøèí (íåñìåæíûõ).
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðûé íàáîð öåïåé, ïðè÷åì, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ýòè

öåïè ïîïàðíî îáùèõ ýëåìåíòîâ íå èìåþò. Äîáàâèâ ê ýòîìó ñïèñêó öåïåé äâóõýëåìåíòíûå

öåïè, ïîëó÷åííûå èç âñåõ ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà, íå âîøåäøèõ â îáúåäèíåíèå, ïî-

ëó÷èì íåêîòîðîå öåïíîå ðàçáèåíèå äàííîãî ìíîæåñòâà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå

ðàçáèåíèå íà öåïè ìèíèìàëüíî.

Ïðèìåð 3.6. Ïîñòðîèì ìèíèìàëüíîå ðàçáèåíèå íà öåïè äëÿ B4. Äèàãðàììà Õàññå B4

ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.5, à ìàòðèöà ñìåæíîñòè äâóäîëüíîãî ãðàôà Γ(B4) � íà ðèñ. 3.6
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Ðèñ. 3.5. Äèàãðàììà ÷. ó. ìíîæåñòâà B4 è åãî ìèíèìàëüíîå ðàçáèåíèå íà öåïè

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1
3 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1
4 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1
5 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1
11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ðèñ. 3.6. Ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà Γ(B4)
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Îäíèì èç ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé áóäåò

U = { (x1, y2), (x2, y6), (x3, y9), (x4, y11), (x5, y8), (x6, y12), (x7, y14),
(x8, y13), (x9, y15), (x10, y16) },

è ïîýòîìó ïåðâûå äâóõýëåìåíòíûå öåïè ñóòü

[v1, v2], [v2, v6], [v3, v9], [v4, v11], [v5, v8], [v6, v12], [v7, v14], [v8, v13], [v9, v15], [v10, v16].

Èñïîëüçóÿ òðàíçèòèâíîñòü ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, ñêëåèì ïîäõîäÿùèå öåïè:

[v1, v2, v6, v12], [v3, v9, v15], [v4, v11], [v5, v8, v13], [v7, v14], [v10, v16].

Ïîñêîëüêó íå îñòàëîñü ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà âíå óêàçàííûõ öåïåé, ýòîò íàáîð
öåïåé è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå B4 ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.5, ãäå öåïè
âûäåëåíû äâîéíûìè ëèíÿìè =, à ýëåìåíòû öåïè [v10, v16] âûäåëåíû êðóæêàìè. Çàìåòèì,
â ïîñëåäíèé öåïè ýëåìåíò v16 íå ñëåäóåò çà v10 íåïîñðåäñòâåííî.

Â òåîðèè ÷. ó. ìíîæåñòâ èçâåñòíî ñëåäóþùåå

Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà. Âñå ìàêñèìàëüíûå öåïè ìåæäó äâóìÿ äàííû-
ìè ýëåìåíòàìè ÷. ó. ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ (è êîíå÷íóþ) äëèíó.

Åñëè ìàêñèìàëüíûå öåïè ÷. ó. ìíîæåñòâà P èìååò îäíó è òó æå äëèíó t, òî ãîâî-

ðÿò, ÷òî äàííîå ÷. ó. ìíîæåñòâî � ãðàäóèðîâàííîå (ðàíæèðîâàííîå) ðàíãà t. Ëåãêî ïîêà-

çàòü [1], ÷òî öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ãðàäóèðîâàííûõ

÷. ó. ìíîæåñòâ è òîëüêî äëÿ íèõ.

Äëÿ ãðàäóèðîâàííûõ ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îïðåäåë¼ííàÿ èõ ýëåìåí-

òàõ ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ ρ òàêàÿ, ÷òî ρ(x) = 0, åñëè x � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò è

ρ(y) = ρ(x) + 1, åñëè y ïîêðûâàåò x. Åñëè ρ(x) = k, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x èìå-

åò ðàíã k. Ýëåìåíòû îäíîãî ðàíãà îáðàçóþò ñëîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàäóèðîâàííîãî

÷. ó. ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 3.7. 1. Öåïü è áóëåàí, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñ. 3.1, ñóòü ãðàäóèðîâàííûå ìíîæå-
ñòâà ðàíãà 3, øèðèíà ïåðâîãî åñòü 1, à âòîðîãî � 3.

2. Ðàçáèåíèåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå íåóïîðÿäî÷åííîé
ñóììîé íàòóðàëüíûõ íåâîçðàñòàþùèõ ñëàãàåìûõ: n = n1 + . . . + nr, ïðè ýòîì ñëà-
ãàåìûå ni íàçûâàþòñÿ ÷àñòÿìè, à èõ ÷èñëî r � ðàíãîì ðàçáèåíèÿ. Çàïèñûâàþòñÿ
ðàçáèåíèÿ îáû÷íî â âåêòîðíîé ôîðìå: (n1, . . . , nr).

Íà ìíîæåñòâå Π(n) âñåõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n óñòàíàâëèâàåòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-
äîê ïî èõ âëîæèìîñòè. Ãîâîðÿ, ÷òî ðàçáèåíèå a = (n1, . . . , nt) âëîæèìî â ðàç-
áèåíèå b = (m1, . . . ,mr) (ñèìâîëè÷åñêè a 4 b ), åñëè a ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
èç b ïîäðàçáèåíèåì íåêîòîðûõ ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, (2, 2, 2) 4 (4, 2), íî
(2, 2, 2) ̸4 (3, 3). Î÷åâèäíî, Π(n) � ãðàäóèðîâàííîå ìíîæåñòâî è n − r åñòü ðàíã
ýëåìåíòà (n1, . . . , nr) â ÷. ó. ìíîæåñòâå Π(n). Äèàãðàììà Õàññå ÷. ó. ìíîæåñòâà P (6)
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.7. ßñíî, ÷òî Π(n) � îãðàíè÷åííûé ïîðÿäîê.

3. ×.ó. ìíîæåñòâî ⟨N, | ⟩ ðàíæèðîâàíî. Âñå åãî óðîâíè, çà èñêëþ÷åíèåì íóëåâîãî,
ñîäåðæàò ñ÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì k-é óðîâåíü ñîñòîèò èç âñåõ òåõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò k (íå îáÿçàòåëüíî ðàç-
ëè÷íûõ) ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé.
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(6)

(5, 1) (4, 2) (3, 3)

(4, 1, 1) (3, 2, 1) (2, 2, 2)

(3, 1, 1, 1) (2, 2, 1, 1)
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(1, 1, 1, 1, 1, 1)
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Ðèñ. 3.7. Äèàãðàììà ÷. ó. ìíîæåñòâà Π(6)

ßñíî, ÷òî ñëîé ãðàäóèðîâàííîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà åñòü àíòèöåïü. Îäíàêî íå âñÿêàÿ

àíòèöåïü åñòü ñëîé: íà ðèñ. 3.8 ïðåäñòàâëåíî ãðàäóèðîâàííîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, ó êîòîðî-

ãî ýëåìåíòû íàñûùåííîé àíòèöåïè, îáîçíà÷åííûå •, íå ïðèíàäëåæàò êàêîìó-òî îäíîìó
ñëîþ.

• • ◦

◦ • •

◦

[
[
[

[
[
[

[
[
[

�
�

�

Ðèñ. 3.8. ×.ó. ìíîæåñòâî, íå îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì Øïåðíåðà

×èñëî ýëåìåíòîâ â k-ì ñëîå ãðàäóèðîâàííîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà P îáîçíà÷àþò Wk(P )

è íàçûâàþò ðàíãîâûì ÷èñëîì èëè ÷èñëîì Óèòíè (H. Whitney)4. Î÷åâèäíî âñåãäà

max
k
Wk(P ) 6 w(P ).

Ãîâîðÿò, ÷òî êîíå÷íîå ãðàäóèðîâàííîå ÷. ó. ìíîæåñòâî P ñ ðàíãîâîé ôóíêöèåé ρ è

4 Òî÷íåå, ÷èñëîì Óèòíè âòîðîãî ðîäà; î ÷èñëàõ Óèòíè ïåðâîãî ðîäà ñì., íàïðèìåð, [49].
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âûñîòû h îáëàäàåò

� ñâîéñòâîì Øïåðíåðà, åñëè íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ åãî àíòèöåïü åñòü ñëîé, ò.å.

max
k
Wk(P ) = w(P ) ;

� óíèìîäàëüíûì ñâîéñòâîì, åñëè

W0(P ) 6 . . . 6 Wk(P ) > . . . > Wm(P )

äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ { 1, . . . , m };
� LYM-ñâîéñòâîì (ÿâëÿåòñÿ LYM-ïîðÿäêîì), åñëè ñëåäóþùåå LYM-íåðàâåíñòâî∑

x∈Q⊆P

1

Wρ(x)

6 1 ,

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé àíòèöåïè Q â P .

ßñíî, ÷òî íà ðèñ. 3.8 ïîêàçàíî ÷. ó. ìíîæåñòâî íå îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì Øïåð-

íåðà è íå ÿâëÿþùååñÿ LYM-ïîðÿäêîì (ïîñêîëüêó äëÿ âûäåëåííîé àíòèöåïè èìååì

2 · 1
3
+ 2 · 1

3
> 1), à ëþáàÿ êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà êàê ÷. ó. ìíîæåñòâî îáëàäàåò óíèìî-

äàëüíûì ñâîéñòâîì.

Ïåðâîíà÷àëüíî áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî LYM-ñâîéñòâó óäîâëåòâîðÿåò åäèíè÷íûé êóá,

ò.å. åñëè åãî àíòèöåïü èìååò ak ýëåìåíòîâ â k-ì ñëîå, k = 0, 1, . . . , n, òî âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî
n∑
k=0

ak(
n
k

) 6 1 .

Äåéñòâèòåëüíî, â êóáå Bn êàæäûé ýëåìåíò k-ãî ñëîÿ ñîäåðæèòñÿ â îäíîé è òîé æå(
1/
(
n
k

))
-é äîëå âñåõ n! åãî ìàêñèìàëüíûõ öåïåé. Ïîñêîëüêó íåò öåïè, ñîäåðæàùåé áîëåå

îäíîãî ýëåìåíòà íåêîòîðîé àíòèöåïè, òî ñóììà äîëåé ìàêñèìàëüíûõ öåïåé, ñîäåðæàùèõ

êàæäûé ýëåìåíò, íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü åäèíèöû5. Îöåíêà Øïåðíåðà (3.4) ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòûì ñëåäñòâèåì óñòàíîâëåííîãî íåðàâåíñòâà, ïîñêîëüêó

n∑
k=0

ak(
n

[n/2]

) 6
n∑
k=0

ak(
n
k

) .
Îáëàäàíèå ÷. ó. ìíîæåñòâîì LYM-ñâîéñòâîì âëå÷¼ò åãî îáëàäàíèå è ñâîéñòâîì Øïåð-

íåðà, ïîýòîìó ëþáàÿ êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà ñâîéñòâîì Øïåðíåðà îáëàäàåò. Ïîêàçàíî

òàêæå, ÷òî ÷. ó. ìíîæåñòâî D(N) îáëàäàåò LYM-ñâîéñòâîì [1].

Ñå÷åíèåì öåïè ⟨C, 6 ⟩ íàçûâàþò ðàçáèåíèå å¼ íà äâà ïîäìíîæåñòâà A (íèæíèé

êëàññ ñå÷åíèÿ) è B (âåðõíèé êëàññ ñå÷åíèÿ) òàê, ÷òî a < b äëÿ ëþáûõ a ∈ A è b ∈ B.
Ðàçëè÷àþò ñëåäóþùèå âèäû ñå÷åíèé:

5 LYM-íåðàâåíñòâî òàê íàçûâàþò ïî ôàìèëèÿì Ä. Ëþáåëÿ, Ê. ßìàìîòî è Ë.Ä. Ìåøàëêèíà. Ïðèâå-
ä¼ííîå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â çàìåòêå Ëþáåëÿ (D. Lubell, 1966) [87]. Â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ
Ìåøàëêèíà (1963) [33] è ßìàìîòî (K. Yamamoto, 1954) [106] äàâàëèñü áîëåå ñëîæíûå äîêàçàòåëüñòâà.
Ïî äàòàì ïóáëèêàöèé îïðåäåëÿåì, ÷òî ïðèîðèòåò çäåñü ïðèíàäëåæèò ßìàìîòî.
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� ñêà÷îê � â íèæíåì êëàññå èìååòñÿ íàèáîëüøèé ýëåìåíò, à â âåðõíåì êëàññå �

íàèìåíüøèé;

� äåäåêèíäîâî ñå÷åíèå � ëèáî â íèæíåì êëàññå èìååòñÿ íàèáîëüøèé ýëåìåíò, à â âåðõ-

íåì êëàññå íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà íåò, ëèáî â âåðõíåì êëàññå èìååòñÿ íàèìåíüøèé

ýëåìåíò, à â íèæíåì êëàññå íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà íåò;

� ùåëü � â íèæíåì êëàññå íåò íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà, à â âåðõíåì � íàèìåíüøåãî.

Öåïü íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè âñå å¼ ñå÷åíèÿ äåäåêèíäîâû.

Åñëè ÷. ó. ìíîæåñòâî èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, òî ýëåìåíòû, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäó-

þùèå çà íèì, íàçûâàþò àòîìàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîâûõ ìîæåò è íå îêàçàòüñÿ. Ëåãêî ïî-

êàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå àòîìà ÷. ó. ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì 1.4

àòîìà áóëåâîé àëãåáðû, åñëè â íåé ïðèíÿòü x ⊑ y ⇔ x = x ⊓ y (ñì. óòâåðæäåíèå 5.1).

Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ äóàëüíûå àòîìû èëè êîàòîìû èëè àíòèàòîìû: ýòî ýëå-

ìåíòû, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèå íàèáîëüøåìó ýëåìåíòó (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

òàêîâîé ñóùåñòâóåò).

Ïðèìåð 3.8. 1. Êîíå÷íàÿ íåòðèâèàëüíàÿ öåïü ñîäåðæèò åäèíñòâåííûå àòîì è êîàòîì.
2. Ïîëîæèì ôîðìàëüíî, ÷òî 0|0. Òîãäà â ÷. ó. ìíîæåñòâå ⟨N0, | ⟩ íàèìåíüøèì ýëåìåí-

òîì ÿâëÿåòñÿ 1, íàèáîëüøèì � 0, àòîìû ñóòü ïðîñòûå ÷èñëà, à êîàòîìû îòñóòñòâó-
þò.

Àíòèöåïü ÷. ó. ìíîæåñòâà, èìåþùóþ ñ ëþáîé åãî ìàêñèìàëüíîé öåïüþ â òî÷íîñòè îäèí

îáùèé ýëåìåíò, íàçûâàþò ñåêóùåé. Íàïðèìåð, â ðàíæèðîâàííîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòû îä-

íîãî óðîâíÿ îáðàçóþò ñåêóùóþ àíòèöåïü. Íà ðèñ. 3.9 âûäåëåííûå ýëåìåíòû îáðàçóþò

íàñûùåííóþ, íî íå ñåêóùóþ àíòèöåïü. Ïîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà îáëàäà-

◦ •

• ◦

[
[
[

Ðèñ. 3.9. Íàñûùåííàÿ àíòèöåïü, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ñåêóùåé

åò ¾îáðàòíûì¿ ñâîéñòâîì ê óêàçàííîìó: êàæäàÿ å¼ ñåêóùàÿ àíòèöåïü åñòü ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ îäíîãî ðàíãà.

Ãîâîðÿò, ÷òî ÷. ó. ìíîæåñòâî P ñèëüíî ñâÿçàíî, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî ìàêñèìàëü-

íûõ öåïåé C è D ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêñèìàëüíûõ öåïåé

C = C0, C1, . . . , Ck = D

òàêàÿ, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü äâóõ ñîñåäíèõ öåïåé ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç äâóõ

ýëåìåíòîâ P . Ñëåäóþùèå òåîðåìû äîêàçàíû â [76].

Òåîðåìà 3.6. Åñëè ÷. ó. ìíîæåñòâî ñèëüíî ñâÿçàíî, òî ëþáûå äâå åãî ñåêóùèå àíòèöåïè
íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Òåîðåìà 3.7. Åñëè êîíå÷íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî ñèëüíî ñâÿçàíî, òî ëþáàÿ ñåêóùàÿ àíòè-
öåïü ÿâëÿåòñÿ åãî íåêîòîðûì óðîâíåì.

×.ó. ìíîæåñòâî P , âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â òð¼õ íåïåðåñåêàþùèåñÿ àíòè-

öåïÿõ X1, X2 è X3 òàêèõ, ÷òî

� |X1| ≈ |X3| ≈ |P |/4;
� äëÿ âñåõ a ∈ X1, c ∈ X3 èìååò ìåñòî a < c (ò.å. âñå ýëåìåíòû èç X3 ñîäåðæàò âñå

ýëåìåíòû X1);

� åñëè a < b è a ∈ Xi, b ∈ Xj, òî i < j.

íàçûâàþò òð¼õñëîéíûì.

Òåîðåìà 3.8 ([89]). Ïðè n→∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âñå n-ýëåìåíòíûå ÷. ó. ìíîæåñòâà
ÿâëÿþòñÿ òð¼õñëîéíûìè.

Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íåîæèäàííûì è ðàñõîäèòñÿ ñ îáû÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì î

¾òèïè÷íîì¿ ÷. ó. ìíîæåñòâå.

3.3 Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ïóñòü ⟨P, ⊑⟩ � ÷. ó. ìíîæåñòâî è A ⊆ P . Ìíîæåñòâà A△ è A▽

îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè

A△ =
{
x ∈ P | ∀

A
a ( a ⊑ x)

}
è A▽ =

{
x ∈ P | ∀

A
a (x ⊑ a)

}
íàçûâàþòñÿ âåðõíèì è íèæíèì êîíóñàìè ìíîæåñòâà A, à èõ ýëåìåíòû � âåðõíèìè
è íèæíèìè ãðàíÿìè ìíîæåñòâà A ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
A = {a} èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ a△ è a▽.

Âåðõíèì è íèæíèì êîíóñàìè ïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ P ñ÷èòàþò ñàìî ìíî-
æåñòâî P .

Ïîíÿòíî, íàïðèìåð, ÷òî åñëè a ⊑ b, òî a△ ∩ b▽ = [ a, b ]. Èíîãäà âåðõíèå [íèæíèå]

ãðàíè íàçûâàþò ìàæîðàíòàìè [ìèíîðàíòàìè] ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 3.9 (îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðõíåãî è íèæíåãî êîíóñîâ). Ïóñòü ⟨P, ⊑⟩ �
÷. ó. ìíîæåñòâî, A,B ⊆ P è x, y ∈ P . Òîãäà

1) A ⊆ B ⇒ B▽ ⊆ A▽ è B△ ⊆ A△ (àíòèìîíîòîííîñòü êîíóñîâ ïîäìíîæåñòâ ïî
âêëþ÷åíèþ);

2) A ⊆ A△▽ ∩ A▽△;

3) A△ = A△▽△;

4) A▽ = A▽△▽;

5) (A ∪B)△ = A△ ∩B△;

6) (A ∪B)▽ = A▽ ∩B▽;

7) x ⊑ y ⇔ x▽ ⊆ y▽ è y△ ⊆ x△.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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1) Ýòî ñâîéñòâî (àíòèìîíîòîííîñòü îïåðàöèé ïåðåõîäà ê âåðõíåìó è íèæíåìó êîíóñàì

ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâ) âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.

2) Òàê êàê äëÿ ëþáûõ x ∈ A è y ∈ A△ ñïðàâåäëèâî x ⊑ y, òî A ⊆ A△▽. Àíàëîãè÷íî

ïîêàçûâàåòñÿ A ⊆ A▽△, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

3), 4) A△
(2)

⊆ (A△)▽△ = (A△▽)△
(1)

⊆ A△ è àíàëîãè÷íî äëÿ (4).

5), 6) Âêëþ÷åíèå (A ∪ B)△ ⊆ A△ ∩ B△ âûòåêàåò èç (1). Åñëè æå x ∈ A△ ∩ B△, òî y ⊑ x

äëÿ âñåõ y ∈ A è y ∈ B, îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà (5). Àíàëîãè÷íî
äëÿ (6).

7) Ñâîéñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

�

Îïðåäåëåíèå 3.8. Ïóñòü ⟨P, ⊑⟩ � ÷. ó. ìíîæåñòâî è A ⊆ P . Åñëè â A△ ñóùåñòâóåò
íàèìåíüøèé ýëåìåíò, òî îí íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A è îáî-
çíà÷àåòñÿ sup A. Åñëè â A▽ ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò, òî îí íàçûâàåòñÿ òî÷íîé
íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ inf A6.

Òî÷íîé âåðõíåé [ íèæíåé ] ãðàíüþ ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñ÷èòàþò íàèìåíüøèé
[ íàèáîëüøèé ] ýëåìåíò ÷. ó. ìíîæåñòâà.

Ïîíÿòíî ÷òî

inf A ⊑ a ⊑ sup A äëÿ âñåõ a ∈ A .

Òàêæå, åñëè sup A èëè inf A△ ñóùåñòâóåò, òî sup A = inf A△ è äâîéñòâåííî, åñëè inf A

èëè sup A▽ ñóùåñòâóåò, òî inf A = sup A▽.

Ïðèìåð 3.9. 1. Ïóñòü P = {a, b, c, d} è äâà ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêà íà P çàäàþòñÿ ñëå-
äóþùèìè äèàãðàììàìè:
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a b a b
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Äëÿ A = {a, b} èìååì A△ = {c, d} â îáîèõ ñëó÷àÿõ, íî â ïåðâîì ñëó÷àå sup A
îòñóòñòâóåò, à âî âòîðîì sup A = c (ñòðîãî ãîâîðÿ, âòîðàÿ äèàãðàììà íå åñòü äèà-
ãðàììà Õàññå: ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå d ñ a è b çäåñü èçëèøíè).

2. Äëÿ ýëåìåíòà α̃ ÷. ó. ìíîæåñòâà ⟨Bn, 4 ⟩ èìååì

α̃△ = [ α̃, 1̃ ], α̃▽ = [ 0̃, α̃ ]; sup α̃ = inf α̃ = α̃.

3. Ïóñòü ⟨P, ⊑⟩ � ÷. ó. ìíîæåñòâî è A ⊆ B ⊆ P . Åñëè ñóùåñòâóþò sup A è sup B
(inf A è inf B ), òî sup A ⊑ sup B (inf A ⊒ inf B).

4. Äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì èìååì

6Íàçâàíèÿ ïðîèñõîäÿò îò ëàò. supremum � ñàìûé âûñîêèé è in�mum � ñàìûé íèçêèé (ðóñê. èíôè-
ìóì; ïðîèçíîøåíèå èíôèíóì îøèáî÷íî!).
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� sup {x ∈ Q | x < 0 } = 0;
� sup {x ∈ Q | x2 < 2 } íå ñóùåñòâóåò;

5. Åñëè S � ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, òî, ïî âêëþ÷åíèþ,
sup S ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì, à inf S � ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç
ñîâîêóïíîñòè S.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Ïóñòü P è P ′ � ÷. ó. ìíîæåñòâà è x, y � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû
èç P . Îòîáðàæåíèå φ : P → P ′ íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

� èçîòîííûì, åñëè x ⊑ y ⇒ φ(x) ⊑ φ(y), èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþò òàêæå
ìîíîòîííûìè èëè ïîðÿäêîâûìè ãîìîìîðôèçìàìè;

� îáðàòíî èçîòîííûì, åñëè φ(x) ⊑ φ(y) ⇒ x ⊑ y;

� àíòèèçîòîííûì, åñëè x ⊑ y ⇒ φ(x) ⊒ φ(y).

Åñëè φ èçîòîííî, îáðàòíî èçîòîííî è èíúåêòèâíî, òî åãî íàçûâàþò âëîæåíèåì èëè
(ïîðÿäêîâûì) ìîíîìîðôèçìîì ÷. ó. ìíîæåñòâà P â ÷. ó. ìíîæåñòâî P ′, ÷òî îáîçíà÷àþò

P
φ
↪→ P ′.
Ñþðúåêòèâíûé ìîíîìîðôèçì ÷. ó. ìíîæåñòâ íàçûâàþò (ïîðÿäêîâûì) èçîìîðôèçìîì

(ñèìâîëè÷åñêè P ∼= P ′ èëè, ñ óêàçàíèåì íà îòîáðàæåíèå � P
φ∼= P ′).

Èçîìîðôèçì ÷. ó. ìíîæåñòâà â ñåáÿ íàçûâàþò (ïîðÿäêîâûì) àâòîìîðôèçìîì.

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâ P è P ′ îòîáðàæåíèå φ : P → P ′ åñòü ïîðÿäêîâûé

èçîìîðôèçì, åñëè è òîëüêî åñëè P � èçîòîííàÿ è îáðàòíî èçîòîííàÿ áèåêöèÿ, ò.å. äëÿ

ëþáûõ x, y ∈ P ñïðàâåäëèâî x ⊑ y ⇔ φ(x) ⊑ φ(y). Áèåêòèâíîñòü φ ìîæåò áûòü

âûâåäåíà èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ:

φ(x) = φ(y) ⇔

{
φ(x) ⊑ φ(y),

φ(y) ⊑ φ(x),
⇔

{
x ⊑ y,

y ⊑ x,
⇔ x = y .

Åñëè îòîáðàæåíèå φ : P → P ′ ìåæäó ÷. ó. ìíîæåñòâàìè P è P ′ áèåêòèâíî è äëÿ ëþáûõ

x, y ∈ P ñïðàâåäëèâî x ⊑ y ⇔ φ(x) ⊒ φ(y), òî ãîâîðÿò, ÷òî P è P ′ àíòèèçîìîðôíû.

ßñíî òàêæå, ÷òî åñëè P
φ
↪→ Q, òî P

φ∼= Im(φ).

Ïðèìåð 3.10. 1. ×.ó. ìíîæåñòâî a), èçîáðàæ¼ííîå íà ðèñ. 3.1 ÿâëÿåòñÿ èçîòîííûì îá-
ðàçîì ÷. ó. ìíîæåñòâà b), åñëè â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ âçÿòü ôóíêöèþ φ(x) = |x|.
Ýòî îòîáðàæåíèå íå èíúåêòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèåì íå ÿâëÿåòñÿ.

2. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ÷. ó. ìíîæåñòâà ⟨N, | ⟩ âî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì èçîòîííî, íî íå îáðàòíî èçîòîííî è, ñëåäîâàòåëüíî,
âëîæåíèåì òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ.

3. Åñëè Q � íåîäíîýëåìåíòíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî ñ òðèâèàëüíûì ïîðÿäêîì, à Q ′ � òî
æå ñàìîå ìíîæåñòâî ñ ïðîèçâîëüíûì íåòðèâèàëüíûì ïîðÿäêîì, òî òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå Q íà ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ èçîòîííûì è âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì, íî íå îáðàòíî
èçîòîííûì.

4. Åñòåñòâåííîå âëîæåíèå nZ â Z äëÿ íàòóðàëüíîãî n åñòü ìîíîìîðôèçì.

5. Îòîáðàæåíèå φ áóëåàíà íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X â ñåáÿ òàêîå, ÷òî φ(A) = A äëÿ
A ⊆ X, åñòü àíòèèçîòîííîå îòîáðàæåíèå.

6. n ∼= [1, . . . , n], ò. å. ëþáàÿ n-ýëåìåíòíàÿ öåïü èçîìîðôíà öåïè öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî
n ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì.

7. Îòîáðàæåíèå a 7→ c, b 7→ b, c 7→ a, d 7→ f , e 7→ e, f 7→ d, g 7→ k, h 7→ h, k 7→ g
äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 3.10 åñòü àâòîìîðôèçì.
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Ðèñ. 3.10

Óòâåðæäåíèå 3.4. Ïóñòü P , Q è R � ÷. ó. ìíîæåñòâà, à f : P → Q è g : Q→ R �
èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå f ∗ g : P → R òàêæå èçîòîííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ⟨P,⊑P ⟩, ⟨Q,⊑Q ⟩, ⟨R,⊑R ⟩ � ÷. ó. ìíîæåñòâà è x, y ∈ P . Ïî-

ñêîëüêó f � èçîòîííûå îòîáðàæåíèå, èìååì f(x) ⊑Q f(y), à ïîñêîëüêó g � èçîòîííî,

òî g(f(x)) ⊑R g(f(y)) è, ñëåäîâàòåëüíî, f ∗ g èçîòîííî. �

Óòâåðæäåíèå 3.5. Ïóñòü ⟨P, ⊑P ⟩ è ⟨Q, ⊑Q⟩ � ÷. ó. ìíîæåñòâà, φ � èçîòîííîå
îòîáðàæåíèå èç P â Q, A ⊆ P è ñóùåñòâóþò êàê sup A â P , òàê è sup φ(A) â Q,
òî sup φ(A) ⊑Q φ(sup A).

Ìîíîèä ⟨ I(P ), ∗, 1P ⟩ âñåõ èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÷. ó. ìíîæåñòâà P â ñåáÿ ñî-

äåðæèò áîëüøóþ èíôîðìàöèþ î P . Íàïðèìåð, ïîëóãðóïïîâîé èçîìîðôèçì I(P ) è I(Q)

âëå÷¼ò èçîìîðôèçì èëè àíòèèçîìîðôèçì P è Q [12].

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ïóñòü f : P → P � èçîòîííîå îòîáðàæåíèå ÷. ó. ìíîæåñòâà P â ñåáÿ
(èçîòîííûé ýíäîìîðôèçì). Òîãäà p ∈ P íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ
f , åñëè è òîëüêî åñëè f(p) = p. Îòîáðàæåíèå, íå èìåþùåå íåïîäâèæíûõ òî÷åê íàçûâàþò
ñâîáîäíûì îò íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Ãîâîðÿò, ÷òî ÷. ó. ìíîæåñòâî P îáëàäàåò ñâîéñòâîì èìåòü ôèêñèðîâàííûå òî÷êè
(ñîêðàù¼ííî FPP7), åñëè è òîëüêî åñëè êàæäîå èçîòîííîå èçîáðàæåíèå P â ñåáÿ èìååò
íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Íàïðèìåð, êîðîíà sn (ñì. ï. 3.5), äèàãðàììà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.23 íå îáëà-

äàåò íå îáëàäàåò FPP, à ÷. ó. ìíîæåñòâî ñ äèàãðàììîé íà ðèñ. 3.10 èì îáëàäàåò. Íåèçâåñò-

íî íèêàêîé õàðàêòåðèçàöèè ÷. ó. ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì èìåòü ôèêñèðîâàííûå

òî÷êè. Íåòðèâèàëüíîñòü FPP ñâÿçàíà, â ÷àñòíîñòè, ñ òåì, ÷òî îíî íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïå-

ðåõîäó ê ÷.ó. ïîäìíîæåñòâó. Íàïðèìåð, ÷.ó. ïîäìíîæåñòâî { a, c, g, k } ÷. ó. ìíîæåñòâà,

èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 3.10 íå îáëàäàåò FPP: ñîîòâåòñòâóþùèì îòîáðàæåíèåì áóäåò

a 7→ c, b 7→ c, g 7→ k, k 7→ g.

×.ó. ìíîæåñòâî àâòîìîðôíî, åñëè íàéä¼òñÿ åãî àâòîìîðôèçì, íå èìåþùèé îò íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê. Íàïðèìåð, ÷. ó. ìíîæåñòâî, èçîáðàæ¼ííîå íà ðèñ. 3.11 íå àâòîìîðôíî è

íå îáëàäàåò FPP. Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå a 7→ b, b 7→ a, c 7→ a, d 7→ e, e 7→ d íå èìå-

åò ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê, à íå-àâòîìîðôíîñòü äàííîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà ñëåäóåò èç òîãî,

7 àíãë. �xed point property
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÷òî îíî èìååò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò � c � ñîäåðæàùèéñÿ â òî÷íîñòè îäíîì ýëåìåí-

òå, è ïîýòîìó îí c äîëæåí áûòü ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé ëþáîãî àâòîìîðôèçìà. Íèêàêîé

õàðàêòåðèçàöèè àâòîìîðôíûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ òàêæå íåèçâåñòíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàæíûå ïîíÿòèÿ ïîðÿäêîâîãî èäåàëà è ôèëüòðà ÷. ó. ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.11. Ïóñòü ⟨P, ⊑⟩ � ÷. ó. ìíîæåñòâî. Ïîäìíîæåñòâî I ýëåìåíòîâ P
íàçûâàåòñÿ åãî ïîðÿäêîâûì èäåàëîì, åñëè{

x ∈ I
y ⊑ x

⇒ y ∈ I.

Ïîäìíîæåñòâî F ýëåìåíòîâ P íàçûâàåòñÿ åãî ïîðÿäêîâûì ôèëüòðîì èëè äâîé-
ñòâåííûì ïîðÿäêîâûì èäåàëîì, åñëè{

x ∈ F
x ⊑ y

⇒ y ∈ F.

Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäêîâûå èäåàëû ÷. ó. ìíîæåñòâà ñóòü òàêèå åãî ïîäìíîæåñòâà,

êîòîðûå âìåñòå ñ êàæäûì ñâîèì ýëåìåíòîì ñîäåðæàò âñå ýëåìåíòû, ïðåäøåñòâóþùèå

åìó. Äâîéñòâåííî, ïîðÿäêîâûå ôèëüòðû ÷. ó. ìíîæåñòâà ñóòü òàêèå åãî ïîäìíîæåñòâà,

êîòîðûå âìåñòå ñ êàæäûì ñâîèì ýëåìåíòîì ñîäåðæàò âñå ýëåìåíòû, ñëåäóþùèå çà íèì.

Ïîðÿäêîâûå èäåàëû [ôèëüòðû ] íàçûâàþò òàêæå ïîëóèäåàëàìè èëè íèæíèìè ìíîæå-

ñòâàìè [ïîëóôèëüòðàìè, âåðõíèìè ìíîæåñòâàìè ]. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, åñëè P �

÷. ó. ìíîæåñòâî, òî ∅ è âñ¼ P ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, åãî ïîðÿäêîâûì èäåàëîì è

ôèëüòðîì.

ßñíî, ÷òî îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ åñòü ïîðÿäêîâûé èäåàë.

Î÷åâèäíî, x▽ è x△ äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ÷. ó. ìíîæåñòâà P ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêîâû-

ìè èäåàëîì è ôèëüòðîì ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèå èäåàëû è ôèëüòðû íàçûâàþò ãëàâíûìè.

Ïîñëåäíèé ïóíêò òåîðåìû 3.9 ãîâîðèò î ìîíîòîííîñòè è àíòèìîíîòîííîñòè îïåðàöèé âçÿ-

òèÿ ñîîòâåòñòâåííî ãëàâíîãî èäåàëà è ãëàâíîãî ôèëüòðà. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

J(x) = x▽.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷. ó. ìíîæåñòâà P , óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ-

÷åíèþ, îáðàçóåò ÷. ó. ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü J(P ). Íàïðèìåð, åñëè

P = n, ò.å. ÿâëÿåòñÿ n-ýëåìåíòíîé öåïüþ, òî J(n) ∼= (n+ 1) (ïðè÷èíà çàêëþ÷åíèÿ

n+ 1 â ñêîáêè áóäåò ÿñíà èç äàëüíåéøåãî). Â äðóãîì êðàéíåì ñëó÷àå, åñëè P � n-

ýëåìåíòíàÿ àíòèöåïü, òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî â P åñòü åãî ïîðÿäêîâûé èäåàë, J(P )
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áóäåò áóëåàíîì P è J(P ) ∼= Bn. Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî J(P ♯) = J ♯(P ).

Ñîâîêóïíîñòü
∪
x∈P

J(x) âñåõ ãëàâíûõ ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷. ó. ìíîæåñòâà P , óïî-

ðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ, â ñâîþ î÷åðåäü îáðàçóåò ÷. ó. ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü J0(P ). Ïîíÿòíî, ÷òî J0(P ) îáðàçóåò ÷.ó. ïîäìíîæåñòâî J(P ).

Òåîðåìà 3.10 (î ïðåäñòàâëåíèè ÷. ó. ìíîæåñòâ). Ëþáîå ÷. ó. ìíîæåñòâî P èçî-
ìîðôíî J0(P ) è, ñëåäîâàòåëüíî, áûòü âëîæåíî â áóëåàí ïîäõîäÿùåãî ìíîæåñòâà, óïî-
ðÿäî÷åííûé ïî âêëþ÷åíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ⟨P, ⊑⟩ � ÷. ó. ìíîæåñòâî. Äîêàæåì, ÷òî φ(x) = x▽ áóäåò èçî-

ìîðôèçìîì ìåæäó P è J0(P ).

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî φ � áèåêöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

φ(x) = φ(y) ⇔ (x▽ = y▽) ⇔ (x ∈ y▽) N (y ∈ x▽) ⇔ (x ⊑ y) N (y ⊑ x) ⇔ x = y ,

ò.å. φ � âëîæåíèå. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîìó ãëàâíîìó èäåàëó x▽ ñîîòâåòñòâóåò

ïîðîæäàþùèé åãî ýëåìåíò x è ïîýòîìó φ � íàëîæåíèå.

Èçîòîííîñòü è îáðàòíàÿ èçîòîííîñòü φ óñòàíàâëèâàåòñÿ ï. 7) òåîðåìû 3.9:

x ⊑ y ⇔ x▽ ⊆ y▽ ⇔ φ(x) ⊆ φ(y) .

Òàêèì îáðàçîì, P ∼= J0(P )
id
↪→ J(P )

id
↪→ P(P ). �

Çàìåòèì, ÷òî óñòàíîâëåííûé èçîìîðôèçì P
x▽∼= J0(P ) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêà-

çàòåëüñòâàõ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ÷. ó. ìíîæåñòââ.

Ïîä÷åðêí¼ì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó åãî àíèòöåïÿìè è ïîðÿäêîâû-

ìè èäåàëàìè êîíå÷íîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî M

ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ èäåàëà I åñòü àíòèöåïü (âîçìîæíî, òðèâèàëüíàÿ), à ñ äðóãîé �

I =
∪
a∈M a▽. Åñëè íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî A ÷. ó. ìíîæåñòâà è åãî èäåàë I ñâÿçàíû òà-

êèì ñîîòíîøåíèåì, òî ãîâîðÿò, ÷òî A ïîðîæäàåò I. Â ñëó÷àå A = {a1, . . . , ak} ïèøóò

I = ⟨a1, . . . , ak⟩ è ãîâîðÿò, ÷òî èäåàë I êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé. ßñíî, ÷òî J(a) = ⟨a⟩.

Ïðèìåð 3.11. Íà ðèñ. 3.12 ïîêàçàíû äèàãðàììû ÷åòûð¼õýëåìåíòíîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà P
è ìíîæåñòâà åãî ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ J(P ) = {∅, {a} = ⟨a⟩, {b} = ⟨b⟩, {a, b} = ⟨a, b⟩,
{c, b} = ⟨c⟩, {a, b, c} = ⟨a, c⟩, {a, b, c, d} = ⟨d⟩ }. Ìíîæåñòâî J0(P ) âûäåëåíî æèðíûì
øðèôòîì è èçîìîðôèçì P ∼= J0(P ) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Êàæäîìó ïîðÿäêîâîìó èäåàëó
èç J(P ) ñîîòâåòñòâóåò àíòèöåïü P , åãî ïîðîæäàþùàÿ.

Òåîðåìà 3.11. Åñëè P � ÷. ó. ìíîæåñòâî, òî J(P ) � ãðàäóèðîâàííîå ÷. ó. ìíîæåñòâî
ðàíãà n, ïðè÷¼ì, åñëè ρ(I) � ðàíã èäåàëà I ∈ J(P ), òî ρ(I) = |I|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïîðÿäêîâûå èäåàëû, ÿâëÿþ-

ùèåñÿ íàäìíîæåñòâàìè äàííîãî èäåàëà I ñóòü èäåàëû âèäà I ∪{x}, ãäå x � ìèíèìàëü-

íûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà P r I. �
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Ðèñ. 3.12. ×.ó. ìíîæåñòâà P è J(P ) (ïîäìíîæåñòâî J0(P ) âûäåëåíî)

3.4 Îïåðàöèè íàä ÷. ó. ìíîæåñòâàìè

Äëÿ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé ìîæíî ââîäèòü ðàçëè÷íûå îïåðàöèè. Ìû áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü òîëüêî îïåðàöèè íàä êîíå÷íûìè ÷. ó. ìíîæåñòâàìè.

Ïðèñîåäèíåíèå óíèâåðñàëüíûõ ãðàíåé. P̂ � ÷. ó. ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå èç P

ïðèñîåäèíåíèåì óíèâåðñàëüíûõ ãðàíåé o è/èëè ι, åñëè P ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà

íå ñîäåðæèò.

Äâîéñòâåííîñòü. Åñëè P � ÷. ó. ìíîæåñòâî ñ ïîðÿäêîì ⊑, òî ÷. ó. ìíîæåñòâî ñ òåì
æå íîñèòåëåì è ïîðÿäêîì ⊒ íàçîâ¼ì äóàëüíûì èëè äâîéñòâåííûì ê P è îáîçíà÷èì

P ♯.

Äèàãðàììà Õàññå ìíîæåñòâà P ♯ åñòü äèàãðàììà ÷. ó. ìíîæåñòâà P ïåðåâ¼ðíóòàÿ

�ââåðõ íîãàìè�, ïðè ýòîì äèàãðàììû ñàìîäâîéñòâåííûõ ìíîæåñòâ íå èçìåíÿòñÿ.

Åñëè P ∼= P ♯, òî ÷. ó. ìíîæåñòâî P íàçûâàþò ñàìîäâîéñòâåííûì. Ïîêàçàííûå

íà ðèñ. 3.13 ÷. ó. ìíîæåñòâà íàçûâàþò çèãçàãàìè èëè çàáîðàìè; äâà ïåðâûå ÷. ó. ìíî-

æåñòâà äâîéñòâåííû äðóã äðóãó, à ïîñëåäíåå � ñàìîäâîéñòâåííî.

Íà ðèñ. 3.14 ïîêàçàíû äèàãðàììû ñàìîäâîéñòâåííûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ.

ßñíî, ÷òî ê ÷. ó. ìíîæåñòâàì ïðèìåíèì ñëåäóþùèé

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè (äëÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ). Ëþáîå óòâåðæäå-
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Ðèñ. 3.13. Äèàãðàììû Õàññå çèãçàãîâ
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Ðèñ. 3.14. Ïÿòèýëåìåíòíûå ñàìîäâîéñòâåííûå ÷. ó. ìíîæåñòâà

íèå, èñòèííîå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ÷. ó. ìíîæåñòâà, îñòà¼òñÿ òàêîâûì â
÷. ó. ìíîæåñòâå, äóàëüíîì ê íåìó.

Ïåðåñå÷åíèå. Ïóñòü ⟨P, ⊑1 ⟩ è ⟨P, ⊑2 ⟩ � äâà ÷. ó. ìíîæåñòâà, èìåþùèå îáùèé íîñè-

òåëü. Ïåðåñå÷åíèåì ýòèõ ÷. ó. ìíîæåñòâ áóäåò ÷. ó. ìíîæåñòâî ⟨P, ⊑⟩ ñ òåì æå íîñèòåëåì

P è ïîðÿäêîì ⊑=⊑1 ∩ ⊑2 . Ïðè ïîñòðîåíèè äèàãðàììû ÷. ó. ìíîæåñòâà ⟨P, ⊑1 ∩ ⊑2 ⟩
âåðøèíó x ðèñóþò íèæå âåðøèíû y è ñîåäèíÿþò èõ îòðåçêîì, åñëè y ïîêðûâàåò x êàê

ïî ⊑1, òàê è ïî ⊑2; ïðèìåð ñì. íà ðèñ. 3.15.
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Ðèñ. 3.15. Ïåðåñå÷åíèå ÷. ó. ìíîæåñòâ

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà ÷. ó. ìíîæåñòâ ìîãóò íå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè. Íàïðè-

ìåð, ýòî îòíîñèòñÿ ê ñâîéñòâó ¾áûòü ëèíåéíûì ïîðÿäêîì¿: ïóñòü P � öåïü, òîãäà P ♯ �
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òàêæå öåïü, à P ∩ P ♯ � òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

Ïðÿìàÿ ñóììà. Åñëè ⟨P, ⊑P ⟩ è ⟨Q, ⊑Q ⟩ � äâà ÷. ó. ìíîæåñòâà ñ íåïåðåñåêàþùèìè-

ñÿ íîñèòåëÿìè, òî èõ ïðÿìîé èëè êàðäèíàëüíîé ñóììîé P + Q íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

P ∪Q ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì ⊑ òàêèì, ÷òî x ⊑ y êîãäà ëèáî x ⊑P y, ëèáî x ⊑Q y.
Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

P +Q ∼= P +R ⇒ Q ∼= R è (P +Q) ♯ ∼= P ♯ +R ♯ .

Ïðÿìàÿ ñóììà n ýêçåìïëÿðîâ ÷. ó. ìíîæåñòâ P îáîçíà÷àåòñÿ nP . n-ýëåìåíòíàÿ àí-

òèöåïü èçîìîðôíà n1.

Äèàãðàììà ïðÿìîé ñóììû ñîñòîèò èç äâóõ äèàãðàìì ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷. ó. ìíîæåñòâ,

ðàññìàòðèâàåìûõ êàê åäèíàÿ äèàãðàììà. ×.ó. ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ïðÿìîé ñóììîé

íåêîòîðûõ äâóõ äðóãèõ ÷. ó. ìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì. Ïðÿìóþ ñóììó äâóõ öåïåé

íàçûâàþò áèöåïüþ.

Ïàðàëëåëüíàÿ êîìïîçèöèÿ. Åñëè P è Q � ÷. ó. ìíîæåñòâà, òî P∥Q = P̂ +Q �

èõ ïàðàëëåëüíàÿ êîìïîçèöèÿ. Ñõåìà äèàãðàììû P∥Q ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.16.

ι
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Ðèñ. 3.16. Ñõåìà äèàãðàììû ïàðàëëåëüíîé êîìïîçèöèè ÷. ó. ìíîæåñòâ P è Q

Ïîíÿòíî, ÷òî îïåðàöèÿ ïàðàëëåëüíîé êîìïîçèöèè êîììóòàòèâíà, íî íå àññîöèàòèâíà.

Ïîðÿäêîâàÿ ñóììà. Åñëè ⟨P, ⊑P ⟩ è ⟨Q, ⊑Q ⟩ � òàêæå äâà ÷. ó. ìíîæåñòâà ñ íåïåðå-

ñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè, òî èõ ïîðÿäêîâîé èëè îðäèíàëüíîé ñóììîé8 P⊕Q íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî P ∪Q ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì ⊑ òàêèì, ÷òî x ⊑ y êîãäà ëèáî x ⊑P y, ëèáî
x ⊑Q y, ëèáî x ∈ P è y ∈ Q.

Ïîíÿòíî, ÷òî îïåðàöèÿ ïîðÿäêîâîé ñóììû àññîöèàòèâíà, íî íå êîììóòàòèâíà. Öåïü

èçîìîðôíà 1⊕ . . .⊕ 1 ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëîì ñèìâîëîâ 1.

Äèàãðàììà ïîðÿäêîâîé ñóììû P⊕Q ñîñòîèò èç äèàãðàìì ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷. ó. ìíî-

æåñòâ, ïðè÷¼ì äèàãðàììà P ðàñïîëàãàåòñÿ ïîä äèàãðàììîé Q, è â êîòîðîé äîáàâëåíû

8 Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äëÿ ïîðÿäêîâîé ñóììû òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ òåðìèí series composition,
ïðè÷¼ì äëÿ íå¼ è äëÿ äðóãèõ îïåðàöèé íàä ÷. ó. ìíîæåñòâàìè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ è íàçâàíèÿ,
îòëè÷íûå îò ââåä¼ííûõ â òóò [96].
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îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû P ñ ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè Q (êîð-

ðåêòíîñòü òàêîãî ïîñòðîåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé 3.4). ßñíî, ÷òî m ⊕ n = m+ n.

Íà ðèñ. 3.17 ïîêàçàíà ïîðÿäêîâàÿ ñóììà äâóõ çèãçàãîâ èç ÷åòûð¼õ è òð¼õ ýëåìåíòîâ.

◦

◦ ◦

◦ ◦

◦ ◦

�
�

�

[
[
[



A
A
A

A
A
A
AA


Ðèñ. 3.17. Ïîðÿäêîâàÿ ñóììà Z4 ⊕ Z3

×.ó. ìíîæåñòâî, íå ïðåäñòàâèìîå â âèäå êàðäèíàëüíîé [ îðäèíàëüíîé ] ñóììû ñâîèõ

ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ êàðäèíàëüíî [ îðäèíàëüíî ] íåðàçëîæèìûì.

Òåîðåìà 3.12. Âñÿêîå ÷. ó. ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êàðäèíàëüíîé ñóììîé ñâîèõ êàðäè-
íàëüíî íåðàçëîæèìûõ ïîäìíîæåñòâ.

Âåðíà òàêæå àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ îðäèíàëüíîé ñóììû (äîêàçàòåëüñòâî îáåèõ

òåîðåì èìååòñÿ â [47]).

×.ó. êàðäèíàëüíî è/èëè îðäèíàëüíî ðàçëîæèìûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíûìè ÷. ó. ìíîæåñòâàìè. Ýòî ìèíèìàëüíûé êëàññ ÷. ó. ìíî-

æåñòâ, âêëþ÷àþùèé 1 è çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïðÿìîé è ïîðÿäêîâîé

ñóìì.

×.ó. ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå â êà÷åñòâå ÷.ó. ïîäìíîæåñòâà, èçîìîðôíîãî N , ïî-

êàçàííîãî íà ðèñ. 3.13, íàçûâàþò N-ñâîáîäíûì. Åñëè äâà ÷. ó. ìíîæåñòâà N -ñâîáîäíû,

òî, î÷åâèäíî, è èõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíàÿ êîìïîçèöèÿ N -ñâîáîäíà. Ïðè ýòîì

ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíûå ÷. ó. ìíîæåñòâà � â òî÷íîñòè âñå êîíå÷íûå N -ñâîáîäíûå

ïîðÿäêè.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ñóììà. Ïóñòü ⟨P, ⊑P ⟩ � ÷. ó. ìíîæåñòâî, êàæäîìó ýëåìåíòó x êî-

òîðîãî ñîïîñòàâëåíî ÷. ó. ìíîæåñòâî ⟨Qx, ⊑x ⟩. Ñåìåéñòâî âñåõ ÷. ó. ìíîæåñòâ Qx, èíäåê-

ñèðîâàííûõ ýëåìåíòàìè P , îáîçíà÷èì F .
Óïîðÿäî÷åííàÿ (ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé) ñóììîé

∑
P Qx ñåìåéñòâà ÷. ó. ìíîæåñòâ

F íàä ÷. ó. ìíîæåñòâîì ⟨P, ⊑P ⟩ íàçûâàåòñÿ ÷. ó. ìíîæåñòâî ⟨R, ⊑⟩, ñ íîñèòåëåì

R = { (x, q) | x ∈ P, q ∈ Qx } è ïîðÿäêîì íà í¼ì, çàäàâàåìûì ñîîòíîøåíèåì

(x, q) ⊑ (x ′, q ′), åñëè ëèáî x @P x
′, ëèáî x = x ′ è q ⊑x q ′.
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Åñëè âñå Qx, x ∈ P ñóòü êîïèè îäíîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà Q, òî ãîâîðÿò ïðîèçâåäåíèè

ìíîæåñòâ Q · P .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü äèàãðàììó óïîðÿäî÷åííîé ñóììû

∑
P Qp

1) ñòðîÿò äèàãðàììó ÷. ó. ìíîæåñòâà P ;

2) îòáðàñûâàþò îòðåçêè ìåæäó ýëåìåíòàìè P ;

3) çàìåíÿþò êàæäûé ýëåìåíò x ∈ P äèàãðàììîé Qx;

4) ñîåäèíÿþò îòðåçêàìè âñå ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû Qx ñî âñåìè ìèíèìàëüíûìè ýëå-

ìåíòàìè Qy, åñëè x íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò y â P .

Íà ðèñ. 3.18 ïðèâåäåíû ÷. ó. ìíîæåñòâî P = { a, b, c }, ñåìåéñòâî F = {Qa, Qb, Qc }
÷. ó. ìíîæåñòâ, èíäåêñèðîâàííûõ ýëåìåíòàìè P è óïîðÿäî÷åííàÿ ñóììà ñåìåéñòâà F
íàä P .

b u v y by

a c w x z bx

au av cz

aw

P Qa Qb Qc

∑
P
Qp

[
[
[[

[
[
[[

�
�

��

[
[
[[

[
[
[[

Ðèñ. 3.18. ×.ó. ìíîæåñòâî P , ñåìåéñòâî ÷. ó. ìíîæåñòâ F = {Qa, Qb, Qc}, èíäåêñèðîâàííûõ
ýëåìåíòàìè P è ëåêñèêîãðàôè÷åñêàÿ ñóììà

∑
P Qp.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ñóììà
∑

P Qp òðèâèàëüíà, åñëè ÷. ó. ìíîæåñòâî P èëè âñå ìíîæå-

ñòâà ñåìåéñòâà F îäíîýëåìåíòíû. Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
∑

P Qp èçîìîðôíî ëèáî

åäèíñòâåííîìó Q, ëèáî P . ×.ó. ìíîæåñòâî ðàçëîæèìî â óïîðÿäî÷åííóþ ñóììó, åñëè

îíî èçîìîðôíî íåêîòîðîé íåòðèâèàëüíîé óïîðÿäî÷åííîé ñóììå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî

íåðàçëîæèìî â óïîðÿäî÷åííóþ ñóììó.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàðäèíàëüíàÿ (ïðÿìàÿ) è îðäèíàëüíàÿ (ïîðÿäêîâàÿ) ñóììû ÿâëÿ-

þòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïîðÿäêîâîé ñóììû
∑

P Qx : ïåðâàÿ èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè P

� òðèâèàëüíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, à âòîðàÿ, åñëè P � öåïü.
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Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå. Åñëè ⟨P, ⊑P ⟩ è ⟨Q, ⊑Q ⟩ � äâà ÷. ó. ìíîæåñòâà, òî èõ ïðÿ-

ìûì èëè äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî P ×Q ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿä-

êîì ⊑ òàêèì, ÷òî (p, q) ⊑ (p ′, q ′) òîëüêî êîãäà p ⊑P p ′ è q ⊑Q q ′.

Åñëè ÷. ó. ìíîæåñòâà P è Q ãðàäóèðîâàíû è èõ ðàíãîâûå ôóíêöèè ñóòü ρP è ρQ, òî

èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òàêæå ãðàäóèðîâàíî. Ïðè ýòîì

� ðàíã ýëåìåíòà x = (x1, x2) åñòü ρ(x) = ρP (x1) + ρQ(x2);

� äëÿ ÷èñåë Óèòíè Wk ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Wk(P × Q) =
∑

iWi(P )Wk−i(Q).

Îòñþäà ñëåäóåò è èçâåñòíîå ðàâåíñòâî Wk(2
n) =

(
n
k

)
.

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ ÷. ó. ìíîæåñòâ P îáîçíà÷àþò P n. Ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ

P ×R ∼= Q×R ⇒ P ∼= Q , îòêóäà P n ∼= Qn ⇒ P ∼= Q ,

(P ×Q) ♯ ∼= P ♯ ×Q ♯ .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü äèàãðàììó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷. ó. ìíîæåñòâ P è Q

1) ñòðîÿò äèàãðàììó ÷. ó. ìíîæåñòâà P ;

2) îòáðàñûâàþò îòðåçêè ìåæäó ýëåìåíòàìè P ;

3) çàìåíÿþò êàæäûé ýëåìåíò x ∈ P êîïèåé Qx äèàãðàììû Q;

4) ñîåäèíÿþò îòðåçêàìè êîïèè ýëåìåíòîâ èç Q â Qx è Qy, åñëè x íåïîñðåäñòâåííî

ïðåäøåñòâóåò y â P .

Íà ðèñ. 3.19 ïîêàçàíî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òð¼õ- è ÷åòûð¼õýëåìåíòíîãî çèãçàãîâ.

◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦

A
A

A
A
A
A

AA

[
[
[



A
A

A
A
A
A

AA
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[
[

A
A

A
A
A
A

AA



A
A

A
A
A
A

AA



[
[
[

Ðèñ. 3.19. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Z3 × Z4

Çàìåòèì, ÷òî äèàãðàììû èçîìîðôíûõ ìíîæåñòâ P × Q è Q × P îáû÷íî âûãëÿäÿò ñî-

âåðøåííî íå ïîõîæèìè äðóã íà äðóãà.

Ïðèìåð 3.12. 1. J(P +Q) ∼= J(P )× J(Q). Â ÷àñòíîñòè, Bn ∼= J(n1) ∼= 2n, ÷òî óæå
îòìå÷àëîñü âûøå.

2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [0, m] � öåïü [0, 1 . . . , m]. Òîãäà D(N) ∼= [0,m1] × . . . × [0,mk],
åñëè N = pm1

1 · . . . · p
mk
k � ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå N .
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⟨c, 1⟩

⟨c, 0⟩ ⟨b, 1⟩

⟨c⟩ ⟨b, 0⟩ ⟨a, 1⟩

⟨b⟩ ⟨a, 0⟩ ⟨1⟩

⟨a⟩ ⟨0⟩

∅

�
�

��

[
[
[[

�
�

��

[
[
[[

�
�

��

[
[
[[

[
[
[[

�
�

��

[
[
[[

�
�

��

[
[
[[

[
[
[[

�
�

��

[
[
[[

�
�

��

[
[
[[

�
�

��

Ðèñ. 3.20. J([ a, b, c ] + [ 0, 1 ])

3. J(m1+ . . .+mk) = (m1 + 1)× . . .× (mk + 1). Êàê èëëþñòðàöèÿ, íà ðèñ. 3.20 ïðåä-
ñòàâëåíà äèàãðàììà ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ïðÿìîé ñóììû òð¼õ- è äâóõ-ýëåìåíòíûõ
öåïåé.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâà ÷. ó. ìíîæåñòâà îáëàäàþò LYM-ñâîéñòâîì, òî èõ ïðÿìîå ïðî-

èçâåäåíèå ýòèì ñâîéñòâîì ìîæåò è íå îáëàäàòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñâîéñòâî Øïåðíåðà

ïðè ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ñîõðàíÿåòñÿ.

Òåîðåìà 3.13 (Îðå [37]). Êàæäûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê èçîìîðôåí íåêîòîðîìó ïîäìíî-
æåñòâó äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ öåïåé.

Îïðåäåëåíèå 3.12. Ìóëüòèïëèêàòèâíîé ðàçìåðíîñòüþ ÷. ó. ìíîæåñòâà P íàçû-
âàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî k ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ Ci òàêèõ, ñóùåñòâóåò âëîæåíèå
P ↪→ C1 × . . .× Ck.

Ñòåïåíü. Åñëè ⟨P, ⊑P ⟩ è ⟨Q, ⊑Q ⟩ � äâà ÷. ó. ìíîæåñòâà, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç QP

ìíîæåñòâî âñåõ èçîòîííûõ îòîáðàæåíèé èç P â Q. Ââåä¼ì íà QP ïîðÿäîê ⊑, ïîëîæèâ
f ⊑ g äëÿ f, g ∈ QP , åñëè f(x) ⊑Q g(x) äëÿ âñåõ x ∈ P . Òàêèì îáðàçîì, ⟨QP , ⊑⟩ åñòü
÷. ó. ìíîæåñòâî.

Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

2n ∼= (n+ 1) (3.5)
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(ìû çàêëþ÷àåì n+ 1 â ñêîáêè, ÷òîáû îòëè÷èòü n+1-ýëåìåíòíóþ öåïü îò ïðÿìîé ñóììû

n-ýëåìåíòíîé öåïè è òðèâèàëüíîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà).

Íà ðèñ. 3.21 ïîêàçàíî ÷. ó. ìíîæåñòâî ZZ3
4 , ãäå âûäåëåííîìó ýëåìåíòó • ñîîòâåòñòâóåò

îòîáðàæåíèå f : Z3 → Z4 òàêîå, ÷òî f(x1) = f(x3) = y3, f(x2) = y4 (ñì. ðèñ. 3.13).

◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
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◦ ◦
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Ðèñ. 3.21. Ñòåïåíü ZZ3
4

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåòðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà P è ïðîèç-

âîëüíûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ Q è R

RP ∼= RQ ⇒ P ∼= Q , (QP ) ♯ ∼= (Q ♯)P
♯

.

Ã. Áèðêãîô ïðåäïîëîæèë, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâî

PR ∼= QR ⇒ P ∼= Q

(ò.í. �ïðåäïîëîæåíèå îá ýêñïîíåíöèàëüíîì ñîêðàùåíèè�), îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî

ñîîòíîøåíèÿ äî ñèõ ïîð íå íàéäåíî.

Ðàññìàòðèâàþò è äðóãèå îïåðàöèè íàä ÷. ó. ìíîæåñòâàìè, íî ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðèâå-

ä¼ííûìè.

Ìîæíî óáåäèòüñÿ [6], ÷òî äëÿ ââåä¼ííûõ âûøå îïåðàöèé +, × íàä ÷. ó. ìíîæåñòâà-

ìè âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè, êîììóòàòèâíîñòè (äëÿ × � ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà), ïåðâûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí

P × (Q+R) ∼= (P ×Q) + (P ×R)

è äëÿ ñòåïåíè � ñîîòíîøåíèÿ

RP+Q ∼= RP ×RQ, (PQ)R ∼= PQ×R, (P ×Q)R ∼= PR ×QR.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå ñóììû ñóùåñòâóþò. Òàêæå ñïðàâåä-
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ëèâû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ¾åäèíèöû¿ 1 :

1× P ∼= P , 1P ∼= 1 .

Óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ, âìåñòå ñ ïðèâåä¼ííûìè âûøå ïðè îïðåäåëåíèè îïåðàöèé, íà-

çûâàþòñÿ ïðàâèëàìè àðèôìåòèêè êàðäèíàëîâ. Â ÷àñòíîñòè, â íåé ñïðàâåäëèâî (ñì. (3.5) )

âàæíîå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ñîîòíîøåíèå

nP ∼=
(
2n−1

)P ∼= 2P×(n−1) .

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî êëàññ âñåõ íåðàçëîæèìûõ â ïðÿìóþ ñóììó èëè ïðîèçâåäåíèå

÷. ó. ìíîæåñòâ òàêæå íåîáîçðèì, êàê è âñåõ èñõîäíûõ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå ñîâîêóï-

íîñòè ÷. ó. ìíîæåñòââ â âèäå ÀÑ ñ îïåðàöèÿìè + è × íå ðåøàåò ïðîáëåìû èõ ¾õîðîøåãî¿

îïèñàíèÿ. Îäíàêî ýòè è ïðî÷èå îïèñàííûå îïåðàöèè ïîëåçíû ïðè ïîñòðîåíèè ÷. ó. ìíî-

æåñòâ ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Âïåðâûå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè ðàññìàòðèâàëèñü â êëàññè÷åñêèõ ìîíîãðàôèÿõ

À.Í. Óàéòõåäà è Á. Ðàññåëà ¾Îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿ (â 3-õ òîìàõ, 1910, 1912 è 1913 ãã.)

è Ô. Õàóñäîðôà ¾Òåîðèÿ ìíîæåñòâ¿ (äâà ñèëüíî îòëè÷àþùèõñÿ èçäàíèÿ 1914 è 1927 ãã.).

3.5 Ëèíåàðèçàöèÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ öåïåé. Îñ-

íîâíîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.14 (ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà9). Ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ìî-
æåò áûòü ïðîäîëæåí äî ëèíåéíîãî íà òîì æå ìíîæåñòâå. Êàæäûé ïîðÿäîê åñòü
ïåðåñå÷åíèå âñåõ ñâîèõ ëèíåéíûõ ïðîäîëæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî (äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ). Ïóñòü ⟨M, ⊑⟩ � ÷. ó. ìíîæåñòâî. Ïîñòðîèì ëè-

íåéíûé ïîðÿäîê 6, ñîäåðæàùèé äàííûé ÷àñòè÷íûé.
Ïî óñëîâèþ M � íå öåïü, è çíà÷èò â M íàéäóòñÿ íåñðàâíèìûå ýëåìåíòû a è b.

Ïðîèçâîëüíî îïðåäåëèì ïîðÿäîê íà íèõ. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì, íàïðèìåð, a 6 b.

Äàëåå äëÿ âñåõ x ⊑ a è b ⊑ y ïîëàãàåì x 6 y. Åñëè ⟨M, 6 ⟩ åù¼ íå öåïü, òî âûáåðåì
íîâóþ ïàðó íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ è ïîñòóïàåì, êàê óêàçàíî âûøå. ×åðåç êîíå÷íîå

÷èñëî øàãîâ ïîëó÷àåì ëèíåéíûé ïîðÿäîê.

Ïîñêîëüêó âîçìîæåí ðàçëè÷íûé âûáîð ïàð íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ a è b è ïðè

êàæäîì âûáîðå ìîæíî ïîëàãàòü êàê a 6 b, òàê è b 6 a, òî äåéñòâóÿ óêàçàííûì îáðàçîì

ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå ïðîäîëæåíèÿ èñõîäíîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ⊑
äî ëèíåéíîãî 6 (ò.å. åñëè x ⊑ y, òî è x 6 y).

Ïåðåñå÷åíèå âñåõ òàêèõ öåïåé äàñò èñõîäíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

x ⊑ y, òî àíàëîãè÷íîå ñëåäîâàíèå áóäåò è âî âñåõ ïîëó÷åííûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêàõ, à ïðè

9 àíãë. order-extension principle
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íåñðàâíèìûõ x è y âñåãäà íàéä¼òñÿ ïàðà öåïåé ñ ïðîòèâîïîëîæíûì èõ ñëåäîâàíèåì,

÷òî â ïåðåñå÷åíèè öåïåé è äàñò íåñðàâíèìîñòü ýòèõ ýëåìåíòîâ. �

Äëÿ ñ÷åòíî-áåñêîíå÷íîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìå-

òîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Î îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ10

ìîæåò îïèðàòüñÿ íà àêñèîìó âûáîðà â ôîðìå ëåììû Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà èëè òðàíñ-

ôèíèòíóþ èíäóêöèþ (ñì. íèæå) [37]. Â ñîâðåìåííîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ

ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà èãðàåò ðîëü, ñîïîñòàâèìóþ ñ àêñèîìîé âûáîðà.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå îòíîøåíèå áåç öèêëîâ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ëèíåé-

íîãî ïîðÿäêà. Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïîèñê òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòââ,

çàäàííûõ ïàðàìè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì âåðøèí â òåîðåòè÷åñêîì

ïðîãðàììèðîâàíèè íàçûâàþò ¾òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêîé¿11. Èçâåñòíû àëãîðèòìû, ðå-

øàþùèå äàííóþ çàäà÷ó çà ëèíåéíîå âðåìÿ [66].

Ïðèìåð 3.13. Ñ÷¼òíî-áåñêîíå÷íûå ÷. ó. ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî íèæíèå êîíóñû ëþáûõ ýëå-
ìåíòîâ êîíå÷íû, íàçûâàåòñÿ êàçóàëüíûìè. Ïðèìåðàìè êàçóàëüíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ
íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì èëè óïîðÿäî÷åííûå äåëèìîñòüþ. Íà ïðèìå-
ðå ⟨N, | ⟩ ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü íåêîòîðîå ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå êàçóàëüíîãî ìíîæå-
ñòâà: ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì áóäåò 1, çàòåì â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå íà êàæäîì øàãå
ðàñïîëàãàåì âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ïîòîì â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå � âñå ÷èñëà, ïðåäñòàâè-
ìûå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðîñòûõ, òð¼õ ïðîñòûõ è ò.ä.

Ïóñòü M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è 61, . . . , 6n � íåêîòîðûå ëèíåéíûå ïîðÿäêè íà

í¼ì. Òîãäà íà M îïðåäåë¼í ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ⊑ ïî ïðàâèëó

x ⊑ y ⇔
n

&
i=1

(x 6i y)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈M . Ïîíÿòíî, ÷òî ⟨M, ⊑⟩ = ⟨M,
n∩
i=1

6i ⟩.

Ëèíåéíûé ïîðÿäîê 6, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ äàííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ⊑ (ò.å. ⊑⊆6)
íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå íàçûâàþò ëèíåàðèçàöèåé èëè ëèíåéíûì ïðîäîëæåíèåì (ðàñøè-

ðåíèåì) èñõîäíîãî ïîðÿäêà. Èç ïðèìåðà 3.13 ñëåäóåò ïðîñòîé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íåêî-

òîðîé ëèíåàðèçàöèè (òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè) êîíå÷íîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà P : âûäåëÿ-

åì ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ P è ëèíåéíî óïîðÿäî÷èâàåì åãî ïðîèçâîëüíîì

îáðàçîì, çàòåì èñêëþ÷àåì ýòî ìíîæåñòâî èç P , îáðàçóÿ åãî ÷.ó. ïîäìíîæåñòâî, â êîòîðîì

âíîâü âûäåëÿåì ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû, ïðîèçâîëüíî ëèíåéíî óïîðÿäî÷èâàåì èõ è ò.ä.

Îäíàêî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ëèíåàðèçàöèè, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òàêèì ñïîñî-

áîì: òàêîâà, íàïðèìåð, ëèíåàðèçàöèÿ [y3, y4, y1, y2] çèãçàãà Z4, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 3.13.

Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âñåõ ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé ÷. ó. ìíîæåñòâà îïèñà-

íû â ñòàòüÿõ [88] (çäåñü ïðèâåä¼í òàêæå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âñåõ ïîðÿäêîâ, èìåþùèõ

10Òåîðåìà äîêàçàíà Ýäâàðäîì Øïèëüðàéíîì (Edward Szpilrajn, ïîçäíåå îí íàçûâàë ñåáÿ Ýäâàðäîì
Ìàð÷åâñêèì, Edward Marczewski) â ðàáîòå [73] 1930 ã., îäíàêî îí óêàçûâàë, ÷òî äàííûé ôàêò ðàíåå
äîêàçàí Ñ. Áàíàõîì, Ê. Êóðàòîâñêèì è À. Òàðñêèì, íî íå áûë îïóáëèêîâàí.

11 Çàìåòèì, ÷òî äàííûé òåðìèí êðàéíå íåóäà÷åí: óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ
íè ê ñîðòèðîâêå (óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ â ñïèñêå ïî âîçðàñòàíèþ/óáûâàíèþ çíà÷åíèé êàêîãî-ëèáî
àòðèáóòà), íè ê òîïîëîãèè (ðàçäåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùèé â ñàìîì îáùåì âèäå ÿâëåíèå íåïðåðûâíîñòè).
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äàííóþ ëèíåàðèçàöèþ) è [90].

ßñíî, ÷òî åñëè {L1, L2 } è {L1, L2 } � ëèíåéíûå ðàñøèðåíèÿ ÷. ó. ìíîæåñòâ

P è Q ñîîòâåòñòâåííî, òî { [L1, L3 ], [L2, L4 ] } � ëèíåéíûå ðàñøèðåíèÿ P ⊕ Q, à

{ [L1, L3 ], [L4, L2 ] } � ëèíåéíûå ðàñøèðåíèÿ P∥Q.
×èñëî ñêà÷êîâ ÷. ó. ìíîæåñòâà åñòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàð íåñðàâíèìûõ ýëå-

ìåíòîâ (ñêà÷êîâ) â íåêîòîðîì åãî ëèíåéíîì ðàñøèðåíèè. Íàïðèìåð, â âûøåóïîìÿíóòîé

ëèíåàðèçàöèè [y3, y4, y1, y2] çèãçàãà Z4 ïðèñóòñòâóåò îäèí ñêà÷îê: ïàðà (y4, y1). Çàäà-

÷à íàõîæäåíèÿ ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ñêà÷êîâ

NP-òðóäíà. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî íàéòè â [61].

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íåîáõîäèìî ââåñòè íåêîòîðûå ÷àñòî ðàññìàòðèâàåìûå

òèïû ÷. ó. ìíîæåñòâ. ×.ó. ìíîæåñòâà ñ äèàãðàììàìè Õàññå, ÿâëÿþùèìèñÿ äâóäîëüíûìè

ãðàôàìè ñ ÷èñëàìè ýëåìåíòàìè m è n â âåðõíåé è íèæíåé äîëå ñîîòâåòñòâåííî, áó-

äåì íàçûâàòü äâóäîëüíûìè ÷. ó. ìíîæåñòâàìè. Km,n � îáîçíà÷åíèå äëÿ äâóäîëüíîãî

÷. ó. ìíîæåñòâà, ó êîòîðîãî ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ñîäåðæèò ëþáîé ìèíèìàëüíûé.

Ðàíåå óæå áûëè óêàçàíû ÷. ó. ìíîæåñòâà, íàçûâàåìûå çàáîðàìè. Îáîáùèì ýòî ïîíÿ-

òèå: çàáîðàìè (ñèìâîëè÷åñêè Zn ) áóäåì íàçûâàòü äâóäîëüíûå ÷. ó. ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå

èç n > 2 ýëåìåíòîâ {v1, . . . , vn} ñ îòíîøåíèÿìè âêëþ÷åíèÿ v2i−1 l v2i è v2i m v2i+1 (ïî-

ñëåäíåå âêëþ÷åíèå ïðè ÷¼òíîì n è i = n/2 îòñóòñòâóåò) è äâîéñòâåííûå èì. Îáû÷íî

ýëåìåíòû íèæíåé è âåðõíåé äîëåé ìíîæåñòâà Zn îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëàìè

a è b ñ èíäåêñàìè. Ìíîæåñòâà Zn èìåþò äèàãðàììû Õàññå, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñ. 3.22a),

ðèñ. 3.22b) è äâîéñòâåííûå ê ïîñëåäíåé. Åñëè â 2n-ýëåìåíòíîì çàáîðå ïðè n > 3 äîáà-

b1 . . . bk b1 . . .

a1 a2 . . . a1 a2 . . . ak

a) Z2k b) Z2k−1
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Ðèñ. 3.22. Çèãçàãè ñ ÷¼òíûì a) è íå÷¼òíûì b) ÷èñëîì ýëåìåíòîâ

âèòü óñëîâèå ¾ïîñëåäíèé ýëåìåíò ïîêðûâàåò ïåðâûé¿, òî ïîëó÷èì ÷. ó. ìíîæåñòâî, êî-

òîðîå íàçîâ¼ì ìàëîé êîðîíîé sn, äèàãðàììà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.23. Ïîíÿòíî,

◦ ◦ . . . ◦

◦ ◦ . . . ◦
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Ðèñ. 3.23. Ìàëàÿ êîðîíà sn
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÷òî êîðîíà sn èçîìîðôíà óïîðÿäî÷åííîé ïî âêëþ÷åíèþ ñîâîêóïíîñòè âñåõ îäíîýëåìåíò-

íûõ {v1}, . . . , {vn} è äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ âèäà {v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vn, v1} n-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà {v1, . . . , vn}.

Äëÿ n > 3 îïðåäåëÿþò ÷. ó. ìíîæåñòâî Sn, êîòîðîå íàçûâàþò (ïîëíîé) êîðîíîé: ýòî

2n-ýëåìåíòíîå äâóäîëüíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, ò.å. Sn = A ∪ B, ãäå A = { a1, . . . , an } �
ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ, à B = { b1, . . . , bn } � ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Ïîðÿäîê ⊑ íà Sn çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ýëåìåíòîâ ai ∈ A è bi ∈ B

ïîëàãàþò ai ⊑ bj äëÿ âñåõ i ̸= j, i, j = 1, . . . , n (è, åñòåñòâåííî, ⊑ ðåôëåêñèâåí).

Ïîíÿòíî, ÷òî S3 = s3. Íà ðèñ. 3.24 èçîáðàæåíà êîðîíà S5.
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Ðèñ. 3.24. Êîðîíà S5

Êîðîíû è çàáîðû ÷àñòî ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè êîíå÷íûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ [71].

Ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàíóìåðóåì ýëåìåíòû n-ýëåìåíòíîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà P ïåð-

âûìè n íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Îòîæäåñòâèì ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå σ : P → n ÷. ó. ìíî-

æåñòâà P ñ ïåðåñòàíîâêîé (σ−1(1), . . . , σ−1(n)) ìíîæåñòâà [1, . . . , n]. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ

ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà [n], ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì Ã¼ëü-

äåðà ÷. ó. ìíîæåñòâà P . Îïðåäåëåíèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Ã¼ëüäåðà äëÿ äàííîãî n-

ýëåìåíòíîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà ñîñòàâëÿåò ò.í. ïðîáëåìó Ðåéíè. Äëÿ n > 5 îíà ðåøåíà

ëèøü äëÿ î÷åíü íåìíîãèõ òèïîâ ÷. ó. ìíîæåñòâ.

×èñëî âñåâîçìîæíûõ ëèíåàðèçàöèé êîíå÷íîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà P îáîçíà÷àþò e(P ) ;

ÿñíî, ÷òî ýòî ÷èñëî åñòü ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Ã¼ëüäåðà äëÿ P . Îíî ìîæåò èíòåðïðåòè-

ðîâàòüñÿ êàê íåêîòîðàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè P 12. Ïîíÿòíî, ÷òî e(n1) = n!, e(C) = 1 äëÿ

öåïè C è ýòî ìàêñèìàëüíî è ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ e(·) . Äëÿ ïîäõîäÿùèõ

÷. ó. ìíîæåñòâ P è Q ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóë

e(P ⊕Q) = e(P ) e(Q); e(P +Q) = e(P∥Q) =

(
|P |+ |Q|
|P |

)
e(P ) e(Q).

Òàêæå óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ôàêòû.

� e(2 × n) =
1

n+ 1

(
2n

n

)
� ÷èñëà Êàòàëàíà; íàïðèìåð, äëÿ e(2 × 3) = 5 �

ñì. ðèñ. 3.25;

12 Â [49] äàæå óêàçûâàåòñÿ, ÷òî e(P ) ¾ÿâëÿåòñÿ, âåðîÿòíî, åäèíñòâåííûì âåñüìà ïîëåçíûì ÷èñëîì,
èçìåðÿþùèì �ñëîæíîñòü� ÷. ó. ìíîæåñòâà P¿, îäíàêî àâòîð íå ðàçäåëÿåò ýòîé êðàéíåé òî÷êè çðåíèÿ �
ñì. 113.
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6

4 5 { (1, 2, 3, 4, 5, 6), (1, 3, 2, 4, 5, 6), (1, 2, 3, 5, 4, 6),

2 3 (1, 3, 2, 5, 4, 6), (1, 3, 5, 2, 4, 6) }

1

[[��

[[�� ��

[[ ��

Ðèñ. 3.25. ×.ó ìíîæåñòâî 2× 3 è åãî 5-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî Ã¼ëüäåðà

� Äëÿ çèãçàãîâ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå∑
n>0

e(Zn)x
n

n!
= tg x + secx , (3.6)

ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ e(Zn) ïðè ÷¼òíûõ n íàçûâàþò ÷èñëàìè ñåêàíñà, à ïðè íå÷¼ò-

íûõ � ÷èñëàìè òàíãåíñà. Íàïîìíèì:

tg x =x+
1

3
x3 +

2

15
x5 +

17

315
x7 +

62

2835
x9 + . . .+

22n(22n − 1)Bn

(2n)!
x2n−1 + . . . ,

sec x =1 +
x2

2
+

5

24
x4 +

61

720
x6 +

277

8064
x8 + . . .+

En
(2n)!

x2n + . . . ,

ãäå Bn è En � ÷èñëà Áåðíóëëè è Ýéëåðà ñîîòâåòñòâåííî â îáîçíà÷åíèÿõ [20].

Íàïðèìåð, e(Z5) = 2
15
· 5! = 16.

Çíà÷åíèå e(Zn) , âïåðâûå óñòàíîâëåíî â ñòàòüå [57] êàê ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Ã¼ëüäå-

ðà äëÿ Zn: â äàííîì ñëó÷àå åãî ýëåìåíòàìè áóäóò ò.í. up-down ïåðåñòàíîâêè. Òàêèå

ïåðåñòàíîâêè, íàçûâàåìûå åù¼ ïèëîîáðàçíûìè, îáðàçóþò ïåðâûå n íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, ïåðåñòàâëåííûå òàê, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ëèáî áîëüøå, èáî ìåíüøå îáîèõ

ñâîèõ ñîñåäåé.

� Ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî e(Sn) = (n + 1)!(n − 1)! [18]. Ñîîòíîøåíèå äëÿ e(sn)

áóäåò ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 4.4 (òåîðåìà 4.16).

� Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ëèíåàðèçàöèé åäèíè÷íîãî êóáà Bn ïîëó÷åíà â [59]:

log(e(Bn))

2n
= log

(
t

⌊t/2⌋

)
− 3

2
log e+ o(1) .

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ÷èñëà ëèíåéíûõ ïðîäîëæåíèé ÷. ó. ìíîæåñòâà ñïðàâåäëèâà ôîð-

ìóëà [97]:

lim
m→∞

|mP |
mn

=
e(P )

n!
.

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ e(P ) äëÿ äàííîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà P � ñëîæíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ

çàäà÷à (â [63] ïîêàçàíà å¼ #P-ïîëíîòà). Îäèí èç ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ e(P ) èñïîëüçóåò
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âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä. Ïóñòü P = { v1, . . . , vn } � íîñèòåëü ÷. ó. ìíîæåñòâà ⟨P, ⊑⟩.
Â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn îïðåäåëèì ìíîãîãðàííèê P :

P =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 6 xi 6 1, vi ⊑ vj ⇒ xi 6 xj

}
.

Ïîêàçàíî, ÷òî e(P ) = n! · vol(P), ãäå vol(P) � îáú¼ì ìíîãîãðàííèêà P.
Ïðèìåð 3.14. Ðàññìîòðèì ÷. ó. ìíîæåñòâî P = { v1, v2, v3 } ∼= Z ♯

3 â êîòîðîì v1 ⊑ v2,
v1 ⊑ v3 è v2 � v3 . Òîãäà âûøåîïðåäåë¼ííûé ìíîãîãðàííèê P åñòü ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ
ïèðàìèäà, îñíîâàíèåì êîòîðîé ñëóæèò êâàäðàò (000), (001), (011), (010), âåðøèíîé �
òî÷êà (111), à âûñîòà ñîâïàäàåò ñ áîêîâûì ðåáðîì (111)− (011) (ñì. ðèñ. 3.26).

x3

(001) (011)
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Ðèñ. 3.26. Ìíîãîãðàííèê P(Z ♯
3 )

Òàêèì îáðàçîì, vol(P) = 1
3
. Îòñþäà e(P ) = 3!

3
= 2 è ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðîäîë-

æåíèé P ñîñòîèò èç äâóõ öåïåé [ v1, v2, v3 ] è [ v1, v3, v2 ].

Ïîíÿòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå P åñòü ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî â Rn, îãðàíè÷åííîå

ãèïåðïëîñêîñòÿìè âèäà xi = xj (äëÿ êàæäûõ i, j òàêèõ, ÷òî vi íåïîñðåäñòâåííî ïðåä-

øåñòâóåò vj èëè íàîáîðîò) è çàêëþ÷¼ííîå â åäèíè÷íûé êóá. Çàäà÷à, òàêèì îáðàçîì,

ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îáú¼ìà óêàçàííîãî ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ ýòîãî âîçìîæíî, íàïðè-

ìåð, ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñ ïîëó÷åíèåì îöåíîê vol(P) âåðîÿòíîñòíîãî òèïà.
Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé (ðåøåíèå çàäà÷ êîìáèíàòîðèêè, äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè

è äð.) ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò ñâÿçàííîå ñ ÷. ó. ìíîæåñòâîì ⟨P, ⊑⟩ âåðîÿòíîñòíîå ïðî-

ñòðàíñòâî íà ìíîæåñòâå âñåõ e(P ) åãî ëèíåàðèçàöèé, â êîòîðîì êàæäàÿ ëèíåàðèçàöèÿ
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ðàâíîâåðîÿòíà. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ýëåìåíòîâ x, y, z, . . . äàííîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà

ðàññìàòðèâàþò ñîáûòèÿ E âèäà x ⊑ y, (x ⊑ y)N (x ⊑ z) è ò.ä. Âåðîÿòíîñòü Pr [E] òà-

êîãî ñîáûòèÿ îïðåäåëÿþò êàê îòíîøåíèå ÷èñëà ëèíåàðèçàöèé, â êîòîðûõ èìååò ìåñòî E,

ê e(P ).

Âàæíûì ðåçóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [3])

Òåîðåìà 3.15 (XYZ-òåîðåìà). Ïóñòü ⟨P, ⊑⟩ � ÷. ó. ìíîæåñòâî è x, y, z ∈ P . Òîãäà

Pr [ x ⊑ y ] · Pr [ x ⊑ z ] 6 Pr [ (x ⊑ y)N (x ⊑ z) ] .

Ïðèìåð 3.15. Èçîìîðôíîå Z4 ÷. ó. ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 3.27 èìååò ïÿòü

c d

a b

[
[
[[

Ðèñ. 3.27. Ê ïðèìåðó 3.15

ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé: [ a, b, c, d ], [ a, b, d, c ], [ b, a, c, d ], [ b, a, d, c ], [ b, d, a, c ]. Äëÿ
íåãî Pr [ a ⊑ b ] = 2/5, Pr [ a ⊑ d ] = 4/5 è Pr [ (a ⊑ b)N (a ⊑ d) ] = 2/5.

Èíîãäà óòâåðæäåíèå XYZ-òåîðåìû çàïèñûâàþò â âèäå

Pr [ x ⊑ y ] 6 Pr [ x ⊑ y | x ⊑ z ] .

Êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîðòèðîâêè ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïî-

ðÿäêà L ñ ïîìîùüþ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà âîïðîñîâ âèäà ¾âåðíî ëè, ÷òî x < y â

L?¿. Îáîáùåíèåì ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèè íåêîòîðîé çàôèêñè-

ðîâàííîé, íî íåèçâåñòíîé ëèíåàðèçàöèè L ÷. ó. ìíîæåñòâà P ñ ïîìîùüþ ìèíèìàëüíîãî

êîëè÷åñòâà òàêèõ âîïðîñîâ. ßñíî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ïðîöåäóðà ïîèñêà L âêëþ÷àåò â ñåáÿ

íàõîæäåíèå ýëåìåíòîâ x è y, äëÿ êîòîðûõ Pr [ x < y ] íàèáîëåå áëèçêà ê 1
2
.

Â 1968 ã. ñîâåòñêèé èññëåäîâàòåëü Ñ.Ñ. Êèñëèöûí âûñêàçàë (â ñîáñòâåííîé òåðìèíî-

ëîãèè [22]) ò.í. ¾1/3 � 2/3 ïðåäïîëîæåíèå¿, ïî êîòîðîìó ëþáîå íå ÿâëÿþùååñÿ öåïüþ

÷. ó. ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ïàðó íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ x è y, äëÿ êîòîðûõ

1

3
6 Pr [x @ y ] 6 2

3
.

Ïîçäíåå âûøåïðèâåä¼ííîå óòâåðæäåíèå íåçàâèñèìî âûäâèíóëè àìåðèêàíñêèå ó÷¼íûå

Ì. Ôðåäìàí è Í. Ëèíàë (M. Ferdman, N. Linal). Ïðèìåð 2+1 ïîêàçûâàåò, ÷òî óêàçàííûå

ãðàíèöû íåñóæàåìû (èìååòñÿ è ïðèìåð äåñÿòèýëåìåíòíîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà ñî ñâÿçàííîé

äèàãðàììîé Õàññå). Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå äî ñèõ ïîð óñïåøíî ïðîòèâîñòîèò âñåì ïî-

ïûòêàì åãî äîêàçàòü è, êàê ïèøóò èçâåñòíûå ñïåöèàëèñòû Ñ. Ôåëñíåð (S. Felsner) è

Ó.Ò. Òðîòòåð, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç íàèáîëåå èíòðèãóþùèõ ïðîáëåì êîìáèíàòîð-

íîé òåîðèè ÷. ó. ìíîæåñòâ. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàèáîëåå ñèëüíûì ðåçóëüòàòîì çäåñü



3.6. Ðàçìåðíîñòü ÷. ó. ìíîæåñòâ 111

ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî

0, 2764 ≈ 5−
√
5

10
6 Pr[x @ y] 6 5 +

√
5

10
≈ 0, 7236 .

äëÿ íåêîòîðûõ íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ x è y èç ïðîèçâîëüíîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà [65].

Äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà ⟨P, ⊑⟩ ñîâîêóïíîñòü {Pr [ a ⊑ b ] | a, b ∈ P, a ̸= b } âñåõ

çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé âèäà Pr [x < y] íàçûâàþò ñïåêòðîì P . Íàïðèìåð, äëÿ âñåõ

íåîäíîýëåìåíòíûõ òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ñïåêòð åñòü { 1
2
}. Ïîñêîëüêó

Pr [ a ⊑ b ] = 1 − Pr [ b ⊑ a ], ñïåêòð ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî 1
2
. Ïîýòîìó, íàïðèìåð,

{ 0, 1
2
, 1 } � åäèíñòâåííûé òð¼õýëåìåíòíûé ñïåêòð, à âñå ÷åòûð¼õýëåìåíòíûå ñïåêòðû

äîëæíû èìåòü âèä { 0, α, 1 − α, 1 }, ãäå 0 < α < 1
2
. Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ íîðâåæ-

ñêèé ìàòåìàòèê Ý. Õàëâîæåí (E.B. Halvorsen) â 2002 ã. âûñêàçàë íåäîêàçàííîå äî ñèõ

ïîð ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âñåãäà α = 1
3
.

3.6 Ðàçìåðíîñòü ÷. ó. ìíîæåñòâ

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê âàæíîìó ïîíÿòèþ ðàçìåðíîñòè ÷. ó. ìíîæåñòâà. Ïî òåîðåìå 3.14

÷. ó. ìíîæåñòâî P ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ e(P ) ñâîèõ ëèíåàðèçàöèé. Îäíàêî òîò

æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå ÷èñëî ëèíåéíûõ ïðîäîëæåíèé.

Íàïðèìåð, ÷. ó. ìíîæåñòâî

b c d

a

[
[
[

�
�
�

èìåþùåå øåñòü ëèíåàðèçàöèé, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ öåïåé

[ a, b, c, d ] è [ a, d, c, b ].

Ïóñòü P � ÷. ó. ìíîæåñòâî è R = {C1, . . . , Ck } � ñîâîêóïíîñòü öåïåé òàêàÿ, ÷òî

P =
k∩
i=1

Ci. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî R ðåàëèçóåò ÷. ó. ìíîæåñòâî P .

Ïðèìåð 3.16. R = {C1, C2, C3 } ðåàëèçóåò ÷. ó. ìíîæåñòâî P , èçîáðàæ¼ííîå íà ðèñ. 3.28.

C1 = [ 13, 2, 10, 8, 1, 3, 11, 12, 9, 6, 4, 5, 7 ] ,

C2 = [ 13, 6, 7, 12, 11, 10, 9, 8, 4, 1, 5, 2, 3 ] ,

C3 = [ 6, 7, 10, 11, 12, 8, 9, 1, 13, 2, 4, 3, 5 ] .

Áûëî áû ïîëåçíûì èìåòü ïðîñòîé êðèòåðèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, ÷òî äàííûé íàáîð

R ëèíåàðèçàöèé ÷. ó. ìíîæåñòâà P ðåàëèçóåò åãî. ßñíî, ÷òî ýòî ïðîèçîéä¼ò, åñëè è

òîëüêî åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû (x, y) íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ P íàéäóòñÿ äâà ëèíåéíûõ

ðàñøèðåíèÿ L1, L2 ∈ R òàêèå, ÷òî x < y â L1 è x > y â L2. Äàííûé ïðîñòîé òåñò

ìîæíî óñèëèòü, ââåäÿ ââåäÿ ïîíÿòèÿ êðèòè÷åñêîé ïàðû ýëåìåíòîâ.
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Îïðåäåëåíèå 3.13. Óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (x, y) íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ x è y ÷. ó. ìíî-
æåñòâà P íàçûâàþò êðèòè÷åñêîé, åñëè u < x ⇒ u < y è y < v ⇒ x < v äëÿ âñåõ
u, v ∈ P .

Ïðèâåä¼ííûå óñëîâèÿ, çàìåòèì, âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ ïðè x < y. Äëÿ ÷. ó. ìíîæå-

ñòâà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 3.28, íàïðèìåð, ïàðû (10, 2), (11, 12), (12, 11), (10, 12) ñóòü

êðèòè÷åñêèå. Ìíîæåñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõ ïàð ÷. ó. ìíîæåñòâà P îáîçíà÷àþò crit(P ).

Ïðèìåð 3.17.

1) äëÿ òðèâèàëüíîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà âñå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû åãî ýëåìåíòîâ � êðèòè-
÷åñêèå.

2) crit(Z3) = { (a1, a2), (a2, a1) };
3) crit(Sn) = { (ai, bi) | i = 1, n }

(ñì. îïðåäåëåíèå çàáîðà è ïîëíîé êîðîíû íà ñ. 107).

Âàæíåéøåå ñâîéñòâî êðèòè÷åñêîé ïàðû ñîñòîèò â òîì ÷òî å¼, î÷åâèäíî, íåëüçÿ ïðå-

âðàòèòü â ñðàâíèìóþ, äîïîëíèâ çàäàííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ñðàâíèìîñòüþ êàêîé-ëèáî

äðóãîé íåñðàâíèìîé ïàðû ñ ïðîäîëæåíèåì ýòîé ñðàâíèìîñòè ïî òðàíçèòèâíîñòè. Ïîýòî-

ìó ñåìåéñòâî R ëèíåéíûõ ïðîäîëæåíèé ÷. ó. ìíîæåñòâà P ðåàëèçóåò åãî, åñëè è òîëüêî

åñëè äëÿ êàæäîé êðèòè÷åñêîé ïàðû (x, y) ∈ crit(P ) íàéä¼òñÿ ëèíåéíîå ïðîäîëæåíèå

L ∈ R, â êîòîðîì y < x; â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíûé ïîðÿäîê L ïåðåñòàâëÿ-

åò äàííóþ êðèòè÷åñêóþ ïàðó ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.14. Íàèìåíüøåå ÷èñëî ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, äàþùèõ â ïåðåñå÷åíèè äàí-
íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ (ïîðÿäêîâîé) ðàçìåðíîñòüþ ïîñëåäíåãî è îáîçíà÷àåòñÿ
dim(P ).

ßñíî, ÷òî äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 3.28 dim(P ) 6 3 è âîîáùå

dim(P ) 6 | crit(P )| (åñëè, êîíå÷íî, P � íå öåïü).
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Òåîðåìà 3.16 (Îðå [37]). Ïîðÿäêîâàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ðàçìåðíîñòè ÷. ó. ìíî-
æåñòâà ñîâïàäàþò.

Íà ðèñ. 3.29 ïðåäñòàâëåíî ÷. ó. ìíîæåñòâî P è åãî âëîæåíèå â (âûäåëåíî æèðíûì

øðèôòîì) â ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåïåé [ a, b, c ] è [ d, e ]. Â òî æå âðåìÿ P ïðåäñòàâëÿåòñÿ

(c, e)

5 (b, e) (b, e)

3 4 (a, e) (b,d)

1 2 (a, d)
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Ðèñ. 3.29. ×.ó. ìíîæåñòâî P (a) è åãî âëîæåíèå â [ a, b, c ] × [ d, e ] (b)

â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ öåïåé [ 1, 2, 3, 4, 5 ] è [ 2, 4, 1, 3, 5 ].

Ïðèâåä¼ííàÿ òåîðåìà Îðå ïîçâîëÿåò íå ðàçëè÷àòü óêàçàííûå âèäû ðàçìåðíîñòè è

ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ å¼ îáîçíà÷åíèÿ åäèíûì ñèìâîëîì dim(P ). Çíà÷åíèå dim(P ) ÿâëÿåòñÿ

áîëåå òîíêîé îöåíêîé ñëîæíîñòè ÷. ó. ìíîæåñòâà P , ÷åì e(P ); â íåêîòîðîì ñìûñëå îíî

èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî è õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî äëÿ ãðàôîâ.

Ðàçìåðíîñòü îäèí èìåþò òîëüêî öåïè, à ðàçìåðíîñòü òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíî-

æåñòâ ðàâíà äâóì (îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî

óïîðÿäî÷åíèÿ ñâîèõ ýëåìåíòîâ ñ äâîéñòâåííûì óïîðÿäî÷èâàíèåì). Ïîñëåäíåå ïîêàçûâà-

åò, ÷òî ðàçìåðíîñòü íå ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ìåðà îòëè÷èÿ äàííîãî ÷. ó. ìíîæå-

ñòâà îò ëèíåéíîãî. Ðàçìåðíîñòü âñåõ (îòëè÷íûõ îò öåïåé) ÷. ó. ìíîæåñòâ, èìåþùèõ íå áî-

ëåå ïÿòè ýëåìåíòîâ, òàêæå ðàâíà äâóì. Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî dim(Zn) = 2 (íàïðèìåð,

ïàðà öåïåé [a, b, c, d] è [b, a, d, c] ðåàëèçóåò ÷. ó. ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 3.27).

Ðàçìåðíîñòü íå áîëåå äâóõ èìåþò òàêæå âñå ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíûå ìíîæåñòâà

[60]. Âîîáùå, ÷. ó. ìíîæåñòâî P èìååò ðàçìåðíîñòü äâà, åñëè ñóùåñòâóåò ñîïðÿæ¼ííîå

åìó ÷. ó. ìíîæåñòâî Q îïðåäåë¼ííîå íà òîì æå íîñèòåëå ñî ñëåäóþùåì ñâîéñòâîì: ëþáûå

äâà ýëåìåíòà ñðàâíèìû â òî÷íîñòè â îäíîì èç äàííûõ ìíîæåñòâ.

Ðàçìåðíîñòü äâà èìåþò è âñå øåñòèýëåìåíòíûå (êðîìå öåïè 6) ÷. ó. ìíîæåñòâà, íå

èçîìîðôíûå ò.í. ¾êîðîíå¿ s3, ¾øåâðîíó¿ sh è sh ♯ (ñì. ðèñ. 3.30), èìåþùèõ ðàçìåð-
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◦ ◦ ◦

d e f ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

a b c ◦ ◦ ◦
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Ðèñ. 3.30. 6-ýëåìåíòíûå ÷. ó. ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè 3

íîñòü òðè. Ïðèâåä¼ì ðàçëîæåíèå s3 (îáîçíà÷åíèå ýëåìåíòîâ � íà óêàçàííîì ðèñóíêå) â

ïåðåñå÷åíèå öåïåé:

[ a, b, d, c, e, f ] ∩ [ c, a, e, b, f, d ] ∩ [ c, b, f, a, e, d ].

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî dim(s3) = 3. Ïðèâåä¼ííîå äëÿ ïðèìåðà íà ðèñ. 3.31 ÷. ó. ìíî-

æåñòâî P òàêæå èìååò ðàçìåðíîñòü òðè.

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦
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Ðèñ. 3.31. ×.ó. ìíîæåñòâî P ðàçìåðíîñòè 3

Ðàññìîòðèì n-ýëåìåíòíîå, n > 3, ìíîæåñòâî è ñîâîêóïíîñòü Sn(1, n − 1) èç åãî îä-

íîýëåìåíòíûõ è (n− 1)-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ. Òîãäà ìíîæåñòâî Sn(1, n− 1), óïîðÿ-

äî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ, èçîìîðôíî Sn.

Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî dim(Sn) = n (óñòàíîâëåíî åù¼ â êëàññè÷åñêîé äëÿ òåîðèè

ðàçìåðíîñòè ÷. ó. ìíîæåñòâ ðàáîòå [73]). Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû n ëèíåéíûõ

ðàñøèðåíèé Sn äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïåðåñòàâèòü âñå ïàðû èç crit(Sn), à ñ äðóãîé � íè

îäíî èç òàêèõ ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé íå ìîæåò ïåðåñòàâëÿòü áîëåå îäíîé êðèòè÷åñêîé

ïàðû. Îòìåòèì, ÷òî íàõîæäåíèå ðàçìåðíîñòè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ÷àñòî âêëþ÷àåò â

ñåáÿ àíàëèç ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ ïàð, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïåðåñòàâëåíû îäíîé ëèíåàðèçà-

öèåé. Êîðîíà Sn ñ÷èòàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðèìåðîì ÷. ó. ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè n.
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Íàïðèìåð, ïÿòü öåïåé

[ a5, a4, a3, a2, b1, a1, b2, b3, b4, b5 ], [ a1, a5, a4, a3, b2, a2, b3, b4, b5, b1 ]

[ a2, a1, a5, a4, b3, a3, b4, b5, b1, b2 ], [ a3, a2, a1, a5, b4, a4, b5, b1, b2, b3 ]

[ a4, a3, a2, a1, b5, a5, b1, b2, b3, b4 ]

ðåàëèçóþò ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 3.24 êîðîíó S5. Â òåîðèè ðàçìåðíîñòè ÷. ó. ìíîæåñòâ

ñòàíäàðòíûé ïðèìåð çàíèìàåò ìåñòî àíàëîãè÷íîå ïîëíûì ãðàôàì â çàäà÷àõ î õðîìàòè-

÷åñêîì ÷èñëå ãðàôà.

Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷. ó. ìíîæåñòâà ñêîëü óãîäíî áîëü-

øîé ðàçìåðíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà dim(P ) 6 t ïîëèíî-

ìèàëüíà ïðè t = 1, 2 è ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé ïðè 3 6 t [105]. Â òîæå âðåìÿ ïîêàçàíî

ñóùåñòâîâàíèå ãðàíèö

n

4

(
1− c1

log2 n

)
6 dim(P ) 6 n

4

(
1− c2

log2 n

)
,

ãäå c1 è c2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, äëÿ ïî÷òè âñåõ n-ýëåìåíòíûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ P [74].

Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè êîíå÷íîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà äàí â [104].

Áóäåì äàëåå ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì π(X) äëÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Ïàðåòî (÷èñ-

ëà ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ÷. ó. ìíîæåñòâà P . Äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâ P è Q ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [102]).

1. ∅ ̸= Q ⊆ P ⇒ dim(Q) 6 dim(P ) (ìîíîòîííîñòü ðàçìåðíîñòè ïî ìîùíîñòè âëî-

æåííûõ ÷.ó. ïîäìíîæåñòâ); ïðè ýòîì ïðè óäàëåíèè èç ÷. ó. ìíîæåñòâà îäíîãî ýëå-

ìåíòà åãî ðàçìåðíîñòü óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1 (òåîðåìà îá óäàëåíèè îäíîãî

ýëåìåíòà [83]).

2. dim(P +Q) = max { dim(P ), dim(Q) }, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ

öåïüþ è dim(P +Q) = 2, èíà÷å.

3. dim(P ×Q) 6 dim(P ) + dim(Q), ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, êîãäà è

P , è Q � êîíå÷íûå íåîäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà. Â ÷àñòíîñòè:

� ðàçìåðíîñòü äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ n öåïåé (íàïîìíèì, ìû íå ñ÷èòàåì îä-

íîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà öåïÿìè) åñòü n; îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü

n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn, ðàññìîòðåííîãî êàê äåêàðòîâî ïðîèç-

âåäåíèå ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ R (ò.å. äëÿ x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn)

èç Rn ïîëàãàåì x 6 y, åñëè xi 6 yi äëÿ âñåõ i = 1, n ) ðàâíà n;

� dim(2n) = n, ïîñêîëüêó Sn ⊆ 2n;

� dim(Sn × Sn) = 2n− 2.

4. dim(P ) 6 |P |/2 ïðè |P | > 4 (òåîðåìà Õèðàãó÷è [83]).

5. dim(P ) 6 2 · dim(P − C) + 1 , ãäå C � ïîäöåïü â P è C = P .
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6. dim(P ) 6 |P−A|, ãäå A � àíòèöåïü â P òàêàÿ, ÷òî |P−A| > 2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

÷. ó. ìíîæåñòâ ñ äâóäîëüíîé äèàãðàììîé Õàññå ðàçìåðíîñòü íå ïðåâûøàåò ìîùíîñòè

íàèìåíüøåé äîëè, åñëè äîëè íå îäíîýëåìåíòíû.

7. dim(P ) 6 w(P ).

8. dim(P ) 6 w(X − π(X)) + 1.

ßñíî, ÷òî íàëè÷èå ó ÷. ó. ìíîæåñòâà êîðîíû Sn â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà îçíà÷àåò,

÷òî åãî ðàçìåðíîñòü óæå íå ìåíåå n. Îäíàêî ÷. ó. ìíîæåñòâî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ìîæåò

è íå ñîäåðæàòü ñòàíäàðòíîãî ïðèìåðà â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, ðàçìåðíîñòü

ñîâîêóïíîñòè Sn(1, 2) îäíî- è äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà,

óïîðÿäî÷åííîé ïî âêëþ÷åíèþ, íåîãðàíè÷åííî ðàñò¼ò ïðè n→∞ [103].

Òåîðåìà 3.17. Åñëè P � ÷. ó. ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ñðàâíèìûõ ñ
äàííûì íå ïðåâîñõîäèò k, òî dim(P ) 6 2k2 + 2.

Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâà ¾òåîðåìà êîìïàêòíîñòè¿:

Òåîðåìà 3.18. Ïóñòü P � òàêîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, ÷òî ëþáîå åãî êîíå÷íîå ÷.ó. ïîä-
ìíîæåñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ d. Òîãäà dim(P ) 6 d.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü íàéäåíî â [79] èëè [81]. �

×.ó. ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ d-íåñâîäèìûì äëÿ íåêîòîðîãî d > 2, åñëè dim(P ) = d

è dim(P ′) < d äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ÷.ó. ïîäìíîæåñòâà P ′ ⊂ P . Åäèíñòâåííîå 2-

íåñâîäèìîå ìíîæåñòâî åñòü äâóõýëåìåíòíàÿ àíòèöåïü.

×.ó. ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3.30 ÿâëÿþòñÿ 3-íåñâîäèìûìè. Îíè äàëåêî íå

èñ÷åðïûâàþò âñåõ 3-íåñâîäèìûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ: ñðåäè íèõ íèõ, êðîìå óêàçàííûõ, èìååò-

ñÿ, â ÷àñòíîñòè, 21 ñåìèýëåìåíòíûõ [84, 62, 102]. Îáùåïðèíÿòîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà çðåíèÿ,

÷òî åñëè 3-íåñâîäèìûå ìíîæåñòâà ðåäêè, õîðîøî èçó÷åíû è ðåãóëÿðíû, òî 4-íåñâîäèìûå

÷. ó. ìíîæåñòâà äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ è âåñüìà ïðè÷óäëèâû. Íà ðèñ. 3.32 ïðèâå-

ä¼í ïðèìåð 4-íåñâîäèìîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî w è d > 6 ñóùåñòâóåò d-íåñâîäèìîå

÷. ó. ìíîæåñòâî øèðèíû w [85]. Äëÿ d = 3 ýòî íå òàê, à äëÿ d = 4 è d = 5 îòâåò

íåèçâåñòåí.

Åäèíñòâåííîå t-íåñâîäèìîå 2t-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî åñòü êîðîíà St. Ïîêàçàíî, ÷òî

äëÿ t > 4 íå ñóùåñòâóåò t-íåñâîäèìîãî ìíîæåñòâà ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ 2t+1. Òàêæå èç-

âåñòíî, ÷òî êàæäîå t-íåñâîäèìîå ÷. ó. ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷.ó. ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî

(t + 1)-íåñâîäèìîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà [95]. è åñëè ÷. ó. ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ d-íåñâîäèìûì

äëÿ íåêîòîðîãî d > 2, òî îíî íåðàçëîæèìî â ëåêñèêîãðàôè÷åñêóþ ñóììó [102].

Â 1990 ã. ëåíèíãðàäñêèì èññëåäîâàòåëåì Â.Ä. Íîãèíûì ïîñòàâëåíà ïðîáëåìà [34]:

Êàêîâî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå π(d, n) ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Ïàðåòî d-íåñâîäèìîãî n-

ýëåìåíòíîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà ïðè d > 4?

Äàííàÿ ïðîáëåìà äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ îòêðûòîé. Ïî÷òè î÷åâèäíî òîëüêî
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Ðèñ. 3.32. 4-íåñâîäèìîå ÷. ó. ìíîæåñòâî

Óòâåðæäåíèå 3.6 ([18]). π(d, n) 6 n− d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü â d-íåñâîäèìîì n-ýëåìåíòíîì

÷. ó. ìíîæåñòâå P . Òîãäà |A| = w(P ) è |P − A| > 2. Ïîýòîìó, d = dim(P ) 6 n− w(P )
è w(P ) 6 n− dim(P ) . Íî, î÷åâèäíî, π(P ) 6 w(P ), îòêóäà π(P ) 6 n− dim(P ). �

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óêàçàííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà äîñòèæèìà, åñëè ñíÿòü óñëîâèå d-

íåñâîäèìîñòè. C äðóãîé ñòîðîíû, èç ðåçóëüòàòîâ [101] ñëåäóþò íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ

íèæíåé ãðàíèöû π(d, n): ÷òî n 6 π(d, 2n) äëÿ íåêîòîðûõ d, ïðè÷¼ì ïðèìåð êîðîíû Sn

îáåñïå÷èâàåò ýòó îöåíêó ïðè d = n.

3.7 Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è ñìåæíûå âîïðîñû

Çàäàäèìñÿ òåïåðü âîïðîñîì: êîãäà ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëü-

íûõ èëè ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ó áåñêîíå÷íîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà? Â õîäå èçó÷åíèÿ

÷. ó. ìíîæåñòâ áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà (ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîñòè). Åñëè â ÷. ó. ìíîæåñòâå

âñå öåïè èìååò âåðõíèå ãðàíè, òî ëþáîé åãî ýëåìåíò ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàê-

ñèìàëüíîì.

Ïðèíöèï Õàóñäîðôà. Âñÿêàÿ öåïü ÷. ó. ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü âëîæåíà â íåêîòîðóþ

ìàêñèìàëüíóþ öåïü.

Äàííûå óòâåðæäåíèÿ ÷àñòî ïðèìåíÿþò ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ÷. ó. ìíîæåñòâ. Íà-

ïðèìåð, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.14 â îáùåì ñëó÷àå íóæíî ðàññìîòðåòü ñåìåé-

ñòâî âñåõ ïðîäîëæåíèé ïîðÿäêà, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âêëþ÷åíèþ è ñ ïîìîùüþ ëåììû

Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà âûâåñòè ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà.

Îêàçàëîñü, ÷òî ïðèâåä¼ííûå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû, ò.å. îäíî èç íèõ ìîæåò áûòü

âûâåäåíî èç äðóãîãî. Áîëåå òîãî, îíè òàêæå ýêâèâàëåíòíû ïðèâîäèìûì íèæå ôóíäàìåí-

òàëüíûì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì àêñèîìàì âûáîðà è î ïîëíîì óïîðÿäî÷åíèè.
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Àêñèîìà âûáîðà (AC)13. Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó íåïó-

ñòîìó ïîäìíîæåñòâó B ìíîæåñòâà A ýëåìåíò èç B.

Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìà âûáîðà îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî ìíî-

æåñòâà A ôóíêöèè fA òàêîé, ÷òî fA(B) ∈ B äëÿ ëþáîãî B ∈ P∗(A), ò.å. ôàêòè÷åñêè

óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âñþäó îïðåäåë¼ííîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü âëî-

æåííîå â íåãî ôóíêöèîíàëüíîå.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé àêñèîìû íàì ïîòðåáóþòñÿ íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 3.15. Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò âïîëíå óïîðÿäî÷åí-
íûì, åñëè êàæäîå åãî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

×.ó. ìíîæåñòâî òàêæå íàçûâàþò ôóíäèðîâàííûì êîãäà â í¼ì íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-

íûõ ñòðîãî óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ (óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè). Ïî-

íÿòíî, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè åñòü êðèòåðèé äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà áûòü

âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì; ýëåìåíòû âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà èíîãäà íàçûâàþò

òðàíñôèíèòàìè. Ðàññìàòðèâàåìûå ïîíÿòèÿ ââåäåíû Ã. Êàíòîðîì â 1883 ã. è âñòðåòè-

ëè ñî ñòîðîíû ñîâðåìåííèêîâ ðåçêîå ñîïðîòèâëåíèå14, íî âïîñëåäñòâèè óòâåðäèëèñü è

îêàçàëè áîëüøîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè.

Ýëåìåíòû âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà òðàäèöèîííî îáîçíà÷àþò ñòðî÷íûìè

ãðå÷åñêèìè áóëàâàìè α, β, . . .. ßñíî, ÷òî âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âñåãäà ñî-

äåðæèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Âî âïîëíå óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå êàæäûé ýëåìåíò α,

(1) åñëè òîëüêî îí íå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì, èìååò åäèíñòâåííûé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäó-

þùèé, îáîçíà÷àåìûé α + 1, è (2) åñëè òîëüêî îí íå íàèìåíüøèé, ìîæåò èìåòü íå áîëåå

îäíîãî íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåãî. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, åñëè α íå èìååò íåïî-

ñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåãî ýëåìåíòà, îí íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì.

Ïðèìåð 3.18. 1. Î÷åâèäíî, âïîëíå óïîðÿäî÷åíû âñå êîíå÷íûå öåïè, à òàê æå öåïü N
ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì. Â ýòèõ öåïÿõ íåò ïðåäåëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì îòíîñèòåëüíî åñòå-
ñòâåííîãî ïîðÿäêà, ïîñêîëüêó îíî íå èìååò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà. Èíòåðâàë [ 0, 1 ]
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì � òàêæå íå åñòü âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî.

2. Ìíîæåñòâî{
0,

1

2
,
2

3
,
3

4
, . . . , 1, 1 +

1

2
, 1 +

2

3
, . . . , m, m+

1

2
, m+

2

3
, . . .

}
ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì. Åãî ïðåäåëüíûå ýëåìåí-
òû ñóòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

3. Ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå áåñêîíå÷íîãî êàçóàëüíîãî ìíîæåñòâà ⟨N, | ⟩ , ðàññìîòðåííîå
â ïðèìåðå 3.13 ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.

14 À. Ïóàíêàðå íàçûâàë èäåè Êàíòîðà òÿæ¼ëîé áîëåçíüþ, ïîðàæàþùåé ìàòåìàòè÷åñêóþ íàóêó, â
ïóáëè÷íûõ çàÿâëåíèÿõ â åãî àäðåñ Ë. Êðîíåêåð óïîòðåáëÿë òàêèå ýïèòåòû, êàê íàó÷íûé øàðëàòàí,
îòñòóïíèê è ðàçâðàòèòåëü ìîëîä¼æè, à äåñÿòèëåòèÿ ñïóñòÿ Ë. Âèòãåíøòåéí îòìå÷àë, ÷òî ìàòåìàòèêà
èñòîïòàíà âäîëü è ïîïåð¼ê ðàçðóøèòåëüíûìè èäèîìàìè òåîðèè ìíîæåñòâ, êîòîðîå îí îòâåðãàåò êàê
øóòîâñòâî, ñìåõîòâîðíîå è îøèáî÷íîå.
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Òåîðåìà Öåðìåëî (ïðèíöèï ïîëíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ). Ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî

ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà ê òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííîìó

ìíîæåñòâó ïðåâðàùàåò åãî â ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îñëàáëåííîé

ôîðìîé äàííîãî ïðèíöèïà ïîëíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ.

Ïðèìåð 3.19. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü ñ÷èòàÿ, íàïðèìåð,
÷òî

0 < 1 < −1 < 2 < −2 < 3 . . . èëè 1 < 2 < . . . < 0 < −1 < −2 < . . .

(â ïîñëåäíåì ñëó÷àå 0 � ïðåäåëüíûé ýëåìåíò).

Ïîêàæåì, ê ïðèìåðó, êàê àêñèîìó âûáîðà ìîæíî ïîëó÷èòü èç òåîðåìû Öåðìåëî.

Ïóñòü M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ïðè÷¼ì ïî àêñèîìå î ïîëíîì óïîðÿäî÷åíèè åãî ìîæíî

ñ÷èòàòü âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì. Òîãäà â îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåò-

ñòâèå êàæäîìó íåïóñòîìó ïîäìíîæåñòâó A ⊆ M åãî ýëåìåíò, à èìåííî � íàèìåíüøèé

â A.

Îòìåòèì, ÷òî èçâåñòíû è äðóãèå óòâåðæäåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå ïðèâåä¼ííûì: íàïðè-

ìåð, î ðàâíîìîùíîñòè ìíîæåñòâ X è X × X èëè î íåïóñòîòå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ

ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè íåïóñòûõ ìíîæåñòâ. Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè óïî-

ìÿíóòûõ óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [47].

Òàêèì îáðàçîì, èñòèííûìè èëè ëîæíûìè âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî îä-

íîâðåìåííî. ×òî æå èìååò ìåñòî �â äåéñòâèòåëüíîñòè�? Îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ

çàâèñèò îò òîãî, êàêèìè ñâîéñòâàìè ìû íàäåëÿåì ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïðè òîé èëè èíîé

àêñèîìàòèêå. Â íàèáîëåå îáùåé ôîðìå ïðîáëåìà âûðàæåíà â àêñèîìå âûáîðà, ïðåäëîæåí-

íîé Ý. Öåðìåëî â 1904 ã. ïðè ðàçðàáîòêå àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Äëÿ êî-

íå÷íûõ ìíîæåñòâ å¼ ñïðàâåäëèâîñòü î÷åâèäíà. Îäíàêî ïðè ðàññìîòðåíèè áåñêîíå÷íûõ

ñîâîêóïíîñòåé áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ýòà î÷åâèäíîñòü òåðÿåòñÿ. Âñå æå ïîïûòêè ñâå-

ñòè AC ê äðóãèì ôóíäàìåíòàëüíûì ïðèíöèïàì îêàçàëèñü áåçóñïåøíûìè: íå âûâîäèìû

íè îòðèöàíèå àêñèîìû âûáîðà (â àêñèîìàòèêå Íåéìàíà-Áåðíàéñà-Ã¼äåëÿ Σ; Ê. Ã¼äåëü,

1939), íè îíà ñàìà (â àêñèîìàòèêå Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ ZF ; Ï. Êîýí (P.J. Cohen), 1963).

Òàêèì îáðàçîì, AC ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì îò îñòàëüíûõ àêñèîì óòâåðæäåíèåì, è äîáàâ-

ëåíèå ê íèì êàê ñàìîé ýòîé àêñèîìû, òàê è å¼ îòðèöàíèÿ ïîðîæäàåò äâå ðàâíîïðàâíûå

íåïðîòèâîðå÷èâûå àêñèîìàòèêè òåîðèè ìíîæåñòâ (åñòåñòâåííî, ïðè óñëîâèè íåïðîòèâî-

ðå÷èâîñòè ñàìèõ àêñèîìàòè÷åñêèõ ñèñòåìû òåîðèè ìíîæåñòâ, ÷òî, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòûì âîïðîñîì; ïðè ýòîì ñèñòåìû Σ è ZF ðàâíîíåïðîòèâîðå÷èâû)15. Ïîýòîìó ïðè

ïðàêòè÷åñêèõ, íå ñâÿçàííûõ ñ âîïðîñàìè îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè è òåîðèè ìíîæåñòâ èñ-

ñëåäîâàíèÿõ, ìîæíî êàê ïðèíÿòü àêñèîìó âûáîðà, òàê è îòêàçàòüñÿ îò íå¼. Ïîñëåäñòâèÿ

æå òàêîãî ðåøåíèÿ ñóòü ñëåäóþùèå.

15Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû Ã¼äåëÿ è Êîýíà îá ÀÑ èìåþò ìåñòî è îòíîñèòåëüíî ò.í. êîíòèíóóì-
ãèïîòåçû. Ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, Ôðåíêåëü À., Áàð-Õèëëåë È. Îñíîâàíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ. � Ì.,
1966 è Ãèëüáåðò Ä., Áåðíàéñ Ï. Îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè. Òåîðèÿ äîêàçàòåëüñòâ. � Ì., 1982.
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Îòêëîíåíèå àêñèîìû âûáîðà îáåäíÿåò ñîäåðæàíèå êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåî-

ðèé. Íàïðèìåð, áåç ïðèâëå÷åíèÿ ÀÑ, êðîìå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ ÷. ó. ìíîæåñòâ, íå óäàåòñÿ äîêàçàòü íè íàëè÷èÿ áàçèñà ó ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà, íè ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ îïðåäåëåíèé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå

(íà ÿçûêå ε�δ è ÷åðåç ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé), íè íåêîòîðûõ äðóãèõ âàæíûõ è

ïðèâû÷íûõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Ïðèíÿòèå àêñèîìû âûáîðà èìååò ñâîè �îòðèöàòåëüíûå� ïîñëåäñòâèÿ â âèäå ñóùåñòâî-

âàíèÿ îáúåêòîâ ñ ïàðàäîêñàëüíûìè ñâîéñòâàìè: íåèçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë; òàêîãî ðàçáèåíèÿ øàðà íà ÷åòûðå ÷àñòè, ÷òî èç íèõ äâèæåíèÿìè â

ïðîñòðàíñòâå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ñîñòàâèòü äâà òàêèõ æå øàðà è äð. Îäíàêî âñå ýòè

îáúåêòû íåêîíñòðóêòèâíû è îáîñíîâûâàþòñÿ òåîðåìàìè ÷èñòîãî ñóùåñòâîâàíèÿ16. Êðî-

ìå òîãî, çà ïðèíÿòèå àêñèîìû âûáîðà ãîâîðèò è ñëåäóþùèé, âåñüìà ñèëüíûé, àðãóìåíò.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, Ã¼äåëü ïîêàçàë, ÷òî ïðèñîåäèíåíèå ÀÑ ê ñèñòåìå àêñèîì òåîðèè

ìíîæåñòâ íå óâåëè÷èâàåò îïàñíîñòè âïàñòü â ïðîòèâîðå÷èå, ò.å. åñëè â ïîëó÷åííîé ðàñ-

øèðåííîé ñèñòåìå âñòðåòèëîñü ïðîòèâîðå÷èå, òî ïðè÷èíà åãî â èñõîäíîé ñèñòåìå, à íå â

àêñèîìå âûáîðà. Èç ðåçóëüòàòà Ã¼äåëÿ òàêæå âûòåêàåò, ÷òî âñÿêîå ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, äîêàçûâàåìîå ñ ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà, ìîæåò áûòü äîêàçàíî è áåç íå¼. Â ñèëó

ýòîãî, ïî êðàéíåé ìåðå â òåîðèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, àêñèîìó âûáîðà ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü ëèøü êàê âñïîìîãàòåëüíîå ñðåäñòâî, íóæíîå ëèøü äëÿ óïðîùåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ.

Ïîñëåäíèå èç ïðèâåä¼ííûõ ñîîáðàæåíèé îáû÷íî ïåðåâåøèâàþò, è ïðè êîíêðåòíûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ àêñèîìó âûáîðà, êàê ïðàâèëî, ïðèíèìàþò17. Ïðè ýòîì

äîêàçàòåëüñòâà, íå èñïîëüçóþùèå àêñèîìó âûáîðà (èëè ýêâèâàëåíòíûå åé óòâåðæäåíèÿ)

íàçûâàþò ýôôåêòèâíûìè.

Çàìåòèì, ÷òî èçëîæåíèå â äàííîé ìîíîãðàôèè îñòà¼òñÿ â ðàìêàõ ò.í. íàèâíîé òåî-

ðèè ìíîæåñòâ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà, çàäàâàåìûå ïðîèçâîëüíûì

ñâîéñòâîì. Íåîãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðèíöèïà, êàê èçâåñòíî, ìîæåò ïðèâåñòè

ê ïðîòèâîðå÷èÿì (ïàðàäîêñàì). Ïðèâåä¼ì çäåñü ïàðàäîêñ Ðàññåëà18: ìíîæåñòâî Ðàññåëà

R = {x | x ̸∈ x }, êîððåêòíî çàäàííîå â ðàìêàõ íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ñïðàâåäëèâîñòüþ ñîîòíîøåíèÿ z ∈ R ⇔ z ̸∈ z äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà z, ÷òî ïðè

z = R ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ R ∈ R ⇔ R ̸∈ R. Ïðèâåä¼ì äëÿ ïðèìåðà ìíîæåñòâî,

ñîäåðæàùåå ñåáÿ: çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé îáúåêò a è ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü Na âñåõ

ìíîæåñòâ, íå ñîäåðæàùèõ a; òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Na ∈ Na, ò.å Na åñòü ñîáñòâåííûé

ýëåìåíò. Â ñîâðåìåííûõ àêñèîìàòè÷åñêèõ (íå �ýêçîòè÷åñêèõ�) òåîðèÿõ ìíîæåñòâ ZF è

16Îáû÷íî èñïîëüçóåìîå âûðàæåíèå ÷èñòàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåòî÷íûì ïåðåâîäîì ñ
íåìåöêîãî.

17Ä. Ãèëüáåðò íàçâàë àêñèîìó âûáîðà îáùèì, íåîáõîäèìûì è íåîöåíèìûì äëÿ ìàòåìàòèêè ïðèíöè-

ïîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, å¼ ïðèìåíåíèå âûçâàëî íåãîäîâàíèå ìíîãèõ âåäóùèõ ìàòåìàòèêîâ íà÷àëà XX â.
18Ïàðàäîêñ áûë îáíàðóæåí Á. Ðàññåëîì è ñîîáù¼í â 1902 ã. â ïèñüìå ê ìàòåìàòèêó è ëîãèêó Ã. Ôðåãå,

÷òî ïðèâåëî ïîñëåäíåãî ê óìñòâåííîìó ðàññòðîéñòâó.
Îäíà èç íåôîðìàëüíûõ èíòåðïðåòàöèé ïàðàäîêñà Ðàññåëà: ¾Â îäíîé ñòðàíå âûøåë óêàç: �Ìýðû âñåõ

ãîðîäîâ äîëæíû æèòü íå â ñâîåì ãîðîäå, à â ñïåöèàëüíîì Ãîðîäå ìýðîâ�; ñïðàøèâàåòñÿ, ãäå äîëæåí æèòü

ìýð Ãîðîäà ìýðîâ?¿.
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Σ íè R, íè ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ñåáÿ â êà÷åñòâå ñâîåãî ýëåìåíòà, íå ìîãóò áûòü ïî-

ñòðîåíû.

Äëÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî [ o, α ) , α▽ r {α},
êîòîðîå íàçûâàþò íà÷àëüíûì îòðåçêîì α. Ñèìâîë [ o, o ) ïîíèìàåòñÿ êàê ïóñòîå ìíîæå-

ñòâî. Ïðåäåëüíûé ýëåìåíò α âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ⟨C, 6 ⟩ îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèÿìè α ̸= o è îòñóòñòâèåì â [ o, α ) íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà. Ñëåäóþùèé çà α ýëå-

ìåíò α + 1 � íàèìåíüøèé âî ìíîæåñòâå α△ r {α}.
Îòìåòèì âàæíåéøèå ñâîéñòâà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ⟨C, 6 ⟩.

Òåîðåìà 3.19. Ïóñòü C � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

1) åñëè C ♯ òàêæå âïîëíå óïîðÿäî÷åíî, òî C � êîíå÷íàÿ öåïü.

2) åñëè α � ïðåäåëüíûé ýëåìåíò âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, òî

[ o, α ) =
∪
β<α

[ o, β ) .

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïîñêîëüêó C è C ♯ âïîëíå óïîðÿäî÷åíû, òî C ñîäåðæèò óíèâåðñàëüíûå ãðàíè o

è ι , êàæäûé å¼ ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò ι èìååò ïîñëåäóþùèé, à êàæäûé ýëåìåíò,

îòëè÷íûé îò o � ïðåäøåñòâóþùèé. Òàêèì îáðàçîì, â C îòñóòñòâóþò ïðåäåëüíûå

ýëåìåíòû, âñå å¼ ñå÷åíèÿ � ñêà÷êè, ÷òî âìåñòå ñ íàëè÷èåì óíèâåðñàëüíûõ ãðàíåé

îçíà÷àåò êîíå÷íîñòü C.

2. Åñëè γ ∈ [ o, α ), òî ïîñêîëüêó ìåæäó γ è γ + 1 ýëåìåíòîâ íåò,

γ + 1 6 α. Îäíàêî â ñèëó ïðåäåëüíîñòè α, ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðà-

çîì, γ ∈ [ o, γ + 1 ) ⊆
∪
β<α[ o, β ), ò.å. [ o, α ) ⊆

∪
β<α[ o, β ). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå

î÷åâèäíî.

�

Ðåøàþùèì ìîìåíòîì, îáåñïå÷èâàþùèì âîçìîæíîñòü ñðàâíèâàòü ïðîèçâîëüíûå ìíî-

æåñòâ ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.20 (î ñðàâíåíèè âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ). Ïóñòü A è B �
äâà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâà. Òîãäà èìååòñÿ ëèøü îäíà èç ñëåäóþùèõ âîç-
ìîæíîñòåé:

1) A ∼= B;

2) A èçîìîðôíî íà÷àëüíîìó îòðåçêó B;

3) B èçîìîðôíî íà÷àëüíîìó îòðåçêó A.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èìååòñÿ, íàïðèìåð, â [48].

Ôàêò ðàâíîìîùíîñòè ìíîæåñòâ A è B áóäåì îáîçíà÷àòü A = B, à íåðàâíîìîù-

íîñòè � A ̸= B. Çäåñü ïîä X ïîíèìàåòñÿ íîâûé îáúåêò, ñâÿçàííûé ñ ìíîæåñòâîì X,
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íàçûâàåìûé êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì X èëè êàðäèíàëîì. Îïðåäåëåíèå òàêîãî îáúåêòà âîç-

ìîæíî ïî ïðèíöèïó àáñòðàêöèè, ñîãëàñíî êîòîðîìó ýêâèâàëåíòíûì ìíîæåñòâàì ìîæíî

ñîïîñòàâèòü íåêîòîðûé àáñòðàêòíûé îáúåêò (êàðäèíàëüíîå ÷èñëî) � òî îáùåå, ÷òî äåëà-

åò èõ ýêâèâàëåíòíûìè.

Òåîðåìà 3.21 (î ñðàâíåíèè ìíîæåñòâ � çàêîí òðèõîòîìèè). Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ
A è B èìååòñÿ ëèøü îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

1) A = B (A ýêâèâàëåíòíî B);

2) A = B ′ äëÿ íåêîòîðîãî B ′ ⊆ B, íî A′ ̸= B äëÿ ëþáîãî A′ ⊆ A;

3) B = A′ äëÿ íåêîòîðîãî A′ ⊆ A, íî B ′ ̸= A äëÿ ëþáîãî B ′ ⊆ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ïîïàðíî íåñîâìåñòèìû. Äàëåå, èñ-

ïîëüçóÿ àêñèîìó î ïîëíîì óïîðÿäî÷åíèè çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ A è B ñïðàâåäëèâà òåî-

ðåìà 3.20. Îòñþäà ëèáî ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ 2)�3) äàííîé òåîðåìû, ëèáî âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.22 Êàíòîðà-Øð¼äåðà-Áåðíøòåéíà. Ïîñëåäíåå æå âëå÷¼ò âûïîë-

íåíèå óñëîâèÿ 1). �

Äàííàÿ òåîðåìà ëåæèò â îñíîâå ó÷åíèÿ î ìîùíîñòè ìíîæåñòâ. Îíà ïîçâîëÿåò ââåñòè

ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë, à èìåííî ñ÷èòàòü, ÷òî A < B è A > B

ñîîòâåòñòâåííî â ñëó÷àÿõ 2) è 3) äàííîé òåîðåìû (ïîíÿòíî, ÷òî åñëè A ⊆ B, òî A 6 B,

ïðè ýòîì âîçìîæåí ñëó÷àé A = B).

Òåîðåìà 3.22 (Êàíòîð). A < P(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïîñòàâèâ êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ A îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî {a}
ìíîæåñòâà A, ïîëó÷èì âëîæåíèå A â P(A), è ïîýòîìó A 6 P(A).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ ìíîæåñòâà A

â P(A). Âî ìíîæåñòâå A îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî M :

M = {a ∈ A | a ̸∈ φ(a)} ∈ P(A).

Ïî îïðåäåëåíèþ φ, äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ýëåìåíò m ∈ A òàêîé, ÷òî φ(m) = M . Ïðè

ïîïûòêå âûÿñíèòü, ïðèíàäëåæèò ëè m ìíîæåñòâó M , ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå: äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü m ∈ M , òî ïîëó÷èì m ̸∈ φ(m) = M , à åñëè m ̸∈ M � òî

m ∈ φ(m) =M . �

Ïîíÿòíî, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü äàííîé òåîðåìû ïðÿìî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà êàíòîðîâî-

ñòè îäíîðîäíûõ íà A îòíîøåíèé, òîãî ôàêòà, ÷òî îòíîøåíèÿ èç R(A) ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü îòîáðàæåíèÿìè A→ P(A) è ïðèíöèïà Äèðèõëå (ñì. ïï. 2.2 è 2.6). Äîêàçàòåëüñòâà
áîëåå îáùåãî ôàêòà ñì. â [9].

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû Êàíòîðà ñðàçó ñëåäóåò ïàðàäîêñ Êàíòîðà, ïîêàçûâàþùèé,

÷òî ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ìíî-

æåñòâ V ñïðàâåäëèâî P(V ) ⊆ V è, ñëåäîâàòåëüíî, P(V ) 6 V , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå

Êàíòîðà. Ìíîæåñòâî V ìîæíî ôîðìàëüíî îïðåäåëèòü êàê V = {x | x = x }, è ìû åù¼
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ðàç, êàê è â ñëó÷àå ñ ìíîæåñòâîì Ðàññåëà, óáåæäàåìñÿ, ÷òî íå âñÿêîå ñâîéñòâî, âîîáùå

ãîâîðÿ, îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî.

Äàëåå â òåîðèè ìíîæåñòâ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë âïîëíå

óïîðÿäî÷åíî, îòêóäà ïîëó÷àþò ìíîãî âàæíûõ è èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé.

Âàæíîñòü âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì òåì, ÷òî

äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.23 (ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè). Ïóñòü C � âïîëíå óïîðÿäî-
÷åííîå ìíîæåñòâî ñ êàæäûì ýëåìåíòîì α êîòîðîãî ñâÿçàíî óòâåðæäåíèå Sα, îáðà-
çóþùèå ñîâîêóïíîñòü S. Òîãäà, åñëè èç ñïðàâåäëèâîñòè Sβ äëÿ âñåõ β ∈ [o, α) ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü Sα, òî âåðíû âñå óòâåðæäåíèÿ èç S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñðåäè S èìååòñÿ íåâåðíîå óòâåðæäåíèå. Òîãäà íåïóñòî ìíîæåñòâî

E íåâåðíûõ óòâåðæäåíèé. Ïóñòü α � íàèìåíüøèé ýëåìåíò E, êîòîðûé âñåãäà ñóùåñòâó-

åò â ñèëó ïîëíîãî ïîðÿäêà íà C. Íî òîãäà, ïîñêîëüêó Sβ ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ β ∈ [o, α),

òî ñïðàâåäëèâî è Sα. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâ ÷. ó. ìíîæåñòâ ìåòîä òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ

àëüòåðíàòèâíûì èñïîëüçîâàíèþ ëåììû Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà. Ñ åãî ïîìîùüþ äîêàæåì

òåîðåìó 2.13, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî äëÿ âñÿêîé òîëåðàíòíîé ïàðû ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò

êëàññ òîëåðàíòíîñòè, å¼ ñîäåðæàùèé.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü ⟨A, ≃⟩ � ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè, à ⟨C, 6 ⟩ � âïîëíå óïî-
ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, êàæäîìó ýëåìåíòó α êîòîðîãî ñîïîñòàâëåí ïðåäêëàññ òîëå-
ðàíòíîñòè Eα ⊆ A òàê, ÷òî èç α1 < α2 ñëåäóåò Eα1 ⊆ Eα2. Òîãäà îáúåäèíåíèå∪
Eα = E ÿâëÿåòñÿ ïðåäêëàññîì òîëåðàíòíîñòè â A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, è y � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E =
∪
Eα. Îïðå-

äåëèì ïîäìíîæåñòâî C(x) ⊆ C ïðàâèëîì

C(x) = {ω ∈ C | x ∈ Eα } .

Î÷åâèäíî, ÷òî èç α ∈ C(x) è α < β ñëåäóåò β ∈ C(x).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(x) íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà C(x). Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼í-

íîñòè α(y) 6 α(x). Òàê êàê y ∈ Eα(y), à Eα(y) ⊆ Eα(x), òî y ∈ Eα(x). Ñëåäîâàòåëüíî, x è

y âõîäÿò â îáùèé ïðåäêëàññ, à çíà÷èò x ≃ y . �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.13 ïðîâåä¼ì ñ ïîìîùüþ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè.

1◦. Áàçèñ èíäóêöèè. Âîçüì¼ì E1 = {x}. Â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè ≃ , E1 åñòü ïðåä-

êëàññ. Åñëè íåò y ̸= x òàêèõ, ÷òî x ̸= y, òî E1 åñòü êëàññ òîëåðàíòíîñòè. Åñëè æå òàêîé

y ñóùåñòâóåò, òî âûïîëíÿåì øàã èíäóêöèè.

2◦. Øàã èíäóêöèè. Åñëè α íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ýëåìåíòîì C, òî, ïîñêîëüêó Eα−1

îïðåäåëåíî, ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî Eα−1 óæå åñòü êëàññ, ëèáî ñóùåñòâóåò y ∈ Eα−1, òîëå-

ðàíòíûé êî âñåì x ∈ Eα−1 è òîãäà ïîëàãàåì Eα = Eα−1 ∪ {y}. Åñëè α � ïðåäåëüíûé

ýëåìåíò C, òî, ïîñêîëüêó Eβ îïðåäåëåíû ïðè âñåõ β < α, ïîëàãàåì Eα =
∪
β<α

Eβ. Ñî-

ãëàñíî ëåììå 3.1 Eα åñòü ïðåäêëàññ.
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü K =
∪
Eα, ãäå îáúåäèíåíèå

áåð¼òñÿ ïî âñåì ýëåìåíòàì ÷.ó. ìíîæåñòâà α, äëÿ êîòîðûõ Eα îïðåäåëåíî. Î÷åâèäíî, K

åñòü ìàêñèìàëüíûé ïðåäêëàññ, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò x. �

Èç ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà âûâîäÿòñÿ äâå ëåììû.

Ëåììà 3.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü x ≃ y , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâî-
âàíèå êëàññà òîëåðàíòíîñòè K, îäíîâðåìåííî ñîäåðæàùåãî è x, è y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà, à íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷à-

åòñÿ èç ïðèâåä¼ííîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.13, åñëè íà ýòàïå áàçèñà èíäóêöèè âçÿòü

ýëåìåíò x, à íà âòîðîì ïðèñîåäèíèòü y. �

Ëåììà 3.3 (î êëàññàõ òîëåðàíòíîñòè). Äëÿ âñÿêîãî ïðåäêëàññà ñóùåñòâóåò ñîäåð-
æàùèé åãî êëàññ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê çàìå÷àíèþ, ÷òî áàçèñ èíäóêöèè ìîæåò áûòü íà÷àò ñ ëþáîãî

êëàññà. �

3.8 Ñèñòåìû Òóý

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ÀÑ ⟨H, ◦ ⟩, ãäå ◦ � àññîöèàòèâíàÿ áèíàð-

íàÿ îïåðàöèÿ. Óêàçàííûé èíôåêñíûé ñèìâîë ïîëóãðóïïîâîé îïåðàöèè áóäåì, êàê ïðà-

âèëî,ïóñêàòü. Ìîíîèäîì (ïîëóãðóïïîé ñ åäèíèöåé) íàçûâàåòñÿ ÀÑ ⟨H, ◦, e, ⟩, ãäå e �

ýëåìåíò íîñèòåëÿ, íàçûâàåìûé åäèíèöåé: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ H ñïðàâåä-

ëèâî xe = ex = x. Ïóñòü íà ìîíîèäå çàäàíî òàêîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ⊑ ,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ åãî ýëåìåíòîâ x, y è z âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

x ⊑ y ⇒ (xz ⊑ yz) N (zx ⊑ zy).

Ïîëó÷åííàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì ìîíîèäîì èëè ïîëóãðóïïîé Òóý. ßñíî,

íàïðèìåð, ÷òî �ïðîñòî� ìîíîèä � ïîëóãðóïïà Òóý ñ òðèâèàëüíûì ïîðÿäêîì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X ïîëóãðóïïîé Òóý áóäåò ÀÑ

SymmX = ⟨R(X), ⋄, ⊆, △X ⟩ ñ ìíîæåñòâîì âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà X â êà÷å-

ñòâå íîñèòåëÿ, îïåðàöèåé ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé â êà÷åñòâå ïîëóãðóïïîâîé, òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííûì âêëþ÷åíèåì â êà÷åñòâå ïîðÿäêà è äèàãîíàëüíûì îòíîøåíèåì íà X â

êà÷åñòâå åäèíèöû. Å¼ íàçûâàþò ñèììåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé Òóý íà X.

Íà ïîëóãðóïïû Òóý îáû÷íûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ ïîíÿòèÿ ãîìîìîðôèçìà, èçîìîð-

ôèçìà, âëîæåíèÿ è ò.ä. Òàê, èçîòîííîå îòîáðàæåíèå φ : T → T ′ ïîëóãðóïï Òóý T è T ′

êàê ÷. ó. ìíîæåñòâ íàçûâàþò èõ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè îíî, ñîãëàñîâàííî ñ îïåðàöèÿìè â

T è T ′, ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ T ñïðàâåäëèâ çàêîí

φ(xy) = φ(x)φ(y).
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Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå φ ìîæåò è íå ñîõðàíÿòü åäèíèöó. Òàêæå èçîìîðôèçì è

âëîæåíèå (ìîíîìîðôèçì) ïîëóãðóïï Òóý îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðÿäêî-

âûå îòîáðàæåíèÿ, ñîãëàñîâàííûå ñ îïåðàöèÿìè.

Èìååò ìåñòî çàìå÷àòåëüíàÿ

Òåîðåìà 3.24 (ïðåäñòàâëåíèå ïîëóãðóïï Òóý). Âñÿêàÿ ïîëóãðóïïà Òóý âëîæèìà â
ïîäõîäÿùóþ ñèììåòðè÷åñêóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà A íåêîòîðîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà ìíîæåñòâî
∪
a∈A

a△ íà-

çîâ¼ì (âåðõíåé) òåíüþ A.

Ïóñòü T � ïîëóãðóïïà Òóý, ïîðÿäîê íà êîòîðîé áóäåì îáîçíà÷àòü ⊑ , à çíàê îïå-

ðàöèè � îïóñêàòü. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S(T ) âñåõ òåíåé íà T . Ïîíÿòíî, ÷òî S(T )

ÿâëÿåòñÿ ÷. ó. ìíîæåñòâîì, óïîðÿäî÷åííûì ïî âêëþ÷åíèþ. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó a ∈ T
áèíàðíîå îòíîøåíèå φ(a) íà S(T ) ïî ïðàâèëó Xφ(a)Y , aY ⊆ X (ìû îáîçíà÷àåì,

êàê îáû÷íî, aY = {ay | y ∈ Y } ). ßñíî, ÷òî φ ∈ R(S(T )) è ïîýòîìó φ ∈ SymmS(T ).

Óñòàíîâèì ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ φ.

1. Óäîñòîâåðèìñÿ ñíà÷àëà, ÷òî φ � âëîæåíèå T â SymmS(T ) êàê ÷. ó. ìíîæåñòâ.

Âî-ïåðâûõ, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a ⊑ b ⇒ φ(a) ⊆ φ(b), ò.å. φ èçîòîííî.

Ïîêàæåì, ÷òî, âî-âòîðûõ, îòîáðàæåíèå φ îáðàòíî èçîòîííî. Åñëè Y � òåíü åäè-

íè÷íîãî ýëåìåíòà e, à X � òåíü íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ðàññìàòðèâàåìîé ïîëóãðóï-

ïû Òóý T , òî aY ⊆ X è bY ⊆ X äëÿ ïðîèçâîëüíîãî b èç b ∈ Y , îòêóäà b ∈ X.
Ñëåäîâàòåëüíî, φ(a) ⊆ φ(b) ⇒ a ⊑ b.

Â òðåòüèõ, î÷åâèäíî, φ åñòü èíúåêöèÿ.

2. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî φ ñîãëàñîâàííî ñ ïîëóãðóïïîâûìè îïåðàöèÿìè íà T è

SymmS(T ).

Ïóñòü X(φ(a) ⋄ φ(b))Z, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ òåíü Y , ÷òî Xφ(a)Y è Y φ(b)Z. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî aY ⊆ X è bZ ⊆ Y . Îòñþäà (ab)Z ⊆ X, ò.å. Xφ(ab)Z.

Ïóñòü òåïåðü Xφ(ab)Z. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå Y òåíü ìíîæåñòâà bZ. Ïîñêîëüêó

èç z ∈ Z è bz ⊑ y âûòåêàåò abz ⊑ ay , òî (ay) ∈ X è aY ⊆ X. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

bZ ⊆ Y è, ñëåäîâàòåëüíî, X(φ(a) ⋄ φ(b))Z.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ X, Z ∈ S(T ) ñïðàâåäëèâî Xφ(ab)Z = X(φ(a) ⋄φ(b))Z.

Òàêèì îáðàçîì, φ ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëóãðóïï Òóý. �

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñëó÷àÿ ãðóïï (ò.å. òðèâèàëüíîãî ïîðÿäêà) äàííàÿ òåîðåìà åñòü êëàññè-
÷åñêàÿ òåîðåìà Êýëè.

Ïîäîáíî ãðóïïàì è ïîëóãðóïïàì, ïîëóãðóïïû Òóý ìîæíî çàäàâàòü ïðè ïîìîùè îá-

ðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì òàêèå
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ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâàþò ïîëóñèñòåìàìè Òóý. Ïîëóñèñòåìû Òóý (êàê è ëîãè÷åñêèå èñ÷èñ-

ëåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì Ïîñòà19, à òåçèñ Ïîñòà óòâåðæäàåò,

÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ïîëóñèñòåìà Òóý ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ìàøèíà Òüþðèíãà è

íàîáîðîò.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä àëôàâèòîì ïîäðàçóìåâàþò íåïóñòîå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíî-

æåñòâî, ïðè ýòîì åãî ýëåìåíòû íàçûâàþò áóêâàìè. Ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè

(◦, ÷àñòî îïóñêàåòñÿ) èëè ñîåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ, îáðàçóþò êîíå÷íûå öåïî÷êè áóêâ èëè

ñëîâà â àëôàâèòå. Ê íèì îòíîñÿò è ïóñòîå ñëîâî (íå ñîäåðæàùåå áóêâ). Ñëîâà áóäåì îáî-

çíà÷àòü áóêâàìè A, B, . . . , Z. Ìíîæåñòâî âñåõ, âêëþ÷àÿ ïóñòîå Λ , ñëîâ â àëôàâèòå A
íàçûâàþò åãî ðåôëåêñèâíûì çàìûêàíèåì è îáîçíà÷àþò A∗.

Îïðåäåëåíèå 3.16. Ïóñòü A � àëôàâèò. Óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ñëîâ â A íàçîâ¼ì ïðà-
âèëîì â A. Ïîëóñèñòåìîé Òóý T â A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðàâèë â A.

Ïðàâèëà âûâîäà, çàäàâàåìûå ïàðîé ñëîâ ⟨XAY, XBY ⟩ (âîçìîæíî X è/èëè Y �

ïóñòûå ñëîâà) ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå

XAY → XBY.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëîâî XAY ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà ñëîâî XBY , èëè ÷òî âîçìîæíà

çàìåíà ñëîâ A 7→ B â êîíòåêñòå X�Y .

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðàâèëî åñòü îòíîøåíèå íà A∗. Åñëè ïàðà ñëîâ ⟨U, V ⟩ ïðèíàäëåæèò
òðàíçèòèâíîìó çàìûêàíèþ ïîëóñèñòåìû Òóý, òî ãîâîðÿò, ÷òî V âûâîäèòñÿ èç U ñ ïî-

ìîùüþ ïðàâèë T . Ýòî çàïèñûâàþò êàê U ⊢T V . ßñíî, ÷òî ⊢T åñòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê

íà ìíîæåñòâå ñëîâ â àëôàâèòå A. Åñëè ðàññìîòðåòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî W ñëîâ â A
è îáîçíà÷èòü ÷åðåç [W ] ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, âûâîäèìûõ èç W , òî îïåðàòîð [·] áóäåò
îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ íà A∗ (ñì. c. 43).

Â ñëó÷àå U ⊢T V è V ⊢T U ïèøóò U ∼=T V . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ∼=T åñòü

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà A∗. Íà ôàêòîðìíîæåñòâå A∗/∼=T åñòåñòâåííûì îáðàçîì

ââîäèòñÿ ñòðóêòóðà ⟨A∗/∼=T , ◦, ⊢T ⟩ ïîëóãðóïïû Òóý. Å¼ íàçûâàþò ïîëóãðóïïîé Òóý â

àëôàâèòå A, çàäàâàåìîé ïîëóñèñòåìîé Òóý T 20.

Ññûëêè íà ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ÷. ó. ìíîæåñòâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â

[67, 75].

19Ñì., íàïðèìåð, Ï.Ìàðòèí-Ë¼ô. Î÷åðêè ïî êîíñòðóêòèâíîé ìàòåìàòèêå � Ì.: Ìèð, 197.
20Ïîëóñèñòåìû Òóý (êàê è ëîãè÷åñêèå èñ÷èñëåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì Ïîñòà

(ñì., íàïðèìåð, Ï.Ìàðòèí-Ë¼ô. Î÷åðêè ïî êîíñòðóêòèâíîé ìàòåìàòèêå � Ì.: Ìèð, 1976). Òåçèñ Ïî-
ñòà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ïîëóñèñòåìà Òóý ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ìàøèíà Òüþðèíãà è
íàîáîðîò.
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Ãëàâà 4

Ðåø¼òêè

Êðàñîòà òåîðèè ðåø¼òîê îò÷àñòè îáúÿñíÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîé ïðî-

ñòîòîé å¼ îñíîâíûõ ïîíÿòèé: óïîðÿäî÷åíèÿ, òî÷íîé âåðõíåé è òî÷-

íîé íèæíåé ãðàíåé. Â ýòîì îòíîøåíèè îíà î÷åíü íàïîìèíàåò òåî-

ðèþ ãðóïï. Òåîðåòèêî-ðåø¼òî÷íûìè ïîíÿòèÿìè ïðîíèçàíà âñÿ ñî-

âðåìåííàÿ àëãåáðà, õîòÿ âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî

ÿâíûì îáðàçîì íå îòìå÷àåòñÿ.

Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâ. Ñ÷¼òíûå áóëåâû àëãåáðû.

4.1 Ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è ðåø¼òêè

Îïðåäåëåíèå 4.1. ×.ó. ìíîæåñòâî, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b ñóùåñòâóþò
inf {a, b} è sup {a, b} íàçûâàþò ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûì èëè áèíàïðàâëåííûì.

ßñíî, ÷òî â ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå òî÷íûå âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè

ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 4.1. 1. Ëþáàÿ öåïü ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åíà. Ìîäåëè ⟨R, 6 ⟩, ⟨N, | ⟩
è ⟨ P(A), ⊆⟩ ñóòü ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà: ïàðàìè (èíôè-
íóì, ñóïðåìóì) äëÿ íèõ áóäóò (min, max), (ÍÎÄ,ÍÎÊ) è (∩, ∪) ñîîòâåòñòâåííî.

2. Íà ðèñ. 4.1 ïðåäñòàâëåíû äâà ÷. ó. ìíîæåñòâà, ïðè÷åì ëèøü ïåðâîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ
ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûì, ò.ê. âî âòîðîì íå ñóùåñòâóþò sup {a, b} è inf {c, d}.
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Ðèñ. 4.1. 6-ýëåìåíòíûå ÷. ó. ìíîæåñòâà

3. ×.ó. ìíîæåñòâî Π(n) ïðè n > 5 íå ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûì.

×åòûð¼õýëåìåíòíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî ñ äèàãðàììîé, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 4.2 îáîçíà-

÷èì K2. Ïóñòü â íåêîòîðîì ÷. ó. ìíîæåñòâå ñ äèàãðàììîé H çà ýëåìåíòîì a íåïîñðåä-

ñòâåííî ñëåäóåò ýëåìåíò b. Ìîäèôèöèðóåì äàííîå ìíîæåñòâî, äîáàâèâ ìåæäó ýëåìåíòà-

ìè a è b íîâûå ýëåìåíòû a1, . . . , ak, îáðàçîâàâ ïîäöåïü [ a, a1, . . . , ak, b ]. Îáîçíà÷èì
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Ðèñ. 4.2. ×.ó. ìíîæåñòâî K2

äèàãðàììó ïîëó÷åííîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà ÷åðåç H ′. Äèàãðàììû H è H ′ íàçûâàþò ãî-

ìåîìîðôíûìè. Î÷åâèäíî äèàãðàììà H íå îïðåäåëÿåò ðåø¼òêó, åñëè îíà ñîäåðæèò ïîä-

äèàãðàììó, ãîìåîìîðôíóþ äèàãðàììå K2.

Ìû ââåëè ïîíÿòèå ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, îòòàëêèâàÿñü îò îòíîøåíèÿ

ïîðÿäêà. Îäíàêî âîçìîæåí äðóãîé, ýêâèâàëåíòíûé äàííîìó ïîäõîä, îïèðàþùèéñÿ íà

àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ðåø¼òêîé L íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî L ñ çàäàííûìè íà í¼ì äâóìÿ
áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè: ⊔ (îáúåäèíåíèÿ) è ⊓ (ïåðåñå÷åíèÿ), ïîä÷èíÿþùèìèñÿ äâîé-
ñòâåííûì ïàðàì çàêîíîâ Ass, Com, Id è Abs (ñì. ï. 1.1).

Íàïðèìåð, ÷. ó. ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 4.3 åñòü ðåø¼òêà.
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Ðèñ. 4.3. Âîñüìèýëåìåíòíàÿ ðåø¼òêà ŝ3

ßñíî, ÷òî â ðåø¼òêå îáúåäèíåíèÿ è ïðåñå÷åíèÿ ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî

ïîäìíîæåñòâà å¼ ýëåìåíòîâ. Îòìåòèì, ÷òî ðàíüøå âìåñòî òåðìèíà ¾ðåø¼òêà¿ ÷àñòî óïî-

òðåáëÿëñÿ òåðìèí ñòðóêòóðà. Òåïåðü ïîä ñòðóêòóðîé îáû÷íî ïîíèìàþò àëãåáðàè÷åñêóþ

ñèñòåìó. Ïðè ýòîì ÷àñòî óäîáíî ñ÷èòàòü ðåø¼òêîé ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ïðèâåä¼ííîå âûøå îïðåäåëåíèå óòâåðæäàåò, ÷òî ðåø¼òêà åñòü AC ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩, äâóõ-
ìåñòíûå îïåðàöèè ⊔ è ⊓ êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííûì çàêîíàì. Ðàíåå áûëî ïîêàçà-

íî, ÷òî çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè âûòåêàþò èç çàêîíîâ ïîãëîùåíèÿ, è ïîýòîìó óêàçàííàÿ

ñèñòåìà àêñèîì èçáûòî÷íà. Èñïîëüçîâàíèå èìåííî òàêîé ñèñòåìû àêñèîì òðàäèöèîííî.

Ñëåäñòâèåì å¼ äâîéñòâåííîñòè ÿâëÿåòñÿ
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Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè (äëÿ ðåø¼òîê). Ëþáîå óòâåðæäåíèå, èñòèííîå äëÿ ëþáûõ
ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåø¼òêè, îñòà¼òñÿ òàêîâûì ïðè çàìåíå ⊓ ↔ ⊔.

ßñíî, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ ðåø¼òêà ìîæåò ñîäåðæàòü, à ìîæåò è íå ñîäåðæàòü óíèâåðñàëü-

íûå ãðàíè; ïðè ýòîì êîíå÷íàÿ ðåø¼òêà èõ îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò: o åñòü ïåðåñå÷åíèå, à

ι � îáúåäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîé ðåø¼òêè.

Íà ðèñ. 4.4 èçîáðàæåíû âñå, çà èñêëþ÷åíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, ðåø¼òêè ñ ïÿòüþ

ýëåìåíòàìè. Ïîñëåäíèå äâå ðåø¼òêè òðàäèöèîííî íàçûâàþò ¾ïÿòèóãîëüíèê¿ è ¾ðîìá¿ è

îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî N5 è M3.

Ïðèìåð 4.2. 1. Î÷åâèäíî, ëþáàÿ áóëåâà àëãåáðà åñòü ðåø¼òêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþ-
áàÿ öåïü åñòü ðåø¼òêà, ÿâëÿÿñü áóëåâîé àëãåáðîé ëèøü ïðè ÷èñëå ýëåìåíòîâ, ðàâíîì
2.

Ïðèìåð N5 ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåø¼òêà íå îáÿçàòåëüíî åñòü ðàíæèðîâàííîå ìíîæå-
ñòâî.

2. ×.ó. ìíîæåñòâî D(N) åñòü ðåø¼òêà: îáúåäèíåíèå äâóõ åãî ýëåìåíòîâ åñòü èõ ÍÎÊ,
à ïåðåñå÷åíèå � ÍÎÄ.

3. ×.ó. ìíîæåñòâî ⟨ E(A), ⊆⟩ âñåõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A, ðàñ-
ñìîòðåííîå â ïðèìåðå 3.4.4, åñòü ðåø¼òêà ñ óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè o =△A è
ι = ▽A. Çäåñü äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé α è β â êà÷åñòâå îáúåäèíåíèÿ âûñòóïàåò
{α, β}e, à â êà÷åñòâå ïåðåñå÷åíèÿ � îáû÷íîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ïåðåñå÷åíèå
α∩β, ïîñêîëüêó îíî âñåãäà åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü. Ýòó ðåø¼òêó íàçûâàþò òàêæå ðå-
ø¼òêîé âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà. Ðåø¼òêó âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà { 1, . . . , n }
îáîçíà÷àþò Πn.

Ïóñòü, íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå { 1, . . . , 11 } çàäàíû ýêâèâàëåíòíîñòè α è β, îïðå-
äåëÿþùèå ðàçáèåíèÿ

Dα = ( 1, 2 | 3, 4, 5 | 6, 7, 8 | 9, 10, 11 ) è Dβ = ( 1, 3, 4 | 2, 5 | 6, 7, 11 | 8 | 9, 10 ) .

Òîãäà ýêâèâàëåíòíîñòü α ⊔ β çàäà¼òñÿ ðàçáèåíèåì ( 1, 2, 3, 4, 5 | 6, 7, 8, 9, 10, 11 ), à
ýêâèâàëåíòíîñòü α ⊓ β � ðàçáèåíèåì ( 1 | 2 | 3, 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9, 10 | 11 ).
Ðåø¼òêà Π4 ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.5.

×èñëî ýëåìåíòîâ ðåø¼òêè Πn , î÷åâèäíî, åñòü ÷èñëî Áåëëà B(n) âñåâîçìîæíûõ
ýêâèâàëåíòíîñòåé íà { 1, . . . , n }. Ïîýòîìó Πn èíîãäà íàçûâàþò áåëëèàíîì n-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. ×èñëîì Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà S(n, k) äëÿ n, k > 1
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k áëîêîâ. Äëÿ íèõ
S(n, k) = 0 ïðè n < k, S(n, 0) = 0 ïðè n ̸= 0 è ôîðìàëüíî ïîëàãàþò S(0, k) = 0,
n, k ∈ N0.

ßñíî, ÷òî â ðåø¼òêå âñåõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà Wk = S(n, k) è

B(n) =
n∑
k=0

S(n, k) .

Äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà ïðè k > 2 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

S(n, k) =
n−1∑
i=k−1

(
n− 1

i

)
S(i, k − 1) .

×èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà äîñòàòî÷íî áûñòðî ðàñòóò: òàê, íàïðèìåð,
S(10, 5) = 42 525.
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Ðèñ. 4.4. Âñå, êðîìå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, 5-ýëåìåíòíûå ðåø¼òêè
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Ðèñ. 4.5. Ðåø¼òêà Π4 âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà { 1, . . . , 4 }

Îòìåòèì, ÷òî ðåø¼òêà Πn êàê ÷. ó. ìíîæåñòâî îáëàäàåò LYM-ñâîéñòâîì òîëüêî
ïðè n < 20, à ïðè áîëüøèõ n òåðÿåò è ñâîéñòâî Øïåðíåðà (òåîðåìà Êåíôèëäà, ñì.
íàïðèìåð, [1]).

4. Ìíîæåñòâî Sub G âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ñ îïåðàöèÿìè x⊔y = ⟨x, y⟩ (ïîäãðóï-
ïà ïîðîæäåííàÿ îáúåäèíåíèåì ïîäãðóïï x è y ) è x ⊓ y = x ∩ y (ýòî ìíîæåñòâî,
êàê èçâåñòíî, âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé) åñòü ðåø¼òêà. Çäåñü o = E (åäèíè÷íàÿ
ãðóïïà) è ι = G.

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y ðåø¼òêè â ñèëó ï. 1.1 ëåììû (1.1) îñòà¼òñÿ

ñïðàâåäëèâûì ñâîéñòâî

x ⊔ y = y ⇔ x ⊓ y = x .

Åñëè L è M � ðåø¼òêè, òî òàêîâûìè æå ÿâëÿþòñÿ L ♯, L⊕M è L×M (â ÷àñòíîñòè,

ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ öåïåé åñòü ðåø¼òêà). Ïðè ýòîì L+M íèêîãäà íå áóäåò ðåø¼òêîé,

åñëè òîëüêî îäíî èç ìíîæåñòâ L è M íåïóñòî. Îäíàêî åñëè ê L +M äîáàâèòü óíè-

âåðñàëüíûå ãðàíè, òî ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ñòàíåò ðåø¼òêîé. Íàïðèìåð, N5 = 1̂+ 2 è

M3 = 3̂1.

Ðàññìîòðèì ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ⟨N, | ⟩. Â í¼ì äëÿ ëþáîé ïàðû íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë m è n ñóùåñòâóþò íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå m ∨ n è íàèáîëüøèé

îáùèé äåëèòåëü m ∧ n, èç îïðåäåëåíèé êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî m ∨ n = sup {m, n} è

m ∧ n = inf {m, n}. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîå ÷. ó. ìíîæåñòâî ðåø¼òî÷íî óïîðÿ-
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äî÷åííî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïåðàöèè ∨ è ∧ óäîâëåòâîðÿþò çàêîíàì êîììóòàòèâíîñòè,

àññîöèàòèâíîñòè, ïîãëîùåíèÿ è èäåìïîòåíòíîñòè, è ïîýòîìó ⟨N, ∨, ∧ ⟩ � ðåø¼òêà. Íà-

êîíåö, åñëè â äàííîé ðåø¼òêå ââåñòè îòíîøåíèå δ ïî ïðàâèëó mδn , m ∧ n = m, òî

îêàçûâàåòñÿ δ = | è, òàêèì îáðàçîì, ⟨N, δ ⟩ � ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

Äàííîå ðàññìîòðåíèå íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî ðåø¼òêè è ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûå

ìíîæåñòâà òåñíî ñâÿçàíû. Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, è äàííàÿ ñâÿçü óñòàíàâëèâàåòñÿ íèæå-

ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 4.1 (ýêâèâàëåíòíîñòü ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è ðåø¼-
òîê).

1. Ïóñòü ⟨P, ⊑⟩ � ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåí-
òîâ x è y èç P ïîëîæèòü

x ⊔ y , sup {x, y} , x ⊓ y , inf {x, y} ,

òî ñòðóêòóðà ⟨P, ⊔, ⊓ ⟩ áóäåò ðåø¼òêîé.

2. Ïóñòü ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ � ðåø¼òêà. Åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y èç L ïîëîæèòü

x ⊑ y , x ⊓ y = x (èëè x ⊑ y , x ⊔ y = y), (4.1)

òî ñòðóêòóðà ⟨L, ⊑⟩ áóäåò ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü àêñèîì ðåø¼òêè äëÿ ââåä¼ííûõ îïåðàöèé ⊔
è ⊓ â ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå P . Âûïîëíåíèå çàêîíîâ êîììóòàòèâ-

íîñòè è àññîöèàòèâíîñòè î÷åâèäíî. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü çàêîíîâ ïîãëîùåíèÿ.

Ïóñòü x è y � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû P .

Abs1: x ⊓ (x ⊔ y) = inf {x, sup{x, y}}; èìååì x ⊑ sup {x, y} = z è ïîýòîìó

inf {x, z} = x.

Abs2: Ïî äâîéñòâåííîñòè.

2. Óäîñòîâåðèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñâîéñòâ ðåôëåêñèâíîñòè, àíòèñèììåòðè÷íîñòè è

òðàíçèòèâíîñòè ó ââåä¼ííîãî îòíîøåíèÿ ⊑ â ðåø¼òêå L. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ x, y, z ∈ L èìååì

R: x ⊑ x ⇔ x ⊓ x = x ;

AS:

{
x ⊑ y

y ⊑ x
⇔

{
x ⊓ y = x

y ⊓ x = y
⇔ x = y ;

T: {
x ⊑ y

y ⊑ z
⇔

{
x ⊔ y = y

y ⊔ z = z
⇒ x ⊔ (y ⊔ z) = y ⊔ z ⇔ x ⊑ (y ⊔ z) ⇔ x ⊑ z .
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Òàêèì îáðàçîì, ⟨L, ⊑⟩ åñòü ÷. ó. ìíîæåñòâî. Óáåäèìñÿ, ÷òî îíî ðåø¼òî÷íî óïîðÿ-
äî÷åíî. Ïóñòü z � âåðõíÿÿ ãðàíü ýëåìåíòîâ x è y. Òîãäà{

x ⊑ z

y ⊑ z
⇔

{
x ⊔ z = z

y ⊔ z = z
⇒ (x ⊔ y) ⊔ z = z ⇔ (x ⊔ y) ⊑ z .

Ïîýòîìó ñóïðåìóì ìíîæåñòâà {x, y } ñóùåñòâóåò è sup{x, y} = x ⊔ y.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî inf{x, y} = x ⊓ y. Ñëåäîâàòåëüíî, ⟨L, ⊑⟩ � ðåø¼-

òî÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî ñëåäîâàíèå ⇒ ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà ðàâíîñèëüíîñòü ⇔ â äîêàçàòåëü-

ñòâå (T) � íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà 2 òåîðåìû 2.3, à â ïîñëåäíåì âûâîäå � íà îñíîâàíèè

íèæå óòâåðæäåíèÿ 4.2. �

Ñëåäñòâèå. Äëÿ x, y ∈ ⟨P, ⊑⟩ ñïðàâåäëèâî x ⊓ y ⊑ x ⊑ x ⊔ y, ïðè÷¼ì x ⊔ y �
íàèìåíüøèé, à x ⊓ y � íàèáîëüøèé ýëåìåíòû, ñîäåðæàùèå êàê x, òàê è y.

Òåîðåìà 4.1 óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåø¼òî÷íî óïî-

ðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè è ðåø¼òêàìè: èç îäíîé ÀÑ âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãóþ.

Ïîýòîìó òåðìèí ¾ðåø¼òêà¿ ïðèìåíÿþò äëÿ îáîèõ ïîíÿòèé, èìåÿ â âèäó, ÷òî ëþáóþ ðå-

ø¼òêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèáî êàê ÷. ó. ìíîæåñòâî, ëèáî êàê àëãåáðó. Íàïðèìåð, ðåø¼-

òî÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ⟨R, 6 ⟩, ⟨N, | ⟩ è ⟨ P(A), ⊆⟩ ïðèìåðà 4.1 ìîæíî çà-

ïèñàòü â âèäå ðåø¼òîê ⟨R, max, min ⟩, ⟨N, ∨, ∧ ⟩ è ⟨ P(A), ∪, ∩ ⟩ ñîîòâåòñòâåííî. Âîç-
ìîæíîñòü òàêîãî ðàññìîòðåíèÿ ðåø¼òîê ïîçâîëÿåò ââîäèòü â íèõ êàê ïîðÿäêîâûå, òàê è

àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, ÷òî ïðèâîäèò ê áîãàòîé è ìíîãîîáðàçíîé â ïðèëîæåíèÿõ òåî-

ðèè. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòíîøåíèé X ⊆ Y è X ∩ Y = X äëÿ

ìíîæåñòâ X è Y âïåðâûå áûëà çàìå÷åíà è èñïîëüçîâàëàñü Ã.Ëåéáíåöåì.

Àòîìû [ êîàòîìû ] ðåø¼òêè åñòü å¼ àòîìû [ êîàòîìû ] êàê ÷. ó. ìíîæåñòâà.

Ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ëþáîå ïîäìíîæåñòâî å¼ ýëåìåíòîâ èìååò òî÷íûå

âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè (ñð. ñ îïðåäåëåíèåì ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðû íà ñ. 25). Íàïðè-

ìåð, îòðåçîê [ 0, 1 ] ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì è ïðîèçâîëüíàÿ òîòàëüíàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ

ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ðåø¼òêàìè, à ðåø¼òêè ⟨N, | ⟩ è ⟨Z, 6 ⟩ íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè, ò.ê.

íè îäíî áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî â ïåðâîé íèõ íå èìååò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, à âî âòî-

ðîé � íå èìååò õîòÿ áû îäíîé èç òî÷íûõ ãðàíåé. ßñíî òàêæå, ÷òî âñå ïîëíûå ðåø¼òêè

äîëæíû èìåòü óíèâåðñàëüíûå ãðàíè.

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4.2. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ðåø¼òêîé, åñëè è
òîëüêî åñëè

1) îíî èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò ι ;

2) äëÿ ëþáîãî åãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü
inf A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Ïóñòü ⟨P, ⊑⟩ � ïîëíàÿ ðåø¼òêà. Òîãäà êàæäîå î íåïóñòîå ïîäìíî-

æåñòâî A ⊆ P èìååò è òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü inf A , è òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü sup A.

Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò sup P = ι.

(⇒) Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû êàæäîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A ⊆ P èìååò

òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü. Ðàññìîòðèì A△ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé A.

Î÷åâèäíî, ι ∈ A△, òàê ÷òî A△ ̸= ∅. Ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b = inf A△.

Ýòîò ýëåìåíò, ïî îïðåäåëåíèþ, è áóäåò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ïîäìíîæåñòâà A, îòêóäà

çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ðåø¼òêà ïîëíàÿ. �

Ñëåäñòâèå. Êîíå÷íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òêîé, åñëè è òîëüêî åñëè:

1) îíî èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò;

2) äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü.

Â ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ ïðîâåðêà íàëè÷èÿ òî÷íûõ íèæíèõ ãðàíåé ó ïîäìíîæåñòâ

÷. ó. ìíîæåñòâà îáû÷íî íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé, â òî âðåìÿ êàê îòûñêàíèå òî÷íûõ âåðõ-

íèõ ãðàíåé, êàê ïðàâèëî, òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ óñèëèé. Òåîðåìà 4.2 è ñëåäñòâèå èç íå¼

ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè êðèòåðèÿìè ðåø¼òî÷íîñòè ïîðÿäêîâ.

Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 4.1. Ðåø¼òêà âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ýêâèâàëåíòíîñòåé ÿâëÿåò-

ñÿ èõ ïåðåñå÷åíèå (âñåãäà ýêâèâàëåíòíîñòü), à åäèíèöåé ðåø¼òêè âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé

(ðàçáèåíèé) ìíîæåñòâà ñëóæèò óíèâåðñàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ▽, íàçûâàåìàÿ òàêæå

àìîðôíîé. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.2. �

4.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå ãîìîìîðôèçìû,
èäåàëû è ôèëüòðû

Ëåãêî ïîêàçûâàþòñÿ íèæåñëåäóþùåå ýëåìåíòàðíîå ñâîéñòâî ðåø¼òîê.

Óòâåðæäåíèå 4.2. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, u, v ðåø¼òêè ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ ñïðàâåäëèâî{
x ⊑ y
u ⊑ v

⇒
{
x ⊔ u ⊑ y ⊔ v
x ⊓ u ⊑ y ⊓ v ;

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì{
x ⊑ y

u ⊑ v
⇔

{
x ⊓ y = x

u ⊓ v = u
⇒ x ⊓ y ⊓ u ⊓ v = x ⊓ u ⇔

⇔ (y ⊓ v) ⊓ (x ⊓ u) = x ⊓ u ⇔ x ⊓ u ⊑ y ⊓ v .

Ñïðàâåäëèâîñòü x ⊔ y ⊑ u ⊔ v ñëåäóåò ïî äâîéñòâåííîñòè. �
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Ñëåäñòâèÿ. 1. x ⊑ y ⇒
{
x ⊔ u ⊑ y ⊔ u
x ⊓ u ⊑ y ⊓ u ;

2.

{
x ⊑ z
y ⊑ z

⇔ x ⊔ y ⊑ z ;

{
x ⊑ y
x ⊑ z

⇔ x ⊑ y ⊓ z .

Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî â ðåø¼òêå èç x ⊔ z = y ⊔ z (èëè èç x ⊓ z = y ⊓ z ) íå ñëåäóåò
x = y, ò.å. íåïðèìåíèìû ¾ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ¿.

Òåîðåìà 4.3. Ýëåìåíòû x, y è z ëþáîé ðåø¼òêè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì íåðà-
âåíñòâàì ïîëóäèñòðèáóòèâíîñòè

Dtr1 ⊒ : (x ⊔ y) ⊓ z ⊒ (x ⊓ z) ⊔ (y ⊓ z);
Dtr2 ⊑ : (x ⊓ y) ⊔ z ⊑ (x ⊔ z) ⊓ (y ⊔ z)

è ïîëóìîäóëÿðíîñòè

Mod ⊑ : x ⊑ y ⇒ x ⊔ (y ⊓ z) ⊑ y ⊓ (x ⊔ z) = (x ⊓ y) ⊔ (y ⊓ z);
Mod ⊒ : x ⊒ y ⇒ x ⊓ (y ⊔ z) ⊒ y ⊔ (x ⊓ z) = (x ⊔ y) ⊓ (y ⊔ z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x, y è z ðåø¼òêè èìååì

x ⊓ z ⊑ x ⊑ x ⊔ y
x ⊓ z ⊑ z

}
⇒ x ⊓ z ⊑ (x ⊔ y) ⊓ z

è
y ⊓ z ⊑ y ⊑ x ⊔ y
y ⊓ z ⊑ z

}
⇒ y ⊓ x ⊑ (x ⊔ y) ⊓ z.

Òàêèì îáðàçîì, (x ⊔ y) ⊓ z åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü äëÿ x ⊓ z è y ⊓ z. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

(x ⊓ z) ⊔ (y ⊓ z) ⊑ (x ⊔ y) ⊓ z,

è ñëåäîâàíèå Dtr1 ⊒ äîêàçàíî. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ïîëóäèñòðèáóòèâíîñòè ñëåäóåò èç

òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ïî ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè.

Íåðàâåíñòâà ïîëóìîäóëÿðíîñòè åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâ ïîëóäèñòðèáóòèâíî-

ñòè, â êîòîðûõ ðàâåíñòâà ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. �

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà ïîëóäèñòðèáóòèâíîñòè, ìîæíî óñèëèòü ñâîéñòâà ïîðÿäêà, ïðè-

âåä¼ííûå â óòâåðæäåíèè 4.2.

Ëåììà 4.1 (î ÷åòûð¼õ ýëåìåíòàõ). Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, u, v ðåø¼òêè
⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

x, y ⊑ u, v ⇒ x ⊔ y ⊑ u ⊓ v .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Dtr2 ⊑ ïîëó÷èì

(u ⊓ v) ⊔ x ⊑ (u ⊔ x) ⊓ (v ⊔ x) ,

à ïîñêîëüêó u ⊔ x = u, v ⊔ x = v è y ⊑ u ⊓ v, òî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �
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Îïðåäåëåíèå 4.3. Îòîáðàæåíèå φ ðåø¼òêè L â ðåø¼òêó L ′ íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèì èëè ðåø¼òî÷íûì ãîìîìîðôèçìîì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ L ñïðàâåäëèâû ðàâåí-
ñòâà

φ(x ⊔ y) = φ(x) ⊔ φ(y) è φ(x ⊓ y) = φ(x) ⊓ φ(y).
Áèåêòèâíûé ðåø¼òî÷íûé ãîìîìîðôèçì åñòü ðåø¼òî÷íûé èçîìîðôèçì. Èçîìîðôèçì

ðåø¼òêè â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.
Èíúåêòèâíûå è ñþðúåêòèâíûå ðåø¼òî÷íûå ãîìîìîðôèçìû íàçûâàþò ðåø¼òî÷íû-

ìè (èëè àëãåáðàè÷åñêèìè) ìîíîìîðôèçìàìè (âëîæåíèÿìè) è ýïèìîðôèçìàìè ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ïîðÿäêîâûå ãîìîìîðôèçìû ðåø¼òîê êàê ÷. ó. ìíîæåñòâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèìè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ ïî âêëþ÷åíèþ êîíå÷íûõ ïîäìíî-

æåñòâ ìíîæåñòâà M îòîáðàæåíèå φ : P0(M) → N0 òàêîå, ÷òî φ(X) = |X| äëÿ X ⊆ M ,

ÿâëÿÿñü èçîòîííûì, íå ñîõðàíÿåò íè îäíó èç ðåø¼òî÷íûõ îïåðàöèé, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð,

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ A è B

φ(A ∪B) = |A ∪B| ̸= max {|A|, |B|} = max {φ(A), φ(B)} .

Íàïðîòèâ, ëþáîå îòîáðàæåíèå îäíîé ðåø¼òêè íà äðóãóþ, ñîõðàíÿþùåå õîòÿ áû îäíó èç

ðåø¼òî÷íûõ îïåðàöèé, èçîòîííî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì ãîìîìîðôèçìîì. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè φ ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèå, òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ L èìååì

x ⊑ y ⇔ x = x ⊓ y (∗)⇒ φ(x) = φ(x ⊓ y) = φ(x) ⊓ φ(y) ⇔ φ(x) ⊑ φ(y), (4.2)

è, çíà÷èò, φ èçîòîííî. Àíàëîãè÷íî èçîòîííîñòü φ ñëåäóåò è èç ñîõðàíåíèÿ îáúåäèíåíèÿ.

Â ñëó÷àå èçîìîðôèçìà ïðîáëåìû ñíèìàþòñÿ.

Òåîðåìà 4.4 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âèäîâ èçîìîðôèçìà ðåø¼òîê). Äâå ðå-
ø¼òêè àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíû, åñëè è òîëüêî åñëè îíè èçîìîðôíû êàê ÷. ó. ìíîæå-
ñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Ïóñòü φ � àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì ðåø¼òêè L íà íåêîòîðóþ

äðóãóþ ðåø¼òêó. Òàê êàê îòîáðàæåíèå φ âçàèìíî-îäíîçíà÷íî è èçîòîííî, îñòà¼òñÿ óáå-

äèòñÿ â åãî îáðàòíîé èçîòîííîñòè. Ýòî óñòàíàâëèâàåòñÿ îáðàùåíèåì ñëåäîâàíèÿ
(∗)⇒ â

(4.2), ÷òî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó âçàèìíî-îäíîçíà÷íîñòè φ.

(⇒) Ïóñòü L1 è L2 � äâå ðåø¼òêè, èçîìîðôíûå êàê ïîðÿäêè. Äîêàæåì

ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàöèè ⊓ îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêîâîãî èçîìîðôèçìà φ, ò.å. ÷òî

φ(x ⊓ y) = φ(x) ⊓ φ(y) ïðè óñëîâèè x ⊑ y ⇔ φ(x) ⊑ φ(y) è áèåêòèâíîñòè φ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ L1 â ñèëó èçîòîííîñòè φ â ðåø¼òêå L2 ýëåìåíò

φ(x ⊓ y) áóäåò íèæíåé ãðàíüþ è ýëåìåíòà φ(x), è ýëåìåíòà φ(y) : φ(x ⊓ y) ⊑ φ(x) è

φ(x ⊓ y) ⊑ φ(y). Ïóñòü b òàêæå åñòü íèæíÿÿ ãðàíü ýòèõ ýëåìåíòîâ â L2. Òîãäà, â ñèëó

ñþðúåêòèâíîñòè φ, â L1 íàéäåòñÿ ïðîîáðàç b � ýëåìåíò a è{
b = φ(a) ⊑ φ(x)

b = φ(a) ⊑ φ(y)
⇔

{
a ⊑ x

a ⊑ y
.
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Îòñþäà äàëåå èìååì

a ⊑ x ⊓ y ⇔ b = φ(a) ⊑ φ(x ⊓ y).

Òàêèì îáðàçîì, φ(x ⊓ y) áóäåò íàèáîëüøåé íèæíåé ãðàíüþ äëÿ {φ(x), φ(y) }, èëè, ÷òî
òî æå, φ(x ⊓ y) = φ(x) ⊓ φ(y).

Ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàöèè ⊔ îòíîñèòåëüíî φ ñïðàâåäëèâà ïî äâîéñòâåííîñòè. �

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò íå ðàçëè÷àòü òèïû èçîìîðôèçìà ðåø¼òîê è èñïîëüçîâàòü

äëÿ íèõ åäèíûé ∼= èëè
φ∼=, êîãäà íàäî óêàçàòü èçîìîðôèçì φ.

Òåîðåìà 4.5 (î íåïîäâèæíîé òî÷êå). Åñëè φ � àâòîìîðôèçì ïîëíîé ðåø¼òêè
⟨L, ⊔, ⊓ ⟩, òî φ(x) = x äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ y ∈ L, ÷òî y ⊑ φ(y). ßñíî,

÷òî Y ̸= ∅, ïîñêîëüêó Y ñîäåðæèò, íàïðèìåð, íóëü ðåø¼òêè x ∈ L. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò x = sup Y è äëÿ âñÿêîãî y ∈ Y èìååì y ⊑ φ(y) ⊑ φ(x), îòêóäà x ⊑ φ(x).

Íî òîãäà φ(x) ⊑ φ(φ(x)), ÷òî âëå÷¼ò φ(x) ∈ Y , è çíà÷èò, φ(x) ⊑ x = sup Y . Òàêèì

îáðàçîì, x ⊑ φ(x) ⊑ x, ò.å. φ(x) = x. �

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà íå äîïóñêàåò îáðàùåíèÿ: ÷. ó. ìíîæåñòâî Z3 íå ÿâëÿåòñÿ íå òîëü-

êî ïîëíîé ðåø¼òêîé, íî äàæå è ïðîñòî ðåø¼òêîé, îäíàêî âñå åãî àâòîìîðôèçìû, î÷åâèäíî

èìåþò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, êàê ïîïîëíèòü ïðîèçâîëüíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî äî (ïîë-

íîé) ðåø¼òêè.

Òåîðåìà 4.6 (Ìàêíèë). Âñÿêîå ÷. ó. ìíîæåñòâî ìîæíî âëîæèòü â ïîäõîäÿùóþ ïîë-
íóþ ðåø¼òêó ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ òî÷íûõ ãðàíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç R̂ ìû îáîçíà÷àåì ÷. ó. ìíîæåñòâî R ïîïîëíåííîå

ìàêñèìàëüíûì è/èëè ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòàìè, åñëè îíî íå èìååò òàêîâûõ.

Ïóñòü äàíî ÷. ó. ìíîæåñòâî P . Äëÿ X ⊆ P̂ îáîçíà÷èì G(X) = X̂△ è L(X) = X̂▽.

ßñíî, ÷òî îíè íåïóñòû, åñëè X ̸= ∅. Îáðàçóåì ìíîæåñòâî Q = {L(G(X)) | X ∈ P∗(P̂ ) }
ñ ïîðÿäêîì ïî âêëþ÷åíèþ. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî Q åñòü èñêîìàÿ ðåø¼òêà. �

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåø¼òêè Q ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì ïî äàííîìó ÷. ó. ìíîæåñòâó P ãî-

âîðÿò, ÷òî ïîñëåäíåå ïîïîëíÿåòñÿ ñå÷åíèÿìè Ìàêíèëà, à Q ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì (Ìàê-

íèëà) ÷. ó. ìíîæåñòâà P (ñèìâîëè÷åñêè Q = comp(P ) ). Ïîíÿòíî, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ

òåîðåìû 4.6 P
f
↪→ comp(P ), ãäå f(x) = L(G({x})).

Äîêàçàíî [93], ÷òî dim(P ) = dim(comp(P )).

Ïðèìåð çàìûêàíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 4.6 è 4.7. Íà ïîñëåäíåé äèàãðàììå óíèâåðñàëüíûå

ãðàíè è ýëåìåíòû, îòìå÷åííûå çíàêîì • ñóòü ñå÷åíèÿ Ìàêíèëà.

Òåîðåìà 4.6 ïîêàçûâàåò, ÷òî çíàìåíèòîå ïîñòðîåíèå Ð. Äåäåêèíäîì äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë ¾ñå÷åíèÿìè¿ íà ñàìîì äåëå ïðèìåíèìî äëÿ ëþáîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî L ′ ðåø¼òêè ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ íàçûâàåòñÿ ïîäðå-
ø¼òêîé ðåø¼òêè L (ñèìâîëè÷åñêè L ′ 6 L), åñëè L ′ óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñóæåíèé
⊔ è ⊓ .
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Ðèñ. 4.6. ×.ó. ìíîæåñòâî P
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Ðèñ. 4.7. Çàìûêàíèå Ìàêíèëà comp(P ) ÷. ó. ìíîæåñòâà P ñ ðèñ. 4.6

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ðåø¼òêè L ìîæåò áûòü ðåø¼ò-

êîé îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà L, íî íå ïîäðåø¼òêîé L.

Ïðèìåð 4.3. 1. Ëþáîå îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ðåø¼òêè åñòü å¼ ïîäðåø¼òêà.
Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ðåø¼òêè L ÿâëÿåòñÿ ïîäðåø¼òêîé, åñëè è òîëüêî åñëè L �
öåïü.

2. Ðåø¼òêà L ′ ∼= N5, îáðàçîâàííàÿ ýëåìåíòàìè o, a, c, d, e (âûäåëåíû æèðíûì) íå
ÿâëÿåòñÿ ïîäðåø¼òêîé ðåø¼òêè L (ñì. ðèñ. 4.8), ïîñêîëüêó c ⊓ d â L åñòü b, à â
L ′ � o.

3. Åñëè L � ðåø¼òêà, òî ñîâîêóïíîñòü å¼ ïîäðåø¼òîê Sub L � ÷. ó. ìíîæåñòâî, óïî-
ðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ.

4. Ëþáîé èíòåðâàë ðåø¼òêè åñòü å¼ ïîäðåø¼òêà, íî íå ëþáàÿ ïîäðåø¼òêà åñòü èíòåð-
âàë.
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Ðèñ. 4.8. ×.ó. ïîäìíîæåñòâî (âûäåëåíî æèðíûì) � ðåø¼òêà, íî íå ïîäðåø¼òêà èñõîäíîé

Ïåðåñå÷åíèå ïîäðåø¼òîê ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïîäðåø¼òêîé. Â ñèëó ýòîãî,
îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ñ÷èòàòü ïîäðåø¼òêîé è ïóñòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå
ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ïîäðåø¼òîê è ëþáîé èíòåðâàë ðåø¼òêè îêàçûâàþòñÿ ïîäðå-
ø¼òêàìè.

5. Ïóñòü L = ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ � ðåø¼òêà. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü å¼ èíòåðâàëîâ Si(L) � òàêæå
ðåø¼òêà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé

[a, b] ∪ [c, d] , [a ⊓ c, b ⊔ d] è [a, b] ∩ [c, d] , [a ⊔ c, b ⊓ d] , a, b, c, d ∈ L .

Î÷åâèäíî, Si(L) � ðåø¼òêà ñ óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè: å¼ åäèíèöåé ñëóæèò L, à
íóë¼ì � ïóñòîé èíòåðâàë (êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí [a, b] ïðè a > b).

6. Åñëè φ � ãîìîìîðôèçì ðåø¼òêè L â ðåø¼òêó L ′, òî Imφ 6 L ′.

7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N◦ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ
(ñì. ïðèìåð 1.6.4), âêëþ÷àÿ â íåãî è 1. Òîãäà ⟨N◦, ∨, ∧ ⟩ 6 ⟨N, ∨, ∧ ⟩.

8. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4.4 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ââåä¼ííàÿ âûøå ðåø¼òêà N◦ èçî-
ìîðôíà ðåø¼òêå P0(A) âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà A.

Ïîëîæèì ñíà÷àëà φ(1) = ∅. Çàòåì ïîñòðîèì áèåêöèþ φ ìåæäó ìíîæåñòâîì ïðî-
ñòûõ ÷èñåë è A. Äëÿ ýòîãî ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû A â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå:
A = { a1, a2, . . . } è ïîëîæèì φ(pi) = ai, ãäå pi � i-å ïðîñòîå ÷èñëî. Òàêèì îáðà-
çîì, îïðåäåëåíî ÷àñòè÷íîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë èç N◦ â
A. Äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ n = p1 · . . . ·pk èç N◦, ãäå p1, . . . , pk � ðàçëè÷íûå ïðî-

ñòûå ÷èñëà, ïîëîæèì φ(n) = {φ(p1), . . . , φ(pk)}. Ïîíÿòíî, ÷òî N◦
φ∼= P0(A), åñëè

A � ñ÷¼òíî.

9. Åñëè G � ãðóïïà, òî ìíîæåñòâî âñåõ å¼ ïîäãðóïï Sub G ÿâëÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî,
ðåø¼òêîé, îäíàêî Sub G 
 P(G).

Ýëåìåíò e ðåø¼òêè L ñ óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè íàçûâàþò öåíòðàëüíûì, åñëè ïðè

ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè L = A×B (A è B � ðåø¼òêè) èìååò ìåñòî ëèáî e = (o, ι), ëèáî

e = (ι, o). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåø¼òêè íàçûâàåòñÿ å¼ öåíòðîì.

Öåíòð ëþáîé ðåø¼òêè îêàçûâàåòñÿ å¼ ïîäðåø¼òêîé, è áîëåå òîãî, áóëåâîé àëãåáðîé.
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Îïðåäåëåíèå 4.5. Ïóñòü ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ � ðåø¼òêà. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî I ýëåìåíòîâ
L íàçûâàåòñÿ å¼ (ðåø¼òî÷íûì) èäåàëîì, åñëè

1) x ∈ I N y ⊑ x ⇒ y ∈ I è 2) x, y ∈ I ⇒ x ⊔ y ∈ I .

Äâîéñòâåííî, íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî F ýëåìåíòîâ L íàçûâàåòñÿ å¼ ðåø¼òî÷íûì ôèëü-
òðîì, åñëè

1) x ∈ F Nx ⊑ y ⇒ y ∈ F è 2) x, y ∈ F ⇒ x ⊓ y ∈ F .

Ìû âèäèì, ÷òî ðåø¼òî÷íûå èäåàëû [ôèëüòðû ] ñóòü íåïóñòûå è óñòîé÷èâûå îòíîñè-

òåëüíî îïåðàöèè ⊔ [⊓ ] ïîðÿäêîâûå èäåàëû [ôèëüòðû ] ðåø¼òîê. Óñëîâèÿ äëÿ ðåø¼òî÷-

íûõ èäåàëîâ è ôèëüòðîâ â ïðèâåä¼ííîì îïðåäåëåíèè ÷àñòî çàìåíÿþò íà ýêâèâàëåíòíûå

x ∈ I N y ∈ L ⇒ x ⊓ y ∈ I è x ∈ F N y ∈ L ⇒ x ⊔ y ∈ F

ñîîòâåòñòâåííî. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî I [F ] îêàçûâàåòñÿ ðåø¼òî÷íûì èäåàëîì

[ôèëüòðîì ], åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ å¼ ýëåìåíòîâ x è y ñïðàâåäëèâà ýêâèâà-

ëåíòíîñòü

x, y ∈ I ⇔ x ⊔ y ∈ I [ x, y ∈ F ⇔ x ⊓ y ∈ F ].

Åñëè ðåø¼òêà èìååò íàèìåíüøèé [ íàèáîëüøèé ] ýëåìåíò, òî îí áóäåò å¼ èäåàëîì

[ôèëüòðîì ]. Ïóñòü a � ýëåìåíò ðåø¼òêè L, òîãäà å¼ ãëàâíûå ïîðÿäêîâûå èäåàë

J(a) = a▽ è ôèëüòð a△ ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, òàêæå è (ãëàâíûìè) ðåø¼òî÷íûìè èäåàëîì

è ôèëüòðîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â êîíå÷íîé ðåø¼òêå âñå èäåàëû è ôèëüòðû � ãëàâíûå.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè I � èäåàë êîíå÷íîé ðåø¼òêè, òî ðàññìîòðèì ýëåìåíò x =
⊔
a∈I a,

äëÿ êîòîðîãî áóäåì èìåòü x ∈ I è I = x▽ (àíàëîãè÷íî äëÿ ôèëüòðîâ). Äëÿ áåñêîíå÷-

íûõ ðåø¼òîê ïîñòðîèòü ýëåìåíò a, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ.

Ïîýòîìó ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è íåãëàâíûå ðåø¼òî÷íûå èäåàëû è ôèëüòðû.

Ïðèìåð 4.4. 1. Åñëè A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñîâîêóïíîñòü P0(A) âñåõ åãî
êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ áóäåò íåãëàâíûì èäåàëîì ðåø¼òêè P(A).

2. Ðàññìîòðèì öåïü [ 0, 1
2
, 2

3
, 3

4
, . . . , 1 ] . Ýòî � ðåø¼òêà, à

∪
x∈ [0,1) x

▽ = [ 0, 1 ) � å¼
íåãëàâíûé èäåàë.

Ñàìà ðåø¼òêà L âñåãäà áóäåò ñâîèì èäåàëîì è ôèëüòðîì. Âñå äðóãèå èäåàëû è ôèëü-

òðû L íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ðåø¼òêè ñ åäèíèöåé [ íóë¼ì ] èäåàë

[ôèëüð ] ñîáñòâåííûé, åñëè è òîëüêî åñëè îí íå ñîäåðæèò åäèíèöó è [ íóëü ]. Òàê, èäåàë

I, ïîñòðîåííûé â ï. 2 ïðèìåðà 4.4 ñîáñòâåííûé.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ ðåø¼òî÷íûõ èäåàëîâ îáîçíà÷èì J∗(L). ßñíî, ÷òî ýòî

÷. ó. ìíîæåñòâî, óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ. Åñëè ðåø¼òêà ñîäåðæèò íóëü o, òî ìíî-

æåñòâî {o} ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ðåø¼òî÷íûì èäåàëîì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ÷èñëî

èäåàëîâ äîãîâàðèâàþòñÿ âêëþ÷àòü ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó J∗(L) âñåãäà èìååò íàè-

ìåíüøèé ýëåìåíò. Ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû J∗(L) íàçûâàþò ìàêñèìàëüíûìè èäåàëàìè

ðåø¼òêè L; òàêèì îáðàçîì ìàêñèìàëüíûé èäåàë ðåø¼òêè íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì

äðóãîì å¼ ñîáñòâåííîì èäåàëå. Ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíûõ ðåø¼òî÷íûõ èäåàëîâ è èõ

ñâÿçü ñ äðóãèìè èäåàëàìè ðåø¼òêè îïðåäåëÿåò ñëåäóþùàÿ



4.2. Ðåø¼òî÷íûå ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû 141

Òåîðåìà 4.7 (î ñîáñòâåííûõ èäåàëàõ ðåø¼òêè ñ åäèíèöåé). Âñÿêèé ñîáñòâåííûé
èäåàë ðåø¼òêè ñ åäèíèöåé ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì å¼ ìàêñèìàëüíîì èäåàëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ⟨L, ⊑⟩ � ðåø¼òêà ñ åäèíèöåé ι. Ïîêàæåì, ÷òî â ÷. ó. ìíîæåñòâå

⟨ J∗(L), ⊆⟩ âñåõ ñîáñòâåííûõ ðåø¼òî÷íûõ èäåàëîâ L êàæäàÿ öåïü èìååò âåðõíþþ ãðàíü

è ñîøë¼ìñÿ çàòåì íà ëåììó Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà1.

Ïóñòü C = [ J1, J2, . . . ] � íåêîòîðàÿ (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) öåïü ñîáñòâåííûõ

èäåàëîâ L. Îáîçíà÷èì J =
∪
Jk∈C Jk è óäîñòîâåðèìñÿ, ÷òî J ∈ J∗(L), ò.å. ÿâëÿåòñÿ J

ñîáñòâåííûì èäåàëîì ðåø¼òêè L.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ J , òî x ∈ Jk ∈ C äëÿ íåêîòîðîãî k. Äëÿ ëþáîãî y ⊑ x

èìååì y ∈ Jk ⊆ J . Ïóñòü äàëåå x, y ∈ J . Òîãäà x ∈ Jk ∈ C è y ∈ Jl ∈ C äëÿ íåêîòîðûõ

k, l. Ïîñêîëüêó C � öåïü, òî Jk è Jl ñðàâíèìû â J∗(L). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ñ÷èòàåì, ÷òî Jk ⊆ Jl. Òîãäà x, y ∈ Jl è, ïîñêîëüêó Jl � èäåàë, òî x ⊔ y ∈ Jl ⊆ J .

Òàêèì îáðàçîì, J � èäåàë ðåø¼òêè L. Áîëåå òîãî, îí ñîáñòâåííûé, ïîñêîëüêó

ι ̸∈ Jk ∈ C âëå÷¼ò ι ̸∈ J . Ñ äóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó Jk ⊆ J äëÿ âñåõ Jk ∈ C, òî

J áóäåò âåðõíåé ãðàíüþ öåïè C. �

Íàïðèìåð, èäåàë I, ïîñòðîåííûé â ï. 2 ïðèìåðà 4.4 ìàêñèìàëüíûé.

Åñëè èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì φ ðåø¼òêè L íà ðåø¼òêó ñ íóë¼ì 0, òî ïðîîáðàç íóëÿ

φ ♯(0) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì L. Òàêîé èäåàë íàçûâàåòñÿ ÿäåðíûì. Ðåø¼òêè ìîãóò èìåòü è

íåÿäåðíûå èäåàëû: íàïðèìåð, èäåàë ⟨b⟩ = {o, a, b, e} ðåø¼òêè, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 4.9,
êàê ìîæíî ïîêàçàòü, ÿäåðíûì íå ÿâëÿåòñÿ.
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Ðèñ. 4.9. Ðåø¼òêà ñ íåÿäåðíûì èäåàëîì ⟨b⟩

Äâîéñòâåííî, ïîëíûé ïðîîáðàç åäèíèöû ãîìîìîðôèçìà ðåø¼òêè L íà ðåø¼òêó ñ åäè-

íèöåé ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì L, è ôèëüòðû óêàçàííîãî âèäà íàçûâàþò ÿäåðíûìè. Ïîíÿòíî,

÷òî ñóùåñòâóþò è íåÿäåðíûå ôèëüòðû.

Äèàãðàììû Õàññå îñòàþòñÿ óäîáíûì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ ðåø¼òîê. Îäíàêî åñëè ðåø¼ò-

êà óñòðîåíà ñëèøêîì ñëîæíî, òàêèå äèàãðàììû ñòàíîâÿòñÿ ìàëî íàãëÿäíûìè. Äðóãèå

âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåø¼òîê äà¼ò ñëåäóþùàÿ

1 Ýôôåêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî ôàêòà íåèçâåñòíî.
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Òåîðåìà 4.8 (î ïðåäñòàâëåíèè ðåø¼òîê). Âñÿêàÿ ðåø¼òêà ìîæåò áûòü âëîæåíà â
áóëåàí ïîäõîäÿùåãî ìíîæåñòâà ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ òî÷íûõ íèæíèõ ãðàíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � ðåø¼òêà. Ïî òåîðåìå 3.10 î ïðåäñòàâëåíèè ÷. ó. ìíîæåñòâ

îòîáðàæåíèå φ(x) = x▽ îñóùåñòâëÿåò âëîæåíèå L â P(L) êàê ÷. ó. ìíîæåñòâî. Îñòà-

ëîñü óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî φ ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèÿ, ò.å. φ(x ⊓ y) = φ(x) ∩ φ(y) èëè

(x ⊓ y)▽ = x▽ ∩ y▽. Èìååì

z ∈ (x ⊓ y)▽ ⇔ z ⊑ (x ⊓ y) ⇔

{
z ⊑ x

z ⊑ y
⇔

{
z ∈ x▽

z ∈ y▽
⇔ z ∈ (x▽ ∩ y▽).

Ïîýòîìó φ � èñêîìîå âëîæåíèå. �

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü ýëåìåíòû ëþáîé ðåø¼òêè ïîäìíîæåñòâàìè

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A, ïîëüçóÿñü àíàëîãàìè äèàãðàìì Ýéëåðà-Âåííà. Â òàêèõ äèà-

ãðàììàõ ðåçóëüòàò îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ îòîæäåñòâëÿþò ñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì

ïåðåñå÷åíèåì â A, íàèáîëüøåìó ýëåìåíòó ðåø¼òêè (åñëè îí ñóùåñòâóåò) ñîîòâåòñòâóåò

ñàìî ìíîæåñòâî A, à íàèìåíüøåìó (åñëè îí åñòü) äîãîâàðèâàþòñÿ ñîïîñòàâëÿòü ïóñòîå

ìíîæåñòâî (õîòÿ ïî òåîðåìå 4.8 î ïðåäñòàâëåíèè ðåø¼òîê èìååì φ(o) = o▽ = {o}, íî òî÷-
êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ o, ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ èäåàëàõ ðåø¼òêè, è å¼ ìîæíî óäàëèòü áåç

íàðóøåíèÿ îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ èäåàëîâ).

Âûÿñíèì, êàê ñëåäóåò îáîçíà÷àòü ðåçóëüòàò îáúåäèíåíèÿ (òî÷íûå âåðõíèå ãðàíè) íà

òàêèõ äèàãðàììàõ. Èìååì

z ∈ φ(x) ∪ φ(y) = x▽ ∪ y▽ ⇔

[
z ∈ x▽

z ∈ y▽
⇔

[
z ⊑ x

z ⊑ y
⇒

⇒ z ⊑ x ⊔ y ⇔ z ∈ (x ⊔ y)▽ = φ(x ⊔ y).

Òàêèì îáðàçîì, φ(x)∪φ(y) ⊆ φ(x⊔y), ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî â ýòîì âûðàæåíèè, êàê íåòðóäíî

âèäåòü, áóäåò ëèøü â ñëó÷àå ñðàâíèìîñòè x è y. Ïîýòîìó ïðè îáîçíà÷åíèè îáúåäèíåíèÿ

ýëåìåíòîâ, èçîáðàæàåìûõ â âèäå ñâÿçíûõ âûïóêëûõ îáëàñòåé, íåîáõîäèìî ðèñîâàòü âû-

ïóêëóþ îáëàñòü, ïîêðûâàþùóþ �ñ çàïàñîì� îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì ýëåìåíòàì

(ñì. ðèñ. 4.10).
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Ðèñ. 4.10. Îáîçíà÷åíèå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ ðåø¼òêè

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà åù¼ îäíî óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî âëîæèìîñòè ðåø¼-

òîê.
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Òåîðåìà 4.9 (Ìàêíèë). Âñÿêóþ ðåø¼òêó ìîæíî âëîæèòü â ïîäõîäÿùóþ ïîëíóþ ðå-
ø¼òêó ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ òî÷íûõ ãðàíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷. ó. ìíîæåñòâ R, åñëè îíî íå èìååò ìàêñèìàëüíîãî

è/èëè ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà, äîáàâèì èõ ê R, îáîçíà÷èâ ïîëó÷åííîå ÷. ó. ìíîæåñòâî

R̂.

Ïóñòü äàíî ÷. ó. ìíîæåñòâî P . Äëÿ ïîäìíîæåñòâ X ÷. ó. ìíîæåñòâà P̂ îáðàçóåì ìíî-

æåñòâà G(X) = X̂△ è L(X) = X̂▽ ýëåìåíòîâ P̂ . ßñíî, ÷òî îíè íåïóñòû, åñëè X ̸= ∅.
Îáðàçóåì ìíîæåñòâî Q = {L(G(X)) | X ∈ P∗(P̂ ) } ñ ïîðÿäêîì ïî âêëþ÷åíèþ. Íåòðóäíî

óñòàíîâèòü, ÷òî Q åñòü èñêîìàÿ ðåø¼òêà. �

Òåîðåìà 4.10. Âñÿêóþ êîíå÷íóþ ðåø¼òêó ìîæíî âëîæèòü â êîíå÷íóþ ðåø¼òêó ðàç-
áèåíèé.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûå òèïû ðåø¼òîê.

4.3 Ìîäóëÿðíûå ðåø¼òêè

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ðåø¼òêà ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
x, y, z ∈ L â íåé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ìîäóëÿðíûé çàêîí

Mod : x ⊑ y ⇒ x ⊔ (y ⊓ z) = y ⊓ (x ⊔ z) .

ßñíî, ÷òî ñìûñë ìîäóëÿðíîãî çàêîíà ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ñëåäîâàíèÿ, îáðàòíîãî

óòâåðæäàåìîìó â Mod ⊑. Äâîéñòâåííûé ê ìîäóëÿðíîìó çàêîí

x ⊒ y ⇒ x ⊓ (y ⊔ z) = y ⊔ (x ⊓ z)

åìó ýêâèâàëåíòåí. Ïîýòîìó äëÿ ìîäóëÿðíûõ ðåø¼òîê ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè îñòàåòñÿ

ñïðàâåäëèâûì.

Ïðèìåð 4.5. 1. Ìîäóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå öåïè, ðåø¼òêà ⟨N, | ⟩, áóëåâû àëãåáðû è
èõ ïîäðåø¼òêè. Âïîñëåäñòâèè ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ ýòèõ ðåø¼òîê ñïðàâåäëèâî áîëåå
ñèëüíîå óñëîâèå äèñòðèáóòèâíîñòè.

2. Ðåø¼òêà NSub G âñåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G îáðàçóåò ìîäóëÿðíóþ
ðåø¼òêó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü X, Y, Z � ïðîèçâîëüíûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû
ãðóïïû G è X ⊆ Y . Èçâåñòíî, ÷òî îáúåäèíåíèå X ∪Z äâóõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï
X è Z ãðóïïû G ñîâïàäàåò ñ èõ ïðîèçâåäåíèåì XZ , { g ∈ G | ∃

X

x∃
Z

z ( g = xz ) },
à ïåðåñå÷åíèå ïîäãðóïï âñåãäà åñòü ïîäãðóïïà. Ïîýòîìó íàì íóæíî ïîêàçàòü ñïðà-
âåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ Y ∩XZ ⊆ X(Z ∩ Y ) ïðè óñëîâèè X ⊆ Y . Â ñàìîì äåëå,
âñåãäà íàéäóòñÿ òàêèå x ∈ X è z ∈ Z, ÷òî

t ∈ Y ∩XZ ⇒
{
t ∈ Y
t = xz

z=x−1t∈Y
=⇒

{
z ∈ Y ∩ Z
t = xz

⇒ t ∈ X(Z ∩ Y ) .

Ìîäóëÿðíûå ðåø¼òêè ÷àñòî íàçûâàþò äåäåêèíäîâûìè, ïîñêîëüêó óêàçàííîå ñâîé-
ñòâî íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï îáíàðóæèë â 1900 ã. Ð. Äåäåêèíä.
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3. Äðóãèì âàæíûì ïðèìåðîì ìîäóëÿðíîé ðåø¼òêè ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òêà âñåõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîä îáúåäèíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâ ïîíèìàåòñÿ
íàèìåíüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî, èõ ñîäåðæàùåå. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïîëíî-
ñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ìîäóëÿðíîñòè ðåø¼òêè NSub G. Òî÷íî òàê æå äî-
êàçûâàþò, ÷òî ðåø¼òêà âñåõ èäåàëîâ ëþáîãî êîëüöà ìîäóëÿðíà.

Ðåø¼òêà âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà äàííîì ìíîæåñòâå â îáùåì ñëó÷àå íå ìîäóëÿð-

íà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M = { 1, 2, 3, 4 }. Ñðåäè E(M) èìåþò-

ñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè α, β è γ ñî ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçáèåíèÿìè íà ñìåæíûå êëàññû

Dα = ( 1 | 2 | 3, 4 ), Dβ = ( 1 | 2, 3 | 4 ) è Dγ = ( 1, 2 | 3, 4 ) ñîîòâåòñòâåííî. Âìåñòå

ñ äèàãîíàëüíûì îòíîøåíèåì â êà÷åñòâå o è àìîðôíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ â êà÷åñòâå ι

îíè îáðàçóþò ðåø¼òêó N5. Îäíàêî îíà íåìîäóëÿðíà, ïîñêîëüêó α ⊑ γ, íî

α ⊔ (γ ⊓ β) = α ⊔ o = α ̸= γ ⊓ (α ⊔ β) = γ ⊓ ι = γ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåø¼òêà ⟨ E(M), ⊆⟩ ìîæåò ñîäåðæàòü íåìîäóëÿðíóþ ïîäðåø¼òêó, è,

ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå íåìîäóëÿðíà ñàìà.

Íåìîäóëÿðíîñòü N5 îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé: ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4.11 (êðèòåðèé ìîäóëÿðíîñòè ðåø¼òêè). Ðåø¼òêà ìîäóëÿðíà, åñëè è
òîëüêî åñëè íèêàêàÿ å¼ ïîäðåø¼òêà íå èçîìîðôíà ïÿòèóãîëüíèêó N5.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Ïîñêîëüêó ïÿòèóãîëüíèê íå ìîäóëÿðåí, òî íèêàêàÿ ðåø¼òêà, ñîäåð-

æàùàÿ èçîìîðôíóþ åìó ïîäðåø¼òêó, íå ìîæåò áûòü ìîäóëÿðíîé.

(⇒) Ïîêàæåì, ÷òî íåìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà L ñîäåðæèò ïîäðåø¼òêó, èçîìîðôíóþ ïÿ-

òèóãîëüíèêó N5.

Íåìîäóëÿðíîñòü L îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ å¼ ýëåìåíòîâ x, y è z , ÷òî x ⊑ y ,

íî x⊔ (y⊓ z) @ y⊓ (x⊔ z). Ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû y⊓ z, x⊔ (y⊓ z), y⊓ (x⊔ z), z, x⊔ z
îáðàçóþò ïîäðåø¼òêó â L, èçîìîðôíóþ N5.

Â ñàìîì äåëå, äîëæíû èìåòü ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

y ⊓ z @ z @ x ⊔ z è y ⊓ z @ x ⊔ (y ⊓ z) @ y ⊓ (x ⊔ z) @ x ⊔ z,

ïîñêîëüêó, çàìåíèâ ïåðâûé, âòîðîé, òðåòèé èëè ïÿòûé çíàê @ íà =, ïîëó÷èì x ⊑ z èëè

z ⊑ y, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò ìîäóëÿðíûé çàêîí.

Äàëåå

x ⊔ z = (x ⊔ z) ⊔ z ⊑ (x ⊔ (y ⊓ z)) ⊔ z ⊑ (y ⊓ (x ⊔ z)) ⊔ z ⊑ (x ⊔ y) ⊔ z = x ⊔ z.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòû x⊔ (y⊓ z) è y⊓ (x⊔ z) îáà äàþò â îáúåäèíåíèè ñ z ýëåìåíò

x ⊔ z.
Êðîìå òîãî,

y ⊓ z = (y ⊓ z) ⊓ z ⊑ (x ⊔ (y ⊓ z)) ⊓ z ⊑ (y ⊓ (x ⊔ z)) ⊓ z = y ⊓ ((x ⊔ z) ⊓ z) = y ⊓ z.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòû x⊔ (y ⊓ z) è y ⊓ (x⊔ z) îáà äàþò â ïåðåñå÷åíèè ñ z ýëåìåíò

y ⊓ z. �
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ßñíî, ÷òî íåâûïîëíåíèå öåïíîãî óñëîâèÿ Æîðäàíà�Äåäåêèíäà (3.2) äëÿ íåêîòîðîé

ðåø¼òêè îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ó íå¼ ïîäðåø¼òêè, èçîìîðôíîé N5, è, ïî äîêàçàííîìó

êðèòåðèþ, å¼ íåìîäóëÿðíîñòü. Ïðè ýòîì âûïîëíåíèå óêàçàííîãî óñëîâèÿ, î÷åâèäíî, åù¼

íå îçíà÷àåò ìîäóëÿðíîñòè ðåø¼òêè.

Ïðèìåð 4.6. 1. Äëÿ ðåø¼òêè, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 4.11.1) öåïíîå óñëîâèÿ Æîðäàíà�
Äåäåêèíäà íå âûïîëíÿåòñÿ: äëèíû å¼ ìàêñèìàëüíûõ öåïåé ìåæäó óíèâåðñàëüíûìè
ãðàíÿìè íå ñîâïàäàþò, è, êàê ñëåäñòâèå, îíà ñîäåðæèò ïîäðåø¼òêó, èçîìîðôíóþ
N5, ÷òî âëå÷¼ò å¼ íåìîäóëÿðíîñòü.
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Ðèñ. 4.11. Íåìîäóëÿðíûå ðåø¼òêè c 1) íåâûïîëíåííûì è 2) âûïîëíåííûì óñëîâèåì
Æîðäàíà�Äåäåêèíäà

2. Äëÿ ðåø¼òêè, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 4.11.2) öåïíîå óñëîâèÿ Æîðäàíà�Äåäåêèíäà
âûïîëíÿåòñÿ, îäíàêî îíà íåìîäóëÿðíà, ò.ê. ñîäåðæèò ïîäðåø¼òêó èçîìîðôíóþ N5.

Â çàêëþ÷åíèè ðàçäåëà ïðèâåä¼ì åù¼ äâà êðèòåðèÿ ìîäóëÿðíîñòè ðåø¼òîê.

Òåîðåìà 4.12. Ðåø¼òêà ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ ìîäóëÿðíà, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ å¼ ýëå-
ìåíòîâ x, y è z èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

x ⊔ ((x ⊔ y) ⊓ z)) = (x ⊔ y) ⊓ (x ⊔ z)

èëè ýêâèâàëåíòíîå äâîéñòâåííîå åìó

x ⊓ ((x ⊓ y) ⊔ z)) = (x ⊓ y) ⊔ (x ⊓ z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðåø¼òêà L ìîäóëÿðíà, òî ïåðâîå òîæäåñòâî ñëåäóåò èç îòíîøåíèÿ

x ⊑ x ⊔ y, åñëè â ìîäóëÿðíîì çàêîíå çàìåíèòü y íà x ⊔ y. Îáðàòíî, ïðè x ⊑ y, ò.å. ïðè

x ⊔ y = y, ïåðâîå òîæäåñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â x ⊔ (y ⊓ z) = y ⊓ (x ⊔ z), ÷òî ÿâëÿåòñÿ

çàêëþ÷åíèåì ìîäóëÿðíîãî çàêîíà.
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Ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî òîæäåñòâà ñëåäóåò èç ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè. �

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåø¼òêà ìîäóëÿðíà, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ å¼ ýëåìåíòîâ x è y

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

x ⊓ y l x, y ⇔ x, y l x ⊔ y .

Ïóñòü x, y è z � ýëåìåíòû ðåø¼òêè ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩. Ïðàâèëî

Abbr(x, y) :

{
x ⊔ z = y ⊔ z
x ⊓ z = y ⊓ z

⇒ x = y . (4.3)

íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì ñîêðàùåíèÿ äëÿ x è y. Â îáùåì ñëó÷àå äàííîå ïðàâèëî, êîíå÷-

íî, íåñïðàâåäëèâî: íàïðèìåð, äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà N5 â îáîçíà÷åíèÿõ ðèñ. 4.4 èìååì

a ⊔ b = c ⊔ b = ι è a ⊓ b = c ⊓ b = o, íî a ̸= c.

Òåîðåìà 4.13 (ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ äëÿ ìîäóëÿðíûõ ðåø¼òîê). Ðåø¼òêà ìîäó-
ëÿðíà, åñëè è òîëüêî åñëè ïðè ñðàâíèìîñòè å¼ ýëåìåíòîâ x è y ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî
èõ ñîêðàùåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(⇒) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ x, y, z ìîäóëÿðíîé ðåø¼òêè ñïðàâåäëèâû è ðà-

âåíñòâà x ⊔ z = y ⊔ z, x ⊓ z = y ⊓ z, è ñëåäîâàíèå x ⊑ y. Òîãäà

x
Abs
= x ⊔ (x ⊓ z) = x ⊔ (y ⊓ z) Mod

= y ⊓ (x ⊔ z) = y ⊓ (y ⊔ z) Abs
= y .

(⇐) Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ìîæåò áûòü íàéäåíî â [47]. �

Òàêæå ìîæåò áûòü ïîêàçàíî, ÷òî ãîìîìîðôíûé îáðàç è ëþáàÿ ïîäðåø¼òêà ìîäóëÿð-

íîé ðåø¼òêè ìîäóëÿðíû è ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëÿðíûõ ðåø¼òîê åñòü ìîäóëÿðíàÿ

ðåø¼òêà.

4.4 Äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Îïðåäåëåíèå 4.7. Ðåø¼òêà ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé, åñëè â íåé âûïîë-
íÿþòñÿ äèñòðèáóòèâíûå çàêîíû

Dtr1 : (x ⊔ y) ⊓ z = (x ⊓ z) ⊔ (y ⊓ z);
Dtr2 : (x ⊓ y) ⊔ z = (x ⊔ z) ⊓ (y ⊔ z).

ßñíî, ÷òî ñìûñë äèñòðèáóòèâíûõ çàêîíîâ ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ñëåäîâàíèé, îáðàò-

íûõ óòâåðæäàåìûì â ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâàõ ïîëóäèñòðèáóòèâíîñòè. Òàê æå ïî-

íÿòíî, ÷òî äëÿ äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òîê ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè îñòàåòñÿ ñïðàâåäëè-

âûì. Â ï. 1.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàêîíû ïîãëîùåíèÿ îáåñïå÷èâàþò ýêâèâàëåíòíîñòü

äèñòðèáóòèâíûõ çàêîíîâ. Òàê ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà àêñèîì äëÿ äèñòðèáóòèâíûõ

ðåø¼òîê èçáûòî÷íà, è äîñòàòî÷íî áûëî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ëèøü îäíîãî èç äèñòðè-

áóòèâíûõ çàêîíîâ (îáû÷íî â òàêîì ñëó÷àå ïîñòóëèðóþò âûïîëíåíèå Dtr1).
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Ïðèìåð 4.7. 1. Âñå öåïè � äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè: èñòèííîñòü òîæäåñòâà

min {max {x, y }, z } = max {min {x, z }, min { y, z } }

äëÿ íèõ ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Âñå áóëåâû àëãåáðû è ìàêñèìèííàÿ àëãåáðà (ñì. ï. 2 ïðèìåðà 2) ñóòü äèñòðèáóòèâ-
íûå ðåø¼òêè.

2. Ïîêàæåì äèñòðèáóòèâíîñòü ðåø¼òêè ⟨N, ∨, ∧ ⟩, ò.å. ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ ëþáûõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë x, y è z ñîîòíîøåíèÿ

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ,

ãäå x ∧ y � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, à x ∨ y � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå
x è y. Âîñïîëüçóåìñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â âèäå
ïðîèçâåäåíèé èõ ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé

x =
s∏
i=1

pαi
i , y =

s∏
i=1

pβii , z =
s∏
i=1

p γii ,

ñ÷èòàÿ, ÷òî íåêîòîðûå ïîêàçàòåëè ìîãóò áûòü íóëåâûìè. Òîãäà

x ∧ (y ∨ z) =
s∏
i=1

p
min{αi,max{βi, γi}}
i ,

(x ∧ y) ∨ (x ∧ z) =
s∏
i=1

p
max{min{αi, βi},min{αi, γi}}
i ,

è òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

min {α, max {β, γ}} = max {min{α, β}, min{α, γ}}

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí äëÿ öåïè N0.

Âïîñëåäñòâèè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà âëî-
æèìà â ⟨N, ∨, ∧ ⟩.

3. Ðåø¼òêà âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, óïîìÿíóòàÿ âûøå â êà÷å-
ñòâå ïðèìåðà ìîäóëÿðíîé ðåø¼òêè, íå ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé. Äëÿ n > 3 ðåø¼ò-
êà Πn íå äèñòðèáóòèâíà.

4. Íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùàÿ âìåñòå ñ
äâóìÿ ïîäìíîæåñòâàìè èõ îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé èëè
êîëüöîì ìíîæåñòâ (ñð. ñ îïðåäåëåíèåì ïîëÿ ìíîæåñòâ íà ñ. 11). Âñÿêàÿ ðåø¼ò-
êà ìíîæåñòâ äèñòðèáóòèâíà, ïîñêîëüêó äèñòðèáóòèâíû òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå
îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ.

5. Ðåø¼òêà Sub C âñåõ ïîäãðóïï öèêëè÷åñêîé ãðóïïû C äèñòðèáóòèâíà. Çàìå-
òèì, ÷òî, îäíàêî, Sub C íå ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òêîé ìíîæåñòâ, ïîñêîëüêó îáúåäèíå-
íèå å¼ ýëåìåíòîâ-ïîäãðóïï íå ñîâïàäàåò (â îòëè÷èå îò ïåðåñå÷åíèÿ) ñ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûì.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåø¼òêà äèñòðèáóòèâíà, åñëè è òîëüêî åñëè îíà ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà êàê ïîäðåø¼òêà Bn äëÿ íåêîòîðîãî n . Ïÿòèóãîëüíèê N5 íåäèñòðèáóòèâåí:

äåéñòâèòåëüíî (ñì. ðèñ. 4.4),

(a ⊔ b) ⊓ c = ι ⊓ c = c ̸= (a ⊓ c) ⊔ (b ⊓ c) = a ⊔ o = a.
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Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 4.3. Âñÿêàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà ìîäóëÿðíà.

Ýòîò ôàêò òàê æå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìîäóëÿðíûé çàêîí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñëàá-

ëåííóþ ôîðìó âòîðîãî äèñòðèáóòèâíîãî çàêîíà: åñëè x ⊑ y, òî x ⊔ y = y è

x ⊔ (y ⊓ z) Dtr2
= (x ⊔ y) ⊓ (x ⊔ z) = y ⊓ (x ⊔ z) .

Ðåø¼òêà NSub G âñåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ìîäóëÿðíà (ñì. ïðèìåð 4.5.2),

íî â îáùåì ñëó÷àå íå äèñòðèáóòèâíà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ÷åòâåðíóþ ãðóïïó

Êëåéíà V4 = {e, x, y, xy} ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè x2 = y2 = e, xy = yx.

Ñîáñòâåííûå å¼ ïîäãðóïïû ñóòü a = {e, x}, b = {e, y} è c = {e, xy}. Âñå îíè íîðìàëü-

íû, ïîñêîëüêó V4 àáåëåâà. Ðåø¼òêà Sub V4 å¼ ïîäãðóïï (ñì. ðèñ. 4.12) èçîìîðôíà M3 è

ìîäóëÿðíà, íî íå äèñòðèáóòèâíà, ò.ê. íå äèñòðèáóòèâåí ðîìá M3:

V4

⟨x⟩ ⟨xy⟩ ⟨y⟩

E

�
�

�

[
[
[

[
[
[[
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�

��

Ðèñ. 4.12. Ðåø¼òêà Sub V4

(a ⊔ b) ⊓ c = ι ⊓ c = c ̸= (a ⊓ c) ⊔ (b ⊓ c) = o ⊔ o = o.

Íåäèñòðèáóòèâíîñòü M3, îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé: ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4.14. Ìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé, åñëè è òîëüêî åñëè
íèêàêàÿ å¼ ïîäðåø¼òêà íå èçîìîðôíà ðîìáó M3.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Ïîñêîëüêó ðîìá M3 íå äèñòðèáóòèâåí, òî íèêàêàÿ ðåø¼òêà, ñîäåð-

æàùàÿ èçîìîðôíóþ åìó ïîäðåø¼òêó, íå ìîæåò áûòü äèñòðèáóòèâíîé.

(⇒) Ïóñòü ðåø¼òêà L ìîäóëÿðíà è íå ñîäåðæèò M3 â êà÷åñòâå ïîäðåø¼òêè. Äëÿ ïðî-

èçâîëüíûõ x, y, z ∈ L ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïÿòü ýëåìåíòîâ

a = (z ⊓ (x ⊔ y)) ⊔ (x ⊓ y); b = (y ⊓ (x ⊔ z)) ⊔ (x ⊓ z);

c = (x ⊓ (y ⊔ z)) ⊔ (y ⊓ z);

u = (x ⊓ y) ⊔ (y ⊓ z) ⊔ (z ⊓ x); v = (x ⊔ y) ⊓ (y ⊔ z) ⊓ (z ⊔ x).

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

a ⊔ b = b ⊔ c = c ⊔ a = v è a ⊓ b = b ⊓ c = c ⊓ a = u.
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Èìååì

(z ⊓ (x ⊔ y)) ⊔ (y ⊓ (x ⊔ z)) = (x ⊔ y) ⊓ ((y ⊓ (x ⊔ z)) ⊔ z) =

= (x ⊔ y) ⊓ ((x ⊔ z) ⊓ (y ⊔ z)) = v.

Âûâîä ñäåëàí ñ ó÷¼òîì ìîäóëÿðíîãî çàêîíà, à òàêæå ñëåäîâàíèé y ⊓ (x ⊔ z) ⊑ x ⊔ y
è z ⊑ x ⊔ z äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðàâåíñòâ ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

a ⊔ b = v, è â ñèëó ñèììåòðèè, ÷òî b ⊔ c = c ⊔ a = v.

Ó÷èòûâàÿ ìîäóëÿðíûé çàêîí è î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå x⊓y ⊑ x⊔y ïîëó÷àåì äðóãîå,

äâîéñòâåííîå ê èñõîäíîìó, âûðàæåíèå äëÿ a:

a = (z ⊔ (x ⊓ y)) ⊓ (x ⊔ y).

Àíàëîãè÷íî

b = (y ⊔ (z ⊓ x)) ⊓ (z ⊔ x), c = (x ⊔ (y ⊓ z)) ⊓ (y ⊔ z).

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ ìîäóëÿðíûõ ðåø¼òîê è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

u äâîéñòâåííî v, ïîëó÷èì a ⊓ b = b ⊓ c = c ⊓ a = u.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âñå ýëåìåíòû a, b è c ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî ïîäðåø¼òêà

{u, a, b, c, v} â L èçîìîðôíà ðîìáó M3 (u ⊑ a, b, c ⊑ v) . Ýòî íåâîçìîæíî, è, çíà÷èò,

u = a = b = c = u, íî òîãäà

(x ⊔ y) ⊓ z ⊑ a = u ⊑ (x ⊓ z) ⊔ (y ⊓ z),

è, ñëåäîâàòåëüíî, â L âûïîëíÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíûé çàêîí. �

Ñëåäñòâèå (Êðèòåðèé äèñòðèáóòèâíîñòè ðåø¼òêè). Ðåø¼òêà äèñòðèáóòèâíà, åñ-
ëè è òîëüêî åñëè íèêàêàÿ å¼ ïîäðåø¼òêà íå èçîìîðôíà íè ïÿòèóãîëüíèêó N5, íè ðîìáó
M3.

Â äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òêàõ è òîëüêî â íèõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðàâèëî.

Òåîðåìà 4.15 (ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ äëÿ äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òîê). Ðåø¼òêà
äèñòðèáóòèâíà, åñëè è òîëüêî åñëè â íåé ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ Abbr (4.3).

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì â òåîðåìå 4.13, ïîñêîëüêó

äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà ìîäóëÿðíà, à äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ìîæåò áûòü íàéäå-

íî â [47]. �

Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì

ïîëóêîëüöîì: îáå îïåðàöèè àññîöèàòèâíû è êîììóòàòèâíû, à ïåðåñå÷åíèå äèñòðèáóòèâíî

îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ëåììû, êîòîðûå, âïðî÷åì, ïðåäñòàâëÿþò

è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ëåììà 4.2. Ïîðÿäêîâûå èäåàëû ÷. ó. ìíîæåñòâà P îáðàçóþò ïîäðåø¼òêó ðåø¼òêè
⟨ P(P ), ∪, ∩ ⟩.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü J(P ) óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïðåñå÷åíèÿ.

Ïóñòü I1, I2 ∈ J(P ). Òîãäà äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a, x ∈ P èìååì

x ⊑ aN a ∈ I1 ∪ I2 ⇒

[
x ⊑ a N a ∈ I1
x ⊑ a N a ∈ I2

⇒

[
x ∈ I1
x ∈ I2

⇒ x ∈ I1 ∪ I2

è àíàëîãè÷íî äëÿ I1 ∩ I2. Ñëåäîâàòåëüíî, è I1 ∪ I2, è I1 ∩ I2 ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêîâûìè

èäåàëàìè. �

Ñëåäñòâèå. Ðåø¼òêà ⟨ J(P ), ∪, ∩ ⟩ äèñòðèáóòèâíà.

Ïîíÿòíî, ÷òî J(P ) � ïðèìåð êîëüöà ìíîæåñòâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííîé ëåììîé, ðå-

ø¼òêà J(P ), ïîñòðîåííàÿ â ïðèìåðå 3.11 (ðèñ. 3.12), äèñòðèáóòèâíà. Òàì îíà ñòðîèëàñü

�ñíèçó ââåðõ�, ñ÷èòàÿ ÷òî åñëè èìåþòñÿ äâà ïîðÿäêîâûõ èäåàëà, òî äîëæíî ñóùåñòâî-

âàòü è èõ îáúåäèíåíèå. Íèæå áóäåò îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äèàãðàììû J(P ) ïî

äèàãðàììå êîíå÷íîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà P . Çàìåòèì, ÷òî óñòàíîâëåíà [70] ñïðàâåäëèâîñòü

ñîîòíîøåíèÿ

J(LP ) ∼= (J(L))P

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåø¼òêè L è ÷. ó. ìíîæåñòâà P .

Â êîíå÷íûõ äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òêàõ àòîìû íå èãðàþò òàêîé ðîëè, êàê â áóëåâûõ

àëãåáðàõ. Íàïðèìåð, â êîíå÷íîé öåïè âñåãî îäèí àòîì. Çäåñü ãîðàçäî áîëüøåå çíà÷åíèå

èìåþò îïðåäåëÿåìûå íèæå íåðàçëîæèìûå â îáúåäèíåíèå ýëåìåíòû.

Îïðåäåëåíèå 4.8. Íåíóëåâîé ýëåìåíò z ðåø¼òêè íàçîâ¼ì íåðàçëîæèìûì (â îáúåäèíå-
íèå), åñëè èç z = x ⊔ y ñëåäóåò ëèáî z = x, ëèáî z = y.

Î÷åâèäíî, íåðàçëîæèìûé ýëåìåíò íåëüçÿ çàïèñàòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñîäåðæàùèõñÿ

â í¼ì è îòëè÷íûõ îò íåãî ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 4.8. 1. Àòîìû ëþáîé ðåø¼òêè íåðàçëîæèìû, è â àòîìíîé áóëåâîé àëãåáðå íåò
äðóãèõ íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ.

2. Â ðåø¼òêå ⟨N, | ⟩ íåðàçëîæèìû â òî÷íîñòè ñòåïåíè ïðîñòûõ ÷èñåë.

3. Â öåïè íè îäèí ýëåìåíò íå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìûì.

Ðàíåå ìû ñòðîèëè ÷. ó. ìíîæåñòâî J(P ) äëÿ íåêîòîðîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà P , ðàññìàòðè-

âàÿ âñå ïîðÿäêîâûå èäåàëû ïîñëåäíåãî è èõ âçàèìíûå âêëþ÷åíèÿ. Òåïåðü ìîæíî óêàçàòü

áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äèàãðàììû Õàññå äëÿ ðåø¼òêè ïîðÿäêîâûõ

èäåàëîâ êîíå÷íîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà ïî äàííîé åãî äèàãðàììå Õàññå. Ïîäðîáíî àëãîðèòì

îïèñàí â ìîíîãðàôèè [49], âêðàòöå îí èçëîæåí íèæå.

Ïóñòü ìíîæåñòâî M ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà P èìååò

ìîùíîñòü m.

1. Ïîñòðîèì äèàãðàììó êîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðû, èçîìîðôíîé J(M).
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2. Âûáåðåì íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò x ìíîæåñòâà P r M è ïðèñîåäèíèì

ê J(M) íåðàçëîæèìûé â îáúåäèíåíèå ýëåìåíò, ñîäåðæàùèé ïîðÿäêîâûé èäåàë

J(x)r {x}.

3. Äîáàâèì âñå íåîáõîäèìûå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ èäåàë J(x) r {x},
÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè áóëåâó àëãåáðó.

4. Åñëè ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû, ñîäåðæàùèå ìíîæåñòâî J(x) r {x} è ïîêðûâàþùèå

ýëåìåíòû êîòîðûõ íå èìåþò îáúåäèíåíèé, òî èçîáðàçèì ïîñëåäíèå òàê, ÷òîáû îá-

ðàçîâàëàñü áóëåâà àëãåáðà.

Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì äî òåõ ïîð, ïîêà êàæäîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ñîäåð-

æàùåå äàííûé ýëåìåíò íå áóäåò èìåòü îáúåäèíåíèÿ, ïîëó÷èì äèàãðàììó äèñòðè-

áóòèâíîé ðåø¼òêè J(M ∪ {x}).

5. Âûáåðåì íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò y ìíîæåñòâà {PrM}r{x} è ïðèñîåäè-
íèì ê J(M ∪{x}) íåðàçëîæèìûé â îáúåäèíåíèå ýëåìåíò, ñîäåðæàùèé ïîðÿäêîâûé
èäåàë J(x)r {y}.

6. Ïîâòîðÿÿ øàãè 3 è 4, ïîëó÷èì äèàãðàììó äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè J(M ∪ {x, y}).

7. Ïðîäîëæàåì àíàëîãè÷íî, ïîêà íå ïîëó÷èì äèàãðàììó ðåø¼òêè J(P ).

Ïîñòðîèì ïî ïðèâåä¼ííîìó àëãîðèòìó ðåø¼òêó ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷. ó. ìíîæåñòâà

Z5 èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 4.13. Ïîëó÷åííàÿ ðåø¼òêà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.14.

d e

a b c

[[�
�

�
�

[
[

Ðèñ. 4.13. ×.ó. ìíîæåñòâî Z5

Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïîñòðîåííîé ðåø¼òêå âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ ÷èñåë èñõîäíîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà Z5. Èçâåñòíî, ÷òî çèãçàã Zn èìååò Fn+2 ((n+ 2)-å

÷èñëî Ôèáîíà÷÷è) ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ. Íàïðèìåð, â íàøåì ñëó÷àå |J(Z5)| = F7 = 13.

Êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî ìîùíîñòü e(P ) ìíîæåñòâà âñåõ ëèíåàðèçàöèè êîíå÷íîãî

÷. ó. ìíîæåñòâà P åñòü ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ âîñõîäÿùèõ (îò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà ∅
ê íàèáîëüøåìó P▽) öåïåé â ðåø¼òêå J(P ) . Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî

òàêèõ ïóòåé 16: ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ⟨a, b, c⟩ � 6 · 2 = 12, à ÷åðåç ⟨d⟩ è ⟨e⟩ � ïî 2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ôîðìóëû (3.6) ñëåäóåò, ÷òî e(Z5) åñòü 5! óìíîæåííîå íà ïÿòîå

÷èñëî òàíãåíñà � êîýôôèöèåíò ïðè x5 â ðàçëîæåíèè tg x â ðÿä Ìàêëîðåíà. Ïîñêîëüêó

äàííûé êîýôôèöèåíò åñòü 2
15
, ïîëó÷èì e(Z5) = 5! 2

15
= 16.

Äëÿ ïðèìåðà, ïîñòðîèì ðåø¼òêó ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷. ó. ìíîæåñòâà Z6 èçîáðàæ¼í-

íîãî íà ðèñ. 4.15. Ïîëó÷åííàÿ ðåø¼òêà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.16.
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⟨d, e⟩

⟨c, d⟩ ⟨a, e⟩

⟨d⟩ ⟨a, b, c⟩ ⟨e⟩

⟨a, b⟩ ⟨a, c⟩ ⟨b, c⟩
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Ðèñ. 4.14. Ðåø¼òêà J(Z5)

d e f

a b c

[[�
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[ �
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Ðèñ. 4.15. Çèãçàã Z6

Òåîðåìà 4.16 ([18]). ∑
n>1

e(sn)

n!
xn =

x

cos2 x
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîäñ÷¼òà ÷èñëà ìàêñèìàëüíûõ öåïåé â J(sn) ïðèìåíèì ò.í. ìåòîä

âûäåëåííîãî ýëåìåíòà, çà êîòîðûé âîçì¼ì íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò Zn. Çà-

äà÷à ñâåä¼òñÿ ê ïîäñ÷¼òó ÷èñëà bn ìàêñèìàëüíûõ öåïåé â J(Zn), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

äàííûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò, ò.ê. e(sn) = n · en. Íî bn åñòü ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ

öåïåé â J(Z2n−1). Çíà÷åíèå bn èçâåñòíî � ýòî n-å ÷èñëî òàíãåíñà 22n(22n−1)
2n

Bn (ñì.

(3.6) ). Çäåñü Bn � n-å ÷èñëî Áåðíóëëè â îáîçíà÷åíèÿõ [20]. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

e(sn) = 22n−1 · (22n − 1) ·Bn.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî n · en � êîýôôèöèåíò ïðè xn−1 â ðàçëî-
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⟨d, e, f⟩
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Ðèñ. 4.16. Ðåø¼òêà J(Z6)

æåíèè ïî ñòåïåíÿì x ôóíêöèè tg′(x) = 1/ cos2 x. �

×èñëà e(sn) è, äëÿ ñðàâíåíèÿ, ÷èñëà ñåêàíñà e(Z2n) äëÿ ïåðâûõ çíà÷åíèé n ïðèâå-

äåíû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå.

n 2 3 4 5 6 7

e(sn) 4 48 1 088 39 680 2 122 752 156 577 855

e(Z2n) 5 61 1 385 50 521 2 702 765 199 360 981

Íà ðèñ. 4.17 ïîêàçàíà ðåø¼òêà ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ äëÿ êîðîíû s3 ñ ðèñ. 3.30. Ïî

íåìó ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî e(s3) ìàêñèìàëüíûõ ïóòåé â J(s3) ðàâíî 48 (÷åðåç

âåðøèíó ⟨a, b, c⟩ ïðîõîäèò (3!)2 = 36 ïóòåé è ÷åðåç êàæäóþ èç âåðøèí ⟨d⟩, ⟨e⟩ è

⟨f⟩ � ïî (2!)2 = 4), òàê æå è ïî âûøåïðèâåä¼ííîé òàáëèöå.
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Ðèñ. 4.17. Ðåø¼òêà J(s3)

Çàìåòèì, ÷òî î÷åâèäíî J(B3) ∼= 1 ⊕ J(s3) ⊕ 1 è |J(B3)| = 1 + 18 + 1 = 20. Çíà-

÷åíèÿ |J(Bn)| äëÿ n = 1, . . . , 8 ïðèâåäåíû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå; äëÿ äðóãèõ n

ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíû.

n 1 2 3 4 5 6 7

|J(Bn)| 3 6 20 168 7 581 7 828 354 2 414 682 040 998

Ëåììà 4.3. Â êîíå÷íîé ðåø¼òêå êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ýëåìåíò b íåðàçëîæèì, òî b = b⊔ b. Ïóñòü b = b1⊔ b2 è b1 ̸= b ̸= b2.

Åñëè è b1, è b2 íåðàçëîæèìû, òî ëåììà äîêàçàíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåì b1

è/èëè b2 â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñòðîãî ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ ýëåìåíòîâ, è ò.ä. Â ñèëó êîíå÷-

íîñòè ðåø¼òêè óêàçàííûé ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ, è èñõîäíûé ýëåìåíò b áóäåò ïðåäñòàâëåí

â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ. �
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Ìíîæåñòâî íåðàçëîæèìûõ â îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ (äèñòðèáóòèâíîé) ðåø¼ò-

êè L áóäåì îáîçíà÷àòü Irr L. Äëÿ ýëåìåíòà x ðåø¼òêè êîíå÷íîé L îáîçíà÷èì

Irr(a) = {x ∈ Irr L | x ⊑ a } � ìíîæåñòâî íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ L, ñîäåðæàùèõñÿ â

x. Ôîðìàëüíî ñ÷èòàåì, ÷òî Irr(o) = ∅.
Äîêàçàííàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî â êîíå÷íîé ðåø¼òêå êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò

x äîïóñêàåò (ñð. ñ (1.7) ) ïðåäñòàâëåíèå:

x =
⊔

a∈ Irr(x)

a , (4.4)

ïðåäïîëàãàÿ ôîðìàëüíî åãî ñïðàâåäëèâîñòü è â ñëó÷àÿõ îäíîýëåìåíòíîñòè Irr(x).

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî Irr L, íàñëåäóÿ ïîðÿäîê îò ðåø¼òêè L, ÿâëÿåòñÿ ÷. ó. ìíîæå-

ñòâîì.

Ëåììà 4.4. Åñëè P � ÷. ó. ìíîæåñòâî, òî Irr J(P ) ∼= P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � ÷. ó. ìíîæåñòâî è òîãäà J(P ) � äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼ò-

êà åãî ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ. ßñíî, ÷òî ïîðÿäêîâûé èäåàë ðåø¼òêè íåðàçëîæèì, åñëè

è òîëüêî åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, âèäà x▽, è, òàêèì îáðàçîì, Irr J(P ) ∼= J0(P ).

Ðàíåå (ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.10 î ïðåäñòàâëåíèè ÷. ó. ìíîæåñòâ) áûë óñòàíîâ-

ëåí èçîìîðôèçì ìåæäó ÷. ó. ìíîæåñòâîì è ñîâîêóïíîñòüþ åãî ãëàâíûõ èäåàëîâ, ïîýòîìó

P ∼= J0(P ) = Irr J(P ). �

Ñëåäñòâèå. J(P ) ∼= J(Q) ⇔ P ∼= Q.

Ïðèìåð 4.9. 1. Äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà P , çàäàííîãî äèàãðàììîé íà ðèñ. 4.18.a ìíîæåñòâî
ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ J(P ) ñ âûäåëåííûì ìíîæåñòâîì ãëàâíûõ èäåàëîâ (ýëåìåíòû
x▽ ∈ J0(P ) ) ïðåäñòàâëåíî íà íà ðèñ. 4.18.b.

⟨b, c⟩

b c b▽ c▽

a a▽

∅

a) P b) J(P ) è J0(P )
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Ðèñ. 4.18. ×.ó. ìíîæåñòâî P , äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà J(P ) è ÷. ó. ìíîæåñòâî J0(P )
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2. Ñì. ðèñ. 3.12.

Íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñèëèâàåò äëÿ äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òîê òåîðåìó 4.8 è ÿâ-

ëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Ñòîóíà äëÿ áóëåâûõ àëãåáð.

Òåîðåìà 4.17 (Áèðêãîô). Âñÿêàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà âëîæèìà â áóëåàí ïîä-
õîäÿùåãî ìíîæåñòâà ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ òî÷íûõ ãðàíåé.

Âàæíûì ïðàêòè÷åñêèì ñëåäñòâèåì èç äàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè èçó÷åíèè

äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òîê ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äèàãðàììàìè Ýéëåðà-Âåííà, èíòåðïðåòè-

ðóÿ ýëåìåíòû ðåø¼òîê ïîäìíîæåñòâàìè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà è îòîæäåñòâëÿÿ ðåø¼òî÷-

íûå îïåðàöèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [45]. Ìû äîêàæåì ýòó òåî-

ðåìó äëÿ êîíå÷íûõ ðåø¼òîê, ãäå îíà äîïóñêàåò âàæíîå óñèëåíèå. Îíî âûðàæàåòñÿ â òîì,

÷òî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 4.2 ¾ñîâîêóïíîñòü ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷. ó. ìíî-

æåñòâà åñòü äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà¿ ìîæíî îáðàòèòü, åñëè ðåø¼òêà êîíå÷íà. Ñëåäóÿ

[49], íàçîâ¼ì íèæåïðèâåä¼ííóþ òåîðåìó ¾ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìîé äëÿ êîíå÷íûõ äèñ-

òðèáóòèâíûõ ðåø¼òîê (ÔÒÊÄÐ)¿.

Òåîðåìà 4.18 (ÔÒÊÄÐ, Áèðêãîô). Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà èçî-
ìîðôíà ðåø¼òêå ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷. ó. ìíîæåñòâà å¼ íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ � êîíå÷íàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà ñ íóë¼ì o è

J(Irr L) � ðåø¼òêà ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷. ó. ìíîæåñòâà Irr L.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ψ : L→ J(Irr L) , ψ(x) = Irr(x) ,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó x ðåø¼òêè ìíîæåñòâî å¼ íåðàçëîæèìûõ â

îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â x è ïîêàæåì, ÷òî L
ψ∼= J(Irr L). Ïðè ýòîì,

ñîãëàñíî òåîðåìå 4.4, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ìåæäó L è J(Irr L), ðàññìàò-

ðèâàåìûìè êàê ÷. ó. ìíîæåñòâà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíè-

åì (4.4).

Âî-ïåðâûõ, îòîáðàæåíèå ψ èíúåêòèâíî:

ψ(x) = ψ(y) ⇔ Irr(x) = Irr(y) ⇒ x =
⊔

a∈ Irr(x)

a =
⊔

a∈ Irr(y)

a = y .

Ïîêàæåì, âî-âòîðûõ, ÷òî îíî ñþðúåêòèâíî. Ïóñòü I = {x1, . . . , xk } � ïîðÿäêîâûé

èäåàë ÷. ó. ìíîæåñòâà Irr L. Ïîëîæèì x =
k⊔
i=1

xi è ïîêàæåì, ÷òî I = Irr(x). Äåéñòâè-

òåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, xi ⊑ x äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà xi èíòåðâàëà I, îòêóäà I ⊆ Irr(x).

Ñ äðóãîé, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z ∈ Irr(x) èìååì

z = z ⊓ x = z ⊓

(
k⊔
i=1

xi

)
=

k⊔
i=1

(z ⊓ xi) .
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Ðèñ. 4.19. Äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà L è ÷. ó. ìíîæåñòâî Irr L

Íî z íåðàçëîæèì, îòêóäà z = z ⊓ xi äëÿ ïîäõîäÿùåãî i è z ⊑ xi ∈ I. Ïîñêîëüêó I �

ïîðÿäêîâûé èäåàë, ïîëó÷àåì, z ∈ I, îòêóäà Irr(x) ⊆ I è ðàâåíñòâî I = Irr(x) äîêàçàíî.

Êðîìå òîãî, ïî ñâîéñòâàì âçàèìîñâÿçàííûõ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ ⊔ è îòíîøåíèÿ

ïîðÿäêà ⊑, èìååì
x ⊑ y ⇔ Irr(x) ⊆ Irr(y) ⇔ ψ(x) ⊆ ψ(y) .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ψ � (ïîðÿäêîâûé) èçîìîðôèçì ìåæäó L è J(Irr L). �

Ñëåäñòâèå. Åñëè L1 è L2 � êîíå÷íûå äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè, òî L1
∼= L2, åñëè

òîëüêî åñëè Irr L1
∼= IrrL2.

Îòìåòèì, ÷òî J(Irr L) = comp(Irr L) , ò.å. ðåø¼òêà J(Irr L) åñòü ïîïîëíåíèå Ìàêíè-

ëà ÷. ó. ìíîæåñòâà Irr L (ñì. ñ. 137).

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêå, ãäå

êîíêðåòíîé çàäà÷å îáû÷íî íåÿâíî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ÷. ó. ìíîæåñòâî2.

Ïðèìåð 4.10. 1. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó íà ðèñ. 4.18.b êàê äèàãðàììó Õàññå íåêîòî-
ðîé èñõîäíîé êîíå÷íîé äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè L. Òîãäà íà ðèñ. 4.18.a èçîáðà-
æåíî ÷. ó. ìíîæåñòâî Irr L, è ðåø¼òêà âñåõ ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ êîòîðîãî J(Irr L)
ñîâïàäàåò èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 4.18.b.

2. Íà ðèñ. 4.19 ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû êîíå÷íîé äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè L è
÷. ó. ìíîæåñòâà Irr L.

2Â óïîìÿíóòîé ìîíîãðàôèè [49] äàæå çàìå÷åíî, ÷òî ¾äëÿ êîìáèíàòîðíûõ öåëåé áûëî áû ëó÷øå âñåãî

îïðåäåëèòü êîíå÷íóþ äèñòðèáóòèâíóþ ðåø¼òêó, êàê ïðîèçâîëüíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî âèäà J(P ), P êîíå÷-

íî¿.
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Äèàãðàììà Õàññå ðåø¼òêè ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ J(Irr L) ïîâòîðÿåò äèàãðàììó L
ñ çàìåíîé x 7→ ψ(x), x ∈ L. Ïðè ýòîì

ψ(o) =∅ , ψ(a) = ⟨a⟩ , ψ(b) = ⟨b⟩ , ψ(c) = ⟨a, b⟩ ,
ψ(d) = ⟨d⟩ , ψ(e) = ⟨a, d⟩ , ψ(ι) = ⟨ι⟩ .

3. ßñíî, ÷òî åñëè ñíÿòü óñëîâèå äèñòðèáóòèâíîñòè èñõîäíîé ðåø¼òêè, òî òåîðåìà 4.18
ïåðåñòà¼ò áûòü ñïðàâåäëèâîé, âåäü ðåø¼òêà ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ëþáîãî ÷. ó. ìíî-
æåñòâà âñåãäà äèñòðèáóòèâíà. Äëÿ èëëþñòðàöèè, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ïðè ôîðìàëüíîì
ïðèìåíåíèè äàííîé òåîðåìû ê íåäèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêå, âîçüì¼ì ðåø¼òêó M3:
å¼ íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû îáðàçóþò òðåõýëåìåíòíîå òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî, ðåø¼òêà ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ êîòîðîãî èçîìîðôíà B3 � ñì. ðèñ. 4.20.
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Ðèñ. 4.20. M3 ̸∼= J(IrrM3)

Òåîðåìà Áèðêãîôà ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü ýëåìåíòû ëþáîé äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼ò-

êè ïîäìíîæåñòâàìè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà è ïîëüçîâàòüñÿ äèàãðàììàìè Ýéëåðà-Âåííà.

Èç íå¼ òàêæå âûòåêàåò èíòåðåñíîå

Ñëåäñòâèå. Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà âëîæèìà â óïîðÿäî÷åííóþ äå-
ëèìîñòüþ ðåø¼òêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû Áèðêãîôà ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà

L âêëàäûâàåòñÿ â áóëåàí P(A) íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ïðèìåð 4.3.8 ïîêàçûâàåò, ÷òî P(A) âêëàäûâàåòñÿ â ⟨N◦, | ⟩, à ñëåäîâàòåëüíî è â ⟨N, | ⟩.
�

Ïîêàæåì, êàê êîíå÷íàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà L ìîæåò áûòü âëîæåíà â ⟨N, ∨, ∧ ⟩.
Íàèìåíüøåìó ýëåìåíòó o ðåø¼òêè L ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî 1, à n > 1 å¼ àòîìàì � ïåð-

âûå n ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pn. Ïóñòü ñîñòîÿëîñü ïðèïèñûâàíèå âñåì ýëåìåíòàì ìíîæå-

ñòâà x▽ r {x} ýëåìåíòà x ðåø¼òêè L. Åñëè ýëåìåíòó x íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, êîòîðîìó ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî k, òî ñîïîñòàâëÿåì x ÷èñëî kp, ãäå
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p � ïåðâîå èç åù¼ íå èñïîëüçîâàííûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Åñëè ýëåìåíòó x íåïîñðåäñòâåí-

íî ïðåäøåñòâóþò íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ, òî ñîïîñòàâëÿåì x íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå

âñåõ ÷èñåë, èì ñîîòâåòñòâóþùèõ. Òàêîå ñîïîñòàâëåíèå äëÿ íåêîòîðûõ ðåø¼òîê ïðèâåäå-

íî íà ðèñ. 4.21.
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Ðèñ. 4.21. Âëîæåíèÿ êîíå÷íûõ äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òîê â ðåø¼òêó ⟨N, | ⟩

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà åù¼ îäíó õàðàêòåðèçàöèþ äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òîê.

Òåîðåìà 4.19. Ðåø¼òêà L äèñòðèáóòèâíà, åñëè è òîëüêî åñëè íàéä¼òñÿ òàêîå
÷. ó. ìíîæåñòâî P , ÷òî L ∼= 2P .

Àíàëîãè÷íî ìîäóëÿðíûì ðåø¼òêàì, ìîæåò áûòü ïîêàçàíî, ÷òî ãîìîìîðôíûé îáðàç

è ëþáàÿ ïîäðåø¼òêà äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè äèñòðèáóòèâíû è ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òîê åñòü äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà.

4.5 Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

Ïóñòü L � ðåø¼òêà è íà íåé, êàê íà ìíîæåñòâå, èìååòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

∼ , ñîõðàíÿþùåå îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ, ò.å.{
a ∼ c

b ∼ d
⇒

{
(a ⊔ b) ∼ (c ⊔ d)
(a ⊓ b) ∼ (c ⊓ d)

. (4.5)

Òàêèå ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò êîíãðóýíöèÿìè. Óñëîâèÿ (4.5) ïîçâîëÿþò ðàññìàò-

ðèâàòü ôàêòîðìíîæåñòâî L/∼ ñ îïåðàöèÿìè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ, ïðèìåí¼ííûå
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ê åãî ýëåìåíòàì (êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè), ò.å. ôàêòîððåø¼òêó L ïî êîíãðóýíöèè ∼
(ñèìâîëè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå òàêîå æå, L/ ∼).

Íàïðèìåð, äëÿ ãîìîìîðôèçìà ðåø¼òîê φ : L → L ′ ïî (2.12) îïðåäåëÿåòñÿ ÿäåðíàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü Kerφ:

a(Kerφ)b ⇔ φ(a) = φ(b) .

Äàëåå èìååì{
a(Kerφ)c

b(Kerφ)d
⇔

{
φ(a ⊔ b) = φ(a) ⊔ φ(b) = φ(c) ⊔ φ(d) = φ(c ⊔ d) ,
φ(a ⊓ b) = φ(a) ⊓ φ(b) = φ(c) ⊓ φ(d) = φ(c ⊓ d) .

Ñëåäîâàòåëüíî, (a ⊔ b) (Kerφ) (c ⊔ d) è (a ⊓ b) (Kerφ) (c ⊓ d), ò.å. Kerφ îêàçûâàåòñÿ

êîíãðóýíöèåé. Ýòà êîíãðóýíöèÿ íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà φ.

Ðàññòðîèì äðóãîé âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé êîíãðóýíöèé íà ðåø¼òêàõ. Ïóñòü I �

èäåàë äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè L. Ðàññìîòðèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼I íà L, ââîäèìîå

ïî ïðàâèëó

a ∼I b ⇔ ∃
I

x (a ⊔ x = b ⊔ x) . (4.6)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åãî ðåôëåê-

ñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü î÷åâèäíû; ïîêàæåì òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü a ∼I b è b ∼I c.
Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå x, y ∈ I òàêèõ, ÷òî a ⊔ x = b ⊔ x è b ⊔ y = c ⊔ y. Äàëåå
(îáúåäèíÿÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñ y, à âòîðîãî � ñ x), ïîëó÷èì{

a ⊔ x = b ⊔ x
b ⊔ y = c ⊔ y

⇒ a ⊔ (x ⊔ y) = b ⊔ (x ⊔ y) = c ⊔ (x ⊔ y)

è a ∼I c, ïîñêîëüêó x ⊔ y ∈ I.
Ôàêòîðìíîæåñòâî ïî ýêâèâàëåíòíîñòè ∼I îáîçíà÷àþò L/I , ñîîòâåòñòâóþùèå ñìåæ-

íûå êëàññû � [·]I , ïðè÷¼ì, êàê ëåãêî óñòàíîâèòü, [a]I = a⊔ I äëÿ ýëåìåíòà a ∈ L. Êîãäà
ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì, èíäåêñ I ó îáîçíà÷åíèÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

îïóñêàþò.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ∼I � êîíãðóýíöèÿ. Èìååì{
a ∼ c

b ∼ d
⇔

 ∃I x (a ⊔ x = c ⊔ x)

∃
I

y (b ⊔ y = d ⊔ y)
. (4.7)

Òîãäà, âî-ïåðâûõ, äëÿ îáúåäèíåíèÿ ïîëó÷èì

∃
I

x, y [(a ⊔ b) ⊔ (x ⊔ y) = (c ⊔ d) ⊔ (x ⊔ y)] ,

è, ïîñêîëüêó x ⊔ y ∈ I, òî (a ⊔ b) ∼I (c ⊔ d). È, âî-âòîðûõ, äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ �

∃
I

x, y [(a ⊔ x) ⊓ (b ⊔ y) = (c ⊔ x) ⊓ (d ⊔ y)] .
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Ðàñêðûâàÿ ïî äèñòðèáóòèâíîñòè ðàâåíñòâî â äàííîì ñîîòíîøåíèè, èìååì

(a ⊓ b) ⊔ (a ⊓ y) ⊔ (x ⊓ b) ⊔ (x ⊓ y) = (c ⊓ d) ⊔ (c ⊓ y) ⊔ (x ⊓ d) ⊔ (x ⊓ y) ,

ãäå âñå ÷ëåíû îáúåäèíåíèé â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà, êðîìå, áûòü ìîæåò, a ⊓ b è c ⊓ d,
è, ñëåäîâàòåëüíî, è èõ îáúåäèíåíèÿ ñóòü ýëåìåíòû èäåàëà I. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

(a ⊓ y) ⊔ (x ⊓ b) ⊔ (x ⊓ y) = (c ⊓ y) ⊔ (x ⊓ d) ⊔ (x ⊓ y) .

Äëÿ ýòîãî áåð¼ì ïåðåñå÷åíèÿ ñ y ïåðâîãî è ñ x � âòîðîãî ðàâåíñòâà èç ïðàâîé ÷àñòè

ñîîòíîøåíèÿ (4.7). Ïîëó÷èì{
(a ⊔ x) ⊓ y = (c ⊔ x) ⊓ y
(b ⊔ y) ⊓ x = (d ⊔ y) ⊓ x

⇔

{
(a ⊓ y) ⊔ (x ⊓ y) = (c ⊓ y) ⊔ (x ⊓ y)
(b ⊓ x) ⊔ (x ⊓ y) = (d ⊓ y) ⊔ (x ⊓ y)

,

è, ïðîèçâîäÿ îáúåäèíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé � òðåáóåìîå ðàâåí-

ñòâî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî èäåàëà I ýêâèâàëåíòíîñòü ∼I , çàäàííàÿ ïî (4.6) ÿâëÿ-
åòñÿ êîíãðóýíöèåé.

Òàêèì îáðàçîì, L/I åñòü ôàêòîððåø¼òêà (ñ íóë¼ì). Ãîìîìîðôèçì φ : L → L/I åñòü

îòîáðàæåíèå φ(x) = [x]I , èìåþùåå ñâîèì ÿäðîì äàííûé èäåàë I.

Ïðèìåð 4.11. Ðàññìîòðèì ðåø¼òêó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 4.22.1). Ìíîæåñòâî
I = {o, a, b, c} ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, å¼ èäåàëîì. Ïðè ýòîì e ∼I d, ïîñêîëüêó äëÿ c ∈ I
ïîëó÷èì e ⊔ c = d ⊔ c, è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû e è d íàõîäÿòñÿ â îäíîì êëàññå
ýêâèâàëåíòíîñòè ïî I.

ι [ι]

e

c d [d]

a I b

o I

1) L 2) L/I

�
�

�
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Ðèñ. 4.22. Ðåø¼òêà L è ôàêòîððåø¼òêà L/I ïî èäåàëó I = { o, a, b, c }

Ôàêòîððåø¼òêà L/I èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.22.2). Ãîìîìîðôèçì φ : L → L/I, åñòü
îòîáðàæåíèå φ(x) = [x]I è èäåàë I åñòü íóëü ðåø¼òêè L/I.
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Ðåø¼òêà äèñòðèáóòèâíà, åñëè è òîëüêî åñëè êàæäûé å¼ èäåàë ÿäåðíûé. Çàìåòèì, ÷òî

äâà ðàçíûõ ãîìîìîðôèçìà äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè íà îäíó è òó æå ðåø¼òêó ìîãóò

èìåòü ñîâïàäàþùèå ÿäåðíûå èäåàëû.

Îïðåäåëåíèå 4.9. Åñëè â ðåø¼òêå ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ ñ óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè äëÿ ýëåìåíòà
x ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y òàêîé, ÷òî x ⊓ y = o è x ⊔ y = ι, òî ïîñëåäíèé íàçûâàåòñÿ
äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà x.

Ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé ñ äîïîëíåíèÿìè, åñëè â íåé êàæäûé ýëåìåíò èìååò
õîòÿ áû îäíî äîïîëíåíèå. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ðåø¼òêè îáëàäàåò â òî÷íîñòè îäíèì
äîïîëíåíèåì, òî å¼ íàçûâàþò ðåø¼òêîé ñ åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè.

ßñíî, ÷òî åñëè y � äîïîëíåíèå x, òî è x � äîïîëíåíèå y, è ÷òî â ëþáîé îãðàíè÷åííîé

ðåø¼òêå o è ι ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè äðóã äëÿ äðóãà.

Ïðèìåð 4.12. 1. Â ðåø¼òêå àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A êàæäûé ýëåìåíò
X ⊆ A èìååò åäèíñòâåííîå äîïîëíåíèå X = A r {X}. Ýòî êëàññè÷åñêèé ïðèìåð
ðåø¼òêè ñ åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè.

2. Â ðåø¼òêå, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 4.21.a ýëåìåíò 2 íå èìååò äîïîëíåíèÿ.

3. Ïÿòèóãîëüíèê N5 � ðåø¼òêà ñ äîïîëíåíèÿìè. Â íåé (ñì. ðèñ. 4.4) äîïîëíåíèÿìè
a è c áóäåò ýëåìåíò b, à äîïîëíåíèÿìè b � ýëåìåíòû a è c.

Îòìåòèì, ÷òî êðèòåðèé ìîäóëÿðíîñòè (òåðåìà 4.11) äëÿ àòîìíûõ ðåø¼òîê ñ äîïîëíå-

íèÿìè ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, à èìåííî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4.20 (Ìàêëàôëèí). Åñëè àòîìíàÿ ðåø¼òêà ñ äîïîëíåíèÿìè íå ñîäåðæèò â
êà÷åñòâå ïîäðåø¼òêè ïÿòèóãîëüíèê N5, íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ýëåìåíòû êîòîðî-
ãî ñîâïàäàþò ñ íóë¼ì è åäèíèöåé ðåø¼òêè, òî îíà ìîäóëÿðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ, íàïðèìåð, â [45]. Èç òåîðåìû Ìàêëàôëèíà ñëåäóåò, ÷òî àòîì-

íàÿ ðåø¼òêà ñ åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè ìîäóëÿðíà. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

òàêàÿ ðåø¼òêà äèñòðèáóòèâíà (òåîðåìà Áèðêãîôà-Óîðäà).

Ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî â äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêå ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ

Abbr (ñì. òåîðåìó 4.15) ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 4.21. Åñëè îãðàíè÷åííàÿ ðåø¼òêà äèñòðèáóòèâíà, òî êàæäûé å¼ ýëåìåíò
èìååò íå áîëåå îäíîãî äîïîëíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ýëåìåíò x äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè èìååò äâà äîïîëíå-

íèÿ � y1 è y2. Òîãäà {
x ⊔ y1 = x ⊔ y2 = ι

x ⊓ y1 = x ⊓ y2 = o

Abbr⇒ y1 = y2 .

�

Èç òåîðåìû Áèðêãîôà 4.17 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà âëîæèìà â

äèñòðèáóòèâíóþ ðåø¼òêó ñ åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè.

Âîïðîñ î ñâÿçè ñâîéñòâ äèñòðèáóòèâíîñòè è íàëè÷èÿ åäèíñòâåííîãî äîïîëíåíèÿ ó ðå-

ø¼òîê ÿâëÿåòñÿ, êàê îêàçàëîñü, äîñòàòî÷íî ãëóáîêèì è òðóäíûì. Â íà÷àëå XX âåêà ïðè

ôîðìóëèðîâêå ñèñòåì àêñèîì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû åñòåñòâåííîé áûëà ïîïûòêà îïðåäå-

ëèòü å¼ êàê ðåø¼òêó ñ åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè. Ýòî ñòàëî áû âîçìîæíûì, åñëè
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åäèíñòâåííîñòü äîïîëíåíèÿ ó ýëåìåíòîâ ðåø¼òêè âëåêëà áû å¼ äèñòðèáóòèâíîñòü. Â ñâÿ-

çè ñ ýòèì Ý. Õàíòèíãòîíîì áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âñå ðåø¼òêè ñ

åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè äèñòðèáóòèâíû. Âîïðîñ î òîì, âåðíà ëè ýòà ãèïîòåçà è

ñîñòàâëÿë çíàìåíèòóþ ïðîáëåìó Õàíòèíãòîíà.

Ê êîíöó 30-õ ãîäîâ XX â. áûëî èññëåäîâàíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî êîíêðåòíûõ

ðåø¼òîê ñ åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè. Âñå îíè îêàçàëèñü äèñòðèáóòèâíûìè, â ñèëó

÷åãî ñïðàâåäëèâîñòü óêàçàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå âûçûâàëà ñîìíåíèé ó

ìàòåìàòèêîâ. Ïîýòîìó áîëüøîé íåîæèäàííîñòüþ áûëî ïîÿâëåíèå â 1945 ã. ðàáîòû àìå-

ðèêàíñêîãî ìàòåìàòèêà Ð. Äèëóîðñà â êîòîðîé áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà 4.22. Âñÿêàÿ ðåø¼òêà ìîæåò áûòü âëîæåíà â ïîäõîäÿùóþ ðåø¼òêó ñ åäèí-
ñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè.

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âçÿòü ïÿòèóãîëüíèê N5, è òîãäà ýòà òåîðåìà äàñò íåìîäóëÿð-

íóþ è, òåì áîëåå, íåäèñòðèáóòèâíóþ ðåø¼òêó ñ åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè. Òàêèì

îáðàçîì áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íåäèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè ñ åäèíñòâåííûìè

äîïîëíåíèÿìè. Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî äàííûé îáúåêò â äîêàçàòåëüñòâå ïîÿâëÿåòñÿ ëèøü

â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, è äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íåò íè îäíî-

ãî ÿâíîãî ïðèìåðà íåäèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè ñ åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè. Â êëàññå

ïîëíûõ ðåø¼òîê ïðîáëåìà Õàíòèíãòîíà äî ñèõ ïîð íå èìååò ðàçðåøåíèÿ3.

Îïðåäåëåíèå 4.10. Åñëè [ a, b ] � èíòåðâàë ðåø¼òêè L, x ∈ [ a, b ] è ýëåìåíò y ðåø¼òêè
L òàêîâ, ÷òî x ⊓ y = a è x ⊔ y = b. Òî y íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì äîïîëíåíèåì
ýëåìåíòà x â èíòåðâàëå [ a, b ].

Åñëè â íåêîòîðîé ðåø¼òêå âñå èíòåðâàëû ñóòü ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè, òî îíà íàçû-
âàåòñÿ ðåø¼òêîé ñ îòíîñèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè y � îòíîñèòåëüíîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà x â èíòåðâàëå [ a, b ],

òî y ∈ [ a, b ], è x, â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå áóäåò îòíîñèòåëüíûì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà y

â èíòåðâàëå [ a, b ].

Ïðèìåð 4.13. Ðåø¼òêà, èçîáðàæåííàÿ íèæå (ìû ïîâòîðÿåì ðèñ. 4.9) íå ÿâëÿåòñÿ ðåø¼ò-
êîé ñ äîïîëíåíèÿìè, ò.ê., íàïðèìåð, ýëåìåíò b íå èìååò äîïîëíåíèÿ. B òîæå âðåìÿ ýòî
ðåø¼òêà ñ îòíîñèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè: äîïîëíåíèÿìè ýëåìåíòà b â èíòåðâàëå [ e, ι ]
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû c è d, ýëåìåíòû a è e ñëóæàò äðóã äëÿ äðóãà åäèíñòâåííûìè äî-
ïîëíåíèÿìè â èíòåðâàëå [ o, b ]; â òîì æå èíòåðâàëå äîïîëíåíèå b åñòü o.

Òåîðåìà 4.23 (Äèëóîðñ). Ëþáûå äâå êîíãðóýíöèè íà ðåø¼òêå ñ îòíîñèòåëüíûìè äî-
ïîëíåíèÿìè ïåðåñòàíîâî÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α è β � êîíãðóýíöèè íà íà ðåø¼òêå L, a, b, x ∈ L, ïðè÷¼ì

ñïðàâåäëèâî aα x è xβ b.

Ïðåäâàðèòåëüíî ïîêàæåì, ÷òî åñëè a ⊑ x ⊑ b, òî äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ [ a, b ] ñïðàâåä-

ëèâî aβ y è yα b . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y � äîïîëíåíèå ýëåìåíòà x â èíòåðâàëå [ a, b ].

Òîãäà

y = (b ⊓ y) β (x ⊓ y) = a è y = (a ⊔ y)α (x ⊔ y) = b .

3Äàííàÿ ïðîáåìàòèêà ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â [45]. Òàì æå èìåþòñÿ âñå ññûëêè è ïðèâåäåíî ñîâðå-
ìåííîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.22.
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Ðèñ. 4.23. Ðåø¼òêà ñ îòíîñèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè

Òåïåðü, îòêàçàâøèñü îò îãðàíè÷åíèé a ⊑ x ⊑ b è y ∈ [ a, b ], ïîëó÷èì

a = (a ⊔ a)α (a ⊔ x) = (a ⊔ x ⊔ x) β (a ⊔ b ⊔ x)α (x ⊔ b ⊔ x) = (b ⊔ x) β (b ⊔ b) = b

(äëÿ êðàòêîñòè, çäåñü è äàëåå ìû ïèøåì xαyβz âìåñòî xαyN yβz). Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åí-

íîå ñîîòíîøåíèå, áóäåì èìåòü

a β uα (a ⊔ b ⊔ x) è (a ⊔ b ⊔ x) β v α b ,

ãäå a ⊑ u ⊑ a ⊔ b ⊔ x è b ⊑ v ⊑ a ⊔ b ⊔ x. Îòñþäà

u = (u ⊓ a ⊔ b ⊔ x) β (u ⊓ v)α (a ⊔ b ⊔ x) ⊓ v = v

è, ñëåäîâàòåëüíî, a β (u ⊓ v) è (u ⊓ v)α b. �

Òåîðåìà 4.24. Ìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà ñ äîïîëíåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òêîé ñ îòíîñè-
òåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ⟨L, ⊔, ⊓, ′, o, ι ⟩ � ìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà ñ äîïîëíåíèÿìè è a, b, x

è y � òàêèå å¼ ýëåìåíòû, ÷òî a ⊑ x ⊑ b, x ⊔ y = ι è x ⊓ y = o, ò.å. y åñòü (êàêîå-òî)

äîïîëíåíèå x. Ñ ó÷¼òîì ìîäóëÿðíîãî çàêîíà ïîëó÷àåì

x ⊔ (a ⊔ (y ⊓ b)) = x ⊔ ((b ⊓ (a ⊔ y)) = b ⊓ (x ⊔ a ⊔ y) = b ⊓ ι = b è

x ⊓ (a ⊔ (y ⊓ b)) = a ⊔ (x ⊓ y ⊓ b) = a ⊔ o = a .

Ïîýòîìó a ⊔ (y ⊓ b) åñòü îòíîñèòåëüíîå äîïîëíåíèå x â èíòåðâàëå [ a, b ]. �

Ïðèâåä¼ì åù¼ îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ðåø¼òîê.

Òåîðåìà 4.25. Åñëè ⟨L, ⊔, ⊓ ⟩ � ðåø¼òêà, à P � ÷. ó. ìíîæåñòâî, òî LP � ðåø¼òêà.
Ïðè ýòîì åñëè L ìîäóëÿðíà èëè äèñòðèáóòèâíà, òî ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëÿðíîé èëè
äèñòðèáóòèâíîé áóäåò LP .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) è g(x) � äâà èçîòîííûõ îòîáðàæåíèå èç P â L. Äëÿ ëþáîãî

x ∈ P ïîëîæèì h(x) = f(x) ⊔ g(x) ∈ P . Òîãäà h(x) � òàêæå èçîòîííîå îòîáðàæåíèå èç

P â L, ÿâëÿþùååñÿ ïðè ýòîì òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ äëÿ f(x) è g(x) â LP . Äâîéñòâåííî,

èçîòîííîå îòîáðàæåíèå h∗(x) = f(x) ⊓ g(x) ∈ P ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ äëÿ

f(x) è g(x).

Ýòèì äîêàçàíî ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ñâîäèòñÿ

ê ïðîâåðêå âûïîëíèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ òîæäåñòâ äëÿ êàæäîãî x ∈ P . �

4.6 Ñâÿçè Ãàëóà äëÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Îïðåäåëåíèå 4.11. Ïóñòü P è Q � äâà ÷. ó. ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèÿ

φ : P → Q, ψ : Q→ P

íàçûâàþò ïàðîé ñîîòâåòñòâèé Ãàëóà ìåæäó P è Q è ãîâîðÿò, ÷òî ìåæäó ýòèìè ìíî-
æåñòâàìè ñóùåñòâóåò ñâÿçü Ãàëóà, åñëè

1) φ è ψ àíòèèçîòîííû;

2) x ⊑ ψ(φ(x)) è y ⊑ φ(ψ(y)) äëÿ ëþáûõ x ∈ P è y ∈ Q.

Ïîíÿòèå ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà ââåäåíî Ã. Áèðêãîôîì â 1940 ã.

Ïðèìåð 4.14. 1. Íàïîìíèì, ÷òî â ãðóïïå G ñ íóë¼ì 0 äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà X
îïðåäåëåíû öåíòðàëèçàòîð C(X) è (ëåâûé) àííóëÿòîð N(X) � ïîäìíîæåñòâà,
ñîñòîÿùèå èç âñåõ ýëåìåíòîâ g òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X

g · x = x · g è, ñîîòâåòñòâåííî, g · x = 0 .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäàÿ ïàðà (C(X), C(X)) è (N(X), N(X)), ðàññìàòðèâàåìàÿ
êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåàíà P(G) â ñåáÿ, ñóòü ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà. Äåéñòâèòåëüíî,
C(·) è N(·) àíòèèçîòîííû è X ⊆ C(C(X)), X ⊆ N(N(X)) äëÿ ëþáîãî X ⊆ G,
ñ÷èòàÿ, ÷òî íà G çàäàí ïîðÿäîê ïî âêëþ÷åíèþ.

2. Ïàðà îòîáðàæåíèé
φ(A) = A△, ψ(A) = A▽

çàäàþò ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ÷. ó. ìíîæåñòâà P .

Äåéñòâèòåëüíî, ï. 1) òåîðåìû 3.9 óòâåðæäàåò àíòèìîíîòîííîñòü âåðõíåãî è íèæíåãî
êîíóñîâ ïîäìíîæåñòâ ïî âêëþ÷åíèþ, à ï. 2) � ÷òî A ⊆ A△▽, A ⊆ A▽△.

3. Åñëè φ � ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ÷. ó. ìíîæåñòâàìè A è B, òî ìîæíî ïîñòðîèòü
ñîîòâåòñòâèå ψ ìåæäó B è A òàê, ÷òîáû ïàðà (φ, ψ) ñîñòàâëÿëà ñîîòâåòñòâèÿ
Ãàëóà, åñëè äëÿ êàæäîãî b ∈ B íàéä¼òñÿ òàêîé a ∈ A, ÷òî

φ ♯(b△) = a▽

(ïðîîáðàçîì êàæäîãî ãëàâíîãî ôèëüòðà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûé èäåàë).

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè φ è ψ � ïàðà ñîîòâåòñòâèé Ãàëóà ìåæäó ÷. ó. ìíîæåñòâàìè P è

Q , òî äëÿ èõ ýëåìåíòîâ x è y ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâåäëèâî

y ⊑ φ(x) ⇔ x ⊑ ψ(y) .



166 Ãëàâà 4. Ðåø¼òêè

Èç îïðåäåëåíèÿ (4.11) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå φψφ äîëæíî áûòü îäíîâðåìåííî è

èçîòîííûì, è àíòèèçîòîííûì. Ïîýòîìó äëÿ ñîîòâåòñòâèé Ãàëóà φ è ψ ñïðàâåäëèâî

φψφ = φ, ψφψ = ψ . (4.8)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè φ è ψ � ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà ìåæäó ÷. ó. ìíîæåñòâàìè P è Q, òî

φ ∗ ψ è ψ ∗ φ � ïðåîáðàçîâàíèÿ íà P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Èõ íàçûâàþò îïåðàöèÿìè

çàìûêàíèÿ Ãàëóà, à îáðàçû

[x]P = ψ(φ(x)), [x]Q = φ(ψ(x))

� çàìûêàíèÿìè Ãàëóà äëÿ x ∈ P è x ∈ Q ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî çàìûêàíèÿ Ãàëóà îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, óêàçàííûì â îïðåäåëå-

íèè 2.12, ò.å. ÿâëÿþòñÿ çàìûêàíèÿìè â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå.

Îïðåäåëåíèå 4.12. Èçîòîííîå îòîáðàæåíèå φ ÷. ó. ìíîæåñòâà P â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ, åñëè x ⊑ φ(x) è φ(φ(x)) = x. Åñëè φ � îïåðàòîð çàìûêàíèÿ,
òî ýëåìåíò x , äëÿ êîòîðîãî φ(x) = x íàçûâàåòñÿ φ-çàìêíóòûì.

Î÷åâèäíî, ýëåìåíòû [x]P è [x]Q ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, φ∗ψ- è ψ∗φ-çàìêíóòàìè.

Òåîðåìà 4.26. Ëþáàÿ ïàðà φ ∗ ψ- è ψ ∗ φ-çàìêíóòûõ ýëåìåíòîâ â P è Q ñîîòâåò-
ñòâåííî ñóòü îáðàçû äðóã äðóãà

[x]P = ψ([x]Q), [x]Q = φ([x]P ) (∗)

è ñâÿçü Ãàëóà îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ çàìêíó-
òûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýëåìåíòû [x]P âèäà ψ([x]Q) çàìêíóòû ñîãëàñíî (4.8).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, [x]P ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ ψ:

[x]P = ψ(φ(x)) .

Íàêîíåö, åñëè â óñëîâèÿõ (∗) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

[x]P = x, [y]Q = y ,

òî îäíî èç ñîîòíîøåíèé

[x]P = ψ([y]Q), [y]Q = φ([x]Q)

âëå÷¼ò äðóãîå. �

Åñëè φ è ψ îïðåäåëÿþò ñâÿçü Ãàëóà ìåæäó ÷. ó. ìíîæåñòâàìè P è Q, ïðè÷¼ì êàæäûé

ýëåìåíò P [Q ] çàìêíóò, òî ñâÿçü íàçûâàþò ñîâåðøåííîé â P [Q ]. Ñâÿçü, ñîâåðøåííàÿ

è â P , è â Q íàçûâàþò ïðîñòî ñîâåðøåííîé. Äëÿ ñâîéñòâà ñâÿçè ¾áûòü ñîâåðøåííîé¿

èìååòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé, êîòîðûé ìû ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 4.27. Ñâÿçü Ãàëóà ìåæäó P è Q ñîâåðøåííà åñëè è òîëüêî åñëè ëþáûå äâà
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà èìåþò ðàçëè÷íûå îáðàçû.
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×àñòî ñâÿçè Ãàëóà ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîëíûì ðåø¼òêàì. Îäíàêî ìû ñíà÷àëà ðàññìîòðèì

ñâÿçè Ãàëóà äëÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Ïóñòü ρ � ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B. Îíî ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèþ

êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó X ⊆ A ìíîæåñòâà

ρ(X) =
∪
x∈X

ρ(x) è ρ̂(X) =
∩
x∈X

ρ(x) ,

ñîäåðæàùèåñÿ â B; ïåðâîå åñòü, î÷åâèäíî, îáðàç X ïðè ñîîòâåòñòâèè ρ � ñì. ï. 2.1).

Äàííûå ïîäìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàþò ñðåçàìè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ ñîîò-

âåòñòâèÿ ρ ïî (÷åðåç) ìíîæåñòâî X. Ïîñêîëüêó ñâîéñòâà ñðåçîâ ïåðâîãî ðîäà óæå

ðàññìîòðåíû â ï. 2.5, êðàòêî ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñðåçîâ âòîðîãî ðîäà ρ̂(X) è

èõ ñâÿçè ñ ρ̆(X).

Äëÿ ëþáûõ ñîîòâåòñòâèé ρ, α, β ⊆ A×B è σ ⊆ B×C è ïîäìíîæåñòâ X, X1, X2 ⊆ A,

Y ⊆ B ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

ρ̂ (X1 ∪X2) = ρ̂ (X1) ∩ ρ̂ (X2), ρ̂ (X1 ∩X2) ⊇ ρ̂ (X1) ∪ ρ̂ (X2);

X1 ⊆ X2 ⇒ ρ̂ (X1) ⊇ ρ̂ (X2),

̂(α ∩ β) (X) = α̂ (X) ∩ β̂ (X), ̂(α ∪ β) (X) ⊆ α̂ (X) ∪ β̂(X);

α ⊆ β ⇒ α̂ (X) ⊆ β̂ (X);

ρ̂ (X) = ρ̆ (X);X ̸= ∅ ⇒ ρ̂ (X) ⊆ ρ(X); σ̂ (ρ(X)) = (̂ρσ) (X);

X ⊆ ρ̂ ♯ (Y ) ⇔ Y ⊆ ρ̂ (X);

Äîêàæåì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå (äîêàçàòåëüñòâî äðóãèõ ìîãóò áûòü íàéäåíû, íàïðè-

ìåð, â [42]):

X ⊆ ρ̂ ♯ (Y ) ⇔ X ∩ ρ̂ ♯ (Y ) = ∅ ⇔ X ∩ ρ ♯(Y ) = ∅ ⇔

⇔ ρ(X) ∩ Y = ∅ ⇔ ρ̂ (X) ∩ Y = ∅ ⇔ Y ⊆ ρ̂ (X) .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü { ρ̂(X) } ñðåçîâ âòîðîãî ðîäà ïî âñåì ïîäìíîæå-

ñòâàì X ⊆ A åñòü ÷. ó. ìíîæåñòâî ïî âêëþ÷åíèþ ñ ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàìè, íà êîòîðîì

óñòîé÷èâà îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâ. Â ñèëó

ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ, äàííîå êîëüöî � ïîëíîå. Åãî

ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì áóäåò (âîçìîæíî ïóñòîå) ìíîæåñòâî ρ̂(A) , à ìàêñèìàëüíûì �

âñ¼ ìíîæåñòâî B, ò.ê. ρ̂(∅) = B.

Îòîáðàæåíèå ρ̂(X) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì â ïàðå ñîîòâåòñòâèé Ãàëóà ìåæäó ìíîæåñòâàìè

A è B ñ òðèâèàëüíûì ïîðÿäêîì. Âòîðûì îòîáðàæåíèåì â äàííîé ïàðå ìîæåò ñëóæèòü

ρ̂ ♯, îïðåäåëÿåìîå äëÿ êàæäîãî Y ⊆ B ñîîòíîøåíèåì

ρ̂ ♯(Y ) =
∩
y∈Y

ρ ♯(y) .
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Ïîäìíîæåñòâà ñîâîêóïíîñòè { ρ̂ ♯(Y ) } òàêæå îáðàçóþò ïîëíîå êîëüöî ïåðåñå÷åíèé ìíî-
æåñòâ ñ ρ̂ ♯(B) è ρ̂ ♯(∅) â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòîâ ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Òåîðåìà 4.28. Êàæäîå ñîîòâåòñòâèå ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B îïðåäåëÿåò
ïàðó ñîîòâåòñòâèé Ãàëóà

( ρ̂(X), ρ̂ ♯(Y ) )

ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè X ⊆ A è Y ⊆ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç î÷åâèäíûõ ñîîòíîøåíèé

ρ̂(X1) ⊆ ρ̂(X2) , A ⊇ X1 ⊇ X2 ρ̂ ♯(Y1) ⊆ ρ̂ ♯(Y2), B ⊇ Y1 ⊇ Y2 ,

X ⊆ (ρ̂ ♯ρ̂)(X) ⊆ A , Y ⊆ (ρ̂ρ̂ ♯)(Y ) ⊆ B .

�

Ïðèìåð 4.15. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ìåæäó àëãåáðîé Ëèíäåíáàóìà è ïðîñòðàíñòâîì
ìîäåëåé äëÿ ôîðìóë óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà.

Íàïðèìåð, ìåæäó àëãåáðîé An Ëèíäåíáàóìà âñåõ n � ìåñòíûõ ôîðìóë èñ÷èñëåíèÿ
âûñêàçûâàíèé è ïðîñòðàíñòâîì èíòåðïðåòàöèé òàêèõ ôîðìóë ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâèå
Ãàëóà, ïîðîæä¼ííîå îòîáðàæåíèåì, ñòàâÿùèì êàæäîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë
ìíîæåñòâî âåðèôèöèðóþùèõ åãî èíòåðïðåòàöèé (ìîäåëåé).

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 4.28 äîïóñêàåò îáðàùåíèå. Èç ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ ρ ⊆ A×B è ëþáûõ X ⊆ A è Y ⊆ B ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ρ̂ρ̂ ♯ρ̂(X) = ρ̂(X) , ρ̂ ♯ρ̂ρ̂ ♯(Y ) = ρ̂ ♯(Y ) .

Òåîðèÿ ñâÿçåé Ãàëóà ïðèìåíÿåòñÿ â àíàëèçå ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé � îäíîì èç ïðèëî-

æåíèé àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ðåø¼òîê, èñïîëüçóåìîì ïðè àíàëèçå äàííûõ, â èññëåäîâà-

íèÿõ ïî èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó, ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ è äð.

4.7 Àíàëèç ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé. Ïðèëîæåíèå ê ðàñïîçíàâàíèþ
îáðàçîâ

Çíà÷èòåëüíàÿ ãðóïïà ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ïîèñêà çàâèñèìîñòåé è àíàëèçà äàííûõ

áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè ðåø¼òîê Ãàëóà. Ê íèì îòíîñèòñÿ àíàëèç ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé

(ÀÔÏ, àíãë. Formal Concept Analysis, FCA). ÀÔÏ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäîáíîå ñðåäñòâî

äëÿ ôîðìàëèçàöèè ìîäåëåé ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, îñíîâàííûõ íà îòíîøåíèè ïîãëîùåíèÿ

(ïîðÿäêà îáùíîñòè) [91, 27].

Ñ ïîìîùüþ ÀÔÏ è ìåòîäîâ íà åãî îñíîâå ðåøàþò çàäà÷è àíàëèçà äàííûõ è îáðà-

áîòêè çíàíèé, â ÷àñòíîñòè, è ïðèêëàäíûå çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ïî ïîëîæèòåëüíûì è

îòðèöàòåëüíûì ïðèìåðàì, èëè ïðåöåäåíòàì. Âàæíîé ñòîðîíîé ÀÔÏ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå

òåõ èëè èíûõ äîïóùåíèé îòíîñèòåëüíî ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ â äàííîé çàäà÷å. Ïîäîáíûå
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äîïóùåíèÿ, îáû÷íî íå ïðîâåðÿåìûå íà ïðàêòèêå, ìîãóò îòðàæàòüñÿ â ïîñòðîåííûõ ðàñïî-

çíàþùèõ àëãîðèòìàõ â âèäå òåõ èëè èíûõ óñëîâèé, â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷å íå ïðèñóùèõ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ïî ïðåöåäåíòàì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Èìå-

åòñÿ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X , ðàçäåëåííîå íà íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ (êëàññîâ), îäíàêî

èíôîðìàöèÿ î òàêîì ðàçáèåíèè ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â óêàçàíèè î ïðèíàäëåæíîñòè ê äàí-

íûì êëàññàì ýëåìåíòîâ êîíå÷íîé îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (èëè âûáîðêè) èç X ,
ýëåìåíòû êîòîðîé íàçûâàþò ïðåöåäåíòàìè. Âñå îáúåêòû èìåþò îïèñàíèå íà íåêîòîðîì

ôîðìàëüíîì ÿçûêå, óêàçûâàþùåì ñòåïåíü îáëàäàíèÿ îáúåêòàìè íåêîòîðûìè ïðèçíàêà-

ìè, íàçûâàåìûõ îáû÷íî ñòðóêòóðíûìè, ìíîæåñòâî êîòîðûõ îáîçíà÷èì M . Îáû÷íî èñ-

ïîëüçóåòñÿ óäîáíûé ñïîñîá òàêîãî îïèñàíèÿ â âèäå ò. í. îáúåêòíî-ïðèçíàêîâîé òàáëèöû

M, â êîòîðîé îáúåêòàì ñîîòâåòñòâóþò ñòðîêè, ïðèçíàêàì � ñòîëáöû, à ýëåìåíòû òàá-

ëèöû êîäèðóþò ñòåïåíü âûðàæåííîñòè äàííîãî ïðèçíàêà â äàííîì îáúåêòå. Òàêèì îá-

ðàçîì, ñòðîêà M åñòü îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îáúåêòà. Â ÷àñòíîì (è äîñòàòî÷íî

÷àñòîì) ñëó÷àå M ìîæåò áûòü (0, 1)-ìàòðèöåé, êîäèðóþùåé íàëè÷èå/îòñóòñòâèå ïðè-

çíàêîâ ó îáúåêòîâ. Ïî òàáëèöå M íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü ðåøàþùåå ïðàâèëî, êî-

òîðîå ïî îïèñàíèþ íîâîãî, íå îïèñàííîãî â M îáúåêòà èç X , óêàçûâàëî áû êëàññ, åãî

ñîäåðæàùèé. Ìíîãèå ðåøàþùèå ïðàâèëà äîïóñêàþò îòêàç îò êëàññèôèêàöèè, êîãäà âî-

ïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî îáúåêòà ê òîìó èëè èíîìó êëàññó îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

Ðåøàþùåå ïðàâèëî äîëæíî îáëàäàòü ñâîéñòâîì îïòèìàëüíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê íåêî-

òîðîìó ôóíêöèîíàëó, îïðåäåëÿþùåìó êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè. Òàêèì ôóíêöèîíàëîì â

ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóì ÷èñëà îøèáîê êëàññèôèêàöèè, îäíàêî

ìîæåò òàêæå ó÷èòûâàòüñÿ, íàïðèìåð, è äîëÿ îòêàçîâ. Ðåàëèçóþùèé ïîñòðîåííîå ðåøàþ-

ùåå ïðàâèëî àëãîðèòì íàçûâàþò êëàññèôèöèðóþùèì. Êëàññèôèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì áîëåå îáùåé ïðîáëåìû � ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ.

Äàëåå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çàäà÷à, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî X ðàçáèòî íà äâà

íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà X+ (ïîëîæèòåëüíûé) è X− (îòðèöàòåëüíûé) îòíîñèòåëü-

íî îáëàäàíèÿ èõ îáúåêòàìè íåêîòîðûì öåëåâûì ñâîéñòâîì z ̸∈ M . Ýëåìåíòû äàííûõ

êëàññîâ, ïðåäúÿâëåííûå â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêà-

öèè, íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíûìè èëè îòðèöàòåëüíûìè ïðèìåðàìè.

Ïóñòü G è M � íåïóñòûå ìíîæåñòâà4, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâàìè

îáúåêòîâ è (ñòðóêòóðíûõ) ïðèçíàêîâ, à I � ñîîòâåòñòâèå ìåæäó G è M , íàçûâàåìîå

îòíîøåíèåì èíöèäåíòíîñòè. Äëÿ çàïèñè ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ ïðèíÿòà èíôèêñíàÿ ôîðìà:

gIm îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò g ∈ G îáëàäàåò ïðèçíàêîì m ∈M .

Îïðåäåëåíèå 4.13. Òðîéêà K = (G,M, I) íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûì êîíòåêñòîì.

Ïîíÿòíî, ÷òî â êîíå÷íîì ñëó÷àå êîíòåêñò ìîæåò áûòü çàäàí âèäå îáúåêòíî-ïðèçíà-

êîâîé (0, 1)-ìàòðèöû.

4 îò íåìåöêèõ ñëîâ Gegenst�ande (îáúåêò) è Merkmale (ïðèçíàê)
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Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A ⊆ G è B ⊆ M ââîäÿòñÿ îòîáðàæåíèÿ φ : 2G → 2M è

ψ : 2M → 2G òàêèå, ÷òî

φ(A) = {m ∈M | ∀ g ∈ A (gIm) } , ψ(B) = { g ∈ G | ∀m ∈ B (gIm) } ,

ò. å. ÿâëÿþùèåñÿ, î÷åâèäíî, ñðåçàìè âòîðîãî ðîäà îòíîøåíèé I è I ♯ ìåæäó ìíîæåñòâàìè

G è M ïî èõ ïîäìíîæåñòâàì A è B ñîîòâåòñòâåííî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèåé ÀÔÏ,

îòîáðàæåíèÿ φ è ψ îáîçíà÷àþòñÿ (·)′, òàê ÷òî ïðèâåä¼ííûå âûøå ìíîæåñòâà Aφ è

Bψ çàïèñûâàþòñÿ êàê A′ è B ′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîíÿòíî, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 4.28 ïàðà

îòîáðàæåíèé (φ, ψ) ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì Ãàëóà ìåæäó ÷.ó. ìíîæåñòâàìè 2G è 2M ,

óïîðÿäî÷åííûìè ïî âêëþ÷åíèþ. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, äâîéíîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèè (·)′

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ íà äèçúþíêòíîì îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ 2G è 2M .

Îïðåäåëåíèå 4.14. Ïóñòü äàí êîíòåêñò K. Ïàðà ïîäìíîæåñòâ (A, B), ãäå A ⊆ G, à
B ⊆ M , è òàêèõ, ÷òî A′ = B è B ′ = A, íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûì ïîíÿòèåì äàííîãî
êîíòåêñòà ñ ôîðìàëüíûì îáú¼ìîì A è ôîðìàëüíûì ñîäåðæàíèåì B.

Åñëè êîíòåêñò K = (G,M, I) ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåêòíî-ïðèçíàêîâîé (0, 1)-

ìàòðèöû, òî ôîðìàëüíîìó ïîíÿòèþ ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ å¼ ïîäìàòðèöà, çàïîë-

íåííàÿ åäèíèöàìè. Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî â G îòñóòñòâóþò ýëåìåíòû g1, g2 òàêèå, ÷òî

g′1 = g′2 , ïîñêîëüêó îíè áóäóò íåðàçëè÷èìû.

Î÷åâèäíî, ÷òî îáú¼ì è ñîäåðæàíèå ïðîèçâîëüíîãî ôîðìàëüíîãî ïîíÿòèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé

{(A, B)} äàííîãî êîíòåêñòà K îáðàçóåò ïîëíóþ ðåø¼òêó B(K) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé

∨ (îáúåäèíåíèå) è ∧ (ïåðåñå÷åíèå):

(A1, B1) ∨ (A2, B2) , ( (B1 ∩B2)
′, B1 ∩B2 ) , (A1, B1) ∧ (A2, B2) , (A1 ∩ A2, (A1 ∩ A2)

′ ) ,

íàçûâàåìóþ ðåø¼òêîé ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé èëè ðåø¼òêîé Ãàëóà. Ïðè ýòîì

(A1, B1) 6 (A2, B2) ⇔ A1 6 A2 ⇔ B1 > B2

Íóë¼ì ðåø¼òêè B(K) áóäåò, î÷åâèäíî, ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå (∅, M) ñ ïóñòûì îáú¼-

ìîì, àòîìàìè � ýëåìåíòàðíûå (ñ îäíîýëåìåíòíûìè îáú¼ìàìè) ôîðìàëüíûå ïîíÿòèÿ âè-

äà ({g}, {g}′) 5, g ∈ G, à åäèíèöåé � ïîíÿòèå (G, G ′). Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ðåø¼òîê

ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé ìîãóò áûòü íàéäåíû â [67].

Ïóñòü â çàäà÷å êëàññèôèêàöèè äàíû ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ

ïðèìåðîâ îòíîñèòåëüíî öåëåâîãî ñâîéñòâà z, à òàêæå ìíîæåñòâî íåîïðåäåë¼ííûõ ïðèìå-

ðîâ � îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ íåèçâåñòíî çíà÷åíèå ïðåäèêàòà îáëàäàíèÿ ñâîéñòâîì z;

è öåëü êëàññèôèêàöèè ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè äëÿ íèõ çíà÷åíèÿ óêàçàííîãî ïðåäèêàòà.

Â òåðìèíàõ ÀÔÏ òàêèå âõîäíûå äàííûå ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ òðåõ êîíòåê-

ñòîâ ïî îòíîøåíèþ ê äàííîìó ñâîéñòâó z: ïîëîæèòåëüíîãî K+ = (G+,M, I+), îò-

5 Òî÷íåå, ýëåìåíò g ∈ G áóäåò ôîðìàëüíûì îáú¼ìîì àòîìà ðåø¼òêè B(K), åñëè äëÿ íåãî íå íàéä¼òñÿ
ýëåìåíòà g1 òàêîãî, ÷òî g′ ⊂ g′1.
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ðèöàòåëüíîãî K− = (G−,M, I−) è íåäîîïðåäåë¼ííîãî Kτ = (Gτ ,M, Iτ ) [91, 27]. Çäåñü

M � ìíîæåñòâî ñòðóêòóðíûõ ïðèçíàêîâ, G+, G− è Gτ � ñîâîêóïíîñòè ñîîòâåòñòâåí-

íî ïîëîæèòåëüíûõ, îòðèöàòåëüíûõ è íåäîîïðåäåë¼ííûõ ïðèìåðîâ, à Iϵ ⊆ Gϵ ×M , ãäå

ϵ ∈ {+, −, τ} , E � ñîîòâåòñòâèÿ, îïðåäåëÿþùèå èõ ñòðóêòóðíûå ïðèçíàêè6. Îïåðàòî-

ðû Ãàëóà â ýòèõ êîíòåêñòàõ îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíèìè èíäåêñàìè èç E:

íàïðèìåð, A+, A−, Aτ . Äëÿ êðàòêîñòè îáû÷íî ïèøóò g ′, g ′′, g−, gτ , m ′ è ò. ä., âìåñòî

{g} ′, {g} ′′, {g}−, {g}τ , {m} ′ ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ãèïîòåçû â ïîëüçó

ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé êëàññèôèêàöèè ïî îòíîøåíèþ ê íåêî-

òîðîìó ñâîéñòâó [52].

Îïðåäåëåíèå 4.15. Ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå ïîëîæèòåëüíîãî êîíòåêñòà K+ íàçûâàåòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíûì. Åñëè (A, B) � ïîëîæèòåëüíîå ïîíÿòèå, òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ åãî
ïîëîæèòåëüíûì ôîðìàëüíûì îáú¼ìîì, à ìíîæåñòâî B � ïîëîæèòåëüíûì ôîðìàëü-
íûì ñîäåðæàíèåì.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ è íåäîîïðåäåë¼ííûõ ïîíÿòèé, ôîðìàëüíûõ îáú¼ìîâ
è ñîäåðæàíèé êîíòåêñòîâ K− è Kτ .

Îïðåäåëåíèå 4.16. Ïîëîæèòåëüíîå ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå B+ ïîëîæèòåëüíîãî ïî-
íÿòèÿ (A+, B+) ∈ K+ íàçûâàåòñÿ

� ïîëîæèòåëüíîé ïðåäãèïîòåçîé, åñëè ∀
K−

(A−, B−) (B+ ̸= B−), ò. å. îíî íå ÿâëÿåòñÿ

ôîðìàëüíûì ñîäåðæàíèåì íè îäíîãî îòðèöàòåëüíîãî ïîíÿòèÿ;

� ïîëîæèòåëüíîé ãèïîòåçîé, åñëè ∀
K−

(g, g−) (B+ ̸⊆ g−), ò. å. îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïîä-

ìíîæåñòâîì ñîäåðæàíèÿ ïîíÿòèÿ êàêîãî-ëèáî îòðèöàòåëüíîãî ïðèìåðà;

� ôàëüñèôèöèðîâàííîé ïîëîæèòåëüíîé ãèïîòåçîé (èëè ôàëüñèôèöèðîâàííûì ïîëî-
æèòåëüíûì îáîáùåíèåì), åñëè ∃

K−

(g, g−) (B+ ⊆ g−).

Àíàëîãè÷íî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ïðåäãèïîòåç, ãèïîòåç è ôàëüñèôèöèðîâàííûõ ãè-
ïîòåçû (îáîáùåíèé).

Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ãèïîòåçà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ïðåäãèïîòå-

çîé. Ãèïîòåçû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè íåäîîïðåäåë¼ííûõ ïðèìåðîâ èç Gτ .

Îïðåäåëåíèå 4.17. Åñëè ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå gτ íåäîîïðåäåë¼ííîãî ïðèìåðà
g ∈ Gτ ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíóþ (îòðèöàòåëüíóþ) ãèïîòåçó, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåä-
íÿÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçîé â ïîëüçó ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé) êëàññèôèêàöèè g
ñîîòâåòñòâåííî.

Ìîäåëü êëàññèôèêàöèè â òåðìèíàõ ÀÔÏ îñíîâàíà íà îáùåì ïðèíöèïå: äëÿ çàäàí-

íûõ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ïðèìåðîâ öåëåâîãî ïîíÿòèÿ íåîáõîäèìî ïîñòðî-

èòü ¾îáîáùåíèå¿ ïîëîæèòåëüíûõ ïîíÿòèé, êîòîðîå íå ïîêðûâàëî áû îòðèöàòåëüíûõ.

Ïðîñòåéøåå ðåøàþùåå ïðàâèëî îòíîñèò íåîïðåäåë¼ííûé îáúåêò g ∈ Gτ ê ïîëîæèòåëü-

íîìó êëàññó, åñëè gτ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ïîëîæèòåëüíóþ ãèïîòåçó è íå ñîäåðæèò

6Àíòèìîíîòîííîñòü ñîîòâåòñòâèé Ãàëóà â äàííîì ñëó÷àå îòðàæàåò çàêîí ¾îáðàòíîãî îòíîøåíèÿ ìåæ-
äó ñîäåðæàíèåì è îáú¼ìîì ïîíÿòèÿ¿ â ôîðìàëüíîé ëîãèêå (ñì. íàïðèìåð, [24]).
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íè îäíîé èç îòðèöàòåëüíûõ ãèïîòåç; îòíåñåíèå ê îòðèöàòåëüíîìó êëàññó îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ àíàëîãè÷íî. Îòêàç îò êëàññèôèêàöèè ïðîèñõîäèò, åñëè ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå gτ

ëèáî íå âêëþ÷àåò â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâ íè ïîëîæèòåëüíûõ, íè îòðèöàòåëüíûõ ãèïî-

òåç (íåäîñòàòîê îáîáùåíèé), ëèáî ñîäåðæèò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå

ãèïîòåçû (ïðîòèâîðå÷èå â ãèïîòåçàõ).

Â ÀÔÏ ïðåäïîëàãàåòñÿ îáðàáîòêà äâîè÷íîé èíôîðìàöèè î ïðèçíàêàõ. Äëÿ å¼ ïîëó-

÷åíèÿ èç êîëè÷åñòâåííûõ è êà÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà øêàëèðî-

âàíèå, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïðåäñòàâëåíèè ìíîãîçíà÷íûõ êîíòåêñòîâ äâóçíà÷íûìè. Ïðè-

ìåðàìè øêàë ÿâëÿþòñÿ íîìèíàëüíàÿ, ïîðÿäêîâàÿ, ìåæïîðÿäêîâàÿ, äèõîòîìè÷íàÿ (áóëå-

âà), êîíòðíîìèíàëüíàÿ è ò. ä. Ðåçóëüòàò øêàëèðîâàíèÿ � îáúåêòíî-ïðèçíàêîâóþ (0, 1)-

ìàòðèöó � áóäåì îáîçíà÷àòü M̃.

Ïðèìåð 4.16. Ðàññìîòðèì äåìîíñòðàöèîííóþ çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè [92].
Ïóñòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ïðèìåðîâ ïðèìåðîâ äëÿ öåëåâîãî

ïðèçíàêà z = ¾áûòü ôðóêòîì¿ çàäà¼òñÿ íèæåïðèâåä¼ííîé îáúåêòíî-ïðèçíàêîâîé òàá-
ëèöåé M.

� G \M öâåò æ¼ñòêèé ãëàäêèé ôîðìà z
1 ÿáëîêî æ¼ëòîå íåò äà êðóãëîå +
2 ãðåéïôðóò æ¼ëòûé íåò íåò êðóãëûé +
3 êèâè çåë¼íîå íåò íåò îâàëüíîå +
4 ñëèâà ñèíÿÿ íåò äà îâàëüíàÿ +
5 êóáèê çåë¼íûé äà äà êóáè÷åñêèé −
6 ÿéöî áåëîå äà äà îâàëüíîå −
7 òåííèñíûé ìÿ÷ áåëûé íåò íåò êðóãëûé −

Ïîñòðîèì ðåø¼òêè ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî êîíòåêñòîâ
äëÿ ñâîéñòâà z.

Âûïîëíèì ñíà÷àëà îïåðàöèþ øêàëèðîâàíèÿ; å¼ ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ìàòðèöà M̃.
Èìåíà îáúåêòîâ çäåñü çàìåíåíû èõ ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè, à ïðèçíàêè îçíà÷àþò: w �
áåëûé, y �æ¼ëòûé, g � çåë¼íûé, b� ñèíèé, f � òâ¼ðäûé, f � ìÿãêèé, s� ãëàäêèé, s�
øåðîõîâàòûé, r � êðóãëûé, r � íåêðóãëûé. Ïðèçíàêè öâåòà (áåëûé, æ¼ëòûé, çåë¼íûé,
ñèíèé) � íîìèíàëüíûå, îñòàëüíûå (òâ¼ðäûé, ãëàäêèé, êðóãëûé) � äèõîòîìè÷åñêèå.

G \M w y g b f f s s r r z
1 × × × × +
2 × × × × +
3 × × × × +
4 × × × × +
5 × × × × −
6 × × × × −
7 × × × × −

ßñíî, ÷òî G+ = {1, 2, 3, 4}, M = {w, y, g, b, f, f , s, s, r, r}, à ñîîòâåòñòâèå I+ ïðåä-

ñòàâëåíî âåðõíåé ÷àñòüþ òàáëèöû M̃.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåø¼òêè ïîíÿòèé ïîëîæèòåëüíîãî êîíòåêñòà ñíà÷àëà îïðåäåëÿåì

ñîäåðæàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôîðìàëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîíÿòèé: {1}+ = {y, f , s, r},
..., {4}+ = {b, f , s, r}. Çàòåì, ðàññìàòðèâàÿ âñåâîçìîæíûå ïîïàðíûå ïåðåñå÷å-
íèÿ ôîðìàëüíûõ ñîäåðæàíèé ïîñòðîåííûõ ýëåìåíòîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîæå-
ñòâà îáúåêòîâ, ïîëó÷àåì ôîðìàëüíûå ñîäåðæàíèÿ è îáú¼ìû íîâûõ ýëåìåíòîâ K+:



4.7. Àíàëèç ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé. Ïðèëîæåíèå ê ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ 173

({1}, {1}′) ∧ ({2}, {2}′) = ({1, 2}, {y, f , r}), ({1}, {1}′) ∧ ({3}, {3}′) = (G+, {f}) è ò. ä.7

Ïîñòðîåííàÿ ðåø¼òêà B(K+) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 4.24.

(G+, {f})

({2, 3}, {f, s}) ({3, 4}, {f, r}) ({1, 2}, {f, r, y}) ({1, 4}, {f, s})

({3}, {g, f , s, r}) ({2}, {y, f , s, r}) ({4}, {b, f , s, r}) ({1}, {y, f , s, r})

(∅,M)
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Ðèñ. 4.24. Ïðèìåð 4.16: ðåø¼òêà B(K+)

Àíàëîãè÷íî äëÿ îòðèöàòåëüíîãî êîíòåêñòà èìååì G− = {5, 6, 7}, à ñîîòâåòñòâèå I−
ïðåäñòàâëåíî íèæíåé ÷àñòüþ òàáëèöû M̃. Äèàãðàììà ðåø¼òêè B(K−) ïîêàçàíà íà ðè-
ñóíêå 4.25. Îíà, â ÷àñòíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìàëüíûå ïîíÿòèÿ îáðàçóþò ðåø¼òêè

(G−,∅)

({6, 7}, {w}) ({5, 6}, {f, s, r})

({7}, {w, f, s, r}) ({6}, {r, f, s, w}) ({5}, {f, r, s, g})

(∅,M)

A
A
A

A
A
AA





A
A
A
A

A
AA



A
A
A
A

A
AA

Ðèñ. 4.25. Ïðèìåð 4.16: ðåø¼òêà B(K−)

ñàìîãî îáùåãî âèäà (íå ìîäóëÿðíûå è, ïîäàâíî, íå äèñòðèáóòèâíûå).

7 Â èíòåðíåòå íà ñàéòå http://sourceforge.net/projects/lattice-miner/ èìååòñÿ îáùåäîñòóïíàÿ ïðîãðàì-
ìà äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ðåø¼òîê ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé.
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Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî öåëåâîãî ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíûìè ãèïîòåçàìè îêàçûâàþòñÿ
ôîðìàëüíûå ñîäåðæàíèÿ {y, f , r} = {1, 2}′, {f, s} = {1, 4}′, {f, r} = {3, 4}′; ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ýëåìåíòû äèàãðàììû B(K+) ïîä÷¼ðêíóòû. Íàä÷¼ðêíóòû íà äàííîé äèà-
ãðàììå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæèòåëüíûìè ôàëüñèôèöèðîâàííûì ãèïîòåçàì;
ýòî {f, s} = {2, 3}′ è {f} = G ′, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ñîäåðæàíèÿ
{w, f, s, r} îòðèöàòåëüíîãî ïðèìåðà {7}. Îòðèöàòåëüíûìè ãèïîòåçàìè áóäóò ôîðìàëü-
íûå ñîäåðæàíèÿ {f, s, r} = {5, 6}′ è {w} = {6, 7}′, ñîîòâåòñòâóþùèå êîàòîìàì ðåø¼òêè
îòðèöàòåëüíîãî êîíòåêñòà; íà äèàãðàììå B(K−) îíè ïîä÷¼ðêíóòû.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåä¼ííûì âûøå ïðîñòåéøèì ïðàâèëîì êëàññèôèêàöèè, ïîëó÷èì:

� íåîïðåäåë¼ííûé îáúåêò ñî ñâîéñòâàìè æ¼ëòûé, ìÿãêèé, ãëàäêèé áóäåò êëàññèôè-
öèðîâàí êàê ôðóêò, ïîñêîëüêó åãî ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå {y, f , s} ñîäåðæèò ïî-
ëîæèòåëüíóþ ãèïîòåçó {f, s} = {1, 4}′ è íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç îòðèöàòåëüíûõ
ãèïîòåç;

� îáúåêò ñ åäèíñòâåííûì ñâîéñòâîì áåëûé áóäåò êëàññèôèöèðîâàí êàê íå-ôðóêò;

� íà íåîïðåäåë¼ííîì îáúåêòå g ñî ñâîéñòâîì áåëûé, ìÿãêèé, íåêðóãëûé, ïðîèçîéä¼ò
îòêàç îò êëàññèôèêàöèè, ïîñêîëüêó gτ = {w, f, r} ñîäåðæèò êàê ïîëîæèòåëüíóþ
ãèïîòåçó {f, r} = {3, 4}′, òàê è îòðèöàòåëüíóþ ãèïîòåçó {w} = {6, 7}′.

Åñëè, êàê ïðèíÿòî â ïîñëåäíåå âðåìÿ, ïîñ÷èòàòü, ÷òî òåííèñíûé ìÿ÷ � çåë¼íûé,
ïîëó÷èì äðóãóþ äèàãðàììó ðåø¼òêè B(K1

−) ; îíà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 4.26. Íåòðóäíî

(G−,∅)

({5, 7}, {g}) ({5, 6}, {f, s, r})

({7}, {g, f , s, r}) ({5}, {r, f, s, g}) ({6}, {f, r, s, w})

(∅,M)

A
A
A
A
A

AA





A
A
A

A
A
AA



A
A
A

A
A
AA

Ðèñ. 4.26. Ïðèìåð 4.16: ðåø¼òêà B(K1
−)

óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè òàêîì èçìåíåíèè ñâîéñòâ îáúåêòà � 7 ïîëîæèòåëüíûå è ôàëüñèôè-
öèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå ãèïîòåçû íå èçìåíÿòñÿ, à îòðèöàòåëüíûìè ãèïîòåçàìè áóäóò
ôîðìàëüíûå ñîäåðæàíèÿ {g} = {5, 7}′ è {f, s, r} = {5, 6}′. Â ñèëó ýòîãî, îáúåêòû ñî
ñâîéñòâàìè æ¼ëòûé, ìÿãêèé, ãëàäêèé è áåëûé, ìÿãêèé, íåêðóãëûé áóäåò êëàññèôèöè-
ðîâàíû êàê ôðóêò, à íà îáúåêòå ñ åäèíñòâåííûì ñâîéñòâîì áåëûé ïðîèçîéä¼ò îòêàç îò
êëàññèôèêàöèè.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ðàññìîòðåííûé âûøå âåñüìà ïðîñòîé êëàññèôèöèðóþùèé

àëãîðèòì îáû÷íî äà¼ò çíà÷èòåëüíóþ, è êàê ïðàâèëî íåïðèåìëåìóþ íà ïðàêòèêå äîëþ

îòêàçîâ îò êëàññèôèêàöèè, â ñèëó ÷åãî îí ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ëèøü ïðè ðåøåíèè

âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ [36]. Â òî æå âðåìÿ â ëèòåðàòóðå ìîæíî íàéòè óäà÷íûå ïðèìåðû

ïðèìåíåíèÿ ÀÔÏ äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ.
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Ññûëêè íà ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ ìîæíî íàéòè â

[6, 67]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ òåîðèÿ ðåø¼òîê íàøëà øèðîêîå ïðèìåíåíèå â êðèïòîãðàôèè.
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Ãëàâà 5

Áóëåâû àëãåáðû (ïðîäîëæåíèå)

Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå íåîáûêíîâåííîé àëãåáðû, êîòîðóþ ìû íàçâà-

ëè àëãåáðîé Áóëÿ.

È.Ì. ßãëîì. Íåîáûêíîâåííàÿ àëãåáðà.

5.1 Áóëåâû àëãåáðû êàê ðåø¼òêè. Áóëåâû ãîìîìîðôèçìû è ïî-
äàëãåáðû

Îïðåäåëåíèå 5.1. Äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà ñ äîïîëíåíèÿìè íàçûâàåòñÿ áóëåâîé àëãåá-
ðîé.

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî îáà îïðåäåëåíèÿ áóëåâîé àëãåáðû � äàííîå òîëüêî ÷òî

è 1.1 � ýêâèâàëåíòíû1. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ïåðâîìó îïðåäåëåíèþ, â áóëåâîé àëãåá-

ðå âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè, à â ïîñëåäíåé äîïîë-

íåíèÿ (ïî òåîðåìå 4.21) åäèíñòâåííû è ñïðàâåäëèâû àêñèîìû Dtr è Abs âìåñòå ñ Cmp ′

è Isl ′.

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y áóëåâîé àëãåáðû (ñ íóëåâûì è åäèíè÷íûì
ýëåìåíòàìè o è ι ñîîòâåòñòâåííî) ñïðàâåäëèâî

1) x ⊑ y ⇔ x ⊓ y ′ = o ⇔ x ′ ⊔ y = ι ⇔ x ⊓ y = x ⇔ x ⊔ y = y;

2) x ⊑ y ⇔ x ′ ⊒ y ′ � çàêîí àíòèèçîòîííîñòè äîïîëíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ñì. îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ⊑ â ðåø¼òêàõ è ëåììó 1.1.

2. x ⊑ y ⇔ x ⊓ y = x ⇔ (x ⊓ y) ′ = x ′ ⇔ x ′ ⊔ y ′ = x ′ ⇔ y ′ ⊑ x ′ ⇔ x ′ ⊒ y ′ .

�

Ñëåäñòâèå. Èç ï. 1) ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ

x ⊓ y = o, x ⊑ y ′, y ⊑ x ′

ýêâèâàëåíòíû, òàêæå êàê è

x ⊔ y = ι, x ′ ⊑ y, y ′ ⊑ x .

Ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ òåîðåìó ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

1 Çàìåòèì, ÷òî äèñòðèáóòèâíóþ ðåøåòêó áåç äîïîëíåíèé íàçûâàþò êâàçèáóëåâîé àëãåáðîé; íåôîð-
ìàëüíî ýòî áóëåâà àëãåáðà áåç îñíîâíûõ çàêîíîâ äîïîëíåíèÿ Cmp ′ è Isl ′ .
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Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü ⟨B, ⊔, ⊓, ′, o, ι ⟩ � áóëåâà àëãåáðà è A � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå
ìíîæåñòâî. Òîãäà ìíîæåñòâî BA âñåõ îòîáðàæåíèé èç A â B òàêæå áóäåò áóëåâîé

àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ¾ïîòî÷å÷íûõ¿ îïåðàöèé
�
⊔,

�
⊓ è 8, îïðåäåëÿåìûõ êàê

(f
�
⊔ g)(x) = f(x) ⊔ g(x), (f

�
⊓ g)(x) = f(x) ⊓ g(x), (f 8)(x) = (f (x)) ′

äëÿ ëþáûõ f, g ∈ BA. Íóë¼ì è åäèíèöåé BA áóäóò ïîñòîÿííûå îòîáðàæåíèÿ f0(x) ≡ o
è f1(x) ≡ ι ñîîòâåòñòâåííî. Âåçäå x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A.

Âçÿâ â êà÷åñòâå A n -þ äåêàðòîâó ñòåïåíü Bn áóëåâîé àëãåáðû B, ïîëó÷èì áóëåâó

àëãåáðó BBn
âñåõ ôóíêöèé èç Bn â B, èãðàþùóþ âàæíóþ ðîëü â òåîðèè áóëåâûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ. B ÷àñòíîñòè, ïðè B = 2 ïîëó÷àåì áóëåâó àëãåáðó 22n
âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé

îò n ïåðåìåííûõ.

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé êðèòåðèé äëÿ àòîìíûõ áóëåâûõ àëãåáð.

Òåîðåìà 5.3. Áóëåâà àëãåáðà áóäåò àòîìíîé åñëè è òîëüêî åñëè å¼ åäèíè÷íûé ýëåìåíò
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü âñåõ å¼ àòîìîâ.

Òàêæå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: âñÿêàÿ ïîëíàÿ íå àòîìíàÿ áóëåâà àë-

ãåáðà áóäåò ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëíûõ àòîìíîé è áåçàòîìíîé

áóëåâûõ àëãåáð, êîòîðûå íàçûâàþò äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé êîìïîíåíòàìè ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Â ï. 1.4 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà áóëåâûõ àëãåáð. Äàäèì òåïåðü îïðåäåëå-

íèå áóëåâà ãîìîìîðôèçìà.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Áóëåâûì ãîìîìîðôèçìîì íàçûâàþò ðåø¼òî÷íûé ãîìîìîðôèçì φ
ìåæäó áóëåâûìè àëãåáðàìè, îáåñïå÷èâàþùèé ðàâåíñòâî φ(x ′) = φ(x)′.

Èíúåêòèâíûå áóëåâû ãîìîìîðôèçìû íàçûâàþò áóëåâûìè ìîíîìîðôèçìàìè.

Òàêèì îáðàçîì, áóëåâ ãîìîìîðôèçì � ýòî îòîáðàæåíèå îäíîé áóëåâîé àëãåáðû â äðó-

ãóþ, ñîãëàñîâàííîå ñî âñåìè ïÿòüþ áóëåâûìè îïåðàöèÿìè. ßñíî, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ïðè

ëþáîì áóëåâîì ãîìîìîðôèçìå φ îáÿçàòåëüíî èìååò ìåñòî φ(o) = o, φ(ι) = ι. Èç îïðå-

äåëåíèÿ âèäíî, ÷òî áóëåâ ãîìîìîðôèçì áóäåò áóëåâûì èçîìîðôèçìîì ïðè áèåêòèâíîñòè

ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ.

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü B � àòîìíàÿ áóëåâà àëãåáðà è a � å¼ àòîì. Òîãäà îòîáðàæåíèå
ja : B → 2 òàêîå, ÷òî

ja(x) =

{
ι , åñëè x ñîäåðæèò a ,
o , èíà÷å ,

åñòü ãîìîìîðôèçì. Òàêèå ãîìîìîðôèçìû áóëåâîé àëãåáðû íàçûâàþò äâóçíà÷íûìè èëè
õàðàêòåðàìè.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ðåø¼òî÷íûé ãîìîìîðôèçì îäíîé áóëåâîé àëãåáðû â äðó-

ãóþ ìîæåò è íå áûòü áóëåâûì ãîìîìîðôèçìîì. Íàïðèìåð, åñëè A ⊂ B, òî åñòåñòâåííîå

âëîæåíèå P(A) â P(B) ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òî÷íûì ìîíîìîðôèçìîì, íî íå áóëåâûì ãîìîìîð-

ôèçìîì (è ïîäàâíî, íå áóëåâûì ìîíîìîðôèçìîì), ò.ê. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà

A åãî äîïîëíåíèÿ â A è B ðàçëè÷íû.
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Ïðîîáðàç íóëÿ φ ♯(o) áóëåâà ãîìîìîðôèçìà φ íàçûâàþò åãî ÿäðîì. ßñíî, ÷òî φ ♯(o)

åñòü ñìåæíûé êëàññ (ÿäðî, ñì. îïðåäåëåíèå íà ñ. 45) Core(o) ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè

Kerφ: äëÿ áóëåâà ãîìîìîðôèçìà φ èìååì x ∈ Core(o) ⇔ φ(x) = o .

Îïðåäåëåíèå 5.3. Áóëåâà àëãåáðà B ′ íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé áóëåâîé àëãåáðû B (ñèì-
âîëè÷åñêè B ′ 6 B ), åñëè B ′ ⊆ B è íà B ′ óñòîé÷èâû ñóæåíèÿ âñåõ îïåðàöèé B.

Ïîíÿòíî, ÷òî áóëåâà àëãåáðà è å¼ ïîäàëãåáðà èìåþò îáùèå íóëè è åäèíèöû, ïîñêîëüêó

îíè ñóòü ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåêîòîðûå íóëüìåñòíûå îïåðàöèè íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå.

Ïðèìåð 5.2. 1. Áóëåâà àëãåáðà P n
2 ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ

ïîäàëãåáðîé àëãåáðû P2 âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì. ï. 3 ïðèìåðà 1.6).

2. Ïóñòü A ⊂ B. Òîãäà P(A) 
 P(B), ïîñêîëüêó ýòè áóëåâû àëãåáðû èìåþò, íàïðèìåð,
ðàçíûå åäèíè÷íûå ýëåìåíòû (÷òî ïîâëå÷¼ò è íåñîâïàäåíèå äîïîëíåíèé â P(A) è â
P(B) ).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé è ðàíåå äîêàçàííûõ ôàêòîâ ñëåäóåò, ÷òî åñëè

φ : B1 → B2 � áóëåâ ãîìîìîðôèçì, òî φ(B1) 6 B2.

5.2 Áóëåâû êîëüöà è ñòðóêòóðû

Íàïîìíèì, ÷òî (àëãåáðàè÷åñêèì) êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ÀÑ ⟨R, +, ·, 0 ⟩, ãäå R � ìíî-

æåñòâî, ñîäåðæàùåå ýëåìåíò íóëü (0), íà êîòîðîì îïðåäåëåíû äâå áèíàðíûå îïåðàöèè

ñëîæåíèå (+) è óìíîæåíèå (·) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ R ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøå-

íèÿ

(x+ y) + z = x+ (y + z) , x+ y = y + x , x+ 0 = x

∀x ∃ y : ( x+ y = 0 ) ,

(óêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî ðåäóêò ⟨R, +, 0 ⟩ êîëüöà åñòü àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, èëè
ìîäóëü) è

(x+ y) · z = x · z + y · z , x · (y + z) = x · y + x · z

(äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ).

Íóëü êîëüöà � åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì x + 0 = x. Ýëåìåíò

y òàêîé, ÷òî x + y = o íàçûâàþò îáðàòíûì ê x; îí åäèíñòâåíåí, â ñèëó ÷åãî åãî ìîæ-

íî îáîçíà÷èòü (−x). Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà ïðè îïðåäåëåíèè êîëüöà èñêëþ÷àþò óñëîâèå

ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà, íî äîáàâëÿþò íàëè÷èå óíàðíîé îïåðàöèè (−), îáëà-
äàþùåé ñâîéñòâîì x + (−x) = 0. Òîãäà âñå ñâîéñòâà çàäàþòñÿ òîæäåñòâàìè è êîëüöî

îêàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì (ñì. ï. 6.1).

Åñëè êîëüöåâàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè

(x · y) · z = x · (y · z)

è/èëè êîììóòàòèâíîñòè

x · y = x · y ,
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òî è êîëüöî íàçûâàþò ñîîòâåòñòâóþùå. Åñëè êîëüöî ñîäåðæèò åäèíèöó (1) � ýëåìåíò,

äëÿ êîòîðîãî

x · 1 = 1 · x = x ,

òî ãîâîðÿò î êîëüöå ñ åäèíèöåé, åãî çàïèñûâàþò êàê ⟨R, +, ·, 0, 1 ⟩. Åäèíèöà 1 � óíè-

êàëüíûé ýëåìåíò ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì2. Â âûêëàäêàõ çíàê óìíîæåíèÿ îáû÷íî ïóñêàþò

è ñ÷èòàþò åãî ïðèîðèòåò âûøå ïðèîðèòåòà ñëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Àññîöèàòèâíîå êîëüöî, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì x2 = x äëÿ ëþáîãî
ñâîåãî ýëåìåíòà íàçûâàåòñÿ áóëåâûì êîëüöîì.

Òåîðåìà 5.4. Áóëåâî êîëüöî ⟨R, +, ·, 0 ⟩ êîììóòàòèâíî è ýëåìåíòîì, îáðàòíûì ê x
åñòü ñàì x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà âòîðîå óòâåðæäåíèå:

x+ x = (x+ x)2 = x2 + x2 + x2 + x2 = (x+ x) + (x+ x) ⇒ x+ x = 0 .

Îòñþäà

x+ y = (x+ y)2 = x2 + xy + yx+ y2 = x+ xy + yx+ y ⇒ xy + yx = 0

è äàëåå ïîëó÷àåì

xy = xy + 0 = xy + (xy + yx) = (xy + xy) + yx = 0 + yx = yx .

�

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü B = ⟨B, ⊔, ⊓, ′, o, ι ⟩ � áóëåâà àëãåáðà. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B
ïîëîæèì

x+ y = (x ⊓ y ′) ⊔ (x ′ ⊓ y) , x · y = x ⊓ y .
Òîãäà ÀÑ B∗ = ⟨B, +, ·, o, ι ⟩ åñòü áóëåâî êîëüöî ñ åäèíèöåé ι.

ßñíî, ÷òî òàê îïðåäåë¼ííàÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ � àíàëîã ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè

ìíîæåñòâ (ñì. ï. 1.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîììóòàòèâíîñòü ââåä¼ííûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ (+) è óìíîæåíèÿ (·),
àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ, ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà x2 = x è íàëè÷èå åäèíèöû ι ñ

å¼ ñâîéñòâîì x · ι = x äëÿ âñåõ x � î÷åâèäíû.

2Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåä¼ííûõ ñâîéñòâ óíèêàëüíîñòè:

� åñëè 01 è 02 � äâà ýëåìåíòà ñî ñâîéñòâàìè íóëÿ, òî 01 = 01 + 02 = 02 ;

� åñëè y1 è y2 � îáðàòíûå ê x ýëåìåíòû, òî

y1 = y1 + 0 = y1 + (x+ y2) = (y1 + x) + y2 = 0 + y2 = y2 ;

� åñëè 11 è 12 � äâà ýëåìåíòà ñî ñâîéñòâàìè åäèíèöû, òî 11 = 11 · 12 = 12 .
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Óñëîâèÿ òåîðåìû ïîçâîëÿþò íå ðàçëè÷àòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ. Ñ ó÷¼-

òîì ýòîãî � x+ y = xy ′ ⊔ x ′y. Èñïîëüçóÿ çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû, ïîëó÷èì

(x+ y) + z =(xy ′ ⊔ x ′y)z ′ ⊔ (xy ′ ⊔ x ′y) ′z = xy ′z ′ ⊔ x ′yz ′ ⊔ (x ′ ⊔ y)(x ⊔ y ′)z =

=xy ′z ′ ⊔ x ′yz ′ ⊔ x ′y ′z ⊔ xyz ,

x+ (y + z) = x(yz ′ ⊔ y ′z) ′ ⊔ x ′(yz ′ ⊔ y ′z) = x(y ′ ⊔ z)(y ⊔ z′) ⊔ x ′yz ′ ⊔ x ′ ′y =

=xy ′z ′ ⊔ xyz ⊔ x ′yz ′ ⊔ x ′y ′z .

Òàêèì îáðàçîì, (x+y)+z = (x+y)+z, è àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè + ïîêàçàíà. Çàòåì

x+ o = xo ′ ⊔ x ′o = xι = x ,

ò.å. B∗ îêàçûâàåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ.

È, íàêîíåö, âûêëàäêè

(x+ y)z =(xy ′ ⊔ x ′y)z = xy ′z ⊔ x ′yz .

xz + yz =xz(yz) ′ ⊔ (xz) ′(yz) = xz(y ′ ⊔ z ′) ⊔ (x ′ ⊔ z ′)yz = xy ′z ⊔ x ′yz

äîêàçûâàþò äèñòðèáóòèâíûé çàêîí óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ. �

Îñíîâíûì ïðèìåðîì áóëåâà êîëüöà è ÿâëÿåòñÿ êàê ðàç êîëüöî ⟨ P(A), ⊕, ∩, ∅, A ⟩,
ïîëó÷àåìîå óêàçàííûì ñïîñîáîì èç òîòàëüíîé àëãåáðû ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü R = ⟨R, +, ·, 0, 1 ⟩ � áóëåâî êîëüöî ñ åäèíèöåé. Äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ R ïîëîæèì

x ⊔ y = x+ y + x · y, x ⊓ y = x · y , x ′ = x+ 1 .

Òîãäà ÀÑ R∗ = ⟨R, ⊔, ⊓, ′, 0, 1 ⟩ � áóëåâà àëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àññîöèàòèâíîñòü ââåä¼ííûõ îïåðàöèé ⊔, ⊓ è çàêîí Id⊔ (ñ ó÷¼òîì

x+ x = 0 ïî òåîðåìå 5.4) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, à Id⊓ íàñëåäóåòñÿ èç R. Êîì-

ìóòàòèâíîñòü áóëåâà êîëüöà, óñòàíîâëåííàÿ òåîðåìîé 5.5, îáåñïå÷èâàåò êîììóòàòèâíîñòü

⊔ è ⊓ . Äàëåå â âûêëàäêàõ áåç ïîÿñíåíèé èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà áóëåâà êîëüöà.

Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü çàêîíîâ ïîãëîùåíèÿ:

(x ⊔ y) ⊓ x =(x+ y + xy)x = x+ xy + xy = x .

x ⊔ (x ⊓ y) =x ⊔ (xy) = x+ xy + xy = x .

Òàêèì îáðàçîì, B∗ � ðåø¼òêà.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå ïàð çàêîíîâ ⊔ o, ⊓ ι è ⊔ ι, ⊓ o, îïèñûâàþ-
ùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, íåéòðàëüíûå è ïîãëîùàþùèå ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ 0 è 1 ïî îòíîøå-

íèþ ê ⊔ è ⊓. Â ñèëó ýòîãî 0 è 1 ñóòü íóëü è åäèíèöà ðåø¼òêè B∗.
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Èç ðàâåíñòâ

x ⊓ x ′ =x(1 + x) = x+ x = 0 è

x ⊔ x ′ =x ⊔ (1 + x) = x+ 1 + x+ x(1 + x) = 1 + x+ x = 1

âûòåêàåò, ÷òî B∗ � ðåø¼òêà ñ äîïîëíåíèÿìè.

Ðàâåíñòâà

(x ⊔ y) ⊓ z = (x+ y + xy)z = xz + yz + xyz = (x ⊓ z) ⊔ (x ⊓ z)

äîêàçûâàþò ñïðàâåäëèâîñòü â B∗ ïåðâîãî äèñòðèáóòèâíîãî çàêîíà, à âòîðîé äîêàçûâà-

åòñÿ äâîéñòâåííî. �

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå áóëåâî êîëüöî ñ åäèíèöåé ìîæåò áûòü çàäàíî ñ ïîìîùüþ áó-

ëåâîé àëãåáðû è íàîáîðîò. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå. B∗∗ = B è R∗∗ = R.

Òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ ò.í. ñòîóíîâñêàÿ äâîéñòâåííîñòü ìåæäó áóëåâûìè àë-

ãåáðàìè è áóëåâûìè êîëüöàìè.

Îïðåäåëåíèå 5.5. ÀÑ ⟨B, ⊔, ⊓, ′, ⊑, o, ι ⟩ òàêàÿ, ÷òî ⟨B, ⊔, ⊓, ′, o, ι ⟩ � áóëåâà àëãåá-
ðà, à îòíîøåíèå ⊑ çàäàþòñÿ ïî (4.1) íàçûâàåòñÿ áóëåâîé ñòðóêòóðîé.

Äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü íå áóëåâû àëãåáðû, à ñðàçó áóëå-

âû ñòðóêòóðû3. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì óêàçàííàÿ áóëåâà àëãåáðà åñòü ðåäóêò áóëåâîé

ñòðóêòóðû.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 5.1. Ýëåìåíò áóëåâîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ àòîìîì, åñëè è òîëüêî åñëè îí
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çà íóë¼ì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, åñëè ýëåìåíò a íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çà íóë¼ì áó-

ëåâîé àëãåáðû, òî ëþáîé å¼ äðóãîé ýëåìåíò x ëèáî ñîäåðæèò ýëåìåíò a, ëèáî íåñðàâíèì

ñ íèì. Â ïåðâîì ñëó÷àå a ⊓ x = a, à âî âòîðîì � a ⊓ x = o, ò.å. a óäîâëåòâîðÿåò

îïðåäåëåíèþ àòîìà áóëåâîé àëãåáðû B.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè b � ýëåìåíò B, ïîêðûâàþùèé àòîì a, òî a⊓ b = a ̸= b è b

íå ÿâëÿåòñÿ àòîìîì. �

Â áóëåâîé ñòðóêòóðå ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ ëåììà 1.4 èç ï. 1.5, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî

âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò êîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

îáúåäèíåíèÿ ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì àòîìîâ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êîíå÷íîé áóëåâîé àëãåá-

ðû êàê äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ëåììû 4.3 î ïðåäñòàâëåíèè

êàæäîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ, à òàêîâûìè

â áóëåâîé àëãåáðå, ïî äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ, ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî àòîìû.

3Â [56] äëÿ áóëåâîé ñòðóêòóðû ïðèâåäåíà (èçáûòî÷íàÿ) ñèñòåìà èç 37-è àêñèîì.
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Ïîñêîëüêó áóëåâà àëãåáðà ⟨B, ⊔, ⊓, ′, o, ι ⟩ ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé ðåø¼òêîé ñ äîïîë-

íåíèÿìè, òî äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 4.24, ò.å. áóëåâà ñòðóêòóðà åñòü ðåø¼òêà ñ

îòíîñèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè, è â íåé åäèíñòâåííîå äîïîëíåíèå y ýëåìåíòà x ∈ [ a, b ]

îòíîñèòåëüíî íåïóñòîãî èíòåðâàëà [ a, b ] îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

y = a ⊔ (b ⊓ x ′) = b ⊓ (a ⊔ x ′) .

Åñëè íà èíòåðâàëå [ a, b ], a @ b ïî äàííîé ôîðìóëå îïðåäåëèòü îïåðàöèþ âçÿòèÿ äî-

ïîëíåíèÿ ,̆ òî ÀÑ ⟨ [ a, b ], ⊔, ⊓, ,̆ a, b ⟩ îêàçûâàåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé. Îòìåòèì, ÷òî ïî-
ëó÷åííàÿ áóëåâà àëãåáðà íå áóäåò (çà èñêëþ÷åíèåì �ñîáñòâåííîãî� ñëó÷àÿ a = o, b = ι )

ÿâëÿòüñÿ ïîäàëãåáðîé èñõîäíîé àëãåáðû ò.ê. ýòè àëãåáðû èìåþò, íàïðèìåð, ðàçëè÷íûå

óíèâåðñàëüíûå ãðàíè.

Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò áóëåâó ñòðóêòóðó ìíîæåñòâ

⟨ P(A), ∪, ∩, −, ⊆, ∅, A ⟩ äîïîëíÿÿ òîòàëüíóþ àëãåáðó ìíîæåñòâ îòíîøåíèåì âêëþ÷å-

íèÿ ⊆.

5.3 Èäåàëû, ôèëüòðû è êîíãðóýíöèè â áóëåâîé àëãåáðå

Îïðåäåëåíèå 5.6. Èäåàëîì [ôèëüòðîì] áóëåâîé àëãåáðû íàçûâàþò å¼ ðåø¼òî÷íûå èäå-
àëû [ôèëüòðû ]. Åñëè I � èäåàë áóëåâîé àëãåáðû B, òî ïèøóò I P B.

Â ñèëó äàííîãî îïðåäåëåíèÿ, áóëåâû èäåàëû è ôèëüòðû îáëàäàþò âñåìè ñâîéñòâà-

ìè ðåø¼òî÷íûõ. Êðîìå òîãî, èäåàëà I è ôèëüòðà F áóëåâîé àëãåáðû B äîáàâëÿþòñÿ

ñëåäóþùèå ïî÷òè î÷åâèäíûå ñâîéñòâà

(x ∈ I) N (x ′ ∈ I) ⇒ I = B è (x ∈ F ) N (x ′ ∈ F ) ⇒ F = B .

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ èäåàëà ι = x⊔ x ′ ∈ I, îòêóäà I = B è àíàëîãè÷íî äëÿ

ôèëüòðîâ.

Íà èäåàëû è ôèëüòðû áóëåâîé àëãåáðû ïåðåíîñÿòñÿ ïîíÿòèÿ, ñîáñòâåííûõ, íåñîá-

ñòâåííûõ è ãëàâíûõ èäåàëîâ è ôèëüòðîâ (ñì. ï. 4.2). Òàê, èäåàëû è ôèëüòðû, îïèñàííûå

â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå â ï. 1 � ãëàâíûå, à â ï. 2 � íå ãëàâíûå. Ïîñêîëüêó áóëåâà àëãåáðà

åñòü ðåø¼òêà, òî â êîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðå âñå èäåàëû è ôèëüòðû � ãëàâíûå.

Ïðèìåð 5.3. Ðàññìîòðèì òîòàëüíóþ àëãåáðó ìíîæåñòâ P(A) íàä ìíîæåñòâîì A.

1. Ïóñòü B ⊆ A. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A, ñîäåðæàùèõñÿ
â B åñòü èäåàë áóëåâîé àëãåáðû P(A), à ñîäåðæàùèõ B � ôèëüòð P(A). Ýòî �
ãëàâíûå èäåàëû è ôèëüòðû â áåñêîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðå.

2. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð íåãëàâíûõ èäåàëîâ è ôèëüòðîâ. Ïóñòü A � áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî. Ñîâîêóïíîñòü P0(A) âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ A åñòü íåãëàâíûé èäåàë,
à ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ, èìåþùèõ êîíå÷íîå äîïîëíåíèå äî A � íåãëàâíûé
ôèëüòð áóëåâîé àëãåáðû P(A). Ôèëüòð óêàçàííîãî âèäà íàçûâàþò ôèëüòðîì Ôðå-
øå.

Òî, ÷òî I � ñîáñòâåííûé èäåàë áóëåâîé àëãåáðû B áóäåì çàïèñûâàòü I ▹ B.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ
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Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü B � áóëåâà àëãåáðà è X ⊆ B. Òîãäà ìíîæåñòâî
X ′ = {x ′ | x ∈ X } áóäåò èäåàëîì B, åñëè X � ôèëüòð B è ôèëüòðîì B, åñëè
X � èäåàë B.

Èäåàëû [ôèëüòðû ] óêàçàííîãî âèäà íàçûâàþòñÿ ïðèñîåäèí¼ííûìè ê ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì ôèëüòðàì [ èäåàëàì ].

Ìàêñèìàëüíûå ôèëüòðû áóëåâûõ àëãåáð áóäåì íàçûâàòü óëüòðàôèëüòðàìè. Òî÷íåå,

óëüòðàôèëüòð áóëåâîé àëãåáðû B � ýòî å¼ ñîáñòâåííûé ôèëüòð F , óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèþ

∀x (x ∈ F ∨ x ′ ∈ F ) .

Îäíàêî ïîíÿòèÿ ¾óëüòðàôèëüòð¿ è ¾ìàêñèìàëüíûé ôèëüòð¿ (êàê ñîáñòâåííûé ôèëüòð,

íå ëåæàùèé íè â êàêîì äðóãîì ñîáñòâåííîì ôèëüòðå) îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè

(ñì. íèæå). Ýòî ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíûå ôèëüòðû áóëåâûõ àëãåáð íàçûâàòü óëüòðàôèëü-

òðàìè, ÷òî òðàäèöèîííî è äåëàåòñÿ.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè x � àòîì [ êîàòîì ] êîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðû, òî x△ [ x▽ ] � å¼ ìàê-

ñèìàëüíûé ôèëüòð [ èäåàë ]. Â êîíå÷íûõ áóëåâûõ àëãåáðàõ óëüòðàôèëüòðû äðóãèõ âèäîâ,

î÷åâèäíî, îòñóòñòâóþò. Ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ è ôèëüòðîâ â áåñêîíå÷íîé

áóëåâîé àëãåáðå ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.7 î ñîáñòâåííûõ èäåàëàõ ðåø¼òêè ñ åäèíèöåé.

Òåîðåìà 5.8 (ñâîéñòâà ìàêñèìàëüíûõ áóëåâûõ èäåàëîâ è ôèëüòðîâ).

1. Êàæäûé ñîáñòâåííûé èäåàë [ ôèëüòð ] áóëåâîé àëãåáðû ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
ìàêñèìàëüíîì èäåàëå [ óëüòðàôèëüòðå ].

2. Èäåàë [ ôèëüòð ] áóëåâîé àëãåáðû B ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè è òîëüêî åñëè
äëÿ ëþáîãî x ∈ B â í¼ì ñîäåðæèòñÿ â òî÷íîñòè îäèí èç ýëåìåíòîâ x è x ′.

3. Ñîáñòâåííûé èäåàë I [ ôèëüòð F ] áóëåâîé àëãåáðû B áóäåò ìàêñèìàëüíûì, åñëè
è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B èç óñëîâèÿ (x ⊓ y) ∈ I [ (x ⊔ y) ∈ F ] ñëåäóåò,
÷òî ëèáî x, ëèáî y ïðèíàäëåæèò I [ F ].

4. Ñîáñòâåííûé èäåàë [ ôèëüòð ] áóëåâîé àëãåáðû ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ìàê-
ñèìàëüíûõ èäåàëîâ [ óëüòðàôèëüòðîâ ], â êîòîðûõ îí ñîäåðæèòñÿ.

5. Ìàêñèìàëüíûé èäåàë [ ôèëüòð ] àòîìíîé áóëåâîé àëãåáðû ñîäåðæèò âñå àòîìû
[ êîàòîìû ] áóëåâîé àëãåáðû, êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäå-

íèé îòíîñèòåëüíî èäåàëîâ.

1. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ èäåàëîâ ñîâïàäàåò ñ ïðèâåä¼ííûì äëÿ òåîðåìû 4.7 î ñîáñòâåí-

íûõ èäåàëàõ ðåø¼òêè ñ åäèíèöåé.

2. Äîêàæåì äàííîå óòâåðæäåíèå äëÿ èäåàëîâ. Ïóñòü I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë áóëå-

âîé àëãåáðû ⟨B, ⊔, ⊓, ′, o, ι ⟩. Îí íå ìîæåò ñîäåðæàòü íè îäíîé ïàðû ýëåìåíòîâ x

è x ′, ò.ê. èíà÷å x ⊔ x ′ = ι ∈ I ⇒ I = B, ò.å. I � íåñîáñòâåííûé èäåàë. Ïðîòèâî-

ðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü èäåàë I áóëåâîé àëãåáðû B, x ∈ B è I íå ñîäåðæèò íè x, íè x ′.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî I1 = {x⊔ i | i ∈ I }. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî I1 � èäåàë è I ⊆ I1,

ò.å. I íå ìàêñèìàëåí.
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3. (⇒) Ïóñòü èäåàë I áóëåâîé àëãåáðû B ìàêñèìàëåí, ò.å. B/I ∼=b 2 = { o, ι }. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî x ∈ B åãî ñìåæíûé êëàññ [x]I åñòü ëèáî o, ëèáî ι. Â ïåðâîì ñëó÷àå

x ∈ I, âî âòîðîì � x ′ ∈ I.

(⇐) Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà áóëåâîé àëãåáðû B ëèáî îí, ëèáî åãî äîïîëíåíèå

ñîäåðæèòñÿ â èäåàëå I P B. Ïóñòü I ⊂ I1 P B. Òîãäà äëÿ x ∈ I1r I èìååì x ′ ∈ I1,
îòêóäà x ⊔ x ′ = ι ∈ I1, ò.å. I1 = B è èäåàë I � ìàêñèìàëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [31], [39], [47]. �

Çàìå÷àíèÿ.

K ï. 1. Äàííîå óòâåðæäåíèå äëÿ ôèëüòðîâ ÷àñòî íàçûâàþò òåîðåìîé îá óëüòðàôèëü-
òðàõ áóëåâîé àëãåáðû.

K ï. 3. Ñîáñòâåííûé ôèëüòð F áóëåâîé àëãåáðû B, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

(x ⊔ y) ∈ F ⇒
[
x ∈ F
y ∈ F

íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì. Òàêèì îáðàçîì äàííîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåò ýêâèâàëåíò-
íîñòü ïîíÿòèé ¾óëüòðàôèëüòð¿ è ¾ïðîñòîé ôèëüòð¿ áóëåâîé àëãåáðû.

Ïóñòü B � áóëåâà àëãåáðà, à ∼ � êîíãðóýíöèÿ íà íåé, êàê íà ðåø¼òêå. Åñëè ïðè

ýòîì åù¼ è

x ∼ y ⇒ x ′ ∼ y ′ ,

òî ∼ � êîíãðóýíöèÿ íà äàííîé áóëåâîé àëãåáðå. Êîíãðóýíöèè áóëåâîé àëãåáðû B îá-

ðàçóþò ïîëíóþ äèñòðèáóòèâíóþ ðåø¼òêó Con B. Å¼ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ

òîæäåñòâåííàÿ êîíãðóýíöèÿ △B, à íàèáîëüøèì � àìîðôíàÿ êîíãðóýíöèÿ ▽B.

Âàæíûì îòëè÷àåì èäåàëîâ áóëåâîé àëãåáðû îò ðåø¼òî÷íûõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè íàõî-

äÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êîíãðóýíöèÿìè áóëåâîé àëãåáðû. Èìåííî,

åñëè ∼=∼I � êîíãðóýíöèÿ íà áóëåâîé àëãåáðå B è I = [ o ] � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè,

ñîäåðæàùèé ýëåìåíò o, òî I � èäåàë B, ïðè÷¼ì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

a ∼I b ⇔ ∃
I

x (a ⊔ x = b ⊔ x) . (5.1)

È îáðàòíî, åñëè I P B, òî îòíîøåíèå ∼I íà B, îïðåäåë¼ííîå óñëîâèåì (5.1), áóäåò êîí-

ãðóýíöèåé íà B, ïðè÷¼ì [ o ] = I. Áîëåå òîãî, ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íèæåñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 5.2. Ïóñòü a è b � ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû B è I P B.

a ∼I b ⇔ (a ⊓ b ′) ⊔ (a ′ ⊓ b) ∈ I .

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Ïóñòü ñóùåñòâóåò x ∈ I òàêîé, ÷òî a ⊔ x = b ⊔ x. Òîãäà, áåðÿ
ïåðåñå÷åíèÿ ñ b ′ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì (a⊔x)⊓b ′ = (a⊓b ′)⊔(x⊓b ′) = x⊓b ′,

ò.å. a ⊓ b ′ ⊑ x ⊓ b ′ ∈ I è a ⊓ b ′ ∈ I. Àíàëîãè÷íî a ′ ⊓ b ∈ I è, ïî ñâîéñòâó èäåàëà,

(a ⊓ b ′) ⊔ (a ′ ⊓ b) ∈ I.
(⇐) Ïóñòü (a⊓b ′)⊔ (a ′⊓b) = z ∈ I. Òîãäà a⊓b ′ ⊑ z è a⊓b ′ ⊑ z , ò.å. a⊓b ′ = x ∈ I

è a ⊓ b ′ = y ∈ I. Îòêóäà, áåðÿ îáúåäèíåíèÿ ñ b îáåèõ ÷àñòåé ïåðâîãî ðàâåíñòâà è ñ
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a � âòîðîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì a ⊔ b = x ⊔ b è a ⊔ b = y ⊔ b ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà

x ⊔ b = y ⊔ a. �

Êîíãðóýíöèè íà áóëåâîé àëãåáðå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàþò ôàêòîðàëãåáðû.

Ïóñòü ∼ � êîíãðóýíöèÿ íà áóëåâîé àëãåáðå B, à I � èäåàë, ñîîòâåòñòâóþùèé äàí-

íîé êîíãðóýíöèè â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå. Ôàêòîðìíîæåñòâî B/ ∼ îáîçíà÷èì B/I.

Íà êëàññàõ-ýëåìåíòàõ B/I ìîãóò áûòü ââåäåíû áóëåâû îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå-

÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ, ïîñêîëüêó ðåçóëüòàò íàä ýëåìåíòàìè èç ôèêñèðîâàííûõ êëàññîâ

áóäåò ëåæàòü â îäíîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå ýëåìåíòû

áóäóò âûáðàíû èç äàííûõ êëàññîâ, ò.ê. êîíãðóýíöèÿ êàê ðàç è îáåñïå÷èâàåò ýòî ñâîéñòâî.

Òàêèì îáðàçîì, ÀÑ B/I áóäåò ôàêòîðàëãåáðîé áóëåâîé àëãåáðû B.

Îòîáðàæåíèå φ : B → B/ ∼, φ(x) = [x]∼, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó B

åãî ñìåæíûé êëàññ ïî êîíãðóýíöèè ∼∈ Con(B), ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ãîìîìîðôèçìîì.

Òàêîé ãîìîìîðôèçì, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïîäõîäîì, íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, åñëè φ � ãîìîìîðôèçì áóëåâîé àëãåáðû B, òî φ(B) ∼=b B/Ker φ è

Ker φ ∈ Con(B).

Òåîðåìà 5.9 (Òàðñêèé). Èäåàë I áóëåâîé àëãåáðû B ìàêñèìàëåí, åñëè è òîëüêî åñëè
B/I ∼=b 2.

Ïðèìåð 5.4. Èäåàëîì ïðèâåä¼ííîãî â ïðèìåðå 5.1 äâóçíà÷íîãî ãîìîìîðôèçìà ja áóäåò
ãëàâíûé èäåàë (a ′)▽, ïîðîæä¼ííûé êîàòîìîì a ′.

Äëÿ ãëàâíûõ èäåàëîâ áóëåâûõ àëãåáð ñïðàâåäëèâ èçîìîðôèçì B/x▽ ∼=b [ o, x ′ ].

Ïðèìåð 5.5. Ïðîèëëþñòðèðóåì èçîìîðôèçì B/x▽ ∼=b [ o, x ′ ] äëÿ áóëåâîé àëãåáðû B3.
Å¼ àòîìû áóäåì îáîçíà÷àòü a, b è c, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû � óêàçàíèåì ñîäåðæàùèõñÿ
â íèõ àòîìîâ. Åñëè â êà÷åñòâå èäåàëà I âçÿòü a▽ , òî êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ∼a▽
áóäóò

[a] = a▽ = I = { a, ∅ }, [b] = { ab, b }, [c] = { ac, c }, [bc] = { abc, bc }.

Ôàêòîðàëãåáðîé áóëåâîé àëãåáðû B3 ïî âûáðàííîìó èäåàëó áóäåò èçîìîðôíàÿ B2 àë-
ãåáðà èç óêàçàííûõ âûøå êëàññîâ ñ íóë¼ì I, àòîìàìè [b] è [c] è åäèíèöåé [bc]. Ïîñêîëüêó
bc = a ′ è ∅ ∈ I, òî B/a▽ ∼=b [∅, a ′ ].

Íà ðèñ. 5.1.1), èçîáðàæåíà áóëåâà àëãåáðà B3, ïðè÷¼ì êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî
∼a▽ âûäåëåíû äâîéíûìè ëèíèÿìè, à íà ðèñ. 5.1.2) � ôàêòîðàëãåáðà B3/a▽.

Óêàæåì òåïåðü íà ñâÿçü èäåàëîâ [ôèëüòðîâ] áóëåâîé àëãåáðû ñ áóëåâûìè ãîìîìîð-

ôèçìàìè.

Óòâåðæäåíèå 5.3. ßäðî áóëåâà ãîìîìîðôèçìà åñòü ñîáñòâåííûé èäåàë. Êàæäûé ñîá-
ñòâåííûé èäåàë áóëåâîé àëãåáðû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿäðî íåêîòîðîãî å¼ ãîìîìîðôèçìà.

Ïðîîáðàç åäèíèöû áóëåâà ãîìîìîðôèçìà åñòü ñîáñòâåííûé ôèëüòð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû îòíîñèòåëüíî èäåàëîâ, îñòàâèâ ïîñëåä-

íåå â êà÷åñòâå ïðîñòîãî óïðàæíåíèÿ.

(⇒) Ïóñòü φ � ãîìîìîðôèçì èç áóëåâîé àëãåáðû B â áóëåâó àëãåáðó B ′. Åãî ÿäðî

φ ♯(0) íåïóñòî, ïîñêîëüêó âñåãäà ñîäåðæèò o ∈ B. Ïóñòü x, y ∈ φ ♯(0). Òîãäà, âî-ïåðâûõ,
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Ðèñ. 5.1. Ê ïðèìåðó 5.5

φ(x ⊔ y) = φ(x) ⊔ φ(y) = o ⊔ o = o, à âî-âòîðûõ, åñëè z ⊑ x, òî φ(z) ⊑ φ(x) = o, è

ïîýòîìó φ(z) = 0 è z ∈ φ ♯(0).

(⇐) Åñëè I ▹ B è φ : B → B/I � ãîìîìîðôèçì B íà ñâîþ ôàêòîðàëãåáðó ïî

êîíãðóýíöèè, çàäàâàåìîé èäåàëîì I, òî I = φ ♯(B/I). �

Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ áóëåâûõ àëãåáð ïîíÿòèÿ èäåàëà, êîíãðóýíöèè, ôàêòîðàëãåáðû è

ãîìîìîðôèçìà îêàçûâàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè è êàæäàÿ èç ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ êîí-

ñòðóêöèé îïðåäåëÿåò äðóãóþ.

Ñ ïîìîùüþ ôàêòîðèçàöèè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû áåçàòîìíûå áóëåâû àëãåáðû. Ðàñ-

ñìîòðèì ⟨ P(Z), ∪, ∩, −, ∅, Z ⟩ � òîòàëüíóþ àëãåáðó íàä ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë Z.
Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ≃ íàä ýëåìåíòàìè P(Z): áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ≃ B, åñëè ñèììåò-

ðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B êîíå÷íà. ßñíî, ÷òî ≃ åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè. Ïîýòîìó ìîæíî îáðàçîâàòü ôàêòîðìíîæåñòâî P(Z)/≃. Âñå êîíå÷íûå (âêëþ÷àÿ
ïóñòîå) ïîäìíîæåñòâà P(Z) áóäóò, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíûìè. Îáîçíà÷èì ýòîò êëàññ ýê-

âèâàëåíòíîñòè [∅]. Òàêæå áóäóò ýêâèâàëåíòíûìè âñå ïîäìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, èìåþ-

ùèõ êîíå÷íûå äîïîëíåíèÿ äî Z, âêëþ÷àÿ ñàìî Z; ýòîò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷èì
[Z]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ñòàáèëüíûì îòíîñè-

òåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, ò.å. äëÿ ëþáûõ A, B ∈ P(Z) èç A ≃ A ′ è

B ≃ B ′ ñëåäóåò A ∪ B ≃ A ′ ∪ B ′, A ∩ B ≃ A ′ ∩ B ′ è A ≃ A ′. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÀÑ

⟨ P(Z)/≃, ∪, ∩, −, [∅], [Z] ⟩ áóäåò ÿâëÿòüñÿ áóëåâîé àëãåáðîé.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííàÿ áóëåâà àëãåáðà íå èìååò àòîìîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé

îòëè÷íûé îò [∅] ýëåìåíò P(Z)/≃ åñòü êëàññ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Àòîì � ýëåìåíò,

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèé çà [∅], à òàêîâûå îòñóòñòâóþò â P(Z)/≃ : äåéñòâèòåëüíî, â
ëþáîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå X ìîæíî (ñ ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà!) óêàçàòü ïîäìíî-
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æåñòâî Y òàêîå, ÷òî è îíî, åãî äîïîëíåíèå áåñêîíå÷íû, è ïîýòîìó [Y ] ñòðîãî ñîäåðæèòñÿ

â [X]. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé

àëãåáðû ìíîæåñòâ: åñëè M � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî P(M)/P0(M) � áåçàòîìíàÿ

áóëåâà àëãåáðà.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãëàâíûå óëüòðàôèëüòðû àëãåáðû ìíîæåñòâ, ïîñêîëüêó âñå îíè èìåþò âèä

a△ , ôèêñèðîâàíû â òî÷êå a ìíîæåñòâà. Èõ íàçûâàþò òðèâèàëüíûìè óëüòðàôèëüòðàìè.

Ñîâìåñòíî ñ ôèëüòðàìè Ôðåøå îíè èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè â

àíàëèçå (òîïîëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé äàííîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì â

íåé òðèâèàëüíûì óëüòðàôèëüòðîì). Ãëàâíûå óëüòðàôèëüòðû òàêæå èñïîëüçóþò, íàïðè-

ìåð, ïðè èññëåäîâàíèÿõ ïîëíîòû ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì â àëãåáðàõ Ëèíäåíáàóìà�Òàðñêîãî,

ïîðîæä¼ííûõ ñîîòâåòñòâóþùåé ëîãè÷åñêîé òåîðèåé (ñì., íàïðèìåð, [39] èëè [17]).

Ïðèìåð 5.6. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A = {A, B, . . . } ôîðìóë àëãåáðû ëîãèêè (ôîðìóë
íàä âûñêàçûâàíèÿìè). Åñëè A ≡ B åñòü òîæäåñòâåííî èñòèííàÿ ôîðìóëà, òî ãîâîðÿò,
÷òî ôîðìóëû A è B ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû èëè ðàâíîñèëüíû, ÷òî çàïèñûâàþò êàê
A ∼ B. ßñíî, ÷òî ∼ åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà A. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè,
ïîðîæäàåìûé ôîðìóëîé A áóäåì îáîçíà÷àòü [A], êëàññû òîæäåñòâåííî èñòèííûõ ôîð-
ìóë � T, à òîæäåñòâåííî ëîæíûõ ôîðìóë � F.

Íà ôàêòîðìíîæåñòâå A/∼ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë àëãåáðû ëîãèêè ìîæíî
çàäàòü òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ (−), îáúåäèíåíèÿ (∪) è ïåðåñå-
÷åíèÿ (∩), ïðè÷¼ì

[A] = [¬A], [A] ∪ [B] = [A ∨B], [A] ∩ [B] = [ANB].

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ââåä¼ííûå îïåðàöèè íàä êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòåé èìåþò
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

� îïåðàöèè ∪ è ∩ êîììóòàòèâíû è âçàèìíî äèñòðèáóòèâíû;

� âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ [A] ∪ F = [A] è [A] ∩T = [A];

� ñïðàâåäëèâû çàêîíû [A] ∪ [A] = T è [A] ∩ [A] = F.

Óêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî ÀÑ ⟨A/∼, ∪, ∩, −, T, F ⟩ ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé. Å¼ íàçû-
âàþò ôàêòîðàëãåáðîé ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë. Äëÿ êëàññè÷åñêîé àëãåáðû âûñêàçûâàíèé îíà
ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðîé Ëèíäåíáàóìà�Òàðñêîãî (â ïîñëåäíåé ôàêòîðèçà-
öèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî îòíîøåíèþ ≃ òàêîìó, ÷òî A ≃ B åñëè è òîëüêî åñëè èç ôîðìóëû
A âûâîäèòñÿ ôîðìóëà B è íàîáîðîò). Ñ êàæäûì ýëåìåíòîì A/∼ ñâÿçàíà ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç An ìíîæåñòâî ôîðìóë àëãåáðû ëîãèêè íàä n ýëåìåíòàðíûìè âû-
ñêàçûâàíèÿìè. Î÷åâèäíî, An áåñêîíå÷íî, à ôàêòîðìíîæåñòâî An/∼ � êîíå÷íî (ñîäåð-
æèò 22

n
ýëåìåíòîâ).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
a(x̃)NX(x̃) = F,

ãäå a(x̃) è X(x̃) � ôîðìóëû, ðåàëèçóþùèå ñîîòâåòñòâåííî èçâåñòíóþ è èñêîìóþ áóëåâû
ôóíêöèè (äëÿ ïðîñòîòû óêàçûâàþò èìåííî ôîðìóëû, à íå ïîðîæä¼ííûå èìè êëàññû). Òî-
ãäà ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ëþáàÿ ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ôîðìóëàìè èç ãëàâ-
íîãî èäåàëà, ïîðîæä¼ííîãî ôîðìóëîé a(x̃) â ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðå Ëèíäåíáàóìà�
Òàðñêîãî. Äàëåå çíàê êîíúþíêöèè N áóäåì äëÿ ïðîñòîòû îïóñêàòü.

Íàïðèìåð, ïóñòü a(x̃) = x1x2, ò.å. äàíî óðàâíåíèå

x1x2X(x1, x2) = F. (∗)
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Èìååì x1x2 = x1 ∨ x2, è ãëàâíûé èäåàë àëãåáðû Ëèíäåíáàóìà�Òàðñêîãî, ïîðîæä¼ííûé
êëàññîì ôîðìóë [x1∨x2 ], ñîñòàâëÿþò êëàññû [x1∨x2 ], [ x1 ], [x2 ], [ x1x2∨x1x2 ], [ x1x2 ],
[x1x2 ], [x1x2 ] è F. Íà ðèñ. 5.2 ïîêàçàí äàííûé èäåàë. Äëÿ êàæäîãî êëàññà óêàçàí âåêòîð
çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè (ïîäðàçóìåâàåòñÿ óïîðÿäî÷åíèå íàáîðîâ çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ ñíà÷àëà ïî x, çàòåì ïî y).

[x1 ∨ x2 ]
(0111)

[ x1 ]

(0011)

[ x1x2 ∨ x1x2 ]
(0110)

[ x2 ]

(0101)

[ x1x2 ]

(0010)

[ x1x2 ]

(0001)

[ x1x2 ]

(0100)

F

(0000)

A
A
A

A
A
A

A
AA





A
A
A
A
A

A
AA



A
A
A

A
A
A
A

A
A



A
A
A
A

A
A
A
A
A

Ðèñ. 5.2. Ãëàâíûé èäåàë L∗
2, ïîðîæäåííûé êëàññîì äèçúþíêöèè

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (∗) áóäåò ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, ðåàëèçóþùàÿñÿ ôîðìóëàìè
èç ïðèâåä¼ííûõ êëàññîâ.

Â áåñêîíå÷íûõ áóëåâûõ àëãåáðàõ, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è íåãëàâíûå (íåòðèâèàëüíûå)

óëüòðàôèëüòðû. Èõ òàêæå íàçûâàþò ñâîáîäíûìè, ïîñêîëüêó îíè íå ôèêñèðîâàíû íè

â êàêîé òî÷êå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ýëåìåíòîâ òàêîãî ôèëüòðà åñòü

åäèíè÷íûé ýëåìåíò.

Ïðèìåð 5.7. Îïèøåì â ñàìîì îáùåì âèäå, êàê ìîæåò áûòü ïîñòðîåí íåãëàâíûé óëüòðà-
ôèëüòð F áóëåàíà P(N) . Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ôèëüòð Ôðåøå, êîòîðûé îáîçíà÷èì F0.
Îí íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, íè ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ ÷èñåë 2N,
íè åãî äîïîëíåíèå (ìíîæåñòâî íå÷¼òíûõ ÷èñåë) íå ïðèíàäëåæàò F0. Ïîýòîìó íàäî ïðè-
íÿòü ðåøåíèå, îòíåñòè 2N ê êîíñòðóèðóåìîìó óëüòðàôèëüòðó F èëè íåò. Ïóñòü ïðèíÿòî
ðåøåíèå î òîì, ÷òî 2N ∈ F . Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî íåêîòîðûå äðóãèå ìíîæåñòâà (âñå
ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå 2N ) òàêæå áóäóò ïðèíàäëåæàòü F . Ïîëó÷åííûé ôèëüòð îáîçíà-
÷èì F1. Ïîíÿòíî, ÷òî îí òàêæå íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ èñêîìûì óëüòðàôèëüòðîì, ïîñêîëüêó
îòíîñèòåëüíî ðÿäà ìíîæåñòâ íåîïðåäåë¼ííîñòü îñòàíåòñÿ: íàïðèìåð, íè ìíîæåñòâî 3N,
íè åãî äîïîëíåíèå íå ïðèíàäëåæàò F1. Çäåñü ñíîâà íóæíî ïðèíÿòü ðåøåíèå î âõîæäå-
íèè îäíîãî èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ â F1, ïîñòðîèòü F2 è ò.ä. Ïîêàçàíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå
âûïîëíåíèÿ �òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà øàãîâ� áóäåò ïîñòðîåí èñêîìûé óëüòðàôèëüòð F .

Õîòÿ ìû ïðèâåëè ÷ðåçâû÷àéíî ãðóáûé íàáðîñîê ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ôèëüòðà F , íà-

äååìñÿ, ÷òî ÷èòàòåëþ âèäíà ðîëü àêñèîìû âûáîðà â äàííûõ ðàññóæäåíèÿõ: íèêàêîãî

ñïîñîáà óêàçàòü, êàêîå ìíîæåñòâî íóæíî ðàññìàòðèâàòü íà êàæäîì øàãå äëÿ âêëþ÷åíèÿ
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åãî èëè åãî äîïîëíåíèÿ â F , íåò. Êðîìå òîãî, íà êàæäîì øàãå ìîæíî ïðèíÿòü ëþáóþ

èç óêàçàííûõ àëüòåðíàòèâ. Ìû âèäèì, ÷òî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ F ñóùåñòâåííî íåîäíî-

çíà÷åí, è, íà ñàìîì äåëå, äî ñèõ ïîð íå óêàçàíî íè îäíîãî íåãëàâíîãî óëüòðàôèëüòðà â

ÿâíîì âèäå, áåç ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûáîðà.

Íåãëàâíûå óëüòðàôèëüòðû íàä P(N) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû, íàïðèìåð, ïðè ïî-

ñòðîåíèè ïîëÿ ãèïåðäåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â íåñòàíäàðòíîì àíàëèçå.

Ïðèìåð 5.8. Ìíîæåñòâî ãèïåðäåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ∗R, èçó÷àåìûõ â íåñòàíäàðòíîì àíà-
ëèçå4, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåàðõèìåäîâî óïîðÿäî÷åííîå ïîëå, ÿâëÿþùååñÿ ðàñøèðåíèåì
ïîëÿ R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∗R � öåïü, â êîòîðóþ âëîæåíî ìíîæå-
ñòâî R (îáðàç R � ñòàíäàðòíûå ãèïåðäåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà) è ñîäåðæàùåå, êðîìå òîãî,
ìíîæåñòâî ò.í. íåñòàíäàðòíûõ ãèïåðäåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì â ∗R âûïîëíÿþò-
ñÿ âñå àêñèîìû ïîëÿ, îäíàêî íå âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâåäëèâàÿ â R àêñèîìà Àðõèìåäà: ¾äëÿ
ëþáûõ äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a è b ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî n ·a > b¿.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó íàñëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ïðè ðàñøèðåíèè, àêñèîìà Àðõèìåäà ìîæåò
íàðóøàòüñÿ ëèøü êîãäà õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a è b íåñòàíäàðòíîå. Ñðåäè íåñòàíäàðò-
íûõ ÷èñåë âûäåëÿþò áåñêîíå÷íî áîëüøèå è áåñêîíå÷íî ìàëûå. Òàê, åñëè ÷èñëà ε è I
ñóòü ïîëîæèòåëüíûå ñîîòâåòñòâåííî áåñêîíå÷íî ìàëîå è áåñêîíå÷íî áîëüøîå ãèïåðäåé-
ñòâèòåëüíûå, à x � ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå, òî íåðàâåíñòâà n ·ε > x è n ·x > I
íå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íè äëÿ êàêîãî íàòóðàëüíîãî n.

Ïîëå ãèïåðäåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ∗R ìîæíî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ íåêîòîðûé íåãëàâ-
íûé óëüòðàôèëüòð U â P(N). Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáû÷íûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = (a1, a2, . . . ) è
b = (b1, b2, . . .) ýêâèâàëåíòíû, åñëè ðàâåíñòâî ai = bi íàðóøàåòñÿ íà ìíîæåñòâå, íå
ïðèíàäëåæàùåì U .

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî, â ñèëó ñâîéñòâ óëüòðàôèëüòðîâ ââåä¼ííîå îòíîøåíèÿ äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è, íàïðèìåð, âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
îòëè÷àþùèåñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå ÷ëåíîâ, ýêâèâàëåíòíû. Ïîëó÷àþùèåñÿ êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íàçîâ¼ì ãèïåðäåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè; îíè è áóäóò ÿâëÿòüñÿ ýëåìåíòàìè
∗R. Äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó a ñîîòâåòñòâóåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [( a, a, . . . )], ýòî �
ñòàíäàðòíîå ãèïåðäåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

×åòûðå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ íàä ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïî÷ëåí-
íî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a < b , åñëè íåðàâåíñòâî ai > bi âûïîëíÿåòñÿ íà êàêîì-ëèáî
ìíîæåñòâå, íå âõîäÿùåì â U .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó U � óëüòðàôèëüòð, ïîëó÷åíî óïîðÿäî÷åííîå
ïîëå. Â ýòîì ïîëå, îäíàêî, àêñèîìà Àðõèìåäà íå âûïîëíÿåòñÿ: íàïðèìåð, [( 1, 1

2
, 1

3
, . . . )]

åñòü áåñêîíå÷íî ìàëîå, à [( 1, 2, 3, . . . )] � áåñêîíå÷íî áîëüøîå ãèïåðäåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-
ëà. Ïðè ïðîâåðêå ýòèõ ñâîéñòâ è òðåáóåòñÿ, ÷òîáû U áûë íåãëàâíûì óëüòðàôèëüòðîì.

5.4 Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Îïðåäåëåíèå 5.7. Ïóñòü Xn = {x1, . . . , xn } � n -ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî íåèçâåñòíûõ
èëè ïåðåìåííûõ, íå ñîäåðæàùåå ñèìâîëîâ 0 è 1. Òîãäà áóëåâû ìíîãî÷ëåíû íàä Xn ñóòü
ñòðîêè ñèìâîëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

4 Ñîçäàë íåñòàíäàðòíûé àíàëèç àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê À. Ðîáèíñîí (1918�1974). Ýëåìåíòàðíîìó
ââåäåíèþ â äèñöèïëèíó ïîñâÿùåíà áðîøþðà Â.À. Óñïåíñêîãî Íåñòàíäàðòíûé, èëè íåàðõèìåäîâ, àíàëèç,
îòêóäà âçÿòû ýòîò è ïðåäûäóùèé ïðèìåðû.
Ïîñëåäíåå âðåìÿ âìåñòî ñëîâà ¾íåñòàíäàðòíûé¿ ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ òåðìèíîì ¾èíôèíèòåçèìàëüíûé¿

(èíôèíèòåçèìàëÿìè íàçûâàþò àêòóàëüíî ðàññìàòðèâàåìûå áåñêîíå÷íî áîëüøèå è áåñêîíå÷íî ìàëûå
âåëè÷èíû) â ïðîòèâîïîñòàâëåíèå àíàëèçó áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ìîæíî ðåêî-
ìåíäîâàòü êíèãó [13].
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1) x1, . . . , xn, 0, 1 � áóëåâû ìíîãî÷ëåíû;

2) åñëè p è q � áóëåâû ìíîãî÷ëåíû, òî òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ è (p)⊔ (q), (p)⊓ (q), (p) ′.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíî áóëåâû ìíîãî÷ëåíû � ôîðìóëû èç ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò

0 è 1 íàä ìíîæåñòâîì èç ñèìâîëîâ (äâóõ áèíàðíûõ è îäíîé óíàðíîé) ñâÿçîê {⊔, ⊓, ′ }.
Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Xn îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn.

Ïîä çàïèñüþ p = q ìû áóäåì ïîíèìàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû p è q ñîâïàäàþò êàê

ñòðîêè ñèìâîëîâ, ò.å. èõ ñèíòàêñè÷åñêîå òîæäåñòâî, ãîâîðÿ ïðè ýòîì, ÷òî äàííûå ìíî-

ãî÷ëåíû ðàâíû. Äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ïðàâèëàìè ýêîíîìèè ñêîáîê �

âìåñòî (xi)
′, (0) ′ è (1) ′ ïèñàòü xi

′, 0 ′ è 1 ′ ñîîòâåòñòâåííî � è ñ÷èòàòü, ÷òî p = q,

åñëè äàííûå ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò ïðè âîññòàíîâëåíèè âñåõ ñêîáîê ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ 5.7. Ïîñêîëüêó ëþáîé áóëåâ ìíîãî÷ëåí íàä n ïåðåìåííûìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ìíîãî÷ëåí íàä n+ 1 ïåðåìåííîé, òî

P1 ⊂ P2 ⊂ . . . ⊂ Pn ⊂ Pn+1 ⊂ . . . .

Çàìåòèì, ÷òî Pn íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü êàê ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû, èìåþùèé ñîîò-

âåòñòâóþùèå îïåðàöèè è êîíñòàíòû, ò.ê., íàïðèìåð, x1⊔x2 ̸= x2⊔x1 è x1⊓x2 ̸= x2⊓x1.
Äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ ïîäîáíûõ âûðàæåíèé ââåä¼ì ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè,

èíäóöèðîâàííîé ìíîãî÷ëåíîì íà áóëåâîé àëãåáðå B.

Îïðåäåëåíèå 5.8. Ïóñòü B � áóëåâà àëãåáðà è p � áóëåâ ìíîãî÷ëåí èç Pn. Îáîçíà÷èì
÷åðåç p̂B(b1, . . . , bn) ýëåìåíò èç B, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç p çàìåíîé êàæäîãî xi íà
bi ∈ B, i = 1, . . . , n. Òîãäà îòîáðàæåíèå

p̂B : Bn → B, (b1, . . . , bn) 7→ p̂B(b1, . . . , bn) (5.2)

íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèåé, èíäóöèðîâàííîé áóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì p íà B.

Ïðèìåð 5.9. 1. Ïóñòü B = 2, n = 2, p = x1 ⊔ x2 è q = x2 ⊔ x1. Òîãäà p ̸= q,
p̂B = a ∨ b, q̂B = b ∨ a è p̂B = q̂B, ò.ê. ïðè ëþáîé çàìåíå â ýòèõ âûðàæåíèÿõ áóêâ
a è b ýëåìåíòàìè {0, 1} ∈ 2 ïîëó÷èì îäèí è òîò æå ýëåìåíò.

2. Ïóñòü B = P(A), n = 2, p = (x1 ⊔ x2) ′ è q = x1
′ ⊓ x2 ′. Òîãäà îïÿòü p ̸= q, à

p̂B = X ∪ Y , q̂B = X ∩ Y , ãäå X,Y ⊆ A è ñíîâà p̂B = q̂B.

Îïðåäåëåíèå 5.9. Äâà áóëåâûõ ìíîãî÷ëåíà p, q ∈ Pn íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè
(ñèìâîëè÷åñêè p ∼ q ), åñëè ðàâíû èõ ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè íà 2, ò.å.

p ∼ q ⇔ p̂2 = q̂2.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∼ äåéñòâèòåëüíî åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Pn, ïîñêîëü-

êó åãî ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè íàñëåäóþòñÿ èç îò-

íîøåíèÿ ðàâåíñòâà ôóíêöèé.

Îáîçíà÷èì P n
B = {p̂B | p ∈ Pn} � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé, èíäó-

öèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíàìè èç Pn íà B.

Òåîðåìà 5.10. Pn/ ∼ åñòü áóëåâà àëãåáðà, è Pn/ ∼ ∼=b P n
2 (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî

îïåðàöèè ýòèõ áóëåâûõ àëãåáð ñóòü ⊔, ⊓ è ′, à âûäåëåííûå ýëåìåíòû � 0 è 1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ : P n
2 → Pn/∼, êîòîðîå ïåðåâîäèò ïîëèíîìè-

àëüíóþ ôóíêöèþ P n
2 , èíäóöèðîâàííóþ ìíîãî÷ëåíîì p íà 2 â êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

[p]∼. Äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.ê. p̂2 = q̂2 ⇒ p ∼ q ⇒ [p]∼ = [q]∼. Ëåãêî

ïðîâåðèòü, ÷òî φ è åñòü èñêîìûé áóëåâ èçîìîðôèçì. �

Òåîðåìà 5.11. Äëÿ áóëåâîé àëãåáðû B ìíîæåñòâî P n
B � áóëåâà àëãåáðà ñ îïåðàöèÿìè

⊔, ⊓, è ′ , ïðè÷¼ì P n
B 6 BBn

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â óñòîé÷èâîñòè P n
B îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáú-

åäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ, à òàêæå, ÷òî P n
B ñîäåðæèò óêàçàííûå â òåîðåìå 5.2

ïîñòîÿííûå ôóíêöèè f0 ≡ 0 è f1 ≡ 1.

Äëÿ ⊔ èìååì

(p̂B ⊔ q̂B)(a) = p̂B(a) ⊔ q̂B(a)
(5.2)
= (̂p ⊔ q)B(a) ∈ P

n
B

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ Bn. Äëÿ ⊓ è ′ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Êðîìå òîãî, f0 ≡ 0 è f1 ≡ 1 äëÿ ëþáîé áóëåâîé àëãåáðû B è ïî (5.2) ýòè ôóíêöèè

ñîäåðæàòñÿ â P n
B. �

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ñòîóíà ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ýêâèâàëåíòíûì ìíîãî÷ëåíàì, ñîâïàäàþò íà ëþáîé áóëåâîé àëãåáðå, à íå òîëüêî

íà 2, ò.å. ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 5.12. Ïóñòü p, q ∈ Pn è p ∼ q. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðû B
ñïðàâåäëèâî p̂B = q̂B.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [31].

×àñòî âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü çàìåíèòü äàííûé ìíîãî÷ëåí ýêâèâàëåíòíûì åìó áîëåå

ïðîñòûì ìíîãî÷ëåíîì. Äàííóþ ïðîáëåìó ðåøàþò â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ââîäÿò ò.í. íîð-

ìàëüíûå ôîðìû ìíîãî÷ëåíîâ. Ñîâîêóïíîñòü íîðìàëüíûõ ôîðì îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå ñè-

ñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâà Pn. Òîãäà çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êðàò÷àéøåãî â òîì èëè èíîì ñìûñëå ìíîãî÷ëåíà, ýêâèâàëåíòíîãî

äàííîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

Îïðåäåëåíèå 5.10. Ìíîæåñòâî N ⊆ Pn íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñîâåðøåííûõ íîðìàëüíûõ
ôîðì, åñëè

� äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà Pn íàéä¼òñÿ ýêâèâàëåíòíûé åìó ýëåìåíò N ;
� äâà ðàçíûõ ýëåìåíòà N íåýêâèâàëåíòíû.

Áóäåì äàëåå ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì xσ, àíàëîãè÷íûì ââåä¼ííîìó â ï. 1.2 äëÿ

ìíîæåñòâ, à èìåííî, äëÿ σ ∈ {0, 1} è x ∈ { x1, . . . , xn, 0, 1} ïîëîæèì

x1i = xi, x0i = xi
′, 01 = 0, 00 = 1, 11 = 1, 10 = 0.

Ìû áóäåì äàëåå â ðàìêàõ äàííîãî ðàçäåëà äëÿ ïðîñòîòû ïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëàìè 0 è 1

äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íóëÿ è åäèíèöû áóëåâîé àëãåáðû ñîîòâåòñòâåííî. Âûðàæåíèÿ âèäà xi,

xi
′, à òàêæå 0 è 1 áóäåì íàçûâàòü ëèòåðàëàìè.
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Ïóñòü B � áóëåâà àëãåáðà, p � áóëåâ ìíîãî÷ëåí èç Pn. Ïîëèíîìèàëüíóþ ôóíêöèþ

p̂B(b1, . . . , bn) : 2n → 2, èíäóöèðîâàííóþ p íà B, îáîçíà÷èì fp. Ýëåìåíòû 2n áóäåì

îáîçíà÷àòü α̃, β̃, . . .. Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, α̃ = (α1, . . . , αn), αi ∈ {0, 1}, i = 1, n.

Ôóíêöèè fp ñîïîñòàâëåíû äâà ìíîæåñòâà N1
fp

è N0
fp

å¼ åäèíè÷íûõ è íóëåâûõ íàáîðîâ.

Ñëåäóþùèå äâà áóëåâûõ ìíîãî÷ëåíà

pd(fp) =
⊔

α̃=(α1, ..., αn)∈N1
fp

(
xα1
1 ⊓ . . . ⊓ xαn

n

)
è

pc(fp) =
d

α̃=(α1, ..., αn)∈N0
fp

(
xα1
1 ⊔ . . . ⊔ xαn

n

)
ïðè N1

fp
̸= ∅ è N0

fp
̸= ∅ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñîâåðøåííûìè äèçúþíêòèâíîé è

êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíûìè ôîðìàìè (ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ) ìíîãî÷ëåíà p. Ïðè N1
fp

= ∅
ïîëàãàþò pd(fp) = 0, à ïðè N0

fp
= ∅ � pc(fp) = 1. ßñíî, ÷òî äàííûå ôîðìû îïðåäåëåíû

îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ. Çàìåòèì, ÷òî ÑÄÍÔ äëÿ

ìíîãî÷ëåíà íàä {x1} íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Øåííîíà ïî x = x1: (a ⊓ x) ⊔ (b ⊓ x ′),

ãäå a è b � èçâåñòíûå ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû B.

Â ìíîãî÷èñëåííûõ ïîñîáèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [31] èëè [55]) ïîêàçûâàåòñÿ ÷òî ñîâîêóï-

íîñòè ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ âñåõ p ∈ Pn åñòü ñèñòåìû ñîâåðøåííûõ íîðìàëüíûõ ôîðì. Êàê

ñëåäñòâèå, èìååì

1. P n
2 = 22n

è |Pn/∼ | = 22
n
, ò.å. ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç 2n â 2 ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé

áóëåâîé ôóíêöèåé. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðà 2n ïîëèíîìèàëüíî ïîëíà.

2. Åñëè |B| = m > 2, òî |P n
B| = |Pn/ ∼ | = 22

n
< mmn

= |BBn |, ò.å. 2n �

åäèíñòâåííî ïîëèíîìèàëüíî ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ïîëíîòà îçíà÷àåò, ÷òî êàæäóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîëèíî-

ìîì.

Ïðèìåð 5.10. Ïóñòü

p = ((x1 ⊔ x2) ⊓ x1 ′) ⊔ ((x2
′) ′ ⊓ (x1 ⊔ x2 ′)) ∈ P2.

Ïîñêîëüêó p̂B(0, 0) = p̂B(1, 0) = 0 è p̂B(0, 1) = p̂B(1, 1) = 1, èìååì

p ∼ (x1
′ ⊓ x2) ⊔ (x1 ⊓ x2 ′) = pd(fp).

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíÿÿ çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû, ìîæíî ïîëó÷èòü

pd(fp) ∼ (x1
′ ⊔ x1) ⊓ x2 ∼ 1 ⊓ x2 ∼ x2.

ÑÄÍÔ áóëåâà ìíîãî÷ëåíà p ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Øàã 1. Ïðèìåíÿÿ çàêîíû DeM1, 2 äîáèâàåìñÿ, ÷òîáû çíàêè äîïîëíåíèÿ îòíîñèëèñü

òîëüêî ê ëèòåðàëàì è êîíñòàíòàì.

Øàã 2. Ïðèìåíÿÿ çàêîíû Dtr1, 2 âûðàæàåì p â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå÷åíèé.
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Øàã 3. Åñëè â íåêîòîðîì ïåðåñå÷åíèè îòñóòñòâóþò êàê xi, òàê è xi
′, â êà÷åñòâå ìíîæè-

òåëÿ ê p äîáàâëÿåì xi ⊔ xi ′.
Øàã 4. Ïðèìåíÿÿ (âîçìîæíî íåîäíîêðàòíî)DeM1, ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åíî îáúåäèíåíèå

ïåðåñå÷åíèé. Ïðèìåíÿÿ çàêîí Id⊓, ïîëó÷àåì ÑÄÍÔ p.

Ïðèìåð 5.11. Ïóñòü a, b ∈ 2 è

p = ((a ⊓ x1) ⊔ (b ⊓ x2)′)′ ⊔ (x1 ⊔ b)′.

Øàã 1. p ∼ ((a ⊓ x1)′ ⊓ (b ⊓ x2)′′) ⊔ (x1
′ ⊓ b ′) ∼ ((a ′ ⊔ x1 ′) ⊓ (b ⊓ x2)) ⊔ (x1

′ ⊓ b ′).
Øàã 2.

((a ′ ⊔ x1 ′) ⊓ (b ⊓ x2)) ⊔ (x1
′ ⊓ b ′) ∼

∼ ((a ′ ⊓ b ⊓ x2) ⊔ (x1
′ ⊓ b ⊓ x2)) ⊔ (x1

′ ⊔ b ′) ∼
∼ (a ′ ⊓ b ⊓ x2) ⊔ (x1

′ ⊓ b ⊓ x2) ⊔ (x1
′ ⊔ b ′).

Øàã 3. (a ′ ⊓ b ⊓ x2)︸ ︷︷ ︸
1

⊔ (x1
′ ⊓ b ⊓ x2)︸ ︷︷ ︸

2

⊔ (x1
′ ⊓ b ′)︸ ︷︷ ︸
3

= y.

B ïåðåñå÷åíèè 1 îòñóòñòâóåò x1, ïîýòîìó â 1 äîáàâëÿåì x1 ⊔ x1 ′; â ïåðåñå÷åíèè 2
âñòðå÷àþòñÿ êàê x1, òàê è x2, ïîýòîìó â 2 íå äîáàâëÿåì íè÷åãî; â ïåðåñå÷åíèè 3
îòñóòñòâóåò x2 � äîáàâëÿåì x2 ⊔ x2 ′. Èìååì

y ∼ (a ′ ⊓ b ⊓ (x1 ⊔ x1 ′) ⊓ x2) ⊔ (x1
′ ⊓ b ⊓ x2) ⊔ (b ′ ⊓ x1 ′ ⊓ (x2 ⊔ x2 ′)).

Øàã 4.

(a ′ ⊓ b ⊓ (x1 ⊔ x1 ′) ⊓ x2) ⊔ (x1
′ ⊓ b ⊓ x2) ⊔ (b ′ ⊓ x1 ′ ⊓ (x2 ⊔ x2 ′)) ∼

∼ ((a ′ ⊓ b ⊓ x1 ⊔ x2) ⊔ (a ′ ⊓ b ⊓ x1 ′ ⊔ x2) ⊔ (b ⊓ x1 ′ ⊓ x2)⊔
⊔ ((b ′ ⊓ x1 ′ ⊓ x2) ⊔ (b ′ ⊓ x1 ′ ⊓ x2 ′)) ∼

∼ (a ′ ⊓ b ⊓ x1 ⊔ x2) ⊔ (a ′ ⊓ b ⊓ x1 ′ ⊔ x2) ⊔ (b ⊓ x1 ′ ⊓ x2)⊔
⊔ (b ′ ⊓ x1 ′ ⊓ x2) ⊔ (b ′ ⊓ x1 ′ ⊓ x2 ′).

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî òðè ñðåäíèõ ïåðåñå÷åíèÿ, ñîäåðæàùèå x1
′ ⊔ x2:

((a ′ ⊓ b) ⊓ (x1
′ ⊔ x2)) ⊔ (b ⊓ (⊓x1 ′ ⊓ x2)) ⊔ (b ′ ⊓ (x1

′ ⊓ x2)) ∼
∼ ((a ′ ⊓ b) ⊔ b ⊔ b ′) ⊓ (x1

′ ⊓ x2) ∼
∼ ((a ′ ⊓ b) ⊔ 1) ⊓ (x1

′ ⊓ x2) ∼ ⊓ 1 ⊓ (x1
′ ⊓ x2).

Èòàê, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì èñêîìóþ ÑÄÍÔ

p ∼ (a ′ ⊓ b ⊓ x1 ⊓ x2) ⊔ (1 ⊓ x1 ′ ⊓ x2) ⊔ (b ′ ⊓ x1 ′ ⊓ x2 ′).

Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìû íå áóäåì èõ çäåñü ðàññìàòðèâàòü, èõ

ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [55].

5.5 Óðàâíåíèÿ â áóëåâûõ àëãåáðàõ

Â áóëåâûõ àëãåáðàõ ìîæíî ðåøàòü óðàâíåíèÿ. Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ

íàä áóëåâûìè ìíîãî÷ëåíàìè.
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Îïðåäåëèòü ñíà÷àëà ñàì òåðìèí ¾áóëåâî óðàâíåíèå¿, ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî p = q

ãîâîðèò ïðîñòî, ÷òî ìíîãî÷ëåíû p è q èäåíòè÷íû.

Îïðåäåëåíèå 5.11. Ïóñòü p è q � áóëåâû ìíîãî÷ëåíû èç Pn. Ïàðó (p, q) íàçîâ¼ì
(áóëåâûì) óðàâíåíèåì.

Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà àëãåáðà. Ýëåìåíò (b1, . . . , bn) ∈ Bn íàçûâàåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (p, q) â áóëåâîé àëãåáðå B, åñëè p̂B(b1, . . . , bn) = q̂B(b1, . . . , bn).

Ìíîæåñòâî óðàâíåíèé { (pi, qi) | i ∈ I ⊆ N } îáðàçóåò ñèñòåìó óðàâíåíèé. Ðåøåíèåì
ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ îáùåå ðåøåíèå âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû.

Åñëè íå âîçíèêàåò ïóòàíèöû, óðàâíåíèå (p, q) äîïóñòèìî çàïèñûâàòü â âèäå p = q.

Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå p = q ê âèäó r = 0.

Òåîðåìà 5.13. Óðàâíåíèÿ p = q è (p⊓q ′)⊔(p ′⊓q) = 0 èìåþò îäíè è òå æå ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � áóëåâà àëãåáðà è (b1, . . . , bn) ∈ Bn. Ïîëîæèì

a = p̂B(b1, . . . , bn) è b = q̂B(b1, . . . , bn).

Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

a = b ⇒ (a ⊓ b ′) ⊔ (a ′ ⊓ b) = (a ⊓ a ′) ⊔ (a ′ ⊓ a) = 0 ⊔ 0 = 0 ,

à ñ äðóãîé � ïî ïï. 1) è 3) ëåììû 1.1

(a ⊓ b ′) ⊔ (a ′ ⊓ b) = 0 ⇒

{
a ⊓ b ′ = 0

a ′ ⊓ b = 0
=⇒

{
a ⊓ b ′ = 0

a ⊔ b ′ = 1
⇒ a = b ′′ ⇔ a = b .

�

Ïî äàííîé òåîðåìå ñèñòåìà óðàâíåíèé

{ (pi, qi) | i = 1, . . . , m } (5.3)

ýêâèâàëåíòíà åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ

(p1 ⊓ q ′
1) ⊔ (p ′

1 ⊓ q1) ⊔ (p2 ⊓ q ′
2) ⊔ (p ′

2 ⊓ q2) ⊔ . . . ⊔ (pm ⊓ q ′
m) ⊔ (p ′

m ⊓ qm) = 0 . (5.4)

Åñëè ðåøåíèå èùåòñÿ â àëãåáðå 2, òî âûðàçèâ ëåâóþ ÷àñòü â êîíúþíêòèâíîé ôîð-

ìå, ïîëó÷èì, ÷òî ïðèâåä¼ííîå âûøå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç

ñîìíîæèòåëåé ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àþò âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Äàëåå â ðàìêàõ äàííîãî ðàçäåëà áóäåì, ñëåäóÿ òðàäèöèè, âìåñòî x⊔y è x⊓y ïèñàòü

x∨y è xy (xNy) è íàçûâàòü äàííûå âûðàæåíèÿ ñóììîé è ïðîèçâåäåíèåì ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 5.12. Ðåøèì çàäàííóþ â 2 ñèñòåìó { (x1x2, x1x3 ∨ x2), (x1 ∨ x ′
2, x3) }

(m = 2, n = 3).
Ïåðåïèøåì ñèñòåìó â ïðèâû÷íîì âèäå{

x1x2 = x1x3 ∨ x2 ,
x1 ∨ x ′

2 = x3 .

Ïî òåîðåìå 5.13 îíà ýêâèâàëåíòíà åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ

x1x2(x1x3 ∨ x2)′ ∨ (x1x2)
′(x1x3 ∨ x2) ∨ (x1 ∨ x ′

2)x
′
3 ∨ (x1 ∨ x ′

2)
′x3 = 0 .
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Ïðåîáðàçóÿ ëåâóþ ÷àñòü â ÑÊÍÔ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(x1 ∨ x2 ∨ x ′
3)(x

′
1 ∨ x ′

2 ∨ x ′
3) = 0 , (5.5)

êîòîðîå èìååò òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ÷òî è èñõîäíàÿ ñèñòåìà. Ýòè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
íóëÿìè ñîìíîæèòåëåé â (5.5).

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû � ýëåìåíòû (b1, b2, b3) ∈ 23 óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

(b1 ∨ b2 ∨ b3)(b1 ∨ b2 ∨ b3) = 0 .

Ýòî äâå òðîéêè (b1, b2, b3) òàêèå, ÷òî

b1 ∨ b2 ∨ b3 = 0 è b1 ∨ b2 ∨ b3 = 0 .

ò.å. (001) è (111) .

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå èùåòñÿ íå â ïðîñòåéøåé, à â ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé

àëãåáðå B ̸= 2, òî ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ (5.4) ê êîíúþíêòèâíîé ôîðìå ïðèâîäèò ê

ïîòåðå ðåøåíèé â ñèëó òîãî, ÷òî B íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëèíîìèàëüíîé ïîëíîòû, è

â íåé èç a ⊓ b = o íå ñëåäóåò, ÷òî ëèáî a = o, ëèáî b = o

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, ðåø¼ííàÿ â ïðèìåðå 5.12, ñîñòîÿëà èñêëþ÷èòåëüíî èç íåèçâåñò-

íûõ âåëè÷èí � ýëåìåíòîâ áóëåâîé àëãåáðû B. Ðàññìîòðèì ìåòîä ðåøåíèÿ áóëåâûõ óðàâ-

íåíèé ñ ïàðàìåòðàìè îòíîñèòåëüíî îäíîãî íåèçâåñòíîãî ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðû.

Ïóñòü äàíî ÁÓ p = q è ìíîãî÷ëåíû p è q ñîäåðæàò åäèíñòâåííûé íåèçâåñòíûé

ýëåìåíò x. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî x åñòü ýëåìåíò áóëåâîé ñòðóêòóðû ⟨B, ⊔, ⊓, ′, ⊑, o, ι ⟩
Ìåòîä ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ øàãîâ.

Øàã 1. Ïðèâîäèì äàííîå óðàâíåíèå ê ðàâíîñèëüíîìó óðàâíåíèþ ñ o â ïðàâîé ÷àñòè (÷òî

îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé 5.13).

Øàã 2. Ïðèâîäèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ê ðàâíîñèëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà

(a ⊓ x) ⊔ (b ⊓ x ′) = o,

ãäå a è b � èçâåñòíûå ýëåìåíòû B. Ïîíÿòíî, ÷òî íà äàííîì øàãå íàõîäèòñÿ ðàç-

ëîæåíèå Øåííîíà (ñì. 5.4) ïî ïåðåìåííîé x.

Øàã 3. Çàìåíÿåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó

a ⊓ x = o , b ⊓ x ′ = o .

Øàã 4. Åñëè b ̸⊑ a ′, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ðåøåíèÿ íå èìååò. Èíà÷å (ñì. ñëåäñòâèå èç

òåîðåìû 5.1), ëþáîé x òàêîé, ÷òî

b ⊑ x ⊑ a ′ èëè x = (b ⊔ u) ⊓ a ′ = (a ′ ⊓ u) ⊔ b ,

ãäå u � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò B, åñòü èñêîìîå ðåøåíèå.
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Ïîñëåäíèé øàã îáîñíîâûâàþò ñëåäóþùèå âûêëàäêè. Èìååì

a ⊓ x = 0 ⇔ (a ⊓ x) ⊔ a ′ = a ′ ⇔ (a ⊔ a ′) ⊓ (x ⊔ a ′) = a ′ ⇔

⇔ x ⊔ a ′ = a ′ ⇔ x ⊑ a ′.

Àíàëîãè÷íî b ⊓ x ′ = 0 ⇔ b ⊑ x. Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû äëÿ x ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà B ñëåäóåò èç{
b ⊑ x

x ⊑ a ′ ⇔

{
x = b ⊔ u äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ B
x ⊓ a ′ = x

⇔ x = (b ⊔ u) ⊓ a ′.

Âòîðàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ x ñëåäóåò èç ïåðâîé ïî ìîäóëÿðíîñòè.

Ïðèìåð 5.13. Ðåøèòü áóëåâî óðàâíåíèå x ⊔ c = d.

Øàã 1. x ⊔ c = d ⇔ ((x ⊔ c)′ ⊓ d) ⊔ ((x ⊔ c) ⊓ d ′) = 0.

Øàã 2.

((x ⊔ c)′ ⊓ d) ⊔ ((x ⊔ c) ⊓ d ′) = (x ′ ⊓ c ′ ⊓ d) ⊔ (x ⊓ d ′) ⊔ (c ⊓ d ′) =

= (x ′ ⊓ ⊓c ′ ⊓ d ′) ⊔ (x ⊓ d ′) ⊔ (x ⊓ c ⊓ ⊓d ′) ⊔ (x ′ ⊓ c ⊓ d ′) =

= (x ⊓ (d ′ ⊔ (c ⊓ d ′))) ⊔ (x ′ ⊓ ((c ′ ⊓ d) ⊔ (c ⊓ d ′))) = o .

Øàã 3. Èìååì d ′ ⊓ x = 0 , (c ′d ⊔ cd ′) ⊓ x ′ = 0.

Øàã 4. Èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå åñëè è òîëüêî åñëè (c ′ ⊓ d) ⊔ (c ⊓ d ′) ⊑ d.
Ïîêàæåì, ÷òî äàííîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî c ⊑ d:

((c ′ ⊓ d) ⊔ (c ⊓ d ′)) ⊑ d ⇔ (c ′ ⊓ d) ⊔ (c ⊓ d ′) ⊔ d = d ⇔
⇔ d ⊔ (c ⊓ d ′) = d ⇔ (d ⊔ (c ⊓ d ′)) ⊓ c = d ⊓ c ⇔

⇔ (c ⊓ d) ⊔ (c ⊓ d ′) = d ⊓ c ⇔ c = c ⊓ d ⇔ c ⊑ d .

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ �

x = (c ′ ⊓ d) ⊔ (c ⊓ d ′) ⊔ u) ⊓ d = (c ′ ⊓ d) ⊔ (u ⊓ d) = d ⊓ (c ′ ⊔ u) ,

ãäå u � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò áóëåâîé ñòðóêòóðû, íà êîòîðîé çàäàíî ðàññìàòðè-
âàåìîå óðàâíåíèå.
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Ãëàâà 6

Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

Òåîðèÿ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð óæå îêàçûâàåò è, íóæíî îæèäàòü, â

áëèæàéøåå äåñÿòèëåòèÿ áóäåò îêàçûâàòü âñ¼ âîçðàñòàþùåå âëèÿíèå

íà ðàçâèòèå âñåé îáùåé àëãåáðû.

À.Ã. Êóðîø. Êóðñ îáùåé àëãåáðû.

Êàê óêàçûâàëîñü â ïðåäèñëîâèè, äàííàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé, ê ìàòåðèàëó

êîòîðîé ìîæíî îáðàùàòüñÿ, êîãäà èìååòñÿ íåîáõîäèìîñòü óãëóáë¼ííîãî îáùåãî ðàññìîò-

ðåíèÿ âûøåîïèñàííûõ êîíñòðóêöèé è âîâëå÷åíèÿ èõ â áîëåå øèðîêèé àëãåáðàè÷åñêèé

êîíòåêñò.

6.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ìîäåëè è àëãåáðû

Ìû óæå ïîëüçîâàëèñü îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè � ïîíÿ-

òèåì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (ÀÑ). Íåôîðìàëüíî, ÀÑ � ìíîæåñòâî ñ îïðåäåë¼ííûìè íà

í¼ì îïåðàöèÿìè è îòíîøåíèÿìè. Äëÿ ôîðìàëüíîãî çàäàíèÿ ÀÑ A îïðåäåëèì ñîñòàâëÿ-

þùèå å¼ ýëåìåíòû.

Ïóñòü Op è Rel � íåêîòîðûå íåïóñòûå îäíîâðåìåííî è íå èìåþùèå îáùèõ ýëåìåí-

òîâ ñîâîêóïíîñòè ñèìâîëîâ ïðîèçâîëüíûõ îïåðàöèé è îòíîøåíèé ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè

îáà óêàçàííûå ìíîæåñòâà êîíå÷íû, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàçû-

âàåòñÿ ÀÑ êîíå÷íîãî òèïà. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ñèñòåìû. Ìîùíîñòè

ìíîæåñòâ Op è Rel îáîçíà÷èì N è M ñîîòâåòñòâåííî.

(Àáñòðàêòíàÿ) ñèãíàòóðà σ åñòü óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ⟨Op, Rel ⟩, ñèìâîëè÷åñêè
σ = sgntA. Åñëè Rel = ∅, òî ÀÑ íàçûâàþò (óíèâåðñàëüíîé) àëãåáðîé, à åñëè Op = ∅ �

òî ðåëÿöèîííîé ñèñòåìîé èëè ìîäåëüþ.

Êàæäîìó ýëåìåíòó fi ∈ Op ñîïîñòàâëåíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî ni > 0, i = 1, N , à

ýëåìåíòó rj ∈ Rel � öåëîå ÷èñëî mj > 0, j = 1, M , âûðàæàþùåå ¾ìåñòíîñòü¿ èëè

¾àðíîñòü¿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëüíîãî èëè ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàöèè ñ íåíóëåâûìè àðíîñòÿìè èìåþò íîìåðà ñ 1 ïî N ′ 6 N .

Ìåñòíîñòè ñèãíàòóðíûõ ñèìâîëîâ çàïèñûâàþò â âèäå êîðòåæà

τ = ⟨n1, . . . , nN ′ ; m1, . . . , mM ; 0, . . . , 0 ⟩ ,

êîòîðûé íàçûâàþò òèïîì ÀÑ. Åñëè îãîâàðèâàþò, ÷òî çàäàåòñÿ àëãåáðà èëè ìîäåëü, òî

èõ òèïû çàïèñûâàþò, ïåðå÷èñëÿÿ àðíîñòè ëèøü ýëåìåíòîâ èç Op èëè, ñîîòâåòñòâåííî,

èç Rel.

Ïðè çàäàíèè òèïà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àðíîñòåé n1, . . . , nN ′ è m1, . . . , mM ïðèíÿ-

òî óïîðÿäî÷èâàòü òàê, ÷òîáû îíè îêàçàëèñü íåâîçðàñòàþùèìè. Çàäàâàÿ ñèãíàòóðó, å¼
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ýëåìåíòû ïåðå÷èñëÿþò â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííîé óïîðÿäî÷åííîñòüþ. Åñëè íåîáõî-

äèìî ÿâíî óêàçûâàòü àðíîñòè ýëåìåíòîâ, èõ çàïèñûâàþò â êà÷åñòâå âåðõíèõ èíäåêñîâ:

fni
i , i = 1, N ′, r

mj

j , j = 1, M .

Ðàññìîòðèì òåïåðü íå èìåþùåå îáùèõ ýëåìåíòîâ ñ Op è Rel íåïóñòîå ìíîæåñòâî

A. Îíî áóäåò íàçûâàòüñÿ íîñèòåëåì èëè îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ÀÑ A, ñèìâîëè÷åñêè

A = SuppA. Åñëè A � êîíå÷íî, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ

êîíå÷íîé.

Ñîâîêóïíîñòè âñåõ îïåðàöèé è îòíîøåíèé, êîòîðûå ìîæíî îïðåäåëèòü íà A áóäåì

îáîçíà÷àòü OpA è RelA ñîîòâåòñòâåííî. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî � î÷åíü ìîùíûå ìíîæåñòâà,

ñîñòîÿùèå èç áîëüøîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, äàæå åñëè A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåáîëüøîé

ìîùíîñòè.

Îïðåäåëèì äàëåå ïîíÿòèå èíòåðïðåòàöèè äàííîé àáñòðàêòíîé ñèãíàòóðû. Èíòåðïðå-

òàöèÿ ω åñòü ïàðà ôóíêöèé ⟨ω1, ω2 ⟩,

ω1 : Op→ OpA è ω2 : Rel → RelA,

ñîïîñòàâëÿþùèõ êàæäîìó ñèìâîëó èç Op è Rel ñîîòâåòñòâåííî êîíêðåòíûå îïåðàöèè

èëè îòíîøåíèÿ íà A òîé æå àðíîñòè.

Îêîí÷àòåëüíî, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A åñòü ïÿò¼ðêà

A = ⟨A, Op, Rel, ω1, ω2 ⟩ .

Îáðàçàìè èíòåðïðåòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé OpA ⊆ OpA è ïðåäèêà-

òîâ Rel A ⊆ RelA íà ìíîæåñòâå A. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñ îäèíàêîâûìè àáñòðàêò-

íûìè ñèãíàòóðàìè íàçûâàþò îäíîòèïíûìè. Îäíîòèïíûå ÀÑ ðàçëè÷àþòñÿ íîñèòåëÿìè è

èíòåðïðåòàöèÿìè. Îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ îäíîòèïíûõ ÀÑ, ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçàìè ðàçíûõ

èíòåðïðåòàöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû íàçûâàþò îäíîèì¼ííûìè.

Ïðè ðàáîòå ñ êîíêðåòíûìè ÀÑ èõ çàïèñûâàþò êîðî÷å, ëèáî â îáùåì âèäå êàê

A = ⟨A, OpA, Rel A ⟩,

ëèáî ïåðå÷èñëåíèåì êîíêðåòíûõ îïåðàöèé è îòíîøåíèé

A = ⟨A, fn1
1 , . . . , f

nN′
N ′ , r

m1
1 , . . . , rmM

M , 0, . . . , 0 ⟩.

Ýëåìåíòû OpA íåíóëåâîé àðíîñòè íàçûâàþò ãëàâíûìè îïåðàöèÿìè, ýëåìåíòû Rel A �

ãëàâíûìè îòíîøåíèÿìè, à ýëåìåíòû OpA íóëåâîé àðíîñòè � ãëàâíûìè ýëåìåíòàìè

ÀÑ. Ýëåìåíò íîñèòåëÿ A, îòìå÷àåìûé íóëüàðíîé îïåðàöèåé f 0
i áóäåì îáîçíà÷àòü f 0

i (A
0),

îïóñêàÿ, âîçìîæíî âåðõíèé è íèæíèé èíäåêñû ó ñèìâîëà ôóíêöèè. Ïàðó ⟨OpA, Rel A ⟩
áóäåì íàçûâàòü ñèãíàòóðîé íà ìíîæåñòâå A è îáîçíà÷àòü σA.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì [41].

Ïðèìåð 6.1. Äëÿ ñèãíàòóðû σ = ⟨ f1, f2, f3, r1, c1, c2 ⟩ òèïà ⟨ 2, 2, 1; 2; 0, 0 ⟩ ïîñòðîèì
ðàçëè÷íûå îäíîòèïíûå ÀÑ, âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå íîñèòåëè è ïî-ðàçíîìó çàäàâàÿ èíòåð-
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ïðåòàöèþ ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû σ.

A1: suppA1 = N0, à ýëåìåíòû ñèãíàòóðû èíòåðïðåòèðóþòñÿ (ñ ïåðåõîäîì ê èíôåêñíîé
çàïèñè) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f1 7→ +, f2 7→ ·, f3(n) = n+ 1, r 7→6, c1 7→ 0, c2 7→ 1.

ßñíî, ÷òî òàêàÿ ÀÑ îïèñûâàåò àðèôìåòèêó íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.

A2: suppA2 = suppA1, íî ñèãíàòóðíûå ñèìâîëû èíòåðïðåòèðóþòñÿ ïî-äðóãîìó:

f1 7→ 0, f2(m,n) = mn , f3(n) = 2n,

r(m,n) 7→ m è n âçàèìíî ïðîñòû, c1 7→ 1, c2 7→ 1.

Ýòà ýêçîòè÷íàÿ ÀÑ íå èìååò ñïåöèàëüíîãî íàçâàíèÿ.

A3: suppA3 = P(A). Ñèãíàòóðíûå ñèìâîëû áóäåì òðàêòîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f1 7→ ∪ , f2 7→ ∩ , f3 7→ − , r 7→ ⊆ , c1 7→ ∅ , c2 7→ A.

ßñíî, ÷òî ìû ïîëó÷èëè òîòàëüíóþ áóëåâó ñòðóêòóðó ìíîæåñòâ.

A4: Íîñèòåëü ÀÑ A4 åñòü ìíîæåñòâî V âñåõ âåêòîðîâ x⃗ òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à
ñèãíàòóðíûå ñèìâîëû èíòåðïðåòèðóþòñÿ òàê:

f1(⃗a, b⃗) = a⃗+ b⃗ , f2(⃗a, b⃗) = a⃗× b⃗ , f3(⃗a) = −a⃗
r(⃗a, b⃗) 7→ ¾âåêòîð a⃗ êîëëèíåàðåí âåêòîðó b⃗¿ , c1, c2 7→ 0⃗.

Äî ëèíåéíîãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ýòîé ÀÑ íåäîñòà¼ò òðåáîâàíèÿ âîçìîæíî-
ñòè óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ èç V íà ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ïîëÿ ñ âûïîëíåíèåì çàêîíîâ
óíèòàëüíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè (ñì. ñ. 215).

Îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ âî âñåõ ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðàõ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèãíàòóð-
íûì ñèìâîëàì f1, f2, f3 è r1 áóäóò îäíîèì¼ííûìè. Âåçäå ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ââåäåí-
íûå îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ èìåþò îáû÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû êîíêðåòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ðàçëè÷íîé ñèãíàòóðû.

Ïðèìåð 6.2. 1. AC ⟨A, f ⟩, ãäå f � îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå A íàçûâà-
åòñÿ óíàðîì.

2. Ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ⟨R, +, ·, −, 0, 1 ⟩ åñòü àëãåáðà òèïà ⟨ 2, 2, 1, 0, 0 ⟩. Çà-
ìåòèì, ÷òî êîðòåæ ⟨+, ·, −, −1, 0, 1 ⟩ íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ñèãíàòóðó ïîëÿ,
ò.ê. îïåðàöèÿ −1 íå îïðåäåëåíà äëÿ íóëÿ.

Êîëüöî K ñ åäèíèöåé åñòü àëãåáðà ñèãíàòóðû σ = ⟨ ·, +, −, 0, 1 ⟩ òèïà
⟨ 2, 2, 1, 0, 0 ⟩.
Ãðóïïà åñòü àëãåáðà òèïà ⟨ 2, 1, 0 ⟩ ñèãíàòóðû σ = ⟨ ◦, −1, e ⟩.

3. ×àñòè÷íî ïðåäóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ⟨P, ≤⟩, ãäå ≤ � ñèìâîë ïðåäïîðÿäêà
åñòü ìîäåëü òèïà ⟨ 2 ⟩.

4. Åñëè îäíà ÀÑ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé óäàëåíèåì íåêîòîðûõ îïåðàöèé, îò-
íîøåíèé èëè êîíñòàíò, òî ïåðâàÿ ÀÑ íàçûâàåòñÿ ðåäóêòîì âòîðîé. Ïîëóãðóïïà Òóý
åñòü ÀÑ ñ ñèãíàòóðîé ⟨ ◦, −1, ⊑, △⟩ òèïà ⟨2, 1, 2, 0⟩. Äëÿ íå¼ ðåäóêòû, çàäàâàåìûå
ñèãíàòóðàìè ⟨◦, −1, △⟩ è ⟨⊑ ⟩, ñóòü ìîíîèä è ÷. ó. ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè
îïåðàöèÿ ◦ îáåñïå÷èâàåò òàêæå è ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ, òî ïðèõî-
äèì ê ïîíÿòèþ óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïû. Ïðè ýòîì, åñëè îòíîøåíèå ⊑ çàäà¼ò öåïü,
òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé. Ïðèìåðîì òàêîé
ãðóïïû áóäåò ñòðóêòóðà ⟨R, +, −, 6, 0 ⟩.
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Âî âñåõ ïðèâåä¼ííûõ âûøå ïðèìåðàõ ñ÷èòàëîñü, ÷òî ïðèâåä¼ííûå îïåðàöèè è îò-

íîøåíèÿ îáëàäàþò èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè ñâîéñòâà íåîáõîäèìî

çàäàâàòü.

Ïðèìåð 6.3. Îïèøåì çäåñü êðàòêî îäíî îáîáùåíèå áóëåâîé àëãåáðû, íàçûâàåìîå MV-
àëãåáðîé (îò àíãë. multi-valued � ìíîãîçíà÷íàÿ).

MV-àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M , ñîäåðæàùåå ïî êðàéíåé ìåðå ýëåìåíò � o
(íóëü), ñ çàäàííûìè íà í¼ì áèíàðíîé îïåðàöèåé ⊕ (ñëîæåíèÿ) è óíàðíîé îïåðàöèåé ¬
(äîïîëíåíèÿ). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ x, y è z èç M âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

x⊕ y = y ⊕ x ,
x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z ,
x⊕ o = x ,

¬¬x = x ,

x⊕ ¬o = ¬o
¬(¬x⊕ y)⊕ y = ¬(¬y ⊕ x)⊕ x .

MV-àëãåáðà, òàêèì îáðàçîì, åñòü ÀÑ ⟨A, ⊕, ¬, o ⟩. Ïåðâûå òðè àêñèîìû óêàçûâàþò,
÷òî å¼ ðåäóêò ⟨A, ⊕, o ⟩ � êîììóòàòèâíûé ìîíîèä. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ MV-àëãåáð
âêëþ÷àþò â ñåáÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîäìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ àëãåáð.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû MV-àëãåáð.

� Òðèâèàëüíàÿ MV-àëãåáðà ñ åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì o è îïåðàöèÿìè o ⊕ o = o,
¬o = o.

� Èíòåðâàë äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë [ 0, 1 ] â êîòîðîì ñ÷èòàåòñÿ o = 0 è ñ îïåðàöèÿìè
x⊕ y = min {x+ y, 1} è ¬x = 1− x. Â íå÷¼òêîé ëîãèêå ýòà MV-àëãåáðà íàçûâàþò
ñòàíäàðòíîé, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ëîãèêè Ëóêàñåâè÷à.

� Äâóçíà÷íàÿ àëãåáðà ëîãèêè 2, â êîòîðîé ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò ⊕, à äîïîëíå-
íèå � ¬.

� n + 1 -ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî âèäà { 0, 1/n, 2/n, . . . , −1/n, 1 } äëÿ íåêîòîðîãî íà-
òóðàëüíîãî n ñ îïåðàöèÿìè, êàê ó âûøåîïðåäåë¼ííîé ñòàíäàðòíîé MV-àëãåáðû.

Ñîâîêóïíîñòü ÀÑ ôèêñèðîâàííîé ñèãíàòóðû íàçûâàåòñÿ êëàññîì àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-

ñòåì. Êëàññ M ÀÑ ñèãíàòóðû σ íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

Σ òîæäåñòâ ñèãíàòóðû σ òàêîå, ÷òî ÀÑ ñèãíàòóðû σ ïðèíàäëåæèò êëàññó M åñëè è

òîëüêî åñëè â íåé âûïîëíÿþòñÿ âñå òîæäåñòâà Σ. Ñîâîêóïíîñòü òîæäåñòâ Σ íàçûâàþò

àêñèîìàòèêîé äàííîãî êëàññà.

Ïðèìåð 6.4. 1. Áóëåâû àëãåáðû � ìíîãîîáðàçèå ñèãíàòóðû ⟨ ⊔, ⊓, ′, o, ι ⟩ òèïà
⟨ 2, 2, 1, 0, 0 ⟩, îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé àêñèîì, ïðèâåä¼ííîé â îïðåäåëåíèè 1.1.

2. Ïîëóãðóïïû � ýòî ìíîãîîáðàçèÿ ñèãíàòóðû, ñîñòîÿùåé èç åäèíñòâåííîé áèíàðíîé
îïåðàöèè ◦, óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâó (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z).

3. Àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûå êîëüöà ñ åäèíèöåé � ýòî ìíîãîîáðàçèÿ ñèãíàòóðû
⟨+, ·, −, 0, 1 ⟩ òèïà ⟨ 2, 2, 1, 0, 0 ⟩, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì òîæäåñòâàì Σ
(çíàê · îïóñêàåì):

(x+ y) + z = x+ (y + z); x+ 0 = 0 + x = x;
x+ (−x) = 0; x+ y = y + x;
(x+ y)z = xz + yz; x(y + z) = xy + xz;
(xy)z = x(yz); x1 = 1x = x;
xy = yx.
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4. MV-àëãåáðû åñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñèãíàòóðû ⟨⊕, ¬, o ⟩ òèïà ⟨ 2, 1, 0 ⟩, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå òîæäåñòâàì, óêàçàííûì â ïðèìåðå 6.3.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíîé àëãåáðå ìîæíî ñîïîñòàâèòü àäåêâàòíóþ åé ìîäåëü, åñëè

êàæäóþ n-ìåñòíóþ îïåðàöèþ fn çàìåíèòü íà òàêîå (n+1)-ìåñòíîå îòíîøåíèå rn+1, ÷òî

rn+1(x1, . . . , xn, y) ⇔ fn(x, . . . , xn) = y. Òàêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëÿþùåé.

Ïðèìåð 6.5. Ïóñòü çàäàíà ãðóïïà ⟨Z, +, −, 0 ⟩. Åñëè

r31(m, n, k) ≡ (m+ n = k), r22(m, n) ≡ (m = −n), r13(n) ≡ (n = 0),

òî ⟨Z, r31, r22, r13 ⟩ áóäåò ïðåäñòàâëÿþùåé ìîäåëüþ äëÿ äàííîé ãðóïïû.

6.2 Ïîäñèñòåìû. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ÀÑ

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ

f : Xn → X, åñëè f(x1, . . . , xn) ∈ X. Ïóñòü A = ⟨A, OpA, Rel A ⟩ � àëãåáðàè÷åñêàÿ

ñèñòåìà è ∅ ̸= B ⊆ A. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî B óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé èç

OpA, åñëè îíî óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñóæåíèé íà B êàæäîé îïåðàöèè èç OpA.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü A = ⟨A, OpA, Rel A ⟩ � ÀÑ, ∅ ̸= B ⊆ A, à OpB è
Rel B � ñîâîêóïíîñòè ñóæåíèé íà B îïåðàöèé èç OpA è îòíîøåíèé èç Rel A ñîîò-
âåòñòâåííî. Åñëè ìíîæåñòâî B óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàöèé èç OpA, òî ÀÑ
B = ⟨B, OpB, Rel B ⟩ íàçûâàåòñÿ ïîäñèñòåìîé A (ñèìâîëè÷åñêè B 6 A ).

Ïîäñèñòåìó àëãåáðû íàçûâàþò ïîäàëãåáðîé, à ïîäñèñòåìó ìîäåëè � ïîäìîäåëüþ. Åñëè
B ⊂ A, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäñèñòåìó íàçûâàþò ñîáñòâåííîé (ñèìâîëè÷åñêè B < A ).

ßñíî, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî íîñèòåëÿ îïðåäåëÿåò ïîäìîäåëü, íî íå ëþáîå � ïîäàë-

ãåáðó. Äëÿ ïîñëåäíåãî òðåáóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïîäìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàöèé

ñèãíàòóðû, â òîì ÷èñëå è íóëüàðíûõ, ò.å. ïîäñèñòåìà äîëæíà ñîäåðæàòü âñå ãëàâíûå ýëå-

ìåíòû èñõîäíîé ñèñòåìû, åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ.

Ïðèìåð 6.6. 1. Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë åñòü ïîäàëãåáðà ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
(ñì. ïðèìåð 6.2).

2. Åñëè ìíîæåñòâî A � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà B, òî àëãåáðà ìíîæåñòâ
P(A) íå ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé P(B), ïîñêîëüêó òàêîå ñóæåíèå íå ñîõðàíÿåò â P(A)
åäèíèöó B èç P(B).

3. Ïóñòü F � ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèðóåìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé. Òîãäà óíàð
⟨F, d

dx
⟩, ãäå d

dx
� îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, åñòü àëãåáðà. Ìíîæåñòâî ïîëèíî-

ìèàëüíûõ ôóíêöèé áóäåò å¼ ïîäàëãåáðîé.

Çàìåòèì, ÷òî ÀÑ, íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé, íàçûâàþò ôóíê-
öèîíàëüíîé ñèñòåìîé.

4. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n óíàð ⟨Z, + ⟩ ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó ⟨nZ, + ⟩.
5. Ïîäàëãåáðàìè öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Z6 = ⟨ { 0, 1, . . . , 5 }, +6 ⟩ áóäóò ïîäãðóïïû
{ 0 } = E, { 0, 3 } ∼= Z2, { 0, 2, 4 } ∼= Z3 è ñàìà Z6.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäñèñòåì ÀÑ A áóäåì îáîçíà÷àòü Sub A. ßñíî, ÷òî ýòî ÷. ó. ìíî-

æåñòâî, óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ (íîñèòåëåé ïîäñèñòåì).
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Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü A � ÀÑ, I � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è {Ai}i∈I �
íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü å¼ ïîäñèñòåì. Òîãäà

∩
i∈I Ai ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïîä-

ñèñòåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå íîñèòåëåé âñåõ ïîäñèñòåì, åñëè

îíî íå ïóñòî, óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàöèé ëþáîé ïîäñèñòåìû. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè ÀÑ A èìååò ãëàâíûå ýëåìåíòû, òî ïåðåñå÷åíèå âñåõ å¼ ïîäñèñòåì
íåïóñòî.

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ãëàâíûõ
ýëåìåíòîâ ÀÑ A ëþáîé å¼ ïîäñèñòåìå.

Íàèìåíüøóþ ïîäñèñòåìó ÀÑ, â ñëó÷àå å¼ ñóùåñòâîâàíèÿ, íàçûâàþò å¼ ãëàâíîé ïîäñè-

ñòåìîé. Íàïðèìåð, êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ⟨Z, +, ·, 0 ⟩ è ÷. ó. ìíîæåñòâî ⟨Z, 6 ⟩ íàèìåíü-
øèõ ïîäñèñòåì, î÷åâèäíî, íå èìåþò.

Ïóñòü äàíà ÀÑ A = ⟨A, OpA, Rel A ⟩ è B ⊆ A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B = [B ] ïåðåñå÷å-

íèå âñåõ ïîäñèñòåì èç Sub A, ñîäåðæàùèõ B. B íàçûâàþò ïîäñèñòåìîé, ïîðîæä¼ííîé

ìíîæåñòâîì B, à ýëåìåíòû B � ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè. ÀÑ B ìû òàêæå áóäåì

çàïèñûâàòü äëÿ ïðîñòîòû â âèäå B = ⟨ [B], OpA, Rel A ⟩, ïîäðàçóìåâàÿ çäåñü ïîä OpA

è Rel A ñîîòâåòñòâóþùèå ñóæåíèÿ îïåðàöèé è îòíîøåíèé. Åñëè B � êîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî, òî B åñòü êîíå÷íîïîðîæä¼ííàÿ ñèñòåìà. Ïðè B = {b}, òî âìåñòî [ {b} ] ïèøóò
[ b ].

Ïðèìåð 6.7. 1. Ïîäêîëüöî ÷¼òíûõ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì 2.

2. Ïóñòü A = ⟨ {a1, a1, . . . , an}, f ⟩ � óíàð, ãäå f(ai) = ai+1 äëÿ i = 1, 2, . . . , n− 1
è f(an) = a0. Òîãäà A ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ýëåìåíòîì ñâîåãî íîñèòåëÿ.

3. ⟨N, + ⟩ = [1].

4. ÀÑ ⟨N, · ⟩ íå åñòü êîíå÷íîïîðîæä¼ííàÿ àëãåáðà.

Èòàê, íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ïîäñèñòåì ÀÑ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ å¼ ïîäñèñòåìîé. Ïîýòîìó

÷àñòî äëÿ óäîáñòâà ðàññìàòðèâàþò ïóñòóþ ÀÑ � ñ ïóñòûì íîñèòåëåì è ïóñòîé ñèãíàòó-

ðîé, è òîãäà ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ ïîäñèñòåì ÀÑ áóäåò ïîäñèñòåìîé.

Îáúåäèíåíèå ïîäñèñòåì ÀÑ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîäñèñòåìîé íå ÿâëÿåòñÿ, ÷òî ïîêàçûâàåò

íèæåñëåäóþùèé

Ïðèìåð 6.8. ⟨nZ, + ⟩ è ⟨mZ, + ⟩ ïðè ëþáûõ öåëûõ n è m ñóòü ïîäñèñòåìû ⟨Z, + ⟩,
îäíàêî ïðè íåêðàòíûõ äðóã äðóãó n è m ìíîæåñòâî nZ∪mZ íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ
ê ñëîæåíèþ, è â ýòîì ñëó÷àå ⟨nZ ∪ mZ, + ⟩ äàæå íå åñòü ÀÑ. Íàïðèìåð, ïðè n = 6 è
m = 10 ìíîæåñòâî { 0, ±6, ±10, ±12, ±20, . . . } íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà 4 = 10− 6.

Íèæå ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå, êîãäà îáúåäèíåíèå ïîäñèñòåì áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîäñè-

ñòåìîé.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ñîâîêóïíîñòü S ïîäìíîæåñòâ A íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé, åñëè ëþáîå
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåíòå S.

Ïðèìåðîì ëîêàëüíîé ïîäñèñòåìû ìíîæåñòâà R ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü èíòåðâàëîâ

âèäà (−n, n), n ∈ N.
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Òåîðåìà 6.2 (îá îáúåäèíåíèè ïîäñèñòåì ÀÑ). Ïóñòü A = ⟨A, OpA, Rel A ⟩ �
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà è {Ai ⊆ A | i ∈ I} � ëîêàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ å¼
íîñèòåëÿ A. Òîãäà ⟨

∪
i∈I Ai, OpA, Rel A ⟩ 6 A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîêàçàòü óñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà U =
∪
i∈I Ai îòíîñèòåëüíî îïå-

ðàöèé èç OpA. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ n-ìåñòíóþ îïåðàöèþ f èç OpA. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî íàáîðà (a1, . . . , an) = a èìååì: ñ îäíîé ñòîðîíû, a ∈ U , à ñ äðóãîé � íàéäåòñÿ

òàêîå ìíîæåñòâî Ai ⊆ U , ÷òî {a∪f(a)} ∈ Ai, ÷òî îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü U îòíîñèòåëüíî

f . �

Òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâîñòü íà îáúåäèíåíèè ýëåìåíòîâ ëîêàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñëå-

äóåò èç òîãî, ÷òî îïåðàöèè îïðåäåëåíû íàä êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì àðãóìåíòîâ.

Âûøå ìû îòìå÷àëè, ÷òî ñîâîêóïíîñòü Sub A âñåõ ïîäñèñòåì ÀÑ A åñòü ÷. ó. ìíî-

æåñòâî. Áîëåå òîãî, îíî ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åíî, åñëè äëÿ ÀÑ áåç ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ

ïóñòîå ìíîæåñòâî ñ÷èòàòü óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ îïåðàöèé. Òîãäà ïå-

ðåñå÷åíèå ïîäñèñòåì âñåãäà åñòü ïîäñèñòåìà (âîçìîæíî ïóñòàÿ), è äëÿ A1, A2 ∈ A ìîæíî

ïîëîæèòü inf {A1, A2 } = A1∩A2. Ïîëîæèì sup {A1, A2 } = [A1∪A2 ]. Ïîñêîëüêó êîëü-

öî ìíîæåñòâ � ïîëíàÿ ðåø¼òêà, òî è Sub A îêàçûâàåòñÿ ïîëíîé ðåø¼òêîé (ñì. ñ. 133).

Ïðèìåð 6.9. Ïðîäîëæàÿ ðàññìîòðåíèå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà óêàæåì, ÷òî íàèìåíü-
øåé ïîäñèñòåìîé ÀÑ ⟨Z, + ⟩, ñîäåðæàùåé å¼ ïîäñèñòåìû ⟨nZ, + ⟩ è ⟨mZ, + ⟩ áóäåò
⟨ [m ∧ n ], + ⟩. Íàïðèìåð, äëÿ ⟨ 6Z, + ⟩ è ⟨ 10Z, + ⟩ ýòî ⟨ 2Z, + ⟩.

Äëÿ äâóõ îäíîòèïíûõ ÀÑ A1 è A2 àáñòðàêòíîé ñèãíàòóðû σ ñ íîñèòåëÿìè A1 è A2

ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå A = A1 × A2, òàêæå ÿâëÿþùååñÿ ÀÑ.

Ñèãíàòóðà ÀÑ A áóäåò ñîñòîÿòü èç òàêîãî æå ÷èñëà òåõ æå ñèìâîëîâ îïåðàöèé è îòíî-

øåíèé, ÷òî è σ, íî èõ ìåñòíîñòè óäâàèâàþòñÿ. Ïóñòü f1 è f2 � îäíîèì¼ííûå îïåðàöèè,

à r1 è r2 � îäíîèì¼ííûå îòíîøåíèÿ èç A1 è A2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì

îïåðàöèÿ f× è îòíîøåíèå r× â ÀÑ A1 × A2 îïðåäåëÿþòñÿ êàê

f×(a, b) = ( f1(a), f2(b) ) è r×(a, b) = r1(a) N r2(b) .

Çäåñü a è b � ïðîèçâîëüíûå íàáîðû ýëåìåíòîâ èç A1 è A2 ñîîòâåòñòâåííî äëèíû n

(äëÿ îïåðàöèé) èëè m (äëÿ îòíîøåíèé). Åñëè c1 è c2 � ãëàâíûå îäíîèì¼ííûå ýëåìåíòû

èç A1 è A2 ñîîòâåòñòâåííî, òî

c× = (c1, c2)

� ãëàâíûé ýëåìåíò èç A1 × A2.

Ïðèìåð 6.10. 1. ⟨Z2, +⟩ × ⟨Z3, +⟩ ñîñòîèò èç øåñòè ýëåìåíòîâ (0, 0), (0, 1), (0, 2),
(1, 0), (1, 1), (1, 2). Ïðè ýòîì, íàïðèìåð, (1, 1) + (1, 1) = (0, 2).

2. Ðàññìîòðèì äâå îäíîòèïíûå ÀÑ ñèãíàòóðû ⟨ 2, 2, 0 ⟩: A = ⟨ {0, 1, 2}, +3, 6, 0 ⟩
è B = ⟨ {0, 1}, max, <, 1 ⟩, ãäå max � îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ìàêñèìàëüíîãî èç äâóõ
÷èñåë, à îòíîøåíèÿ 6 è < ïîíèìàþòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå. Òîãäà

A×B = ⟨ { (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (2, 0), (2, 1) }, ∗, ≤, (0, 1) ⟩ ,
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ãäå áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ∗ è îòíîøåíèå ≤ îïðåäåëåíû êàê

(a1, b1) ∗ (a2, b2) = ( (a1 +3 a2), max {b1, b2} ) ,
(a1, b1) ≤ (a2, b2) = (a1 6 a2) N (b1 < b2) ,

ãäå a1, a2 ∈ {0, 1, 2}, b1, b2 ∈ {0, 1}, à (0, 1) � åäèíèöà ÀÑ A×B.

3. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå áóëåâûõ àëãåáð åñòü áóëåâà àëãåáðà.

ßñíî, ÷òî îïðåäåëåíî è ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà îäíîòèïíûõ

ñèñòåì. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå k ÀÑ A îáîçíà÷àþò Ak.

6.3 Ãîìîìîðôèçìû ÀÑ

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïóñòü ⟨A, OpA, Rel A ⟩ è ⟨B, OpB, Rel B ⟩ � äâå îäíîòèïíûå ÀÑ,
à f ∈ OpA è f ′ ∈ OpB � ïàðà îäíîèì¼ííûõ îïåðàöèé ìåñòíîñòè n. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî
îòîáðàæåíèå φ : A→ B ñîãëàñîâàííî ñ äàííûìè îïåðàöèÿìè, åñëè

φ(f(a1, . . . , an)) = f ′(φ(a1), . . . , φ(an)) è φ(f(A0)) = f ′(φ(A0)) (6.1)

äëÿ n > 0 è ïðè ïðîèçâîëüíûõ a1, . . . , an ∈ A è n = 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 6.11. Äëÿ àëãåáð ⟨Rr{0}, · ⟩ è ⟨R, + ⟩ îòîáðàæåíèå φa(x) = loga |x| ïðè ëþáîì
äåéñòâèòåëüíîì a > 0, a ̸= 1 ñîãëàñîâàííî ñ îïåðàöèÿìè · è + äàííûõ ÀÑ.

Åñëè îòîáðàæåíèå φ îêàæåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ñî âñåìè ïàðàìè îäíîèì¼ííûõ îïåðà-

öèé äâóõ ÀÑ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî φ ñîãëàñîâàííî ñ îïåðàöèÿìè ýòèõ ÀÑ.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ïóñòü ⟨A, OpA, Rel A ⟩ è ⟨B, OpB, Rel B ⟩ � äâå îäíîòèïíûå ÀÑ,
à r ∈ Rel A è r ′ ∈ Rel B � ïàðà îäíîèì¼ííûõ îòíîøåíèé àðíîñòè m. Òîãäà ãîâîðÿò,
÷òî îòîáðàæåíèå φ : A→ B ñîîòâåòñòâåííî

1) ñîãëàñîâàííî ñ äàííûìè îòíîøåíèÿìè, åñëè

r(a1, . . . , am)
�� r ′(φ(a1), . . . , φ(am)) ; (6.2)

2) ñèëüíî ñîãëàñîâàííî ñ äàííûìè îòíîøåíèÿìè, åñëè

r ′(φ(a1), . . . , φ(am)) ⇒
⇒ ∃

A
x1, . . . , xm

[ (
φ(ak) = φ(xk), k = 1,m

) N r(x1, . . . , xm)
]
; (6.3)

3) ïîëíîñòüþ (èëè òîæäåñòâåííî) ñîãëàñîâàííî ñ äàííûìè îòíîøåíèÿìè, åñëè

r(a1, . . . , am) ≡ r ′(φ(a1), . . . , φ(am)) .

Åñëè îòîáðàæåíèå φ îêàæåòñÿ (ñèëüíî, òîæäåñòâåííî) ñîãëàñîâàííûì ñî âñåìè ïàðà-

ìè îäíîèì¼ííûõ îòíîøåíèé äâóõ ÀÑ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî φ (ñèëüíî, òîæäåñòâåííî)

ñîãëàñîâàííî ñ îòíîøåíèÿìè ýòèõ îäíîòèïíûõ ÀÑ.

Ïðèìåð 6.12. Ðàññìîòðèì äâå ìîäåëè òèïà ⟨ 1 ⟩: ⟨ {a1, a2}, r ⟩ è ⟨ {b}, r ′ ⟩. Îòîáðàæåíèå
φ èç A íà B (åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâàìè φ(a1) = φ(a2) = b. Ïóñòü
r ′(b) = 1. Òîãäà

1) åñëè r(a1) = r(a2) = 0, òî φ ñîãëàñîâàííî,
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2) åñëè r(a1) = 1 è r(a2) = 0, òî φ ñèëüíî ñîãëàñîâàííî,

3) åñëè r(a1) = r(a2) = 1, òî φ òîæäåñòâåííî ñîãëàñîâàííî

ñ ïàðîé ( r, r ′ ) îäíîèì¼ííûõ îòíîøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé.

Îïðåäåëåíèå 6.5. Ïóñòü A è B � äâå îäíîòèïíûå ÀÑ. Òîãäà îòîáðàæåíèå φ : A→ B,
ñîãëàñîâàííîå ñ îïåðàöèÿìè ýòèõ ÀÑ íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

1) ãîìîìîðôèçìîì èç A â B, åñëè φ ñîãëàñîâàííî;

2) âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì (èëè áèåêòèâíûì) ãîìîìîðôèçìîì ìåæäó A è B, åñëè
φ � áèåêöèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ;

3) ñèëüíûì ãîìîìîðôèçìîì èç A â B, åñëè φ ñèëüíî ñîãëàñîâàííî;

4) èçîìîðôèçìîì ìåæäó A è B, åñëè φ � áèåêöèÿ, ïîëíîñòüþ ñîãëàñîâàííàÿ

ñ îòíîøåíèÿìè ýòèõ ÀÑ.

Âìåñòî òåðìèíà ¾ñèëüíûé¿ äëÿ ãîìîìîðôèçìà èíîãäà óïîòðåáëÿþò òåðìèí ñòðîãèé.

Äëÿ àëãåáð ïîíÿòèå ñèëüíîãî ãîìîìîðôèçìà îòñóòñòâóåò, à âçàèìíî-îäíîçíà÷íûé ãîìî-

ìîðôèçì âñåãäà åñòü èçîìîðôèçì. ÀÑ A è B íàçûâàþò èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

èçîìîðôèçì ìåæäó A è B, ÷òî çàïèñûâàþò êàê A ∼= B.

Ïðèìåð 6.13. 1. Ìîäåëü A = ⟨Z, < ⟩ íå èçîìîðôíà, à ëèøü áèåêòèâíî ãîìîìîðôíà
ìîäåëè B = ⟨ 2Z, 6 ⟩: îòîáðàæåíèå φ(n) = 2n åñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íûé ãîìî-
ìîðôèçì èç A â B. Îí íå ñèëüíûé, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå φ ñîãëàñîâàííî, íî íå
òîæäåñòâåííî ñîãëàñîâàííî ñ îòíîøåíèÿìè < è 6.

2. Äëÿ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ A × B àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì A è B îïðåäåëåíû
îòîáðàæåíèÿ π1(a, b) = a è π2(a, b) = b èç A ×B íà A è B ñîîòâåòñòâåííî.
Èç îïðåäåëåíèÿ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî π1 è π2 ñóòü
ñèëüíûå ãîìîìîðôèçìû.

3. ⟨Z, 6 ⟩ ∼= ⟨ 2Z, 6 ⟩ è Z2
2
∼= V4.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî ñèëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ, êîòîðîå íàì ïî-
íàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì. Ñîîòíîøåíèå (6.3) ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè (â
ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ) ñïðàâåäëèâî r ′(φ(a1), . . . , φ(am)), òî â A íàéäóòñÿ òà-
êèå x1, . . . , xm èç ÿäðà φ ♯(0), ÷òî ñïðàâåäëèâî r(x1, . . . , xm), è, òàêèì îáðàçîì,
r ′(φ(a1), . . . , φ(an))

��r(x1, . . . , xm). Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû ñîõðàíèëè èñòèííîñòü íà
íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ, ñâÿçàííûõ îòíîøåíèåì r ′, ïåðåõîäÿ îò íåãî ê îäíî-
èìåííîìó îòíîøåíèþ r �ïðè äâèæåíèè ïðîòèâ îòîáðàæåíèÿ φ�.

Òî, ÷òî φ � ãîìîìîðôèçì èç A â B çàïèñûâàþò êàê φ ∈ Hom(A, B). Ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ãîìîìîðôíûå êàê îáðàç, òàê è ïðîîáðàç ïîäñèñòåì ÀÑ òàêæå

ñóòü ïîäñèñòåìû (ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì).

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü A = ⟨A, OpA, Rel A ⟩ , B = ⟨B, OpB, Rel B ⟩ � äâå îäíîòèï-
íûå ÀÑ, A ′ 6 A è B ′ 6 B (A ′ è B ′ � íîñèòåëè A ′ è B ′ ñîîòâåòñòâåííî) è
φ ∈ Hom (A, B). Òîãäà Im φ(A ′) 6 B è Im φ−1(B ′) 6 A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïîêàçàòü óñòîé÷èâîñòü ãëàâíûõ îïåðàöèé è ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ

èç A ′ è B ′ íà îáðàçå è ïðîîáðàçå φ ñîîòâåòñòâåííî.

Óñòîé÷èâîñòü ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ ÀÑ îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìîâ è âçÿòèé ïîäñè-

ñòåì î÷åâèäíà. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðó f , f ′ îäíîèì¼ííûõ îïåðàöèé ìåñòíîñòè n > 0

èç OpA è OpB ñîîòâåòñòâåííî.



206 Ãëàâà 6. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

Ïóñòü b1 . . . , bn � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç φ(A ′). Òîãäà φ(ai) = bi äëÿ íåêîòîðûõ

ai ∈ A, i = 1, n è

f ′(b1, . . . , bn) = f ′(φ(a1), . . . , φ(an)) = φ(f(a1, . . . , an)) ∈ φ(A ′) ,

ïîñêîëüêó f(a1, . . . , an) ∈ A ′ â ñèëó óñòîé÷èâîñòè A ′. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäìíîæåñòâî

φ(A ′) óñòîé÷èâî â ÀÑ B.

Åñëè æå a1 . . . , an � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç φ−1(B ′), òî φ(ai) ∈ B ′, i = 1, n è

òîãäà

φ(f(a1, . . . , an)) = f ′(φ(a1), . . . , φ(an)) ∈ φ(B ′) ,

îòêóäà f(a1, . . . , an) ∈ φ−1(B ′) è, çíà÷èò, φ−1(B ′) óñòîé÷èâî â A. �

Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå èçîìîðôèçìó, åñòü èçîìîð-

ôèçì è êîìïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìîâ [ èçîìîðôèçìîâ ] åñòü ãîìîìîðôèçì [ èçîìîðôèçì ].

Òàêæå ÿñíî, ÷òî îòíîøåíèå èçîìîðôèçìà åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæå-

ñòâå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ðàñïàäàþòñÿ

íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèå èçîìîðôíûå ñèñòåìû. Îáû÷íî èçó÷àþò ñâîé-

ñòâà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Òàêèå ñâîéñòâà íàçûâàþò

àáñòðàêòíûìè.

Ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ÀÑ íàçûâàþò ýïèìîðôèçìîì, à èíúåêòèâíûé ãîìîìîð-

ôèçì � ìîíîìîðôèçìîì1, ò.å. òàê æå, êàê è ñîîòâåòñòâóþùå îòîáðàæåíèÿ. Ãîìîìîðôèçì

ÀÑ â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì. Èçîìîðôèçì ÀÑ íà ñåáÿ íàçûâàþò àâòîìîðôèç-

ìîì. Ñ êàæäîé ÀÑ A ñâÿçàíû ðåø¼òêà ïîäñèñòåì Sub A, ìîíîèä ýíäîìîðôèçìîâ End A

è ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut A (ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ìîíîèäà End A ).

Êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì íàçûâàåòñÿ àáñòðàêòíûì, åñëè âìåñòå ñ êàæäîé ÀÑ â

í¼ì ëåæàò âñå ñèñòåìû, åé èçîìîðôíûå. Äëÿ àëãåáð ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 6.4 (Áèðêãîô). Êëàññ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, åñëè è òîëüêî åñëè
îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäàëãåáð, ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé è ãîìîìîðôíûõ îá-
ðàçîâ.

Ñëåäóþùèé ôàêò ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå.

Òåîðåìà 6.5. Âñÿêèé ñþðúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì êîíå÷íîé ñèñòåìû åñòü èçîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÀÑ ⟨A, OpA, Rel A ⟩ ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì A è å¼ ñþðú-

åêòèâíûé ýíäîìîðôèçì φ. Ïóñòü r � ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå àðíîñòè m èç Rel A.

Ïîñêîëüêó φ � ãîìîìîðôèçì, òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà a1, . . . , am èç m ýëåìåíòîâ íîñè-

òåëÿ A èñòèíà èìïëèêàöèÿ r(a1, . . . , am)
�� r(φ(a1), . . . , φ(am)), ò.å. äëÿ å¼ ïîñûëêè è

çàêëþ÷åíèÿ ìîãóò èìåòü ìåñòî òîëüêî ñëåäóþùèå ïàðû èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ïîñûëêè

è çàêëþ÷åíèÿ: (0, 0), (0, 1), (1, 1). Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè âûÿñíèòñÿ, ÷òî âòîðîé

ñëó÷àé â íàøèõ óñëîâèÿõ íå ðåàëèçóåòñÿ.

1Çàìåòèì, ÷òî â òåîðèè êàòåãîðèé òåðìèíû ¾ýïèìîðôèçì¿ è ¾ìîíîìîðôèçì¿ èìåþò äðóãèå îïðåäå-
ëåíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, íåñêîëüêî èíûå ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñòè, êàòåãîðíûå ýïèìîðôèçìû íå îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿþòñÿ ñþðúåêòèâíûìè ãîìîìîðôèçìàìè.
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Íàëîæåíèå ìíîæåñòâà íà ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è, â ñèëó êîíå÷íîñòè A, ïåðåñòà-

íîâêîé åãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîé ñòåïåíè. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå t òàêîå, ÷òî φ t

åñòü òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà. Ïóñòü îòíîøåíèå r(φ(a1), . . . , φ(am)) âûïîëíåíî. Îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî, ïîñêîëüêó φ � ãîìîìîðôèçì, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k âûïîëíåíî

r(φ k(a1), . . . , φ
k(am)). Ïðè k = t ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíî è r(a1, . . . , am). Òàêèì îá-

ðàçîì, r(φ(a1), . . . , φ(am))
�� r(a1, . . . , am), è ñëó÷àé (o, 1) íåâîçìîæåí.

B ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè r ìû ïîêàçàëè òîæäåñòâåííóþ ñîãëàñîâàííîñòü φ ñî âñåìè

îòíîøåíèÿìè èç Rel A. �

6.4 Êîíãðóýíöèè è ôàêòîðñèñòåìû

Íàïîìíèì, ÷òî îäíîðîäíîå ìíîæåñòâå A îòíîøåíèå ρ ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî îïå-

ðàöèè f : An → A, åñëè ïðè n > 0 èç ai ρ ai
′, i = 1, n äëÿ âñåõ a1, a1

′, . . . , an, an
′ ∈ A

ñëåäóåò, ÷òî f(a1, . . . , an) ρ f(a1
′, . . . , an

′), à ïðè n > 0 � ρ ðåôëåêñèâíî (ñì. îïðåäåëå-

íèå 2.8). Îäíîðîäíîå îòíîøåíèå ρ íà ÀÑ ⟨A, OpA, Rel A ⟩ íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíûì íà

ýòîé ÀÑ, åñëè îíî ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî ëþáîé îïåðàöèè èç OpA. Íàïðèìåð, ïîëíîå

▽ è äèàãîíàëüíîå △ îòíîøåíèÿ ñòàáèëüíû íà ëþáîé ÀÑ.

Îïðåäåëåíèå 6.6. Ñòàáèëüíàÿ íà ÀÑ ýêâèâàëåíòíîñòü íàçûâàåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà íåé2.

ßñíî, ÷òî ïîëíîå è äèàãîíàëüíîå îòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîíãðóýíöèÿìè íà ëþáîé ÀÑ.

Êîíãðóýíöèÿ íà ÀÑ A îïðåäåëÿåò ïîäñèñòåìó ÀÑ A2. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíãðóýíöèé

Con A åñòü ÷. ó. ìíîæåñòâî, óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ. Con A èìååò óíèâåðñàëüíûå

ãðàíè: ýòî îòìå÷åííûå âûøå äèàãîíàëü (o) è àìîðôíàÿ êîíãðóýíöèÿ (ι).

Ïðèìåð 6.14. B êà÷åñòâå ÀÑ A ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó ⟨Z, · ⟩.

1. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≡2 (÷¼òíîñòè) íà ìíîæåñòâå Z åñòü êîíãðóýíöèÿ íà
ÀÑ A. Äåéñòâèòåëüíî, {

k ≡2 m
l ≡2 n

⇒ kl ≡2 mn,

ò.å. îòíîøåíèå ≡2 ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Èìååì
A2 = ⟨Z2, · ⟩, ãäå (k, l) · (m,n) = (km, ln) è íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (äëÿ ïðîñòî-
òû óêàçàíèå íà êëàññ mod 2 îïóñêàåì)

⟨ { (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) }, · ⟩ 6 A2 .

2. Äëÿ êîíãðóýíöèé ≡2 è ≡4 íà ÀÑ A èìååì ≡4⊆≡2, è âîîáùå ≡m⊆≡n, åñëè n | m.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà êîíãðóýíöèé ñàìî ÿâëÿåòñÿ êîí-

ãðóýíöèåé, ïðèòîì íàèáîëüøåé èç âñåõ, ñîäåðæàùèõñÿ â êàæäîé èç êîíãðóýíöèé ñåìåé-

ñòâà. Èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî ÷. ó. ìíîæåñòâî êîíãðóýíöèé Con A � ïîëíàÿ ðåø¼òêà,

íàçûâàåìàÿ ðåø¼òêîé êîíãðóýíöèé ÀÑ A. Ïîíÿòíî, ÷òî Con A ⊆ A2. Ïðè ýòîì ìîæíî

2Ìû óæå ïîëüçîâàëèñü ïîíÿòèåì êîíãðóýíöèè íà ðåø¼òêàõ � ñì. îïðåäåëåíèå íà ñ. 159
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ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ α, β ∈ Con A âåðíî sup {α, β } = {α, β }e ∈ ConA (ñð. ñ ï. 3 ïðèìå-

ðà 4.2). Òàê æå ñâîéñòâî {α, β}e = α ∪ β = αβ äëÿ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé

α è β ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ êîíãðóýíöèé ÀÑ.

Òåîðåìà 6.6. Åñëè íà ÀÑ A âñå êîíãðóýíöèè ïåðåñòàíîâî÷íû, òî ðåø¼òêà Con A
ìîäóëÿðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α, β, γ ∈ Con A è α ⊆ β. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ðåø¼òêå êîíãðóýíöèé

âûïîëíÿëñÿ ìîäóëÿðíûé çàêîí, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

α ⊆ β ⇒ α ∪ (β ∩ γ) ⊇ β ∩ (α ∪ γ),

îáðàòíîå ê íåðàâåíñòâó ïîëóìîäóëÿðíîñòè.

Çàìåíèâ îáúåäèíåíèå êîíãðóýíöèé íà èõ ïðîèçâåäåíèå, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîäñèñòåì

A è B ÀÑ A èìååì

A(β ∩ (α ⋄ γ))B ⇔ AβB N ∃X (AαX NXγB ) ⇔ ∃X (AβB N AαX NXγB ) .

Çäåñü X � íåêîòîðàÿ ïîäñèñòåìà A.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå AβB ìîæíî çàìåíèòü íà XβB. Äåéñòâèòåëüíî,

AαX ⇒ AβX ⇔ XβA

â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè êîíãðóýíöèé. Âìåñòå ñ AβB ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî

XβAN AβB ⇒ Xβ2B ⇔ XβB.

Òàêèì îáðàçîì,

∃X (AβB N AαX NXγB ) ⇒ ∃X (AαX NXβB NXγB ) ⇔

⇔ ∃X (AαX NX(β ∩ γ)B ) ⇔ A(α ⋄ (β ∩ γ))B,

ò.å. β ∩ (α ∪ γ) ⊆ α ∪ (β ∩ γ). �

Ïóñòü x, y � äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà ÀÑ A. Íàèìåíüøàÿ èç êîíãðóýíöèé, ñîäåðæà-

ùèõ ïàðó (x, y), îáîçíà÷àåòñÿ θ(x, y) è íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé êîíãðóýíöèåé, ïîðîæä¼ííîé

óêàçàííîé ïàðîé. Òàêèì îáðàçîì,

θ(x, y) ,
∩

(x,y)∈α∈ConA

α .

Ðîëü ãëàâíûõ êîíãðóýíöèé ðàñêðûâàåò

Òåîðåìà 6.7. Åñëè α ∈ Con A, òî

α =
∪

(x, y)∈α

θ(x, y) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. 6.4

∪
(x, y)∈α

θ(x, y) =
∪

(x, y)∈α

 ∩
(x,y)∈α

α

 =
∩

(x,y)∈α

 ∪
(x, y)∈α

α

 =
∩

(x,y)∈α

▽ = α .

�

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ êîíãðóýíöèÿ α ÀÑ ÿâëÿåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì îáú-

åäèíåíèåì ñîäåðæàùèõñÿ â íåé ãëàâíûõ êîíãðóýíöèé.

Òåîðåìà 6.8. ßäðî ãîìîìîðôèçìà ÀÑ åñòü êîíãðóýíöèÿ íà íåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ � ãîìîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ÀÑ ñ íîñèòåëåì A. Ïîñêîëüêó ÿä-

ðî φ ♯(0) åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü åãî ñòàáèëüíîñòü îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèé äàííîé ÀÑ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îïåðàöèþ f äàííîé ÀÑ. Ïóñòü ìåñòíîñòü f åñòü n.

Åñëè n > 0, òî âîçüì¼ì a1, a1
′ . . . , an, an

′ ∈ A òàêèå, ÷òî ai(Kerφ) ai
′, èëè èíà÷å

φ(ai) = φ(ai
′) äëÿ âñåõ i = 1, n. Ïîñêîëüêó φ � ãîìîìîðôèçì, èìååì:

φ(f(a1, . . . , an)) = f ′(φ(a1), . . . , φ(an)) = f ′(φ(a1
′), . . . , φ(an

′)) = φ(f(a1
′, . . . , an

′)),

ò.å. f(a1, . . . , an) (Kerφ) f(a1
′, . . . , an

′).

Åñëè n = 0, òî çàìåòèì, ÷òî ÿäåðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ãîìîìîðôèçìà � ðåôëåêñèâíîå

îòíîøåíèå, ñòàáèëüíîå îòíîñèòåëüíî íóëüìåñòíîé îïåðàöèè ïî îïðåäåëåíèþ. �

Ïóñòü íà ÀÑ A = ⟨A, OpA, Rel A ⟩ çàäàíà êîíãðóýíöèÿ α. Òîãäà ðåçóëüòàòû îïå-

ðàöèé èç OpA íå èçìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå ýëåìåíòà a íà êàêîé-ëèáî äðóãîé èç êëàññà

ýêâèâàëåíòíîñòè [a]α, ÷òî ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü íà ôàêòîðìíîæåñòâå A/α

îäíîèì¼ííûå îòíîñèòåëüíî sgnt A îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ.

Îïåðàöèÿ f ∗ íà A/α, îäíîèì¼ííàÿ îïåðàöèè f ∈ OpA àðíîñòè n, çàäà¼òñÿ ðàâåí-

ñòâîì

f ∗([a1]α, . . . , [an]α) = [f(a1, . . . , an)]α (6.4)

ïðè n > 0, à ïðè n = 0 �

f ∗((A/α)0) = [f(A0)]α. (6.5)

Îòíîøåíèå r∗, îäíîèì¼ííîå îòíîøåíèþ r ∈ Rel A àðíîñòè m, çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

r∗ ([a1]α, . . . , [am]α) = ∃
A
x1, . . . , xm

[
( aiαxi, i = 1,m ) N r(x1, . . . , xm)

]
. (6.6)

Ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà îïåðàöèé è îòíîøåíèé íà A/α áóäåì îáîçíà÷àòü Op ∗A/α è

Op ∗A/α ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîðñèñòåìà

A/α = ⟨A/α, Op ∗A/α, Rel ∗A/α ⟩

áóäåò êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîé ÀÑ, îäíîòèïíîé ñ A. Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî åñòåñòâåííîå

îòîáðàæåíèå nat(A, α) â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.6) áóäåò ñèëüíûì ãîìîìîðôèçìîì èç A â
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A/α è èìåòü α â êà÷åñòâå ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî òåîðåìà 6.8 äîïóñêàåò îáðàùåíèå: åñëè α � êîí-
ãðóýíöèÿ íà ÀÑ A, òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå nat(A, α) åñòü ãîìîìîðôèçì (íà å¼
ôàêòîðñèñòåìó).

Ïðèìåð 6.15. 1. Äëÿ ïðèìåðà 6.14 èìååì ⟨Z/≡2 ⟩ = ⟨Z2, · ⟩ è ⟨Z/≡4 ⟩ = ⟨Z4, · ⟩.
2. Äëÿ ÀÑ A èìååì A/△∼= A è A/▽ � îäíîýëåìåíòíàÿ ÀÑ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðè-

ìåðà 6.14 èìååì ⟨Z/△ ⟩ ∼= ⟨Z, · ⟩ è ⟨Z/▽ ⟩ ∼= ⟨ {[0]}, · ⟩ .

6.5 Òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìàõ è èçîìîðôèçìàõ ÀÑ

Íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ñèòóàöèþ, êîãäà â êà÷åñòâå êîíãðóýíöèè íà ÀÑ

áåð¼òñÿ ÿäåðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ãîìîìîðôèçìà.

Òåîðåìà 6.9 (î ãîìîìîðôèçìàõ ÀÑ). Ïóñòü φ � ãîìîìîðôèçì èç ÀÑ
A = ⟨A, OpA, Rel A ⟩ â (îäíîòèïíóþ) ÀÑ B = ⟨B, OpB, Rel B ⟩. Òîãäà
1) îòîáðàæåíèå ψ, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì ψ([a]Kerφ) = φ(a), åñòü áèåêòèâíûé ãîìî-

ìîðôèçì èç A/Kerφ â Im φ 6 B;

2) åñëè ãîìîìîðôèçì φ ñèëüíûé, òî ψ � èçîìîðôèçì ìåæäó A/Kerφ è Im φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå îá îñíîâíîì ñâîéñòâå îòîáðàæåíèé ñóùåñòâóåò âëîæåíèå

A/Kerφ
ψ
↪→ B òàêîå, ÷òî äèàãðàììà

A B

A/Kerφ

w
φ

'
'')

nat (Kerφ) [
[
[]

ψ

êîììóòàòèâíà. Ýòî îòîáðàæåíèå çàäà¼òñÿ ïðàâèëîì

ψ([a]Kerφ) = φ(a). (6.7)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1) òåîðåìû íàì íàäî ïîêàçàòü ñîãëàñîâàííîñòü îòîá-

ðàæåíèÿ ψ ñ îïåðàöèÿìè è îòíîøåíèÿìè ÀÑ A/Kerφ è B.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òðîéêó îäíîèì¼ííûõ îïåðàöèé f ∈ OpA, f ′ ∈ OpB è

f ∗ ∈ Op ∗A/Kerφ ìåñòíîñòè n. Ïðè n > 0 èìååì:

ψ(f ∗([a1], . . . , [an]))
(6.4)
= ψ([f(a1, . . . , an)])

(6.7)
=

= φ(f(a1, . . . , an))
(6.1)
= f ′(φ(a1), . . . , φ(an))

(6.7)
=

= f ′(ψ([a1]), . . . , ψ([an])) (6.8)

äëÿ ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ a1, . . . , an èç A, à ïðè n = 0 �

ψ(f ∗((A/Kerφ)0))
(6.5)
= ψ([f(A0)])

(6.7)
= φ(f(A0))

(6.1)
= f ′(φ(A0)) = f ′(ψ([A0]))

(çäåñü âñå ñìåæíûå êëàññû � ïî ýêâèâàëåíòíîñòè Kerφ ). Ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà îçíà-

÷àþò ñîãëàñîâàííîñòü ψ ñ f ∗ è f ′ è � â ñèëó èõ ïðîèçâîëüíîñòè � ñî âñåìè îïåðàöèÿìè

ñèñòåì A/Kerφ è B.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òðîéêó îäíîèì¼ííûõ îòíîøåíèé r ∈ Rel A,

r ′ ∈ Rel B è r∗ ∈ Rel ∗A/Kerφ àðíîñòè m. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ a1, . . . , am

èç A èìååì:

r∗([a1], . . . , [am])
(6.6)⇔ ∃

A
x1, . . . , xm

[ (
xi(Kerφ)ai, i = 1,m

) N r(x1, . . . , xm)
] (6.2)⇒

⇒ r ′(φ(x1), . . . , φ(xm)) = r ′(φ(a1), . . . , φ(am))
(6.7)
=

= r ′(ψ([a1]), . . . , ψ([am])) (6.9)

(âñå ñìåæíûå êëàññû � ïî ýêâèâàëåíòíîñòè Kerφ ). Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò ñî-

ãëàñîâàííîñòü ψ ñ r∗ è r ′ è � â ñèëó èõ ïðîèçâîëüíîñòè � ñî âñåìè îòíîøåíèÿìè ñèñòåì

A/Kerφ è B.

Èòàê, ïîêàçàíî, ÷òî ψ åñòü ìîíîìîðôèçì èç A/Kerφ â B è, ñëåäîâàòåëüíî, áèåê-

òèâíûé ãîìîìîðôèçì èç A/Kerφ â Im φ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðåìû çàìåòèì, ÷òî åñëè ãîìîìîðôèçì φ ñèëü-

íûé, òî ñëåäîâàíèå
(6.2)⇒ â (6.9) ìîæíî îáðàòèòü (ñì. çàìå÷àíèå íà ñ. 205) è, ñëåäîâàòåëü-

íî, çàìåíèòü íà ⇔. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ ñèëüíî ñîãëàñîâàííî ñ

r∗ ∈ Rel A/Kerφ è r ′ ∈ Rel B è îòñþäà � ñî âñåìè îòíîøåíèÿìè ñèñòåì A/Kerφ è

Im φ ⊆ B. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ψ áèåêòèâíî, òî ñèëüíàÿ ñîãëàñîâàííîñòü îçíà÷àåò

ñîãëàñîâàííîñòü òîæäåñòâåííóþ è ψ � èçîìîðôèçì ìåæäó A/Kerφ è Im φ. �

Òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî åñëè ãîìîìîðôèçì φ � ñèëüíûé, òî Im φ ∼= A/Kerφ

èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, îáðàç ñèëüíîãî ãîìîìîðôèçìà ÀÑ èçîìîðôåí ôàêòîðñèñòåìå ïî

åãî ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ íà ñ. 210, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæ-

íî ïåðåôîðìóëèðîâàòü è òàê: ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñèëüíî ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ ÀÑ ñ òî÷-

íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôàêòîðñèñòåì ïî ðàçëè÷íûì êîí-

ãðóýíöèÿì. ßñíî, ÷òî äëÿ àëãåáð óòî÷íåíèå ¾ñèëüíîãî¿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ îïóñêàåòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà íîñèò íàçâàíèå ¾î ãîìîìîðôèçìàõ ÀÑ¿, à íàèáîëåå ñèëüíîå å¼

óòâåðæäåíèå ãîâîðèò îá èõ èçîìîðôèçìå. Ïðèâåä¼ííîå òðàäèöèîííîå íàçâàíèå ñâÿçàíî

ñ òåì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî òåîðåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ àëãåáð.

Ïðèìåð 6.16. 1. Ðàññìîòðèì äâå îäíîòèïíûå àëãåáðû � A = ⟨N0, + ⟩ è
B = ⟨ {+1, −1}, · ⟩ è îòîáðàæåíèå φ íîñèòåëÿ A íà íîñèòåëü B, çàäàâàåìîå ïðà-
âèëîì φ(n) = (−1)n. Èìååì:

φ(m+ n) = (−1)m+n = (−1)m · (−1)n = φ(m) · φ(n),

ò.å. φ � ãîìîìîðôèçì èç A â B.

ßäåðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü φ ðàçáèâàåò N0 íà äâà ñìåæíûõ êëàññà � ÷¼òíûõ (âêëþ-
÷àÿ 0) è íå÷¼òíûõ ÷èñåë, ò.å. m(Kerφ)n ⇔ m≡ 2 n. Äàëåå ïîëó÷èì

A/Kerφ = ⟨ {[0], [1]}, ⊕⟩
ψ∼= B , ãäå

ψ([1]) = φ(1) = −1 , ψ([0]) = φ(0) = +1.

2. Ïóñòü φ : L → L ′ � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ðåø¼òêè L â ðåø¼òêó L ′. Òî-
ãäà ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìàõ ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì ψ ðåø¼òîê L ′ è
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L/Kerφ, ÷òî ψ(φ(a)) = π(a) äëÿ âñåõ a ∈ L, ãäå π � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì
ðåø¼òêè L íà å¼ ôàêòîððåø¼òêó L/Kerφ.

Ñëåäñòâèåì òåîðåì î ãîìîìîðôèçìàõ ÀÑ è î ôàêòîðìíîæåñòâàõ ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíàÿ

Òåîðåìà 6.10 (î ôàêòîðñèñòåìàõ). Ïóñòü φ � ãîìîìîðôèçì èç ÀÑ
A = ⟨A, OpA, Rel A ⟩ â (îäíîòèïíóþ) ÀÑ B = ⟨B, OpB, Rel B ⟩ è ∼ � ýêâè-
âàëåíòíîñòü íà A òàêàÿ, ÷òî ∼⊆ Kerφ. Òîãäà:

1) îòîáðàæåíèå χ, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì χ([a]∼) = φ(a), åñòü ýïèìîðôèçì èç A/∼
íà Imφ 6 B;

2) åñëè ãîìîìîðôèçì φ ñèëüíûé, òî è χ � ñèëüíûé ãîìîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ôàêòîðìíîæåñòâàõ ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå A/∼ χ→ B

òàêîå, ÷òî äèàãðàììà

A B

A/∼

w
φ

[
[[]

nat (∼) �
���
χ

êîììóòàòèâíà. Ýòî îòîáðàæåíèå çàäà¼òñÿ ïðàâèëîì

χ([a]∼) = φ(a). (6.10)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû íàäî ïîêàçàòü ñîãëàñîâàííîñòü îòîáðàæå-

íèÿ χ ñ îïåðàöèÿìè è îòíîøåíèÿìè ÀÑ A/∼ è B. Ýòî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçà-

òåëüñòâó òåîðåìû 6.9.

Ïóñòü f ∈ OpA, f ′ ∈ OpB è f ∗ ∈ Op∗A/ ∼ � òðîéêà îäíîèì¼ííûõ îïåðàöèé

àðíîñòè n. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ a1, . . . , an èç A ïðè n > 0 áóäåì èìåòü

öåïî÷êó ðàâåíñòâ, ñîâïàäàþùóþ ñ (6.8), ïîíèìàÿ ïîä [·] êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ∼
è çàìåíîé (6.7) 7→ (6.10). Òàêæå è äëÿ n = 0. Ýòî îçíà÷àåò ñîãëàñîâàííîñòü χ ñ f ∗ è

f ′, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñî âñåìè îïåðàöèÿìè ñèñòåì A/ ∼ è B.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òðîéêó îäíîèì¼ííûõ îòíîøåíèé r ∈ RelA,

r ′ ∈ RelB è r∗ ∈ Rel∗A/ ∼ àðíîñòè m. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ a1, . . . , am èç

A áóäåì èìåòü öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé, ñîâïàäàþùóþ ñ (6.8), ïîíèìàÿ ïîä [·] êëàññû ýê-

âèâàëåíòíîñòè ïî ∼ è ñ çàìåíîé (6.7) 7→ (6.10). Ýòî îçíà÷àåò ñîãëàñîâàííîñòü χ ñ r∗

è r ′, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñî âñåìè îòíîøåíèÿìè ñèñòåì A/ ∼ è B.

Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî χ åñòü ãîìîìîðôèçì èç A/ ∼ â B è, ñëåäîâàòåëüíî,

ýïèìîðôèçì A/ ∼ â Imφ.

Åñëè ãîìîìîðôèçì φ ñèëüíûé, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ èìïëèêàöèþ â ïîñëåäíèõ ñîîò-

íîøåíèÿõ ìîæíî îáðàòèòü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî îòîáðàæåíèå χ ñèëüíî ñîãëàñî-

âàííî ñ r∗ ∈ Rel A/ ∼ è r ′ ∈ Rel B è, ñëåäîâàòåëüíî, χ � ñèëüíûé ãîìîìîðôèçì èç

A/Ker â Im φ. �

Ïóñòü α � îäíîðîäíîå íà ìíîæåñòâå A îòíîøåíèå, òî åãî ñóæåíèå íà ïîäìíîæåñòâî

B ⊆ A åñòü B2 ∩ α. Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè α � êîíãðóýíöèÿ íà A è

B 6 A, òî B2 ∩ α � êîíãðóýíöèÿ íà B.
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Òåîðåìà 6.11 (1-ÿ ïåðâàÿ îá èçîìîðôèçìàõ ÀÑ). Ïóñòü ÀÑ A ñ íîñèòåëåì A
èìååò ïîäñèñòåìó B ñ íîñèòåëåì B, α � êîíãðóýíöèÿ íà A, φ = nat(A, α) è
β = B2 ∩ α � êîíãðóýíöèÿ íà B. Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ψ
ôàêòîðñèñòåìû B/β íà Im φ ′, ãäå φ ′ � ñóæåíèå φ íà B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó

A A/α

B Im φ ′

B/β

w
φ

u

ñóæåíèå

u
ñóæåíèå

w
φ ′

[
[
[[]nat (B, β)

�
�
���

ψ

Ñóæåíèå φ ′ ñèëüíîãî ãîìîìîðôèçìà φ = nat(A, α) íà B ⊆ A åñòü ãîìîìîð-

ôèçì B. Ïî òåîðåìå 6.9 î ãîìîìîðôèçìå ÀÑ îòîáðàæåíèå ψ, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì

ψ([x]Kerβ) = φ ′(x) � âçàèìîîäíîçíà÷íûé ãîìîìîðôèçì B/Ker β íà Im φ ′. �

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñóæåíèè îáëàñòè çàäàíèÿ ñâîéñòâî ãîìîìîðôèçìà ¾áûòü ñèëüíûì¿

ìîæåò áûòü ïîòåðÿíî, òàê ÷òî ãîìîìîðôèçì φ ′ â âûøåïðèâåä¼ííîé òåîðåìå, âîîáùå ãî-

âîðÿ, íå ñèëüíûé. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ψ � èçîìîðôèçì, è

â äàííîé òåîðåìå ðå÷ü èä¼ò ëèøü î áèåêòèâíîì ãîìîìîðôèçìå ÀÑ, à íå îá èõ èçîìîð-

ôèçìå, êàê ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü èç íàçâàíèÿ. Îäíàêî åñëè A � àëãåáðà, òî ψ

áóäåò èçîìîðôèçìîì, ñ ÷åì ñâÿçàíî òðàäèöèîííîå íàçâàíèå òåîðåìû.

Âòîðàÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìàõ ÀÑ ñâÿçàíà ñ äðîáíûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.

Òåîðåìà 6.12 (2-ÿ îá èçîìîðôèçìàõ ÀÑ). Ïóñòü α è β � äâå êîíãðóýíöèè íà ÀÑ
A � ÀÑ, ïðè÷¼ì β ⊆ α. Òîãäà (A/β ) /(α/β) ∼= A/α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó

A

A/β A/α

(A/β)/(α/β)

[
[
[

[[̂

nat β
'
'
'
'')

natα

w
ε

'
'
'')nat (α/β)

][
[
[
[̂ ψ

Çàäàäèì îòîáðàæåíèå ε ïðàâèëîì ε([a]β) = [a]α. Òîãäà ε � ñèëüíûé ãîìîìîðôèçì

èç A/β â A/α. Ïî òåîðåìå 6.9 îòîáðàæåíèå ψ, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì ψ([[a]β]α/β) = ε(a),

åñòü èçîìîðôèçì ìåæäó (A/β ) /(α/β) è A/α. �

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà åù¼ îäíó òåîðåìó, îïèñûâàþùóþ ñâîéñòâà ÀÑ.

Òåîðåìà 6.13 (î ñîîòâåòñòâèè). Åñëè A � ÀÑ ñ íîñèòåëåì A è β � êîíãðóýíöèÿ íà
íåé, òî ðåø¼òêà

L = {α ∈ Con A | β ⊆ α }
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èçîìîðôíà ðåø¼òêå Con A/β, ïðè÷¼ì A
nat(α/β)∼= L.

Óêàæåì òîëüêî, ÷òî çäåñü L è Con A/β � ïîëíûå ðåø¼òêè.

6.6 Ìíîãîîñíîâíûå ñèñòåìû

Ïîíÿòèå ÀÑ ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî. Íàïðèìåð, åñëè îïåðàöèè èç OpA � ÷àñòè÷íûå,

òî ãîâîðÿò î ÷àñòè÷íîé ÀÑ.

Äðóãèì âîçìîæíûì íàïðàâëåíèåì ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèÿ ÀÑ ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå ýëåìåí-

òîâ ñèãíàòóðû íå íà îäíîì, à íà íåñêîëüêèõ íîñèòåëÿõ. Òàê ïîÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ìíîãî-

îñíîâíîé (ìíîãîñîðòíîé, ãåòåðîãåííîé, ïîëèäîìåííîé) ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå

ïðèìåðû ìíîãîîñíîâíûõ àëãåáð.

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå. Ïóñòü äàíà ãðóïïà G = ⟨G, ◦, e ⟩. Äåéñòâèå α

ãðóïïû G íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå T îáû÷íî îïðåäåëÿþò êàê ãîìîìîðôèçì èç G â ñèì-

ìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó SymmT ïðåîáðàçîâàíèé T . Ìû äàäèì èíîå, êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ,

áîëåå ïðîñòîå îïðåäåëåíèå äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ìíîæåñòâå.

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó èç ïÿòè ýëåìåíòîâ

D = ⟨G, T, ◦, ∗, e ⟩,

ó êîòîðîé ðåäóêò ⟨G, ◦, e ⟩ åñòü ãðóïïà G, à îïåðàöèÿ G× T ∗→ T ïîä÷èíÿåòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿì

e ∗ t = t , (g ◦ h) ∗ t = h ∗ (g ∗ t)

äëÿ ëþáûõ g, h ∈ G è t ∈ T . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ ãàðàíòèðóþò,

÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå G â SymmT áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Ââåä¼ííàÿ ñòðóêòóðà D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð äâóõîñíîâíîé àëãåáðû ñ äâóìÿ

áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè. Îíà èìååò äâà íîñèòåëÿ: G è T , ïðè÷¼ì ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ

◦ îïðåäåëåíà íà ïàðàõ ýëåìåíòîâ èç G, à îïåðàöèÿ ∗ � íà ïàðàõ ýëåìåíòîâ (g, t), ãäå

g ∈ G, à t ∈ T . Êîíñòàíòà e åñòü ãëàâíûé ýëåìåíò D.

Êîíå÷íûå àâòîìàòû. Êîíå÷íîì äåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì ñ íà÷àëüíûì ñîñòî-

ÿíèåì íàçûâàåòñÿ øåñò¼ðêà îáúåêòîâ

A = ⟨S, X, Y, ◦, ∗, s0 ⟩,

ãäå S, X, Y � êîíå÷íûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâàìè

ñîñòîÿíèé, âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ, ◦ � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ S × X
◦→ S, ∗ �

ôóíêöèÿ âûõîäîâ S ×X ∗→ Y è s0 ∈ S � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

Êîíå÷íûå àâòîìàòû ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðîì òð¼õîñíîâíîé àëãåáðû, èìåþùåé òðè íîñè-

òåëÿ � S, X è Y , äâå áèíàðíûå ôóíêöèè � ◦ è ∗ è ãëàâíûé ýëåìåíò s0.
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Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü L � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è M = ⟨L, +, 0 ⟩ � àáåëåâà

ãðóïïà (ìîäóëü). Ïóñòü K � ïîëå ñ íîñèòåëåì K, â êîòîðîì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ áóäåì

îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì +, ÷òî è ó ìîäóëÿ M, ñèìâîë îïåðàöèè óìíîæåíèÿ �

îïóñêàòü, à åäèíèöó îáîçíà÷àòü, êàê îáû÷íî, 1.

Ââåäåì íîâóþ îïåðàöèþ ·, äåéñòâóþùóþ èç K×L â L è ïîä÷èíÿþùóþñÿ ïðàâèëàì:

1. 1 · x = x (óíèòàëüíîñòü),

2. (µλ) · x = µ · (λ · x) (àññîöèàòèâíîñòü),3

3. (λ+ µ) · x = λ · x+ µ · x,

4. λ · (x+ y) = λ · x+ µ · x (äèñòðèáóòèâíûå çàêîíû).

äëÿ ëþáûõ λ, µ ∈ K, x, y ∈ L.
Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L ýëåìåíòîâ L íàä ïîëåì K ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ÀÑ

L = ⟨L, +, {fλ(x)}λ∈K , 0 ⟩, ãäå fλ(x) = λ · x. Ýòî ïðèìåð ÀÑ áåñêîíå÷íîãî òèïà.

B òî æå âðåìÿ ÿñíî, ÷òî L ìîæíî ìûñëèòü êàê äâóõîñíîâíóþ àëãåáðó êîíå÷íîãî òèïà

ñ íîñèòåëÿìè L è K.

Áîëåå ôîðìàëüíî, â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ â ìíîãîîñíîâíûõ ñèñòåìàõ âûñòóïàþò íàáîðû

ìíîæåñòâ A = (Ai)i∈S, ãäå Ai � ìíîæåñòâà, íàçûâàåìûå äîìåíàìè, à S � ìíîæåñòâî

ñîðòîâ äîìåíîâ. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå íàáîðû ìíîæåñòâ êîìïëåêòàìè. Ïðè ôèêñèðî-

âàííîì ìíîæåñòâå S áóäåì ãîâîðèòü î S-êîìïëåêòàõ.

Äëÿ S-êîìïëåêòà ïîêîìïîíåíòíî (�ïîñîðòíî�) îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèå ïîäêîìïëåêòà.

Ïîêîìïîíåíòíî îïðåäåëÿþòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå, à òàêæå îáðàç è ïðîîáðàç ïðè

ðàññìîòðåíèè îòîáðàæåíèé φ : A → B S − êîìïëåêòîâ A è B. Òàêæå ïîêîìïîíåíòíî

îïðåäåëÿåòñÿ óìíîæåíèå îòîáðàæåíèé. ßäðîì ðàññìîòðåííîãî îòîáðàæåíèÿ φ áóäåò ÿâ-

ëÿòüñÿ íàáîð ϕ = (φi)i∈S ÿäåð îòîáðàæåíèé φi : Ai → Bi.

Íàáîð ýêâèâàëåíòíîñòåé ϵ = (∼i)i∈S êîìïëåêòà A = (Ai)i∈S îïðåäåëÿåò ôàêòîðêîì-

ïëåêò A/ϵ , (Ai/∼i)i∈S. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì äëÿ êîìïëåêòîâ îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì

àíàëîã òåîðåìû 2.26 îá îñíîâíîì ñâîéñòâå îòîáðàæåíèé.

Ïðè îïðåäåëåíèè ìíîãîñîðòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì àíàëîãîì ïîíÿòèÿ àðíîñòè

îïåðàöèè èëè îòíîøåíèÿ ñëóæèò èõ òèï.

Òèï ìíîãîñîðòíîé îïåðàöèè f åñòü êîðòåæ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ñîðòîâ S âèäà

t = (s1, . . . , sn; s0). Îïåðàöèÿ f âûøåóêàçàííîãî òèïà t íà êîìïëåêòå A = (Ai)i∈S �

ýòî îòîáðàæåíèå

f : As1 × . . . × Asn → As0 .

Òèï íóëüàðíîé îïåðàöèè, âûäåëÿþùåé ýëåìåíò âî ìíîæåñòâå As0 , åñòü t = (s0).

Òèï ìíîãîñîðòíîãî îòíîøåíèÿ r åñòü êîðòåæ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ñîðòîâ S âèäà

t = (s1, . . . , sm). Îòíîøåíèå r âûøåóêàçàííîãî òèïà t íà êîìïëåêòå A = (Ai)i∈S �

3Ñòðîãî ãîâîðÿ, äàííûé çàêîí íå åñòü çàêîí àññîöèàòèâíîñòè, ïîñêîëüêó îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ïîëÿ
è · ðàçëè÷íû.
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ýòî îòîáðàæåíèå

r : As1 × . . . × Asn → {1, 0}.

Äëÿ äàííîãî êîìïëåêòà A = (Ai)i∈S ñîâîêóïíîñòè OpA è RelA ñóòü îáúåäèíåíèÿ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîâîêóïíîñòåé îïåðàöèé Op tA è Rel tA òèïîâ t.

Íà ìíîãîñîðòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ïåðåíîñÿòñÿ ïîíÿòèÿ ñîãëàñîâàííîñòè îòîá-

ðàæåíèé ñèñòåì ñ îïåðàöèÿìè è îòíîøåíèÿìè (àíàëîã îïðåäåëåíèÿ 6.4), ôàêòîðñèñòåì è

ãîìîìîðôèçìîâ ðàçëè÷íûõ âèäîâ (àíàëîã îïðåäåëåíèÿ 6.5). Ïðè ýòîì îêàçûâàþòñÿ âåðíû

àíàëîãè òåîðåì î ãîìîìîðôèçìå è èçîìîðôèçìàõ ñèñòåì, à òàêæå òåîðåìà 6.4 Áèðêãîôà.

Ïîäðîáíåå î ìíîãîñîðòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñì. [39].
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