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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ê çàùèòå ïî ñïåöèàëüíîñòè

01.01.03 ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿. Îäíîé èç öåëåé äàííîé ñïåöèàëüíî-

ñòè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è óñîâåðøåíñòâîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïà-

ðàòà äëÿ ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ

îáëàñòÿõ è çàäà÷àõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Îäíîé èç òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿ-

åòñÿ èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-ïåðåíîñ

â ñðåäàõ ñ ðàçðûâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-

åò ñëó÷àé, êîãäà â ñëåäñòâèå ðàçðûâà ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ ïàðàìåò-

ðû ñðåäû, íà ãðàíèöå ðàçäåëà âîçíèêàåò îáëàñòü ñ áîëüøèì ãðàäèåíòîì

ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è. Ýòà îáëàñòü íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì ïåðå-

õîäíûì ñëîåì. Øèðèíà ïåðåõîäíîãî ñëîÿ, êàê ïðàâèëî, ìàëà ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ øèðèíîé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè è ìîæåò áûòü ïðèíÿòà çà

ìàëûé ïàðàìåòð â çàäà÷å. Íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà äåëàåò óðàâíåíèå

ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ

è ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé. Ïîäîáíûå çàäà÷è óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ â

çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ

âáëèçè ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ðåàêöèÿ-

äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ñ âíóòðåííèìè ïåðåõîäíûìè ñëîÿìè âîçíèêàþò ïðè
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ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé æèäêîñòåé

èëè ãàçîâ èëè òåìïåðàòóðû ïðè íàëè÷èè ïðîñòðàíñòâåííûõ íåîäíîðîä-

íîñòåé [2,3] èëè â íåëèíåéíîé àêóñòèêå [4�6]. Ê òàêèì çàäà÷àì îòíîñÿò-

ñÿ, íàïðèìåð, èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ òåìïåðàòóðû â ïðèïîâåðõíîñò-

íîì ñëîå îêåàíà [7�9], îïèñàíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé íîñèòåëåé â ãåòåðî-

ñòðóêòóðàõ Si/Ge [10], ðàñïðîñòðàíåíèå àâòîâîëíîâîãî ôðîíòà â ñðåäàõ ñ

áàðüåðàìè [11�13]. Ñêà÷êè ðåàêòèâíûõ è àäâåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ â ýòèõ

ìîäåëÿõ îáóñëîâëåíû ãðàíèöàìè ðàçäåëîâ ñðåä. Îïðåäåëåíèå óñëîâèé

ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñ áîëüøèìè ãðà-

äèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ âàæíûì àñïåêòîì äëÿ ñîçäàíèÿ àäåêâàòíûõ ìîäåëåé

ïðîöåññîâ ñî ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîëåé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ òàêæå ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü ýôôåêòèâíûå

÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ âíóòðåííèìè ïåðåõîäíûìè ñëî-

ÿìè [14�22].

Öåëü

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷è-

âûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé òèïà

ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ è ðåàêöèÿ- äèôôóçèÿ -àäâåêöèÿ, îáëàäàþùèõ îáëà-

ñòüþ ñ áîëüøèì ãðàäèåíòîì. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå

ðåøåíèÿ äâóõ òèïîâ: ðåøåíèå ñ ïåðåõîäíûì ñëîåì, òî åñòü èìåþùåå

áîëüøîé ãðàäèåíò âáëèçè íåêîòîðîé çàäàííîé êðèâîé, â ñëåäñòâèå òîãî,

÷òî ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè ïðåòåðïåâàþò ðàçðûâ íà ýòîé êðèâîé, è ðå-

øåíèå ïîãðàíñëîéíîãî òèïà, èìåþùåå áîëüøîé ãðàäèåíò âáëèçè îäíîé

èç ãðàíèö ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

Çàäà÷è

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàëèñü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

- Èññëåäîâàíèå íîâûõ êëàññîâ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ òèïà
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ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ è ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè.

- Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ðåçóëüòàòîâ. Ïîñòðîåíèå àñèìï-

òîòèêè óêàçàííûõ âûøå ðåøåíèé, ïîëó÷åíèå óñëîâèé è äîêàçàòåëüñòâî

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñ ïîñòðîåííîé àñèìïòîòèêîé.

- Äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-

÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ïîñòðîåííûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Äëÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:

- îäíîìåðíàÿ çàäà÷à òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ â ñëó÷àå ðàçðûâà ðå-

àêòèâíîãî è äèôôóçèîííîãî ÷ëåíîâ â íåêîòîðîé çàðàíåå çàäàííîé òî÷êå

âíóòðè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;

- äâóìåðíàÿ çàäà÷à òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ â ñëó÷àå ïî-

ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïîãðàíñëîéíîãî òèïà;

- îäíîìåðíàÿ çàäà÷à òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ â ñëó÷àå ðàç-

ðûâà ðåàêòèâíîãî è àäâåêòèâíîãî ÷ëåíîâ â íåêîòîðîé çàðàíåå çàäàííîé

òî÷êå âíóòðè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;

- äâóìåðíàÿ çàäà÷à òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ â ñëó÷àå ðàç-

ðûâà ðåàêòèâíîãî è àäâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî íà íåêîòîðîé çàðàíåå çà-

äàííîé êðèâîé âíóòðè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

1. ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ â âèäå êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð;

2. ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå àëãîðèòìû, ðàçðàáîòàííûå íà îñíîâå àë-

ãîðèòìà Âàñèëüåâîé, ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæå-

íèÿ ðåøåíèé, à òàêæå âåðõíèå è íèæíèå ðåøåíèÿ â âèäå ìîäèôèêàöèé

ôîðìàëüíûõ àñèìïòîòèê;

3. ñïðàâåäëèâû òåîðåìû ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè è àñèìïòîòè÷å-

ñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, äîêàçàííûå ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Èññëåäîâàíèå, ïðîâåäåííîå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïðîäîëæàåò

öèêë ðàáîò, êàñàþùèõñÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ, ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè êðàåâûõ çàäà÷ òèïà ðå-

àêöèÿ - äèôôóçèÿ è ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ. Íîâèçíà ðàáîòû çà-

êëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ, ëîêàëüíîé

åäèíñòâåííîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ïðîâåäåíèè ìîäèôè-

êàöèè àëãîðèòìà Âàñèëüåâîé è ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ

è ïîëó÷åíèè âàæíûõ îöåíîê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè è åãî ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîëó-

÷åíèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ, ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè

è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñ ïîãðàíè÷íûìè è âíóòðåííè-

ìè ïåðåõîäíûìè ñëîÿìè óðàâíåíèé òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ñ

ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû äëÿ ðàçðàáîòêè íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ,

ïðîèñõîäÿùèõ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè êðàéíå âàæíû äëÿ ñîçäàíèÿ àäåêâàòíûõ ìîäåëåé, îïèñû-

âàþùèõ ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû. Ê òàêèì ìîäåëÿì îòíîñèòñÿ ðàçðàáî-

òàííàÿ ïðè ó÷àñòèè àâòîðà ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû íà ãðà-

íèöå âîäà-âîçäóõ. Îïèñàíèå ìîäåëè ïðèâåäåíî â êîíöå ñëåäóþùåé ãëà-

âû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â ðàñïðîñòðàíåíèè àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ íà ñëó÷àé óðàâíå-

íèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè, à òàêæå â ïîëó÷åíèè âàæíûõ îöå-

íîê äëÿ ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàöèîíèðîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè ÷èñ-
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ëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ ñ ðàçðûâ-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ëè÷íûé âêëàä

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ïîëó÷åíû ñîèñêà-

òåëåì ñàìîñòîÿòåëüíî. Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà ñîñòîèò â ìîäèôèêàöèè

èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, ïîëó-

÷åíèè óñëîâèé è äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ, ëîêàëüíîé åäèíñòâåííî-

ñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèíãóëÿð-

íî âîçìóùåííûõ çàäà÷ òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ è ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-
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Ãëàâà 1

Îáçîð ëèòåðàòóðû

Îñíîâàòåëåì òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ àêàäåìèê À.Í.

Òèõîíîâ. Íà÷èíàÿ ñ åãî îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-

íûå óðàâíåíèÿ ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé. Ê íàñòî-

ÿùåìó âðåìåíè ðàçâèò ðÿä àñèìïòîòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïîç-

âîëÿþùèõ ñòðîèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â òåõ èëè èíûõ ñèíãóëÿðíî

âîçìóùåííûõ çàäà÷àõ. Îñíîâíûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ

ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé, îí èçëîæåí âìåñòå ñ

êëàññè÷åñêîé òåîðèåé â ðàáîòå [1]. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðåøåíè-

ÿì êðàåâûõ çàäà÷ ñ âíóòðåííèì ïåðåõîäíûì ñëîåì.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñ âíóòðåííèì ïåðåõîäíûì ñëîåì äëÿ ñèí-

ãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è ñ ò.í. ìàëîé àäâåêöèåé ðàññìàòðèâàåòñÿ â

ðàáîòàõ [23�32]. Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è âèäà:

ε2∆u− ε(A(u, x),∇u)−B(u, x) = 0, x = (x1, x2) ∈ D ⊂ R2,

u(x, ε) = g(x), x ∈ ∂D,
(1.1)

ãäå A(u, x) = {A1(u, x), A2(u, x)} è ε > 0. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâà-

íèÿ ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ñðàùèâàíèÿ [33,34].
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Â ðàáîòàõ [35�40] äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå, ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåí-

íîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñ âíóòðåííèì ïåðåõîä-

íûì ñëîåì äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ ñëåäóþùåãî òèïà:



ε2
(
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t

)
− ε2A(u, x, t, ε)

∂u

∂x
− F (u, x, t, ε) = 0,

(x, t) ∈ D := {(x, t) ∈ R2 : 0 < x < 1, t ∈ R},
∂u

∂x
(0, t, ε) = u0(t),

∂u

∂x
(1, t, ε) = u1(t), t ∈ R,

u(x, t, ε) = u(x, t+ T, ε), (x, t) ∈ D̄.

(1.2)

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñ âíóòðåííèì ïåðåõîäíûì ñëîåì äëÿ ñèíãó-

ëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è â ñëó÷àå ¾áîëüøîé¿ àäâåêöèè, ò.å. â ñëó÷àå,

êîãäà àäâåêòèâíîå ñëàãàåìîå ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîïîñòàâèìî ñ ðå-

àêòèâíûì, èññëåäóåòñÿ â ðàáîòàõ [41�45]. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì



ε∆xyv −
∂v

∂t
= (A(v, x, y, ε),∇) v +B(v, x, y, ε), x ∈ R, y ∈ (0, a), t > 0

v(x, 0, t, ε) = u0(x); v(x, a, t, ε) = ua(x) x ∈ R, t ∈ [0,∞)

v(x, y, t, ε) = v(x+ L, y, t, ε) x ∈ R, y ∈ [0, a], t ∈ [0,∞)

v(x, y, 0, ε) = vinit(x, y, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a];

(1.3)

ãäå

A(v, x, y, ε) = {A1(v, x, y, ε), A2(v, x, y, ε)} ,

à ε ∈ (0, ε0] - ìàëûé ïàðàìåòð. ÔóíêöèèAi(v, x, y, ε), i = 1, 2 èB(v, x, y, ε)

� L-ïåðèîäè÷åñêèå ïî ïåðåìåííîé x, äîñòàòî÷íî ãëàäêèå â îáëàñòè Iv ×
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D̄ × [0,∞), ãäå Iv � äîïóñòèìûé èíòåðâàë èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé v, D̄ =

{(x, y) : R× [0, a]}; ôóíêöèè u0(x), ua(x) � L-ïåðèîäè÷åñêèå, íåïðåðûâ-

íûå ïðè x ∈ R; vinit(x, y, ε) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â D̄, L-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ïî ïåðåìåííîé x.

Çàäà÷è ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàáîòàõ

[46�50]. Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è ñëåäóþùåãî âèäà:
ε2∆u = f(u, x, y, ε), (x, y) ∈ D,
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂D

= u0(x, y), (x, y) ∈ ∂D;
(1.4)

Çäåñü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè (x, y) ñ ãëàäêîé ãðàíè-

öåé ∂D, ε ∈ (0, ε0] � ìàëûé ïàðàìåòð, n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê êðèâîé

∂D.

C0 � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, öåëèêîì ëåæàùàÿ â îáëàñòè

D, è äåëÿùàÿ îáëàñòü íà äâå ÷àñòè: D(−), îãðàíè÷åííóþ êðèâîé C0, è

D(+), îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè C0 è ∂D. Ôóíêöèÿ f(u, x, y, ε) îïðåäåëåíà

íà ìíîæåñòâå Iu×D̄×(0, ε0] è ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ I ðîäà íà ïîâåðõíîñòè

S(u, x, y) : {u ∈ Iu; (x, y) ∈ C0} :

f(u, x, y, ε) =

f (−)(u, x, y, ε), u ∈ Iu, (x, y) ∈ D̄(−),

f (+)(u, x, y, ε), u ∈ Iu, (x, y) ∈ D̄(+),
(1.5)

ãäå ôóíêöèè f (∓)(u, x, y, ε) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå â îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

f (−)(u, x, y, ε) 6= f (+)(u, x, y, ε)
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ïðè (x, y) ∈ C0, u ∈ Iu.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ, ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè è àñèìï-

òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé âèäà êîíòðàñòíîé ñòðóêòóðû äëÿ ñèí-

ãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ èñïîëü-

çóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ.

Îïèñàíèå ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ â ñëó÷àå ãëàäêèõ è

ðàçðûâíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðèâåäåíî â ðàáîòàõ [51�56]. Îí îñíîâàí íà

ïîñòðîåíèè âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Òàê,

íàïðèìåð, äëÿ êðàåâûõ çàäà÷Lu = f(u,M), M ∈ D,

u(s) = h(s), s ∈ ∂D,
(1.6)

ãäå L � ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð îáùåãî âèäà â çàìêíóòîé îáëàñòè D̄,

òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôóíêöèè α(M), β(M), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþ-

ùèì óñëîâèÿì:

1. Óïîðÿäî÷åííîñòü: α(M) ≤ β(M), M ∈ D̄

2. Äåéñòâèå îïåðàòîðà: L[β]−f(β,M) ≤ 0 ≤ L[α]−f(α,M), M ∈ D

3. Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå: α(s) ≤ h(s) ≤ β(s), s ∈ ∂D

Â ýòîì ñëó÷àå β(M) áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåðõíèì ðåøåíèåì, à α(M) � íèæ-

íèì. Ïðè îáîñíîâàíèè ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ èñïîëü-

çóþòñÿ òåîðåìû î ïðèíöèïå ìàêñèìóìà, êîòîðûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

êëàññà çàäà÷ äîêàçàíû â [40,46,56,57].

Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèåì ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ íà ñèíãóëÿðíî

âîçìóùåííûå çàäà÷è. Îí ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ [58�61]. Îñíîâíûì åãî

16



ïðèíöèïîì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé â âèäå ìî-

äèôèêàöèé àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé èñõîäíûõ çàäà÷.

Èññëåäîâàíèÿ, áëèçêèå ê òåìàòèêå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ìîæíî

òàêæå íàéòè â ðàáîòàõ [77�80]. Ïîìèìî ðàññìîòðåííûõ ñóùåñòâóþò è

àëüòåðíàòèâíûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷,

íàïðèìåð [81�87].

Ïðèìåíåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ñ âíóò-

ðåííèìè ïåðåõîäíûìè ñëîÿìè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [88�93].
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Ãëàâà 2

Óðàâíåíèå ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ ñ ðàç-

ðûâíûìè ðåàêòèâíûì è äèôôóçèîí-

íûì ñëàãàåìûìè

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàííîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè, ëîêàëüíîé åäèí-

ñòâåííîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ðåøåíèÿ ñ

âíóòðåííèì ïåðåõîäíûì ñëîåì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è òèïà

ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ ñ ðàçðûâíûìè ðåàêòèâíûì è äèôôóçèîííûì ñëà-

ãàåìûìè. Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå â ýòîé ãëàâå ïîçâîëèëè ñîçäàòü

ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöå âîäà-âîçäóõ. Â êîíöå

ãëââû ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó â îáëàñòè (x, t) ∈
[−1, 1]× [0,∞)
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ε2
∂

∂x

(
k(x)

∂v

∂x

)
− ∂v

∂t
= f(v, x, ε), x ∈ (−1, 1), t > 0;

v(−1, t) = u(−); v(1, t) = u(+), t > 0;

v(x, 0) = vinit(x, ε), x ∈ [−1, 1],

(2.1)

çäåñü ε ∈ (0, ε0] � ìàëûé ïàðàìåòð.

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

Óñëîâèå A1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(v, x, ε) îïðåäåëåíà âñþäó â îáëàñòè

v ∈ Iv × [−1, 1] × (0, ε0], ãäå Iv âîçìîæíûé èíòåðâàë èçìåíåíèÿ v, è

ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà âäîëü ïðÿìîé {v ∈ Iv, x = x0} :

f(v, x, ε) =

f (−)(v, x, ε), v ∈ Iv, −1 ≤ x ≤ x0;

f (+)(v, x, ε), v ∈ Iv, x0 ≤ x ≤ 1,

f (−)(v, x0, ε) 6= f (+)(v, x0, ε),

ôóíêöèè f (∓)(v, x, ε) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå â îáëàñòÿõ Iv× [−1, x0]×(0; ε0]

è Iv × [x0, 1]× (0; ε0] ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü ôóíêöèÿ k(x) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà ïðè x ∈ [−1, 1], è ïðåòåðïå-

âàåò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â òî÷êå x0 ∈ (−1, 1), äîñòàòî÷íî óäàëåííîé îò

ãðàíè÷íûõ òî÷åê îòðåçêà x = ∓1:

k(x) =

k(−)(x), −1 ≤ x ≤ x0,

k(+)(x), x0 ≤ x ≤ 1,
k(−)(x0) 6= k(+)(x0),

ôóíêöèè k(∓)(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå íà îòðåçêàõ [−1, x0] è [x0, 1] ñî-

îòâåòñòâåííî.
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Óñëîâèå A2. Ïóñòü óðàâíåíèå f (−)(u, x, 0) = 0 èìååò èçîëèðîâàííîå

ðåøåíèå u = ϕ(−)(x), íà îòðåçêå [−1, x0], óðàâíåíèå f
(+)(u, x, 0) = 0 èìå-

åò èçîëèðîâàííîå ðåøåíèå u = ϕ(+)(x), íà îòðåçêå [x0, 1], è âûïîëíåíî

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

ϕ(−)(x0) < ϕ(+)(x0).

Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

fu

(
ϕ(−)(x), x, 0

)
> 0, −1 ≤ x ≤ x0; fu

(
ϕ(+)(x), x, 0

)
> 0, x0 ≤ x ≤ 1

Áóäåì èñêàòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), êîòîðîå áëèçêî ê ôóíê-

öèè ϕ(−)(x) ñëåâà îò òî÷êè x0, áëèçêî ê ôóíêöèè ϕ
(+)(x) ñïðàâà îò òî÷êè

x0 è ðåçêî èçìåíÿåòñÿ îò ϕ
(−)(x) äî ϕ(+)(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôóíêöèÿ vε(x, t) ∈ C ([−1; 1]× [0,∞))∩
∩C2,1 (((−1; 1) \ x0) ×[0,∞)) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1), åñëè

îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.1) íà (x, t) ∈ ((−1;x0) ∪ (x0; 1)) ×
(0,∞), ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíîìó óñëîâèÿì, è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óñëîâèå äëÿ ïðîèçâîäíûõ:

k(−)(x0)
∂vε
∂x

(x0 − 0, t) = k(+)(x0)
∂vε
∂x

(x0 + 0, t). (2.2)

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (2.1) ïî îïðåäåëå-

íèþ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

ε2
d

dx

(
k(x)

du

dx

)
= f(u, x, ε), x ∈ (−1; 1), u(−1, ε) = u(−), u(1, ε) = u(+),

(2.3)

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
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Îïðåäåëåíèå 2.2. Ôóíêöèÿ uε(x) ∈ C ([−1; 1])∩C2 ((−1; 1) \ x0) íàçû-
âåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.3), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.3)

íà x ∈ (−1;x0) ∪ (x0; 1), ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùåå óñëîâèå äëÿ ïðîèçâîäíûõ:

k(−)(x0)
duε
dx

(x0 − 0) = k(+)(x0)
duε
dx

(x0 + 0). (2.4)

2.2 Ïðèñîåäèíåííûå ñèñòåìû

Ââåäåì ðàñòÿíóòóþ ïåðåìåííóþ ξ =
x− x0
ε

äëÿ îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, è çàïèøåì òàê íàçûâàåìûå ïðèñîåäèíåííûå óðàâ-

íåíèÿ çàäà÷è (2.3):
k(−)(x0)

d2ũ

dξ2
= f (−)(ũ, x0, 0), ξ < 0;

k(+)(x0)
d2ũ

dξ2
= f (+)(ũ, x0, 0), ξ > 0.

(2.5)

Êàæäîå èç ïðèñîåäèíåííûõ óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíî ïðèñîåäèíåííîé

ñèñòåìå 
dũ

dξ
= Φ;

dΦ

dξ
=
(
k(∓)(x0)

)−1
f (∓)(ũ, x0, 0).

(2.6)

Èç A2 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè (ϕ(∓), 0) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ũ,Φ) ÿâëÿþò-

ñÿ òî÷êàìè ïîêîÿ òèïà ñåäëà ñèñòåì (2.6). Ðàçäåëèì â êàæäîé ñèñòåìå

âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå è äîìíîæèì êàæäîå ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíå-

íèå íà Φ, òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå
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ôàçîâûå òðàåêòîðèè Φ(ũ):

Φ
dΦ

dũ
=
(
k(∓)(x0)

)−1
f (∓)(ũ, x0, 0). (2.7)

Óñëîâèå A3. Ïóñòü íåðàâåíñòâî

p∫
ϕ(−)(x0)

f (−)(u, x0, 0)du > 0 âûïîëíÿåòñÿ âñþäó â ϕ(−)(x0) < p ≤ ϕ(+)(x0)

à íåðàâåíñòâî

p∫
ϕ(+)(x0)

f (+)(u, x0, 0)du > 0 âûïîëíÿåòñÿ âñþäó â ϕ(−)(x0) ≤ p < ϕ(+)(x0).

Èç A3 è A1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñåïàðàòðèñà

Φ(−)(ũ) =

√√√√√2
(
k(−)(x0)

)−1 ũ∫
ϕ(−)(x0)

f (−)(u, x0, 0)du, (2.8)

âõîäÿùàÿ â òî÷êó ïîêîÿ
(
ϕ(−), 0

)
ïðè ξ → −∞ è ñåïàðàòðèñà

Φ(+)(ũ) =

√√√√√2
(
k(+)(x0)

)−1 ũ∫
ϕ(+)(x0)

f (+)(u, x0, 0)du, (2.9)

âõîäÿùàÿ â òî÷êó ïîêîÿ
(
ϕ(+), 0

)
ïðè ξ → +∞.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

H(ũ) := k(−)(x0)Φ
(−)(ũ)− k(+)(x0)Φ

(+)(ũ) =

=

√√√√√2k(−)(x0)

ũ∫
ϕ(−)(x0)

f (−)(u, x0, 0)du−

√√√√√2k(+)(x0)

ũ∫
ϕ(+)(x0)

f (+)(u, x0, 0)du.

Óñëîâèå A4. Ïóñòü ñóùåñòâóåò p0 - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ H(ũ) =

0, ëåæàùåå â èíòåðâàëå
(
ϕ(−)(x0), ϕ

(+)(x0)
)
, è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óñëîâèå
dH

dũ
(p0) =

f (−)(p0, x0, 0)

Φ(−)(p0)
− f (+)(p0, x0, 0)

Φ(+)(p0)
> 0 (2.10)

2.3 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ

Áóäåì ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.3) îò-

äåëüíî ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè x0:

U(x, ε) =

U (−)(x, ε), x ∈ [−1, x0],

U (+)(x, ε), x ∈ [x0, 1].
(2.11)

â òî÷êå x0 áóäåì ïðîèçâîäèòü íåïðåðûâíîå ñøèâàíèå ïîñòðîåííûõ ÷à-

ñòåé. Çíà÷åíèå ôóíêöèè U(x, ε) â òî÷êå x0 íåèçâåñòíî, îáîçíà÷èì åãî

p:

U (−) (x, ε) = U (+) (x, ε) = p, (2.12)

è áóäåì èñêàòü èç óñëîâèÿ ñøèâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ:

k(−)(x0)
dU (−)

dx
(x0) = k(+)(x0)

dU (+)

dx
(x0). (2.13)
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Êàæäóþ ôóíêöèþ U (∓) (x, ε) áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàå-

ìûõ:

U (∓)(x, ε) = ū(∓)(x, ε) +Q(∓)(ξ, ε) +R(∓)
(
η(∓), ε

)
, (2.14)

çäåñü ū(∓)(x, ε) � ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü, Q(∓)(ξ, ε) � ôóíêöèè ïåðåõîäíî-

ãî ñëîÿ, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, à

R(∓) (η(∓), ε) � ïîãðàíñëîéíûå ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ðåøåíèå âáëèçè
ãðàíè÷íûõ òî÷åê îòðåçêà [−1, 1], η(∓) =

x± 1

ε
� ðàñòÿíóòûå ïåðåìåí-

íûå, îïðåäåëåííûå âáëèçè ãðàíè÷íûõ òî÷åê.

Êàæäîå ñëàãàåìîå ôóíêöèé U (∓)(x, ε) áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû ïî

ñòåïåíÿì ε:

ū(∓)(x, ε) = ū
(∓)
0 (x) + εū

(∓)
1 (x) + ...; (2.15)

Q(∓)(ξ, ε) = Q
(∓)
0 (ξ) + εQ

(∓)
1 (ξ) + ...; (2.16)

R(∓)(η(∓), ε) = R
(∓)
0 (η(∓)) + εR

(∓)
1 (η(∓)) + .... (2.17)

2.3.1 Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðå-

øåíèå óðàâíåíèé

ε2
d

dx

(
k(∓)(x)

dū(∓)

dx

)
= f (∓)(ū(∓), x, ε). (2.18)

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.18) ñóììû (2.15), ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèè k(∓)(x) è

f (∓)(ū(∓), x, ε) â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ε è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöè-

åíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ū
(∓)
i , i = 0, 1, ....
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Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ε0 ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ ôóíêöèé ðåãóëÿðíîé ÷àñòè íóëåâîãî ïîðÿäêà: f (∓)(ū
(∓)
0 , x, 0) = 0.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ A2 ū
(∓)
0 (x) = ϕ(∓)(x).

Ôóíêöèè ū
(∓)
1 (x) îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé

f (∓)u (ϕ(∓)(x), x, 0) · ū(∓)1 = f (∓)ε (ϕ(∓)(x), x, 0)

êîòîðûå â ñëåäñòâèå A2 èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

m−òûé ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ū(∓)m = (f (∓)u (ϕ(∓)(x), x, 0))−1 · h(∓)m (ū
(∓)
0 , ..., ū

(∓)
m−1, x)

ãäå h
(∓)
m (ū

(∓)
0 , ..., ū

(∓)
m−1, x) � èçâåñòíûå ôóíêöèè. Ýòè óðàâíåíèÿ ðàçðåøè-

ìû â ñèäó óñëîâèÿ A2.

2.3.2 Ôóíêöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ

Ñîãëàñíî ìåòîäó ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé [1], îáùèå çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé

ïåðåõîäíîãî ñëîÿ áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
k(∓)(x0 + εξ)

d2Q(∓)

dξ2
+ ε

dk(∓)

dx
(x0 + εξ)

dQ(∓)

dξ
= Qf (∓),

Q(∓)(0) = p− ū(∓),

Q(∓)(∓∞) = 0.

(2.19)

çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Qf (∓) = f (∓)(ū(∓)(x0 + εξ, ε) +Q(∓)(ξ), x0 + εξ, ε)−
− f (∓)(ū(∓)(x0 + εξ, ε), x0 + εξ, ε), (2.20)
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è â êà÷åñòâå âòîðîãî äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ äîáàâëåíî óñëîâèå óáû-

âàíèÿ ôóíêöèè ïðè óäàëåíèè îò òî÷êè x0.

Ïîäñòàâèì ñóììû (2.16) â (2.19) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè ε0.

Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùèå çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Q
(∓)
0 (ξ):

k(∓)(x0)
d2Q

(∓)
0

dξ2
= f (∓)

(
ϕ(∓)(x0) +Q

(∓)
0 , x0, 0

)
,

Q
(∓)
0 (0) + ϕ(∓)(x0) = p,

Q
(∓)
0 (∓∞) = 0.

(2.21)

Çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé Q
(−)
0 (ξ) îïðåäåëåíû ïðè ξ ∈ (−∞, 0), à äëÿ ôóíê-

öèé Q
(+)
0 (ξ) � ïðè ξ ∈ (0,+∞).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ũ(ξ) =

ϕ(−)(x0) +Q
(−)
0 (ξ), ξ ≤ 0;

ϕ(+)(x0) +Q
(+)
0 (ξ), ξ ≥ 0.


Φ(−)(ξ) =

dũ

dξ
, ξ ≤ 0;

Φ(+)(ξ) =
dũ

dξ
, ξ ≥ 0.

(2.22)

è ïåðåïèøåì çàäà÷è (2.19) â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

k(∓)(x0)
d2ũ

dξ2
= f (∓) (ũ, x0, 0) ; ũ(0) = p; ũ(∓∞) = ϕ(∓)(x0). (2.23)

Çàäà÷è (2.23) ýêâèâàëåíòíû ïðèñîåäèíåííûì ñèñòåìàì (2.6). Èç óñëîâèé

A2 è A3 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ çàäà÷:

dũ

dξ
=

√√√√√2
(
k(−)(x0)

)−1 ũ∫
ϕ(−)(x0)

f (−)(u, x0, 0)du, ξ ≤ 0, ũ(0) = p (2.24)
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è

dũ

dξ
=

√√√√√2
(
k(+)(x0)

)−1 ũ∫
ϕ(+)(x0)

f (+)(u, x0, 0)du, ξ ≥ 0, ũ(0) = p. (2.25)

Ìîæíî äîêàçàòü ( [1, 62]), ÷òî äëÿ ôóíêöèè ũ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà∣∣∣ũ(∓)(ξ)− ϕ(∓)(x0)
∣∣∣ ≤ Ce−|κ|ξ,

ãäå C è κ � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè

Q
(∓)
0 (ξ) èìåþò ñëåäóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè:∣∣∣Q(∓)

0 (ξ)
∣∣∣ ≤ Ce−|κ|ξ (2.26)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

f̃ (∓)(ξ) := f (∓)
(
ũ(∓)(ξ), x0, 0

)
, f̄ (∓)(x) := f (∓)

(
ϕ(∓)(x), x, 0

)
(2.27)

à àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f .

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ε1 â (2.19) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå çà-

äà÷è äëÿ ôóíêöèé Q
(−)
1 (ξ) ïðè ξ ∈ (−∞, 0) è ôóíêöèé Q

(+)
1 (ξ) ïðè

ξ ∈ (0,+∞): k
(∓)(x0)

d2Q
(∓)
1

dξ2
− f̃ (∓)u (ξ)Q

(∓)
1 = Qf

(∓)
1 (ξ);

Q
(∓)
1 (0) + ū

(∓)
1 (x0) = 0; Q

(∓)
1 (∓∞) = 0,

(2.28)
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ãäå

Qf
(∓)
1 (ξ) =

(
ū
(∓)
1 + ξ

dϕ(∓)

dx
(x0)

)(
f̃ (∓)u (ξ)− f̄ (∓)u (x0)

)
+

+ξ
(
f̃ (∓)x (ξ)− f̄ (∓)x (x0)

)
+
(
f̃ (∓)ε (ξ)− f̄ (∓)ε (x0)

)
−dk

(∓)

dx
(x0)

(
ξ
d2Q

(∓)
0

dξ2
+
dQ

(∓)
0

dξ

)
.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ (2.28) ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

Q
(∓)
1 (ξ) = −ū(∓)1 (x0)

Φ(∓)(ξ)

Φ(∓)(0)
+

Φ(∓)(ξ)

k(∓)(x0)

ξ∫
0

dξ′(
Φ(∓)(ξ′)

)2
ξ′∫

∓∞

Φ(∓)(σ)Qf
(∓)
1 (σ)dσ.

Ôóíêöèè Qf
(∓)
1 (ξ) è Q

(∓)
1 (ξ) óäîâëåòâîðÿþò ýêñïîíåíöèàëüíûì îöåíêàì,

àíàëîãè÷íûì (2.26).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé

m−òîãî ïîðÿäêàk
(∓)(x0)

d2Q
(∓)
m

dξ2
− f̃ (∓)u (ξ)Q(∓)

m = Qf (∓)m (ξ);

Q
(∓)
m (0) + ū

(∓)
m (x0) = 0; Q

(∓)
m (∓∞) = 0,

(2.29)

ãäå Qf
(∓)
m (ξ) � èçâåñòíûå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ū

(∓)
j (x0), j ≤ m è

Q
(∓)
k (ξ), k ≤ m − 1. Ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêæå ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì

âèäå:

Q(∓)
m (ξ) = −ū(∓)m (x0)

Φ(∓)(ξ)

Φ(∓)(0)
+

Φ(∓)(ξ)

k(∓)(x0)

ξ∫
0

dξ′(
Φ(∓)(ξ′)

)2
ξ′∫

∓∞

Φ(∓)(σ)Qf (∓)m (σ)dσ.
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2.3.3 Ïîãðàíñëîéíûå ôóíêöèè

Ïîãðàíñëîéíûå ôóíêöèè R(∓)(η(∓), ε) ñòðîÿòñÿ â ïîëíîé àíàëîãèè ñ ðà-

áîòîé [1].

2.3.4 Ñøèâàíèå ïðîèçâîäíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé

ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè ðàçðûâà

Ââåäåì ôóíêöèþ

H(p, ε) := k(−)(x0)
dU (−)

dx
(p, x0, ε)− k(+)(x0)

dU (+)

dx
(p, x0, ε). (2.30)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (2.14) � (2.16) ôóíêöèþ H(p, ε) ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà:

H(p, ε) = H0(p) + εH1(p) + ... = k(−)(x0)
dQ

(−)
0

dξ
(0)− k(+)(x0)

dQ
(+)
0

dξ
(0)+

+ ε

[
k(−)(x0)

(
dϕ(−)

dx
(x0) +

dQ
(−)
1

dξ
(0)

)
−

−k(+)(x0)

(
dϕ(+)

dx
(x0)−

dQ
(+)
1

dξ
(0)

)]
+ ... (2.31)

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2.13) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà

H(p, ε) = 0. (2.32)

Ïðåäñòàâèì p â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà:

p := p(ε) = p0 + εp1 + ... (2.33)
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Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.33) â (2.32), áóäåì îáúåäèíÿòü êîýôôèöèåíòû

ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε è ïðèðàâíèâàòü èõ ê íóëþ.

Â íóëåâîì ïîðÿäêå ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé (2.22) óñëîâèå

ñøèâàíèÿ ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

k(−)(x0)Φ
(−)(p0)− k(+)(x0)Φ

(+)(p0) = 0.

Âåëè÷èíà p0, äëÿ êîòîðîé ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ñóùåñòâóåò ñî-

ãëàñíî óñëîâèþ À4.

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè εi, i ≥ 1 â ëåâîé ÷àñòè (2.32),

ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ pi :

dH0

dp
(p0) · pi = Gi,

ãäå Gi � èçâåñòíûå âåëè÷èíû, â ÷àñòíîñòè, G1 = −H1(p0).

Ýòè óðàâíåíèÿ ðàçðåøèìû â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.10).

2.3.5 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ

Åñëè ïîòðåáîâàòü äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ôóíêöèé k(∓)(x) è f (∓)(u, x, ε),

òî ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî àëãîðèòìà ìîæíî íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàç-

ëîæåíèé (2.15) � (2.17) äî ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà n. Ñîñòàâèì ñóììû

U (−)
n (p(ε), x, ε) =

n∑
i=0

(
ū
(−)
i (x) +Q

(−)
i (ξ)

)
, x ∈ [−1, x0], ξ ≤ 0;

U (+)
n (p(ε), x, ε) =

n∑
i=0

(
ū
(+)
i (x) +Q

(+)
i (ξ)

)
, x ∈ [x0, 1], ξ ≥ 0
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Àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ïîðÿäêà n ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.3) áó-

äåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

Un(p(ε), x, ε) =

U
(−)
n (p(ε), x, ε), x ∈ [−1, x0];

U
(+)
n (p(ε), x, ε), x ∈ [x0, 1].

Ôóíêöèè U
(∓)
n (p(ε), x, ε) ïî ñâîåìó ïîñòðîåíèþ óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-

íåíèþ (2.3) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ñ òî÷íîñòüþ O(εn+1).

2.4 Âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ

Äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ áóäåì ïðè ïîìîùè

ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ, èñïîëüçóþùåãî ìåòîä âåðõíèõ

è íèæíèõ ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ôóíêöèè β(x, ε), α(x, ε) ∈ C ([−1, 1])∩C2 ([−1, 1] \ x0)
íàçûâàþòñÿ âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (2.3) ñîîòâåòñòâåí-

íî, åñëè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Óïîðÿäî÷åííîñòü: α(x, ε) ≤ β(x, ε), x ∈ [−1, 1].

2. Äåéñòâèå îïåðàòîðà â óðàâíåíèè (2.3):

ε2
d

dx

(
k(x)

dβ

dx

)
− f(β, x, ε) ≤ 0 ≤ ε2

d

dx

(
k(x)

dα

dx

)
− f(β, x, ε),

x ∈ ([−1, 1] \ x0).

3. Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå: α(∓1, ε) ≤ u(∓) ≤ β(∓1, ε)
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4. Íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ:

k(−)(x0)
dβ

dx
(x0 − 0, ε) ≥ k(+)(x0)

dβ

dx
(x0 + 0, ε);

k(−)(x0)
dα

dx
(x0 − 0, ε) ≤ k(+)(x0)

dα

dx
(x0 + 0, ε)

2.4.1 Ïîñòðîåíèå âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé

Áóäåì ñòðîèòü âåðõíåå ðåøåíèå β(x, ε) îòäåëüíî íà êàæäîì èç îòðåç-

êîâ [−1, x0] è [x0, 1] â âèäå ìîäèôèêàöèè ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè n-ãî

ïîðÿäêà:

βn(x, ε) =

β
(−)
n (x, ε) = U

(−)
n + εn

(
µ+ q(−)(ξ)

)
, x ∈ [−1, x0], ξ ≤ 0;

β
(+)
n (x, ε) = U

(+)
n + εn

(
µ+ q(+)(ξ)

)
, x ∈ [x0, 1], ξ ≥ 0;

(2.34)

Çäåñü ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà µ ïîäáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü óñëîâèå 3., è íåðàâåíñòâà 1. è 2. âûïîëíÿëèñü âäàëè îò

òî÷êè x0. Ôóíêöèè q
(∓)(ξ) ââîäÿòñÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ íåâÿçîê â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x0 â íåðàâåíñòâå 2., âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ

âåëè÷èíû µ. Ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ êðà-

åâûõ çàäà÷k
(∓)(x0)

d2q(∓)

dξ2
− f̃ (∓)u (ξ)q(∓) =

(
f̃
(∓)
u (ξ)− f̄ (∓)u (x0)

)
µ− de−λ|ξ|;

q(∓)(0) + µ = δ; q(∓)(∓∞) = 0.

(2.35)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ (2.27). Çàäà÷à äëÿ q(−)(ξ) îïðåäå-

ëåíà ïðè ξ ≤ 0, à çàäà÷à äëÿ q(+)(ξ) � ïðè ξ ≥ 0. Çíà÷åíèÿ δ, d, λ

âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà 1. è 4.

32



Ðåøåíèÿ çàäà÷ (2.35) ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå

q(∓)(ξ) = (δ − µ)
Φ(∓)(ξ)

Φ(∓)(0)
+

+
Φ(∓)(ξ)

k(∓)(x0)

∫ ξ

0

dξ′(
Φ(∓)(ξ′)

)2 ∫ ξ′

∓∞
Φ(∓)(σ)

((
f̃ (∓)u (σ)− f̄ (∓)u (x0)

)
µ− de−λ|σ|

)
dσ.

(2.36)

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè∣∣∣f̃ (∓)u (ξ)− f̄ (∓)u (x0)
∣∣∣ < Ce−κ|ξ|,

ãäå C è κ � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû δ, d è λ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè, ÷òî-

áû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

δ − µ > 0;
(
f̃ (∓)u (ξ)− f̄ (∓)u (x0)

)
µ− de−λ|ξ| < 0

òîãäà ôóíêöèÿ q(−)(ξ) áóäåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ïðè ξ ≤ 0, à ôóíêöèÿ

q(+)(ξ) � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ïðè ξ ≥ 0.

Íèæíåå ðåøåíèå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

αn(x, ε) =

α
(−)
n (x, ε) = U

(−)
n − εn

(
µ+ q(−)(ξ)

)
, x ∈ [−1, x0], ξ ≤ 0;

α
(+)
n (x, ε) = U

(+)
n − εn

(
µ+ q(+)(ξ)

)
, x ∈ [x0, 1], ξ ≥ 0;

(2.37)

Ëåììà 2.1. Ôóíêöèè αn(x, ε) è βn(x, ε) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1. �

4.
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Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü βn(x, ε) è αn(x, ε) íà îòðåçêàõ [−1, x0] è [x0, 1]:

βn(x, ε)− αn(x, ε) = εn
(

2µ+ 2q(∓)(ξ)
)
.

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî â ñëåäñòâèå ïîëîæè-

òåëüíîñòè µ è q(∓)(ξ). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 1. âûïîëíåíî âñþäó íà

îòðåçêå [−1, 1].

Òåïåðü ïîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2. íà ïðèìåðå âåðõíåãî ðåøåíèÿ

ε2
d

dx

(
k(∓)(x)

dβ
(∓)
n

dx

)
− f (∓)

(
β(∓)
n , x, ε

)
=

− εn
(
µ · f̄ (∓)u (x0) + d · e−λ|ξ|

)
+O

(
εn+1

)
(2.38)

Ôóíêöèè f̄
(∓)
u (x) ïîëîæèòåëüíû ïðè x ∈ [−1, x0] è [x0, 1] ñîîòâåòñòâåííî

â ñëåäñòâèå óñëîâèÿ A2. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè îò-

ðèöàòåëüíî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε, è íåðàâåíñòâî 2. âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

âåðõíåãî ðåøåíèÿ. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2. äëÿ íèæíåãî ðåøåíèÿ äîêà-

çûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðîâåðèì òåïåðü äëÿ âåðõíåãî ðåøåíèÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 4.

k(x0−0)
dβn
dx

(x0−0, ε)−k(x0 + 0)
dβn
dx

(x0 + 0, ε) = k(−)(x0)
dβ

(−)
n

dx
(x0, ε)−

−k(+)(x0)
dβ

(+)
n

dx
(x0, ε) = εn−1

(
k(−)(x0)

dq(−)

dξ
(0)− k(+)(x0)

dq(+)

dξ
(0)

)
+O (εn) .

(2.39)

çäåñü áûëè ó÷òåíû óñëîâèÿ ñøèâàíèÿ (2.13).

Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ôóíêöèé (2.36), çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ èõ ïðî-

34



èçâîäíûõ ïðè ξ = 0:

dq(∓)

dξ
(0) = δ · f

(∓)(p0, x0, 0)

k(∓)(x0)Φ(∓)(0)
− µ

Φ(∓)(0)
· f̄

(∓)
u (x0)

k(∓)(x0)

(
p0 − ϕ(∓)(x0)

)
−

− d

k(∓)(x0)Φ(∓)(0)

∫ 0

∓∞
Φ(∓)(ξ) · e−λ|ξ|dξ (2.40)

Çäåñü áûëî ó÷òåíî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.6), îáîçíà÷åíèå (2.22) è

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ Q
(∓)
0 (ξ). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (2.39) ïðè-

íèìàåò âèä

k(x0 − 0)
dβn
dx

(x0 − 0, ε)− k(x0 + 0)
dβn
dx

(x0 + 0, ε) =

= εn−1δ · dH
dp

(p0)−
εn−1µ · f̄ (−)u (x0)

Φ(−)(0)

(
p0 − ϕ(−)(x0)

)
+

+
εn−1µ · f̄ (+)

u (x0)

Φ(+)(0)

(
p0 − ϕ(+)(x0)

)
− εn−1d

Φ(−)(0)

∫ 0

−∞
Φ(−)(ξ) · eλξdξ+

+
εn−1d

Φ(+)(0)

∫ 0

+∞
Φ(+)(ξ) · e−λξdξ

Ñîãëàñíî óñëîâèþA4 dH/dp(p0) > 0, ïîýòîìó, åñëè ïîëîæèòåëüíàÿ êîí-

ñòàíòà δ äîñòàòî÷íî âåëèêà, âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïîëîæèòåëüíî.

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 4. äëÿ íèæíåãî ðåøåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì.

2.5 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ À1 � À4, òîãäà äëÿ äîñòà-

òî÷íî ìàëîãî ε ñóùåñòâóåò ðåøåíèå uε(x) çàäà÷è (2.3), äëÿ êîòîðî-

ãî ôóíêöèÿ Un(x, ε) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëè-
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æåíèåì ñ òî÷íîñòüþ O(εn+1), òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|uε(x)− Un(x, ε)| ≤ Cεn+1 (2.41)

ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ε

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû, ïðåä-

ñòàâëåííûå â [54].

2.5.1 Ñëàáîå ðåøåíèå

Íà îñíîâàíèè ðàáîòû [54] ââåäåì ïîíÿòèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.3)

è ïîíÿòèÿ ñëàáûõ âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ôóíêöèÿ uε(x) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà-

÷è (2.3), åñëè uε(x) ∈ W 1,2, uε(−1) = u(−), uε(1) = u(+) è ðàâåíñòâî∫ 1

−1

(
−ε2k(x)

duε
dx

dφ

dx
− f(uε, x, ε)φ(x)

)
dx = 0 (2.42)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ(x) ∈ W 1,2, ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé

ïðè x ∈ (−1, 1), ó êîòîðîé φ(−1) = φ(1) = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïàðà ôóíêöèé β(x, ε), α(x, ε) ∈ W 1,2 íàçûâàþòñÿ

ñëàáûìè âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (2.3), åñëè îíè óïîðÿ-

äî÷åíû, òî åñòü ∀x ∈ [−1, 1] α(x, ε) ≤ β(x, ε), âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

íà ãðàíèöå α(∓1, ε) ≤ u(∓) ≤ β(∓1, ε), è ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

∫ 1

−1

(
−ε2k(x)

dβ

dx

dφ

dx
− f(β, x, ε)φ(x)

)
dx ≤ 0 ≤

≤
∫ 1

−1

(
−ε2k(x)

dα

dx

dφ

dx
− f(α, x, ε)φ(x)

)
dx (2.43)
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âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ(x) ∈ W 1,2, ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé

ïðè x ∈ (−1, 1), ó êîòîðîé φ(−1) = φ(1) = 0.

Ñîãëàñíî [54] ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò óïîðÿäî÷åí-

íàÿ ïàðà ôóíêöèé β(x, ε) è α(x, ε), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì è íèæíèì

ðåøåíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è (2.3), òî ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è

(2.3), ëåæàùåå âíóòðè îòðåçêà [α(x, ε), β(x, ε)].

2.5.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1 íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü äâà óòâåðæäå-

íèÿ:

1. Ôóíêöèè βn(x, ε), αn(x, ε), çàäàííûå âûðàæåíèÿìè (2.34) è (2.37)

ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè â ñìûñ-

ëå îïðåäåëåíèÿ 2.5, â ñëåäñòâèå ÷åãî ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.3)

ñóùåñòâóåò.

2. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.3) ñëåäóåò ñóùåñòâî-

âàíèå ðåøåíèÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2.

Ëåììà 2.2. Ôóíêöèè βn(x, ε), αn(x, ε), çàäàííûå âûðàæåíèÿìè (2.34)

è (2.37) ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.5.

Ïîñêîëüêó äëÿ ôóíêöèé βn(x, ε) è αn(x, ε) óñëîâèÿ 1. è 3. âûïîëíå-

íû, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.43). Ïîñêîëüêó

ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó C([−1, 1])∩C2([−1, 1] \x0) (ñì îïðåäåëå-

íèå 2.3), èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòü (2.43) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì
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âèäå:

∫ x0

−1

(
ε2
d

dx

(
k(−)(x)

dβ
(−)
n

dx

)
− f (−)(β(−)

n , x, ε)

)
φ(x)dx+

+

∫ 1

x0

(
ε2
d

dx

(
k(+)(x)

dβ
(+)
n

dx

)
− f (+)(β(+)

n , x, ε)

)
φ(x)dx−

− ε2
(
k(−)(x0)

dβ
(−)
n

dx
(x0, ε)− k(+)(x0)

dβ
(+)
n

dx
(x0, ε)

)
φ(x0)

Â ñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé 2. è 4. ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå ïðè-

íèìàåò íåïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå x ∈ [−1, 1] äëÿ äîñòàòî÷-

íî ìàëûõ ε. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà

(2.43) âûïîëíåíà. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè βn(x, ε) è αn(x, ε) ÿâëÿþòñÿ

âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.5.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî [54], ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.3) ñóùåñòâóåò.

Ëåììà 2.3. Ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.3) � ýòî ðåøåíèå çàäà÷è â ñìûñ-

ëå îïðåäåëåíèÿ 2.2.

Èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è (2.3) è Óñëîâèÿ A1 ñëåäóþò äâà ðàâåíñòâà:

ε2
d

dx

(
k(−)(x)

duε
dx

)
= f (−)(uε, x, ε), x ∈ (−1, x0);

ε2
d

dx

(
k(+)(x)

duε
dx

)
= f (+)(uε, x, ε), x ∈ (x0, 1).

Èíòåãðèðóÿ ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.42) ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
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âûðàæåíèå

− ε2
(
k(−)(x0)

duε
dx

(x0 − 0)− k(+)(x0)
duε
dx

(x0 + 0)

)
φ(x0)+

+

∫ x0

−1

(
ε2
d

dx

(
k(−)(x)

duε
dx

)
− f (−)(uε, x, ε)

)
φ(x)dx+

+

∫ 1

x0

(
ε2
d

dx

(
k(+)(x)

duε
dx

)
− f (+)(uε, x, ε)

)
φ(x)dx = 0 (2.44)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ

φ(x) =

exp
(
− ν2

ν2−(x−x0)2

)
, x ∈ (x0 − ν, x0 + ν),

0; x ∈ [−1, x0 − ν] ∪ [x0 + ν, 1].

Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, íåîòðèöàòåëüíîé ïðè x ∈ (−1, 1) è óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì φ(−1) = φ(1) = 0. Ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà ν

óìåíüøàåòñÿ èíòåðâàë, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ, èç-çà ÷å-

ãî èíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå ñòàíîâÿòñÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Åñëè k(−)(x)
duε
dx

(x0−0)−k(+)(x)
duε
dx

(x0+0) = a 6= 0, òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü

âûðàæåíèÿ (2.44) íå ðàâíà íóëþ, â ñëåäñòâèå ÷åãî ïðèõîäèì ê ïðîòèâî-

ðå÷èþ. Îòñþäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (2.4).

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (2.44) ðàâíî íóëþ. Îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóììà äâóõ èíòåãðàëîâ â (2.44) ðàâíà íóëþ. À çíà÷èò

êàæäûé èç èíòåãðàëîâ ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü,

÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (2.3) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.4 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò âåðõíåå è íèæíåå ðåøå-

íèÿ, çàäàííûå âûðàæåíèÿìè (2.34) è (2.37) ñîãëàñíî ðàáîòå [54] ìîæíî

çàêëþ÷èòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è â ñìûñëå îïðåäåëå-
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íèÿ (2.2) è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (ñì. [63])

αn(x, ε) ≤ uε(x) ≤ βn(x, ε). (2.45)

Åñëè ïîñòðîèòü âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ íà îñíîâàíèè àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîðÿäêà n + 1, òî èç ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ, à òàêæå ñòðóêòóðû âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøå-

íèé áóäåò ñëåäîâàòü îöåíêà òåîðåìû 2.1.

2.6 Ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ

óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ A1 � A4, òîãäà ðåøåíèå uε(x)

çàäà÷è (2.3) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ Un(x, ε)

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì, ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî åäèíñòâåííûì è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó

ñ îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè ïî êðàéíåé ìåðå [α1(x, ε), β1(x, ε)]

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2 íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñóùåñòâîâà-

íèå ðåøåíèÿ vε(x, t) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (2.1) ïðè ëþáîé ôóíêöèè

vinit(x, ε), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ íà ïðîèçâîäíûå (2.2) íà îòðåçêå

α1(x, ε) ≤ vinit(x, ε) ≤ β1(x, ε), à òàêæå äîêàçàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùå-

ãî ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà:

lim
t→∞
|vε(x, t)− uε| = 0. (2.46)
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2.6.1 Âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è áóäåì

òàêæå ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ôóíêöèè β̂(x, t, ε) è α̂(x, t, ε) èç êëàññà C ([−1; 1]×
× [0,∞))∩C2,1 (((−1; 1) \ x0)× [0,∞)) íàçûâàþòñÿ âåðõíèì è íèæíèì

ðåøåíèÿìè çàäà÷è (2.1) ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì

ε âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

10 Óïîðÿäî÷åííîñòü: α̂(x, t, ε) ≤ β̂(x, t, ε), (x, t) ∈ [−1, 1]× [0,∞).

20 Äåéñòâèå îïåðàòîðà â óðàâíåíèè (2.1):

ε2
∂

∂x

(
k(x)

∂β̂

∂x

)
− ∂β̂

∂t
− f(β̂, x, ε) ≤ 0 ≤

≤ ε2
∂

∂x

(
k(x)

∂α̂

∂x

)
−∂α̂
∂t
−f(α̂, x, ε), (x, t) ∈ ([−1, 1]\x0)×[0,∞).

30 Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå: α̂(∓1, t, ε) ≤ u(∓) ≤ β̂(∓1, t, ε), t > 0

40 Íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ:

k(−)(x0)
∂β

∂x
(x0 − 0, t, ε) ≥ k(+)(x0)

∂β

∂x
(x0 + 0, t, ε), t > 0;

k(−)(x0)
∂α

∂x
(x0 − 0, t, ε) ≤ k(+)(x0)

∂α

∂x
(x0 + 0, t, ε), t > 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíê-

öèè, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

α̂(x, 0, ε) ≤ vinit(x, ε) ≤ β̂(x, 0, ε),
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ðåøåíèå vε(x, t) çàäà÷è (2.1) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è â êàæäûé ìî-

ìåíò âðåìåíè çàêëþ÷åíî ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè, òî åñòü

èìååò ìåñòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

α̂(x, t, ε) ≤ vε(x, t) ≤ β̂(x, t, ε), x ∈ [−1, 1], t > 0. (2.47)

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çà-

äà÷è òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà äîêàçàíà â [64]

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìîíîòîííûõ èòåðàöèé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âèä âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé:

β̂(x, t, ε) =



β̂(−)(x, t, ε) = uε(x) +
(
β
(−)
n (x, ε)− uε(x)

)
e−εγt,

(x, t) ∈ [−1, x0]× [0,∞);

β̂(+)(x, t, ε) = uε(x) +
(
β
(+)
n (x, ε)− uε(x)

)
e−εγt,

(x, t) ∈ [x0, 1]× [0,∞).

(2.48)

α̂(x, t, ε) =



α̂(−)(x, t, ε) = uε(x) +
(
α
(−)
n (x, ε)− uε(x)

)
e−εγt,

(x, t) ∈ [−1, x0]× [0,∞);

α̂(+)(x, t, ε) = uε(x) +
(
α
(+)
n (x, ε)− uε(x)

)
e−εγt,

(x, t) ∈ [x0, 1]× [0,∞).

(2.49)

çäåñü uε(x) � ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.3), β
(∓)
n (x, ε) è α

(∓)
n (x, ε) � âåðõíåå

è íèæíåå ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå â (2.34) è (2.37) ñîîòâåòñòâåííî, γ �

íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè β̂(x, t, ε) è α̂(x, t, ε), îïðåäåëÿåìûå

âûðàæåíèÿìè (2.48) � (2.49), óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ 2.6. Òîãäà èç

íåðàâåíñòâ (2.47) è âûðàæåíèÿ αn(x, ε) ≤ vinit(x, ε) ≤ βn(x, ε) áóäåò
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ñëåäîâàòü ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
t→+∞

|vε(x, t)− uε(x)| = 0. (2.50)

Èç ýòîãî ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïàðàáîëè-

÷åñêîé çàäà÷è áóäåò âûòåêàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ uε(x) çàäà÷è

(2.3) [56]. Ïîëîæèâ t = 0, à n = 1 â íåðàâåíñòâàõ (2.47) ïîëó÷èì, ÷òî îá-

ëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå

ñåãìåíò α1(x, ε) ≤ vinit(x, ε) ≤ β1(x, ε).

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèé β̂(x, t, ε) è α̂(x, t, ε) âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ 10 � 40.

Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ 10, 30 è 40 âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç àíà-

ëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ôóíêöèé βn(x, ε) è αn(x, ε). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ

âåðõíåãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 20. Ïîäñòàâèì ÿâíûé âèä

ôóíêöèè β̂(x, t, ε) (2.48) â íåðàâåíñòâî 20:

ε2
(
d

dx

(
k(x)

duε
dx

)
+

(
d

dx

(
k(x)

dβn
dx

)
− d

dx

(
k(x)

duε
dx

))
e−εγt

)
+

+ εγ(βn − uε)e−εγt − f(β̂, x, ε) (2.51)

Äîáàâèì â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñëàãàåìûå f(uε, x, ε), f(uε, x, ε)e
−εγt

è f(βn, x, ε)e
−εγt è âû÷òåì èõ, ÷òîáû âûðàæåíèå îñòàëîñü íåèçìåííûì.

ε
d

dx

(
k(x)

duε
dx

)
− f(uε, x, ε)−

(
ε
d

dx

(
k(x)

duε
dx

)
− f(uε, x, ε)

)
e−εγt+

+

(
ε
d

dx

(
k(x)

dβn
dx

)
− f(βn, x, ε)

)
e−εγt + εγ(βn − uε)e−εγt+

+ (f(βn, x, ε)− f(uε, x, ε)) e
−εγt −

(
f(β̂, x, ε)− f(uε, x, ε)

)
. (2.52)
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Ó÷òåì, ÷òî uε(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.3). Êðîìå òîãî, ó÷òåì

ñëåäóþùóþ îöåíêó:

(f(βn, x, ε)− f(uε, x, ε)) e
−εγt −

(
f(β̂, x, ε)− f(uε, x, ε)

)
=

f ∗uu
(
θ2e
−εγt − θ1

)
(βn − uε)2e−εγt (2.53)

ãäå f ∗uu = fuu (uε + θ2(βn − uε)e−εγt + θ3(θ2e
−εγt − θ1)(βn − uε), x, ε),−1 <

θ1,2,3 < 1.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ îöåíêó (2.38), çàïèøåì âûðàæåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

Lt[β̂] = −εn
(
µ · f̄ (∓)u + d · e−κ|ξ|

)
e−εγt + εγ(βn − uε)e−εγt+

+ f ∗uu
(
θ2e
−εγt − θ1

)
(βn − uε)2e−εγt +O

(
εn+1

)
· e−εγt (2.54)

Èç íåðàâåíñòâà (2.45) ñëåäóåò îöåíêà βn(x, ε)−uε(x) = O(εn), òàêèì îá-

ðàçîì, ïðè ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòå γ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε âûðàæåíèå

(2.54) ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à çíà÷èò óñëîâèå 20 âûïîë-

íåíî äëÿ âåðõíåãî ðåøåíèÿ. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ äëÿ íèæíåãî ðåøåíèÿ

ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 2.2 äîêàçàíà.

2.7 Ïðèìåð: Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïå-

ðàòóðû íà ãðàíèöå ðàçäåëà âîäà-âîçäóõ ñ ïîìî-

ùüþ òåîðèè êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð

Íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ ñ ðàçðûâíûìè ðåàêòèâíûì

è äèôôóçèîííûì ñëàãàåìûìè áûëà ðàçðàáîòàíà ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå îêåàíà.
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Èçó÷åíèå ïàðàìåòðîâ ñðåäû â ïðèïîâåðõíîñòíîñì ñëîå îêåàíà ïðåä-

ñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ñîâðåìåííîé íàóêè. Åãî ñîñòîÿíèå èãðàåò

êëþ÷åâóþ ðîëü â òåïëî- è ìàññîîáìåíå ìåæäó îêåàíîì è àòìîñôåðîé è

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ êëèìàòè÷åñêóþ

ñèñòåìó Çåìëè.

Ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü ñëóæèò äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïå-

ðàòóðû â ïðèâîäíîì ñëîå ïîðÿäêà 10 ñì.

Ðèñ. 2.1: Ýêñïåðèìåíòàëüíûé ãðàôèê

Íà ðèñóíêå 2.1 ïðåäñòàâëåí ýêñïåðèìåíòàëüíûé ãðàôèê èçìåíåíèÿ

òåìïåðàòóðû [65]. Íà íåì îò÷åòëèâî âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü íå ÿâëÿåòñÿ

ìîíîòîííîé, âáëèçè ãðàíèöû ðàçäåëà íàáëþäàþòñÿ îáëàñòè ñ èíâåðñíûì

ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê ïðÿìîé z ∈ [−a; a], a ∼ 5, ïåðïåíäèêóëÿðíîé

ïëîñêîñòè ãðàíèöû ðàçäåëà âîäà-âîçäóõ. Ïîñòàâèì íà ýòîì îòðåçêå íà÷àëüíî-

êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, êîòîðóþ â áåçðàçìåð-

íûõ âåëè÷èíàõ [76] ìîæíî çàïèñàòü êàê
d

dz

(
k(z)

dT

dz

)
= f(T, z), z ∈ (−a, a),

dT

dz
(−a) = 0;

dT

dz
(a) = 0.

(2.55)

çäåñü k(z)- êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà, T -òåìïåðàòóðà ñðåäû. Ãðà-

45



íè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà îçíà÷àþò, ÷òî òåïëîâîé ïîòîê íà ãðàíèöå îá-

ëàñòè ðàâåí íóëþ.

Â ðàçëè÷íûõ ñëîÿõ ñòðàòèôèöèðîâàííîé ñðåäû òåïëîîáìåí îáóñëîâ-

ëåí ðàçëè÷íûìè ïðè÷èíàìè. Íà ðàññòîÿíèè íåñêîëüêèõ ìèëëèìåòðîâ

îò ãðàíèöû âîäà-âîçäóõ îáìåí ÿâëÿåòñÿ ìîëåêóëÿðíûì, à ïðè óäàëåíèè

îò ãðàíèöû ñòàíîâèòñÿ òóðáóëåíòíûì. Êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà ïðè

ìîëåêóëÿðíîì âçàèìîäåéñòâèè íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå, ÷åì ïðè òóðáó-

ëåíòíîì. Êðîìå òîãî, òóðáóëåíòíûé îáìåí â âîçäóõå ïðîèñõîäèò èíòåí-

ñèâíåå, ÷åì â âîäå. Òàêæå èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èçâåñòíî, ÷òî

ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà ñêà÷êî-

îáðàçíî èçìåíÿåòñÿ â íåñêîëüêî ðàç. Â áåçðàçìåðíîì âèäå åãî ìîæíî

çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k(z) =



100 · κ, z ≤ z1;

κ, z1 < z ≤ z0;

m · κ, z0 < z ≤ z2;

1000 · κ z > z2.

(2.56)

ãäå κ = 3, 1 · 10−4,m � êîíñòàíòà, ïîêàçûâàþùàÿ, âî ñêîëüêî ðàç èçìå-

íèëñÿ êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà,

z0 - ãðàíèöà ðàçäåëà âîäà-âîçäóõ, z1, z2 - ãðàíèöû îáëàñòè ðåçêîãî èçìå-

íåíèÿ òåìïåðàòóðû (ñì. ðèñ. 2.1).

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè èñïîëüçîâàëñÿ íåêëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê óðàâ-

íåíèþ òåïëîâîãî áàëàíñà, âñÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàëàñü êàê íåêàÿ àêòèâ-

íàÿ ñðåäà. Àêòèâíàÿ ñðåäà ìîæåò ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â

îäíîì èç âîçìîæíûõ ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ ñîñòîÿíèè, à ïðè íàëè÷èè

âíåøíåãî âîçáóæäåíèÿ ïåðåõîäèòü îò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãîìó. Àê-

òèâíûå ñðåäû õîðîøî îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ îïèñàíèÿ àêòèâíîé ñðåäû èñïîëüçîâàëîñü

óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (2.55) ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ñëåäóþ-

ùåãî âèäà:

f(u, z) =

u− (uw + δW ), z < z0;

u− (ua + δA), z ≥ z0.
(2.57)

Çäåñü ua è uw - èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû â âîçäóõå è âîäå

ñîîòâåòñòâåííî. Â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ ýòè âåëè÷èíû èìåþò ïîðÿäîê

300Ê. Íåáîëüøèå ïî âåëè÷èíå (ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ Êåëüâèí) ñëàãàåìûå

δA è δW îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî íà ó÷àñòêàõ z3 ≤ z ≤ z1 è z2 ≤ z ≤ z4

íåìîíîòîííîãî èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû (ñì. ðèñ. 2.1).

Äàëåå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Êðàñíûìè

òî÷êàìè íà ãðàôèêå ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëüíî,

÷åðíàÿ êðèâàÿ ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ñîãëàñíî ïðåä-

ñòàâëåííîé ìîäåëè.

Ðèñ. 2.2: Íàëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûé ãðàôèê

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò, ðàññìàòðèâàÿ ïåðåõîäíûé ñëîé â öå-

ëîì, ó÷èòûâàòü êàæäûé èç ñëîåâ ñòðàòèôèöèðîâàííîé ñðåäû. Ðåçóëüòà-

òû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ íà îñíîâàíèè ýòîé ìîäåëè, õîðîøî

ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
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Ãëàâà 3

Ïîãðàíñëîéíîå ðåøåíèå äâóìåðíîé çà-

äà÷è òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó â îáëàñòè (x, y, t) ∈
R× [0; a]× (0,∞) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè ïî ïåðåìåííîé x :

ε∆v − ∂v

∂t
= (A(v, x, y, ε),∇) v +B(v, x, y, ε), x ∈ R, y ∈ (0, a), t > 0,

v(x, 0, t, ε) = u0(x), v(x, a, t, ε) = ua(x), x ∈ R, t > 0,

v(x, y, t, ε) = v(x+ L, y, t, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a], t > 0,

v(x, y, 0, ε) = vinit(x, y, ε), x ∈ R, y ∈ (0, a).

(3.1)

Çäåñü ε ∈ (0; ε0] � ìàëûé ïàðàìåòð, L � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî,A(v, x, y, ε) = {A1(v, x, y, ε), A2(v, x, y, ε)}. ÔóíêöèèAi(v, x, y, ε), i =

1, 2 è B(v, x, y, ε) ÿâëÿþòñÿ L-ïåðèîäè÷åñêèìè ïî ïåðåìåííîé x, äîñòà-

òî÷íî ãëàäêèìè â îáëàñòè I×D× [0,∞)× (0; ε0], ãäå I � âîçìîæíûé èí-

òåðâàë èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû v, D = {(x, y) : R× [0, a]}; ôóíêöèè u0(x),

ua(x) ÿâëÿþòñÿ L-ïåðèîäè÷åñêèìè, íåïðåðûâíûìè ïðè x ∈ R. Íà÷àëü-
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íûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè äî íåïðåðûâ-

íîñòè.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ uε(x, y) çàäà÷è (3.1), òî åñòü ðåøåíèÿ êðàå-

âîé çàäà÷è
ε∆u = (A(u, x, y, ε),∇)u+B(u, x, y, ε), x ∈ R, y ∈ (0, a),

u(x, 0, ε) = u0(x), u(x, a, ε) = ua(x), x ∈ R,

u(x, y, ε) = u(x+ L, y, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a].

(3.2)

Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå B1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

(A(u, x, y, 0),∇)u+B(u, x, y, 0) = 0 (3.3)

ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì u(x, 0) = u0(x) èìååò ðåøåíèå ϕ(x, y), ïðè-

÷åì ôóíêöèÿ ϕ(x, y) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ â D è L-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ïå-

ðåìåííîé x.

Óñëîâèå B2. Âñþäó â D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

A2(ϕ(x, y), x, y, 0) > 0.

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Ai(v, x, y, ε) ∈ C1(D̄), i =

1, 2, òî ôóíêöèÿ F (x, y) :=
A1(ϕ(x, y), x, y, 0)

A2(ϕ(x, y), x, y, 0)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé x â îáëàñòè D.
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3.1.1 Ïðèñîåäèíåííîå óðàâíåíèå

Ôóíêöèÿ ϕ(x, y) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ïðè y = 0. Äëÿ

îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè ïðÿìîé y = a ââåäåì ðàñòÿ-

íóòóþ ïåðåìåííóþ

ξ =
y − a
ε

. (3.4)

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìîå ïðèñîåäèíåííîå óðàâíåíèå äëÿ çàäà÷è

(3.2)
∂2ũ

∂ξ2
= A2(u, x, a, 0)

∂ũ

∂ξ
, ξ ≤ 0, (3.5)

ñ÷èòàÿ ïåðåìåííóþ x ïàðàìåòðîì. Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (ïðèñîåäèíåííîé ñèñòåìå):

∂ũ

∂ξ
= Φ;

∂Φ

∂ξ
= A2(ũ, x, a, 0)Φ. (3.6)

Îò ïðèñîåäèíåííîé ñèñòåìû ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè

Φ(ũ, x) :
∂Φ

∂ũ
= A2 (ũ, x, a, 0) ,

îïðåäåëÿþùåìó ôàçîâûå òðàåêòîðèè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ũ,Φ).

Òî÷êà (ϕ(x, a), 0) ôàçîâîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ ñèñòå-

ìû (3.6). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ A2(ũ, x, a, 0) íåïðåðûâíà, òî ñóùåñòâóåò

ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, âõîäÿùàÿ â ýòó òî÷êó ïîêîÿ ïðè ξ → −∞. Ýòà
ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Φ(ũ, x) =

ũ∫
ϕ(x,a)

A2(u, x, a, 0)du. (3.7)
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Óñëîâèå B3. Äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç íåðàâåíñòâ:∫ ũ

ϕ(x,a)

A2(u, x, a, 0)du > 0, ïðè ϕ(x, a) < ũ ≤ ua; èëè∫ ũ

ϕ(x,a)

A2(u, x, a, 0)du < 0, ïðè ua ≤ ũ < ϕ(x, a).

Èç óñëîâèÿ B3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ R óðàâíåíèå (3.5) ñ

äîïîëíèòåëüííûìè óñëîâèÿìè ũ(x, a) = ua(x), ũ(x,∞) = ϕ(x, a) èìååò

ðåøåíèå, ò.å. ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ua(x) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè âëèÿíèÿ

ðåøåíèÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ϕ(x, y).

3.2 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ

Ïîñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå U(x, y, ε) ðåøåíèÿ çàäà÷è

(3.2) â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:

U(x, y, ε) = ū(x, y, ε) + Π(ξ, x, ε). (3.8)

Çäåñü ū(x, y, ε) � ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ,

Π(ξ, x, ε) � ïîãðàíñëîéíàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ðåøåíèå â îêðåñòíî-

ñòè ïðÿìîé y = a, ïåðåìåííàÿ ξ îïðåäåëåíà âûðàæåíèåì (3.4). Êàæäîå

ñëàãàåìîå â (3.8) ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó

ε:

ū(x, y, ε) = ū0(x, y)+εū1(x, y)+. . . , Π(ξ, x, ε) = Π0(ξ, x)+εΠ1(ξ, x)+. . . .

(3.9)
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3.2.1 Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü

Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî

ε

(
∂2ū

∂x2
+
∂2ū

∂y2

)
= A1(ū, x, y, ε)

∂ū

∂x
+A2(ū, x, y, ε)

∂ū

∂y
+B(ū, x, y, ε), (3.10)

ñóììó (3.9) äëÿ ū, ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â ðÿä

Òåéëîðà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäè-

íàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî

ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèé ūi(x, y), i = 0, 1 . . . . Áóäåì èñêàòü L-ïåðèîäè÷åñêèå

ïî x ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé â îáëàñòèD. Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ äëÿ

ūi(x, y) ïðè y = 0 ïîëó÷èì èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ çà-

äà÷è (3.2).

Äëÿ ôóíêöèé ðåãóëÿðíîé ÷àñòè íóëåâîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èì çàäà÷óA1(ū0, x, y, 0)
∂ū0
∂x

+ A2(ū0, x, y, 0)
∂ū0
∂y

+B(ū0, x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ D,

ū0(x, y) = ū0(x+ L, y), (x, y) ∈ D, ū0(x, 0) = u0(x), x ∈ R.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ B1, L-ïåðèîäè÷åñêèì ïî x ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ(x, y). Òàêèì îáðàçîì, ū0 = ϕ(x, y).

Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Āi(x, y) := Ai(ϕ(x, y), x, y, 0), i = 1, 2, B̄(x, y) := B(ϕ(x, y), x, y, 0)

(3.11)

è ñõîäíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé Ai(ϕ(x, y), x, y) è

B(ϕ(x, y), x, y).

Ôóíêöèè ūi(x, y), i = 1, 2 . . . îïðåäåëèì êàê ðåøåíèÿ çàäà÷
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Ā1(x, y)
∂ūi
∂x

+ Ā2(x, y)
∂ūi
∂y

+W (x, y)ūi = f̄i(x, y), (x, y) ∈ D,

ūi(x, y) = ūi(x+ L, y), (x, y) ∈ D ūi(x, 0) = 0, x ∈ R.
(3.12)

ãäå

W (x, y) =
∂Ā1

∂u
(x, y)

∂ϕ

∂x
(x, y) +

∂Ā2

∂u
(x, y)

∂ϕ

∂y
(x, y) +

∂B̄

∂u
(x, y), (3.13)

f̄i(x, y) � èçâåñòíûå ôóíêöèè, â ÷àñòíîñòè f̄1(x, y) =
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
.

Óðàâíåíèÿ (3.12) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà. Çàïèøåì äëÿ íèõ óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê:

Ā2(x, y)dx = Ā1(x, y)dy,
(
f̄i(x, y)−W (x, y)ūi

)
dy = Ā2(x, y)dūi.

(3.14)

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé Āi(x, y) ñóùåñòâóåò ïåðâûé èíòåãðàë

Ψ(x, y) = C1 (3.15)

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (3.14), è íà îòðåçêå y ∈ [0, a] ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíê-

öèþ x = X(y, C1).

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ

dūi
dy

=
f̄i(X(y, C1), y)−W (X(y, C1), y)ūi

Ā2(X(y, C1), y)

ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ūi(x, 0) = 0, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ūi :
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ūi =

∫ y

0

exp

(
−
∫ y

y1

W (X(y2, C1), y2)

Ā2(X(y2, C1), y2)
dy2

)
f̄i(X(y1, C1), y1)

Ā2(X(y1, C1), y1)
dy1. (3.16)

Çàìåíÿÿ â ýòèõ âûðàæåíèÿõ C1 íà Ψ(x, y), ïîëó÷èì ðåøåíèÿ ūi(x, y)

çàäà÷ (3.12).

3.2.2 Ïîãðàíñëîéíûå ôóíêöèè

Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîãðàíñëîéíûõ ôóíêöèé Πi(ξ, x), i = 0, 1, ..., ξ ≤ 0

ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàâåíñòâ

ε
∂2Π

∂x2
+

1

ε

∂2Π

∂ξ2
= A1(ξ, x, ε)

∂Π

∂x
+

1

ε
A2(ξ, x, ε)

∂Π

∂ξ
+ΠA1(ξ, x, ε)

∂ū

∂x
(x, a+εξ)+

+ ΠA2(ξ, x, ε)
∂ū

∂y
(x, a+ εξ) + ΠB(ξ, x, ε). (3.17)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

Ai(ξ, x, ε) = Ai(ū(x, a+ εξ) + Π(ξ, x, ε), x, a+ εξ, ε), i = 1, 2,

ΠAi(ξ, x, ε) = Ai(ξ, x, ε)− Ai(ū(x, a+ εξ), x, a+ εξ, ε), (3.18)

ΠB(ξ, x, ε) = B(ū(x, a+ εξ) + Π(ξ, x, ε), x, a+ εξ, ε)− (3.19)

−B(ū(x, a+ εξ), x, a+ εξ, ε).

Ïîäñòàâëÿÿ ñóììû (3.9) â óðàâíåíèå (3.17), ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèè

â ïðàâîé ÷àñòè (3.17) â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà è

ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Πi(ξ, x), i = 0, 1, . . . ξ ≤ 0, x ∈ R.
Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ïîòðåáóåì óáûâàíèÿ ïîãðàíñ-
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ëîéíûõ ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè

Πi(−∞, x) = 0. (3.20)

Óñëîâèå ïðè ξ = 0 äëÿ ôóíêöèé Πi(ξ, x) ñëåäóåò èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

ïðè y = a çàäà÷è (3.2):

ū0(x, a) + εū1(x, a) + . . .+ Π0(0, x) + εΠ1(0, x) + . . . = ua(x). (3.21)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ε−1 â ðàâåíñòâàõ (3.17) è ïðè ε0 â

ðàâåíñòâàõ (3.21), ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (3.20) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

äëÿ ôóíêöèè Π0(ξ, x) :


∂2Π0

∂ξ2
= A2 (ϕ(x, a) + Π0(ξ, x), x, a, 0)

∂Π0

∂ξ
, ξ < 0,

ϕ(x, a) + Π0(0, x) = ua(x), Π0(−∞, x) = 0.

(3.22)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ũ(ξ, x) = ϕ(x, a) + Π0(ξ, x), Ãi(ξ, x) := Ai(ũ(ξ, x), x, a, 0), i = 1, 2,

B̃(ξ, x) := B(ũ(ξ, x), x, a, 0). (3.23)

àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíê-

öèé Ai(ũ(ξ, x), x, a, 0) è B(ũ(ξ, x), x, a, 0).

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé óðàâíåíèå (3.22) ïðèìåò âèä (3.5)

è ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñèñòåìå (3.6), ðàññìîòðåííîé â ðàçäåëå 3.1.1.
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Ñîãëàñíî âûâîäàì, ñäåëàííûì â ýòîì ðàçäåëå, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

Φ(ξ, x) := Φ(ũ(ξ, x), x) =
∂ũ

∂ξ
,

çàäàííàÿ âûðàæåíèåì (3.7), à çíà÷èò ôóíêöèÿ ũ(ξ, x) ìîæåò áûòü îïðå-

äåëåíà èç çàäà÷è

∂ũ

∂ξ
=

ũ∫
ϕ(x,a)

A2(u, x, a)du, ũ(0, x) = ua(x).

è äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|ũ(ξ, x)− ϕ(x, a)| < Ce−κ|ξ|, x ∈ R,

ãäå κ,C - ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò ε. Ó÷èòûâàÿ ïåð-

âîå îáîçíà÷åíèå â (3.23) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ ôóíêöèè Π0(ξ, x) :

|Π0(ξ, x)| < Ce−κ|ξ|. (3.24)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ε0 â óðàâíåíèè (3.17), ó÷èòûâàÿ

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.21) è óñëîâèå óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó-

÷èì ñëåäóþùèå çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé Π1(ξ, x) :
∂2Π1

∂ξ2
− Ã2(ξ, x)

∂Π1

∂ξ
− ∂Ã2

∂u
(ξ, x)Φ(ξ, x)Π1 = f1(ξ, x), ξ < 0,

Π1(0, x) + ū1(x, a) = 0, Π1(−∞, x) = 0.

(3.25)
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ãäå

f1(ξ, x) =

(
∂Ã2

∂u
(ξ, x)

(
ū1(x, a) +

∂ϕ

∂y
(x, a)ξ

)
+
∂Ã2

∂y
(ξ, x)ξ

)
Φ(ξ, x)+

+Ã1(ξ, x)
∂Π0

∂x
+Π0A1(ξ, x, 0)

∂ϕ

∂x
(x, a)+Π0A2(ξ, x, 0)

∂ϕ

∂y
(x, a)+Π0B(ξ, x, 0).

Çäåñü ôóíêöèè Π0Ai, i = 1, 2 è Π0B ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè ïðèáëèæåíèÿ-

ìè ðàçëîæåíèé Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ε ôóíêöèé ΠAi è ΠB, îïðåäåëåí-

íûõ âûðàæåíèÿìè (3.18).

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.25) èìååò âèä:

Π1(ξ, x) = −ū1(x, a)
Φ(ξ, x)

Φ(0, x)
+ Φ(ξ, 0)

∫ ξ

0

ds

Φ(s, x)

∫ s

−∞
f1(η, x)dη.

Äëÿ ôóíêöèé Π1(ξ, x) ñïðàâåäëèâà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà, àíàëî-

ãè÷íàÿ (3.24).

Ïîãðàíñëîéíûå ôóíêöèè ïîðÿäêà k = 2, 3, . . . îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèé


∂2Πk

∂ξ2
− Ã2(ξ, x)

∂Πk

∂ξ
− ∂Ã2

∂u
(ξ, x)Φ(ξ, x)Πk = fk(ξ, x), ξ < 0,

Πk(0, x) + ūk(x, a) = 0, Πk(−∞, x) = 0.

ãäå ôóíêöèè fk(ξ, x) èçâåñòíû. Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâû ýêñïî-

íåíöèàëüíûå îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (3.24).
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3.2.3 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ

Îïðåäåëèì â (3.9) âñå ñëàãàåìûå äî ïîðÿäêà n è ñîñòàâèì ñóììó

Un(x, y, ε) =
n∑
i=0

εi (ūi(x, y) + Πi(ξ, x)) , (x, y) ∈ D, ξ ≤ 0. (3.26)

Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ Un(x, y, ε) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.2) ñ

òî÷íîñòüþ O(εn), òî÷íî óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ïðè y = a

çàäà÷è (3.2), êðîìå òîãî, ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëî-

âèþ ïðè y = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûõ ÷ëåíîâ. Ñòàí-

äàðòíàÿ ïðîöåäóðà óìíîæåíèÿ ïîãðàíñëîéíûõ ÷ëåíîâ íà ñðåçàþùóþ

ôóíêöèþ ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè y = 0

óäîâëåòâîðÿåòñÿ òî÷íî.

3.3 Ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ B1-B3. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷-

íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò ðåøåíèå uε(x, y) çàäà÷è (3.2), äëÿ êîòîðîãî

ôóíêöèÿ Un(x, y, ε) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì â D àñèìïòîòè÷åñêèì ïðè-

áëèæåíèåì ñ òî÷íîñòüþ O
(
εn+1

)
, òî åñòü âñþäó â D âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

|uε(x, y)− Un(x, y, ε)| < Cεn+1, (3.27)

ãäå C > 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä âåðõíèõ è

íèæíèõ ðåøåíèé [66].
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Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïàðà L-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî x ôóíêöèé β(x, y, ε),

α(x, y, ε) ∈ C(D) ∩ C2(D), íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèì è

íèæíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (3.2), åñëè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε äëÿ

íèõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

1) Óïîðÿäî÷åííîñòü âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé: α(x, y, ε) ≤ β(x, y, ε),

(x, y) ∈ D.

2) Äåéñòâèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â óðàâíåíèè (3.2) íà âåðõ-

íåå è íèæíåå ðåøåíèÿ:

Lε[β] := ε∆β−(A(β, x, y, ε),∇) β−B(β, x, y, ε) ≤ 0 ≤ Lε[α], (x, y) ∈ D.

3) Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå: α(x, 0, ε) ≤ u0 ≤ β(x, 0, ε), α(x, a, ε) ≤ ua ≤
β(x, a, ε), x ∈ R.

Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó â [66], åñëè ñóùåñòâóþò âåðõíåå è íèæíåå ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (3.2), òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå uε(x, y) ýòîé çàäà÷è, çàêëþ-

÷åííîå ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè:

α(x, y, ε) ≤ uε(x, y) ≤ β(x, y, ε), (x, y) ∈ D. (3.28)

Ñîãëàñíî àñèìïòîòè÷åñêîìó ìåòîäó äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ

[58, 59, 67] áóäåì ñòðîèòü âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.2) êàê

ìîäèôèêàöèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (3.26) n−ãî ïîðÿäêà:

βn(x, y, ε) =

= Un(x, y, ε) + εn (µ(x, y) + π0(ξ, x) + επ1(ξ, x)) , (x, y) ∈ D, ξ ≤ 0,

(3.29)
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αn(x, y, ε) =

= Un(x, y, ε)− εn (µ(x, y) + π0(ξ, x) + επ1(ξ, x)) , (x, y) ∈ D, ξ ≤ 0.

Ôóíêöèè µ(x, y) è πi(ξ, x), i = 0, 1 îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû áûëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 1) � 3) èç îïðåäåëåíèÿ 3.1.

Ôóíêöèþ µ(x, y) îïðåäåëèì êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷èĀ1(x, y)
∂µ

∂x
+ Ā2(x, y)

∂µ

∂y
+W (x, y)µ = R, (x, y) ∈ D,

µ(x, y) = µ(x+ L, y), (x, y) ∈ D, µ(x, 0) = R0; x ∈ R.
(3.30)

Çäåñü R, R0 � äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû; ôóíêöèè

Āi(x, y), i = 1, 2 è W (x, y) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèÿìè

(3.11) è (3.13).

Ðàíåå â ðàçäåëå 3.2.1 ìû ðàññìîòðåëè ïîõîæóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíê-

öèé ūi(x, t). Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå òàì ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî âûïèñàòü

ðåøåíèå çàäà÷è (3.30) â ÿâíîì âèäå:

µ(x, y) = R0 exp

(
−
∫ y

0

W (X(y1, C1), y1)

Ā2 (X(y1, C1), y1)
dy1

)
+∫ y

0

exp

(
−
∫ y

y1

W (X(y2, C1), y2)

Ā2 (X(y2, C1), y2)
dy2

)
R

Ā2 (X(y1, C1), y1)
dy1,

ãäå C1 ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èíòåãðàëà (3.15).

Ïîñêîëüêó R è R0 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, à èç óñëîâèÿ B2 ñëå-

äóåò, ÷òî Ā2(x, y) > 0 ïðè âñåõ (x, y) ∈ D, òî ôóíêöèÿ µ(x, y) ïðèíèìàåò

â D ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ π0(ξ, x) êàê ðåøåíèå çàäà÷è

∂2π0
∂ξ2
− Ã2(ξ, x)

∂π0
∂ξ
− ∂Ã2

∂u
(ξ, x)Φ(ξ, x)π0 =

∂Ã2

∂u
(ξ, x)Φ(ξ, x)µ(x, a)− d · e−γξ,

(3.31)

π0(0, x) = 0, π0(−∞, x) = 0,

ãäå d è γ ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû ôóíêöèÿ π0(ξ, x) ïðèíèìàëà ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ

âñåõ ξ ≤ 0, x ∈ R.
Ðåøåíèå çàäà÷è (3.31) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ÿâíîì âèäå:

π0(ξ, x) = −Φ(ξ, x)

∫ ξ

0

ds

Φ(s, x)

∫ s

−∞

(
∂Ã2

∂u
(η, x)Φ(η, x)µ(x, a)− d · e−γη

)
dη.

Âûáåðåì êîíñòàíòû d è γ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íåðàâåíñòâî

∂Ã2

∂u
(ξ, x)Φ(ξ, x)µ(x, a)− d · e−γξ < 0

âûïîëíÿëîñü ïðè ξ ≤ 0, x ∈ R. Òîãäà ôóíêöèÿ π0(ξ, x) áóäåò íåîòðèöà-

òåëüíîé.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ π1(ξ, x) êàê ðåøåíèå çàäà÷è

∂2π1
∂ξ2
− Ã2(ξ, x)

∂π1
∂ξ
− ∂Ã2

∂u
(ξ, x)Φ(ξ, x)π1 = πf1(ξ, x), ξ < 0,

π1(0, x) = 0, π1(−∞, x) = 0,

ãäå πf1(ξ, x) � ñëàãàåìûå ïîðÿäêà εn+1, âîçíèêàþùèå çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ
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ôóíêöèé µ(x, y) è π0(ξ, x) â âûðàæåíèè Lε[βn]:

πf1(ξ, x) =

(
∂Ã2

∂u
(ξ, x)

∂µ

∂y
(x, a)ξ +

∂2Ã2

∂u2
(ξ, x)(µ(x, a)+

π0(ξ, x))

(
ū1(x, a) + Π1(ξ, x) +

∂ϕ

∂y
(x, a)ξ

)
+

+
∂2Ã2

∂u∂y
(ξ, x)(µ(x, a) + π0(ξ, x)) · ξ

)
Φ(ξ, x)− Ã1(ξ, x)

∂π0
∂x

(ξ, x)+

+
∂Ã2

∂u
(ξ, x)

(
π0(ξ, x)

(
∂Π1

∂ξ
(ξ, x) +

∂ϕ

∂y
(x, a)

)
+ µ(x, a)

∂Π1

∂ξ
(ξ, x)+

+
∂π0
∂ξ

(ξ, x)

(
ū1(x, a) + Π1(ξ, x) +

∂ϕ

∂y
(x, a) · ξ

))
+

+
∂Ã2

∂y
(ξ, x)

∂π0
∂ξ

(ξ, x) · ξ +
∂B̃

∂u
(ξ, x)π0(ξ, x) + Π0A(ξ, x)

∂µ

∂y
(x, a)+

+

(
∂Π0A

∂u
(ξ, t)

∂ϕ

∂y
(x, a) +

∂Π0B

∂u
(ξ, x)

)
µ(x, a)−

−
(
Ā1(x, y)

∂µ

∂x
(x, y) + Ā2(x, y)

∂µ

∂y
(x, y) +Wµ(x, y)

)
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òàêèå æå ñëàãàåìûå, òîëüêî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì

çíàêîì, ïðèñóòñòâóþò â âûðàæåíèè Lε[αn]. Êàê è âñå ïîãðàíñëîéíûå

ôóíêöèè, π0(ξ, x), π1(ξ, x) ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò ïðè ξ → −∞.

Ëåììà 3.1. Äëÿ ôóíêöèé βn(x, y, ε), αn(x, y, ε) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-

ñòâà 1)�3).

1) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óïîðÿäî÷åííîñòè ôóíêöèé βn(x, y, ε) è αn(x, y, ε)

ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ýòèõ ôóíêöèé:

βn(x, y, ε)− αn(x, y, ε) = 2εn(µ(x, y) + π0(ξ, x)) +O
(
εn+1

)
. (3.32)

62



Ôóíêöèÿ µ(x, y) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ (x, y) ∈
D, à ôóíêöèÿ π0(ξ, x) íåîòðèöàòåëüíà äëÿ âñåõ ξ ≤ 0, x ∈ R, ïîýòîìó
ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïîëîæèòåëüíà.

2) Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé µ(x, y), π0(ξ, x) è π1(ξ, x) ñëåäóåò, ÷òî

Lε[βn] = −εn−1d·eγξ−εnR+O(εn+1), Lε[αn] = εn−1d·eγξ+εnR+O(εn+1),

(3.33)

ãäå R > 0 � êîíñòàíòà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.30). Äèôôåðåíöè-

àëüíûå íåðàâåíñòâà 2) âûïîëíÿþòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε.

Íåðàâåíñòâî 3) âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è (3.30)

è ïîëîæèòåëüíîñòè µ(x, y).

Ëåììà äîêàçàíà.

Åñëè ïîñòðîèòü âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ íà îñíîâàíèè àñèìïòîòè-

÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîðÿäêà n+1, òî èç äâîéíîãî íåðàâåíñòâà (3.28) è

ñòðóêòóðû âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé ñëåäóåò îöåíêà (3.27). Òåîðåìà

3.1 äîêàçàíà.

3.4 Ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ

óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ B1-B3. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷-

íî ìàëûõ ε ðåøåíèå uε(x, y) çàäà÷è (3.2), äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ Un(x, y, ε)

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì, ëîêàëüíî åäèíñòâåííî è

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó ñ îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè

ïî êðàéíåé ìåðå [α2; β2].

Äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-

÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî
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äîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà

âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé. Íàïîìíèì èõ îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïàðà L-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî ïåðåìåííîé x ôóíêöèé

α̂(x, y, t, ε), β̂(x, y, t, ε) ∈ C(D × [0;T ]) ∩ C2,1(D × (0;T ]) íàçûâàþòñÿ

âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (3.1), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-

þùèå óñëîâèÿ:

10. α̂(x, y, t, ε) ≤ β̂(x, t, y, ε), (x, y) ∈ D, t > 0.

20. Lt[β̂] := ε∆β̂ − ∂β̂

∂t
−
(
A(β̂, x, y, ε),∇

)
β̂ − B(β̂, x, y, ε) ≤ 0 ≤

Lt[α̂], (x, y) ∈ D, t > 0.

30. α̂(x, 0, t, ε) ≤ u0 ≤ β̂(x, 0, t, ε), α̂(x, a, t, ε) ≤ ua ≤ β̂(x, a, t, ε), x ∈
R, t > 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì., íàïðèìåð, [68]): äëÿ ëþ-

áîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

α̂(x, y, 0, ε) ≤ vinit(x, y, ε) ≤ β̂(x, y, 0, ε), (x, y) ∈ D.

ðåøåíèå vε(x, y, t) çàäà÷è (3.1) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è â êàæäûé ìî-

ìåíò âðåìåíè çàêëþ÷åíî ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè, ò.å. èìå-

åò ìåñòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî:

α̂(x, y, t, ε) ≤ vε(x, y, t) ≤ β̂(x, y, t, ε), (x, y) ∈ D, t ≥ 0. (3.34)

Âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) ìû áóäåì ñòðîèòü àíàëîãè÷-
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íî [59,67] â ñëåäóþùåì âèäå:

β̂(x, y, t, ε) = uε(x, y) + (βn(x, y, ε)− uε(x, y))e−λt,

α̂(x, y, t, ε) = uε(x, y) + (αn(x, y, ε)− uε(x, y))e−λt, (3.35)

ãäå uε(x, y) � ðåøåíèå çàäà÷è (3.2), ñóùåñòâóþùåå ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1,

ôóíêöèè βn(x, y, ε) è αn(x, y, ε) îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè (3.29), à λ �

ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 10 è 30 èç îïðå-

äåëåíèÿ 3.2, ïîñêîëüêó äëÿ ôóíêöèé αn è βn âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1)

è 3) èç îïðåäåëåíèÿ 3.1. Óñëîâèå 40 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè α̂(x, y, 0, ε) =

αn(x, y, ε) ≤ vinit(x, y, ε) ≤ β̂(x, y, 0, ε) = βn(x, y, ε). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî-

êàçàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà 20 èç îïðåäåëåíèÿ 3.2, íàì ïîíàäîáèòñÿ

ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.2. Åñëè αn(x, y, ε), βn(x, y, ε) � íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ

çàäà÷è (3.2), îïðåäåëåííûå âûðàæåíèÿìè (3.29), à uε(x, y) � ðåøåíèå

çàäà÷è (3.2), ñóùåñòâóþùåå ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1, òî âñþäó â îáëàñòè

D ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:∣∣∣∣∂(βn(x, y, ε)− uε(x, y))

∂x

∣∣∣∣ = O(εn−1),

∣∣∣∣∂(βn(x, y, ε)− uε(x, y))

∂y

∣∣∣∣ = O(εn−1),∣∣∣∣∂(αn(x, y, ε)− uε(x, y))

∂x

∣∣∣∣ = O(εn−1),

∣∣∣∣∂(αn(x, y, ε)− uε(x, y))

∂y

∣∣∣∣ = O(εn−1).

(3.36)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà

∂(βn(x, y, ε)− uε(x, y))

∂x
=
∂(Un(x, y, ε)− uε(x, y))

∂x
+O(εn),

∂(βn(x, y, ε)− uε(x, y))

∂y
=
∂(Un(x, y, ε)− uε(x, y))

∂y
+O(εn), (3.37)

êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî â [37], è àíàëîãè÷íûå

ðàâåíñòâà äëÿ íèæíåãî ðåøåíèÿ.

Íàì íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü îöåíêè∣∣∣∣∂(Un(x, y, ε)− uε(x, y))

∂x

∣∣∣∣ ≤ Cεn−1,

∣∣∣∣∂(Un(x, y, ε)− uε(x, y))

∂y

∣∣∣∣ ≤ Cεn−1.

(3.38)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå zn(x, y, ε) = Un(x, y, ε)−uε(x, y). Ñîãëàñíî ïîñòðîå-

íèþ, ôóíêöèÿ Un(x, y, ε) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â çàäà÷å (3.2) ñ òî÷-

íîñòüþ O(εn), è óäîâëåòâîðÿåò òî÷íî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè y = 0 è

y = a. Ïîýòîìó ôóíêöèþ zn ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåøåíèå çàäà÷è

ε∆zn −
(
A1(Un, x, y, ε)

∂Un
∂x

+ A2(Un, x, y, ε)
∂Un
∂y
− A1(uε, x, y, ε)

∂uε
∂x
−

−A2(uε, x, y, ε)
∂uε
∂y

)
−(B(Un, x, y, ε)−B(uε, x, y, ε)) = εnψ(x, y), (x, y) ∈ D,

zn(x, 0, ε) = zn(x, a, ε) = 0, x ∈ R, zn(x, y, ε) = zn(x+L, y, ε), (x, y) ∈ D,
(3.39)

ãäå |ψ(x, y)| < c, c � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
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Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

A1(Un, x, y, ε)
∂Un
∂x
− A1(uε, x, y, ε)

∂uε
∂x

=
∂

∂x

Un∫
uε

A1(s, x, y, ε)ds−

−
Un∫
uε

∂

∂x
A1(s, x, y, ε)ds

A2(Un, x, y, ε)
∂Un
∂y
− A2(uε, x, y, ε)

∂uε
∂y

=
∂

∂y

Un∫
uε

A2(s, x, y, ε)ds−

−
Un∫
uε

∂

∂y
A2(s, x, y, ε)ds,

óðàâíåíèå (3.39) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

∆zn =
1

ε

∂

∂x

Un∫
uε

A1(s, x, y, ε)ds+
1

ε

∂

∂y

Un∫
uε

A2(s, x, y, ε)ds+ p(x, y, ε),

ãäå

p(x, y, ε) = −1

ε

∫ Un

uε

∂

∂x
A1(s, x, y, ε)ds−

1

ε

∫ Un

uε

∂

∂y
A2(s, x, y, ε)ds+

+
1

ε
(B(Un, x, y, ε)−B(uε, x, y, ε)) + εn−1ψ(x, y)

67



Ñ ó÷åòîì (3.27) ïîëó÷èì îöåíêó

|p(x, y, ε)| ≤ Cεn−1, C > 0. (3.40)

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.39) ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðè-

íà (ñì., íàïðèìåð, [69] ñ.26), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

zn(x, y) =

L∫
0

a∫
0

G(x, y; ξ, η)p(ξ, η, ε)dξdη+

+
1

ε

L∫
0

a∫
0

G(x, y; ξ, η)

 ∂

∂ξ

Un(ξ,η,ε)∫
uε(ξ,η)

A1(s, ξ, η, ε)ds

 dξdη+

+
1

ε

L∫
0

a∫
0

G(x, y; ξ, η)

 ∂

∂η

Un(ξ,η,ε)∫
uε(ξ,η)

A2(s, ξ, η, ε)ds

 dξdη.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè

Ãðèíà çàäà÷è (3.39), ñäåëàåì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:
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L∫
0

a∫
0

G(x, y, ξ, η)

 ∂

∂ξ

Un(ξ,η,ε)∫
uε(ξ,η)

A1(s, ξ, η, ε)ds+

+
∂

∂η

Un(ξ,η,ε)∫
uε(ξ,η)

A2(s, ξ, η, ε)ds

 dξdη =

= −
L∫

0

a∫
0

Gξ(x, y; ξ, η)

Un(ξ,η,ε)∫
uε(ξ,η)

A1(s, ξ, η, ε)ds

 dξdη−
−

L∫
0

a∫
0

Gη(x, y; ξ, η)

Un(ξ,η,ε)∫
uε(ξ,η)

A2(s, ξ, η, ε)ds

 dξdη. (3.41)

Â ñèëó îöåíêè (3.27) è ãëàäêîñòè ôóíêöèé Ai(u, x, y, ε), i = 1, 2,

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà∣∣∣∣∣∣∣
Un(ξ,η,ε)∫
uε(ξ,η)

Ai(s, ξ, η, ε)ds

∣∣∣∣∣∣∣ = ci(ξ, η, ε), i = 1, 2, (3.42)

ãäå ci(ξ, η, ε) ≤ cεn+1, i = 1, 2 � ãëàäêèå ôóíêöèè.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (3.42) è ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.41), à òàêæå îöåíêó
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(3.40), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ ïðîèçâîäíûõ ∂zn/∂x è ∂zn/∂y

∣∣∣∣∂zn∂x (x, y)

∣∣∣∣ ≤ Cεn−1

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

a∫
0

Gx(x, y; ξ, η)dξdη

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

a∫
0

Gxξ(x, y; ξ, η)c1(ξ, η, ε)dξdη

∣∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣∣
L∫

0

a∫
0

Gxη(x, y; ξ, η)c2(ξ, η, ε)dξdη

∣∣∣∣∣∣
 , (3.43)

∣∣∣∣∂zn∂y (x, y)

∣∣∣∣ ≤ Cεn−1

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

a∫
0

Gy(x, y; ξ, η)dξdη

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

a∫
0

Gyξ(x, y; ξ, η)c1(ξ, η, ε)dξdη

∣∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣∣
L∫

0

a∫
0

Gyη(x, y; ξ, η, ε)c2(ξ, η, ε)dξdη

∣∣∣∣∣∣
 .

Èñïîëüçóÿ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Ãðèíà (ñì. [70]), ìîæíî ïîëó-

÷èòü ñëåäóþùèå îöåíêè èíòåãðàëîâ:∣∣∣∣∣∣
L∫

0

a∫
0

Gx(x, y; ξ, η)dξdη

∣∣∣∣∣∣ < c,

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

a∫
0

Gy(x, y; ξ, η)dξdη

∣∣∣∣∣∣ < c,

ãäå c � êîíñòàíòà.

Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà ìîæíî ïðåäñòà-
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âèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ [71] ñ. 423-426

G(x, y; ξ, η) = E(r) + g(x, y; ξ, η),

ãäå E(r) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, r = ((x−ξ)2+

(y− η)2)1/2, à g(x, y; ξ, η) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ (x, y) è

(ξ, η). Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, ïðîâåäåì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâà-

íèå

L∫
0

a∫
0

Gxξ(x, y; ξ, η)c1(ξ, η, ε)dξdη =

=

L∫
0

a∫
0

Exξ(r)c1(ξ, η, ε)dξdη +

L∫
0

a∫
0

gxξ(x, y; ξ, η)c1(ξ, η, ε)dξdη.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé äâîéíîé èíòåãðàë îò ãëàäêîé ôóíêöèè, îãðàíè÷åííûé ïî àáñî-

ëþòíîé âåëè÷èíå. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

L∫
0

∫ a

0

Exξ(r)c1(ξ, η, ε)dξdη = − ∂2

∂x2

L∫
0

a∫
0

E(r)c1(ξ, η, ε)dξdη.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âòîðóþ ïðî-

èçâîäíóþ íüþòîíîâà ïîòåíöèàëà è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â ïðÿìîóãîëü-

íèêå {(x, y) : 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ y ≤ a} [72] ñ. 171.
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Òåì ñàìûì, ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∣∣
L∫

0

a∫
0

Gxξ(x, y; ξ, η)c1(ξ, η, ε)dξdη

∣∣∣∣∣∣ < cεn+1.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà âñåõ îñòàëüíûõ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ

â ïðàâûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ (3.43), ñîäåðæàùèõ âòîðûå ïðîèçâîäíûå

ôóíêöèè Ãðèíà.

Èç îöåíîê ïðîèçâîäíûõ ∂zn/∂x è ∂zn/∂y ñëåäóåò âûïîëíåíèå íåðà-

âåíñòâ (3.38), îòêóäà ñ ó÷åòîì (3.37), ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäå-

íèÿ ëåììû.

Ëåììà 3.2 äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ðàçäåëà. Äåé-

ñòâóÿ îïåðàòîðîì Lt íà ôóíêöèþ β̂, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

Lt[β̂] = ε∆β̂ −
(
A(β̂, x, y, ε),∇

)
β̂ −B(β̂, x, y, ε) + λ (βn − uε) e−λt

Ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äîáàâèì ñëàãàåìûå

(A(uε, x, y, ε),∇)uε, e
−λt(A(βn, x, y, ε),∇)βn, e

−λt(A(uε, x, y, ε),∇)uε,

e−λt(A(uε, x, y, ε),∇)βn, (A(uε, x, y, ε),∇)βn, (A(β̂, x, y, ε),∇)βn,

B(uε, x, y, ε), B(uε, x, y, ε)e
−λt, B(βn, x, y, ε)e

−λt, è çàòåì âû÷òåì èõ äëÿ

òîãî, ÷òîáû âûðàæåíèå îñòàëîñü íåèçìåííûì. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîá-
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ðàçîâàíèé ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

Lt[β̂] = Lε[uε] + e−λt(Lε[βn]− Lε[uε]) + λe−λt(βn − uε)+

+
(
e−λt − 1

) (
A(uε, x, y, ε)−A(β̂, x, y, ε),∇

)
(βn − uε)+

+ e−λt (A(βn, x, y, ε)−A(uε, x, y, ε),∇) βn+(
A(uε, x, y, ε)−A(β̂, x, y, ε),∇

)
βn+

+ e−λt(B(βn, x, y, ε)−B(uε, x, y, ε)) + (B(uε, x, y, ε)−B(β̂, x, y, ε)),

ãäå îïåðàòîð Lε îïðåäåëåí â óñëîâèè 2) îïðåäåëåíèÿ 3.1.

Ó÷òåì, ÷òî ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (3.2), Lε[uε] = 0, ïåðâîå ðàâåíñòâî

â (3.33) è íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ ôîðìóëû Ëàãðàíæà. Òîãäà ðàâåíñòâî

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

Lt[β̂] = e−λt
(
−εn−1d · eγξ − εnR + λ(βn − uε)−

−
(
e−λt − 1

)
(βn−uε)(A∗u,∇)(βn−uε)+(βn − uε)2

(
θ1 − θ2e−λt

)
(A∗uu,∇)βn

)
+

+ e−λt
(
(βn − uε)2

(
θ4 − θ5e−λt

)
B∗uu +O

(
εn+1

))
, (3.44)

ãäå

A∗u = Au

(
uε + θ0(βn+1 − uε)e−λt, x, y, ε

)
,

A∗uu = Auu

(
uε + θ1(βn+1 − uε) + θ3(βn+1 − uε)

(
θ1 − θ2e−λt

)
, x, y, ε

)
,

B∗uu = Buu

(
uε + θ4(βn+1 − uε) + θ6(βn+1 − uε)

(
θ4 − θ5e−λt

)
, x, y, ε

)
,

0 < θi < 1, i = 0, 6.

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (3.28) è (3.27) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ D ñïðàâåäëèâà

îöåíêà βn(x, y, ε) − uε(x, y) = O(εn), Êðîìå òîãî, èç (3.36) ñëåäóåò ÷òî

(A∗u,∇)(βn(x, y, ε) − uε(x, y)) = O(εn−1), (x, y) ∈ D, ïîýòîìó ïðè n ≥
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1 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (3.44) ïðèíèìàåò

îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ïîëîæèòåëüíîì R,

è óñëîâèå 20 äëÿ ôóíêöèè β̂ âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, β̂(x, y, t, ε)

ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ôóíêöèÿ α̂(x, y, t, ε) ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1).

Èç âèäà (3.35) âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé ïðè n = 1 çàäà÷è (3.1), à

òàêæå èç íåðàâåíñòâ (3.34) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè

vinit(x, y) çàäà÷è (3.1), äëÿ êîòîðîé ïðè âñåõ (x, y) ∈ D âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà α2(x, y, ε) ≤ vinit(x, y) ≤ β2(x, y, ε), ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå

ðàâåíñòâî:

lim
t→+∞

|vε(x, y, t)− uε(x, y)| = 0, (3.45)

ãäå vε(x, y, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (3.1). Âûïîëíåíèå ýòîãî ïðåäåëüíîãî ðà-

âåíñòâà îçíà÷àåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü (ïî Ëÿïóíîâó) ðåøå-

íèÿ uε(x, y) çàäà÷è (3.2) êàê ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1). Êðî-

ìå òîãî, èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ vε(x, y, t) çàäà÷è (3.1) è ðàâåíñòâà

(3.45) ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ uε(x, y) â èíòåð-

âàëå [α2(x, y, ε); β2(x, y, ε)].

Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 4

Óðàâíåíèå ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ

ñ ðàçðûâíûìè ðåàêòèâíûì è àäâåê-

òèâíûì ñëàãàåìûìè â îäíîìåðíîì ñëó-

÷àå

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó â îáëàñòè (x, t) ∈
[−1, 1]× [0,∞):


ε
∂2v

∂x2
− ∂v

∂t
= A(v, x, ε)

∂v

∂x
+ f(v, x, ε), x ∈ (−1, 1), t ∈ (0,∞);

v(−1, t) = u(−); v(1, t) = u(+), t ∈ (0,∞);

v(x, 0) = vinit(x, ε), x ∈ [−1, 1],

(4.1)

ãäå ε ∈ (0, ε0] � ìàëûé ïàðàìåòð. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèèA(v, x, ε) è

f(v, x, ε) îïðåäåëåíû âñþäó â îáëàñòè D̄×(0, ε0] = {(v, x)| Iv× [−1, 1]}×
(0, ε0], ãäå Iv � äîïóñòèìûé èíòåðâàë èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà v, è ÿâëÿþòñÿ
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äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè â D̄ çà èñêëþ÷åíèåì ÷àñòè ïðÿìîé v ∈ Iv, x = x0,

ãäå x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îòðåçêà [−1, 1], äåëÿùåé îáëàñòü D̄ íà äâå

÷àñòè:

D̄(−) = {(v, x)| v ∈ Iv, −1 ≤ x ≤ x0} è D̄(+) = {(v, x)| v ∈ Iv, x0 ≤ x ≤ 1}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå C1. Ïóñòü ôóíêöèè A(v, x, ε) è f(v, x, ε) èìåþò âèä

A(v, x, ε) =

A(−)(v, x, ε), (v, x) ∈ D̄(−),

A(+)(v, x, ε), (v, x) ∈ D̄(+);

f(v, x, ε) =

f (−)(v, x, ε), (v, x) ∈ D̄(−),

f (+)(v, x, ε), (v, x) ∈ D̄(+),

ïðè÷åì A(∓)(v, x, ε) è f (∓)(v, x, ε) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè, è âû-

ïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

A(−)(v, x0, ε) 6= A(+)(v, x0, ε), f (−)(v, x0, ε) 6= f (+)(v, x0, ε), v ∈ Iv.

Óñëîâèå C2. Ïóñòü íà îòðåçêå x ∈ [−1, x0] ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

u = ϕ(−)(x) çàäà÷è Êîøè

A(−)(u, x, 0)
du

dx
+ f (−)(u, x, 0) = 0, u(−1) = u(−),

à íà îòðåçêå x ∈ [x0, 1] ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u = ϕ(+)(x) çàäà÷è Êîøè

A(+)(u, x, 0)
du

dx
+ f (+)(u, x, 0) = 0, u(1) = u(+).
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Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ(−)(x0) < ϕ(+)(x0).

Áóäåì ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñòà-

öèîíàðíîãî ðåøåíèÿ uε(x) çàäà÷è (4.1), îáëàäàþùåãî áîëüøèì ãðàäèåí-

òîì â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0; áëèçêîãî ê ôóíêöèè ϕ(−)(x) ñëåâà îò ýòîé

îêðåñòíîñòè è ê ôóíêöèè ϕ(+)(x) ñïðàâà îò íåå.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

v(x, t) èç êëàññà C([−1, 1]×[0,∞))∩C1,1((−1, 1)×[0,∞))∩
(
C2,1((−1, x0)×

× [0,∞)) ∪ C2,1((x0, 1)× [0,∞))
)
, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (4.1) íà

êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−1, x0) è (x0, 1) è ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì çàäà÷è (4.1).

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (4.1) ïî îïðåäåëå-

íèþ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

ε
d2u

dx2
= A(u, x, ε)

du

dx
+f(u, x, ε), x ∈ (−1, 1), u(−1) = u(−); u(1) = u(+),

(4.2)

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ðåøåíèåì çàäà÷è (4.2) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

èç êëàññà C[−1, 1] ∩ C1(−1, 1) ∩
(
C2(−1, x0) ∪ C2(x0, 1)

)
, óäîâëåòâîðÿ-

þùóþ óðàâíåíèþ (4.2) íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−1, x0) è (x0, 1) è

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàäà÷è (4.2).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

(4.2) êàê ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.1) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

ìåòîä âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé [51,53], äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõ ïðè-

ìåíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ (ñì.

[58,61]).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè íàì ïî-

òðåáóþòñÿ åùå íåêîòîðûå óñëîâèÿ.
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Óñëîâèå C3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

A(−)(ϕ(−)(x), x, 0) > 0, x ∈ [−1, x0]; A(+)(ϕ(+)(x), x, 0) < 0, x ∈ [x0, 1].

4.1.1 Ïðèñîåäèíåííàÿ ñèñòåìà

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ââåäåì ðàñòÿ-

íóòóþ ïåðåìåííóþ

ξ =
x− x0
ε

(4.3)

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûå ïðèñîåäèíåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ çàäà÷è (4.2)

d2ũ

dξ2
= A(∓)(ũ, x0, 0)

dũ

dξ
. (4.4)

Óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå ôóíêöèþ ñ âåðõíèì èíäåêñîì ¾−¿, áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïðè ξ ≤ 0, à ñ âåðõíèì èíäåêñîì ¾+¿ � ïðè ξ ≥ 0.

Óðàâíåíèÿ (4.4) ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìàì äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà (ïðèñîåäèíåííûì ñèñòåìàì)

dũ

dξ
= Φ,

dΦ

dξ
= A(∓)(ũ, x0, 0)Φ. (4.5)

Ðàçäåëèì êàæäîå èç âòîðûõ óðàâíåíèé ñèñòåì (4.5) íà ïåðâîå è ïîëó-

÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíê-

öèé Φ(ũ), êîòîðûå îïðåäåëÿþò ôàçîâûå òðàåêòîðèè ýòèõ ñèñòåì íà ïëîñ-

êîñòè (ũ,Φ):
dΦ

dũ
= A(∓)(ũ, x0, 0). (4.6)

Êàæäàÿ èç òî÷åê
(
ϕ(∓)(x0), 0

)
ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ũ,Φ) ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ïîêîÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû (4.5), à, òàê êàê ôóíêöèè

A(∓)(ũ, x0, 0) íåïðåðûâíû ïðè ϕ(−)(x0) ≤ ũ ≤ ϕ(+)(x0), òî ñóùåñòâóþò
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ôàçîâûå òðàåêòîðèè

Φ(∓)(ũ) =

∫ ũ

ϕ(∓)(x0)

A(∓)(s, x0, 0)ds, ϕ(−)(x0) < ũ < ϕ(+)(x0). (4.7)

Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ. Óñëîâèå C4. Ïóñòü∫ ũ

ϕ(−)(x0)

A(−)(s, x0, 0)ds > 0, ϕ(−)(x0) < ũ ≤ ϕ(+)(x0),∫ ũ

ϕ(+)(x0)

A(+)(s, x0, 0)ds > 0, ϕ(−)(x0) ≤ ũ < ϕ(+)(x0),

Â ñèëó óñëîâèÿC4 ôóíêöèè Φ(∓)(ũ) ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå çíà-

÷åíèÿ è ëåæàò â âåðõíåé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ïðè÷åì ôàçîâàÿ òðà-

åêòîðèÿ Φ(−)(ũ) âõîäèò â òî÷êó ïîêîÿ
(
ϕ(−)(x0), 0

)
ïðè ξ → −∞, à ôàçî-

âàÿ òðàåêòîðèÿ Φ(+)(ũ) âõîäèò â òî÷êó ïîêîÿ
(
ϕ(+)(x0), 0

)
ïðè ξ → +∞,

è â ñèëó óñëîâèÿ C3 ýòè òî÷êè ïîêîÿ ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-

÷èâûìè.

Ââåäåì ôóíêöèþ

H0(p) = Φ(−)(p)−Φ(+)(p) =

∫ p

ϕ(−)(x0)

A(−)(s, x0, 0)ds−
∫ p

ϕ(+)(x0)

A(+)(s, x0, 0)ds,

(4.8)

îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå p ∈
[
ϕ(−)(x0), ϕ

(+)(x0)
]
.

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1�C4, òî ôóíêöèÿ H0(p) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé ïðè p ∈
[
ϕ(−)(x0), ϕ

(+)(x0)
]
, êðîìå òîãî, â ñèëó óñëîâèÿ C4 âû-

ïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà H0

(
ϕ(−)(x0)

)
< 0, H0

(
ϕ(+)(x0)

)
> 0, ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå p0 ∈
(
ϕ(−)(x0), ϕ

(+)(x0)
)
, òàêîå ÷òî

H0(p0) = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ũ = p0 ôàçîâûå òðàåêòîðèè Φ(−) è Φ(+)

ïåðåñåêàþòñÿ.
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Óñëîâèå C5. Ïóñòü ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà p0 ∈
(
ϕ(−)(x0),

ϕ(+)(x0)
)
, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ H0(p) = 0, è ïóñòü âûïîë-

íåíî íåðàâåíñòâî
dH0

dp
(p0) > 0. (4.9)

Çàìå÷àíèå. Èç âèäà (4.8) ôóíêöèè H0(p) ñëåäóåò, ÷òî

dH0

dp
(p0) = A(−)(p0, x0, 0)− A(+)(p0, x0, 0) (4.10)

è íåðàâåíñòâî (4.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåA(−)(p0, x0, 0)−A(+)(p0, x0, 0) >

0.

Ïîäñòàâëÿÿ êàæäîå èç âûðàæåíèé (4.7) äëÿ ôóíêöèé Φ(∓)(ũ) â ïåð-

âûå óðàâíåíèÿ ñèñòåì (4.5), ïîëó÷èì îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ũ(∓):

dũ(−)

dξ
= Φ(−)(ũ(−)) =

∫ ũ(−)

ϕ(−)(x0)

A(−)(s, x0, 0)ds, ξ < 0; (4.11)

dũ(+)

dξ
= Φ(+)(ũ(+)) =

∫ ũ(+)

ϕ(+)(x0)

A(+)(s, x0, 0)ds, ξ > 0. (4.12)

Èç âûðàæåíèé (4.6) è óñëîâèÿ C3 ñëåäóåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

dΦ(−)

dũ(−)
(ϕ(−)(x0)) > 0,

dΦ(+)

dũ(+)
(ϕ(+)(x0)) < 0,

è, ñîãëàñíî òåîðåìå Ëÿïóíîâà, òî÷êà (ϕ(−)(x0), 0) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêè óñòîé÷èâîé òî÷êîé ïîêîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (4.11) ïðè ξ → −∞, à òî÷êà
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(ϕ(+)(x0), 0) � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé òî÷êîé ïîêîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ

(4.12) ïðè ξ → +∞.
Ïåðåñå÷åíèå ïðè ũ = p0 ôàçîâûõ òðàåêòîðèé Φ(−) è Φ(+), âûõîäÿùèõ

ñîîòâåòñòâåííî èç òî÷åê ïîêîÿ (ϕ(−)(x0), 0) è (ϕ(+)(x0), 0), îçíà÷àåò, ÷òî

çíà÷åíèå ũ = p0 ëåæèò â îáëàñòè âëèÿíèÿ êàæäîé èç òî÷åê ïîêîÿ, ïî-

ýòîìó ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèé (4.11)�(4.12) ñ

óñëîâèÿìè ũ(∓)(0) = p0, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ðàâåí-

ñòâà

lim
ξ→∓∞

∣∣∣ũ(∓)(ξ)− ϕ(∓)(x0)
∣∣∣ = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî, êðîìå òîãî, âåðíû ñëåäóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè:∣∣∣ũ(∓)(ξ)− ϕ(∓)(x0)
∣∣∣ < c exp (−κ|ξ|), (4.13)

ãäå c è κ � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Çàìåòèì, ÷òî âáëèçè òî÷åê ïîêîÿ (ϕ(−)(x0), 0) è (ϕ(+)(x0), 0), ôóíê-

öèè Φ(∓)(ũ(∓)) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Φ(∓)(ũ(∓)) = Φ(∓)(ϕ(∓)(x0)) +
dΦ(∓)

dũ(∓)
(ϕ(∓)(x0))

(
ũ(∓) − ϕ(∓)(x0)

)
+

+ o
(
ũ(∓) − ϕ(∓)(x0)

)
.

Ïîñêîëüêó Φ(∓)(ϕ(∓)(x0)) = 0,
dΦ(∓)

dũ(∓)(ϕ(∓)(x0))
= A(∓)(ϕ(∓)(x0), x0, 0),

òî óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì â ñîîòâåòñòâóþùèõ

òî÷êàõ ïîêîÿ èìåþò âèä

z(∓) = Ā(∓)(x0)
(
ũ(∓) − ϕ(∓)(x0)

)
,

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ Ā(−)(x0) := A(∓)(ϕ(∓)(x0), x0, 0).
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Ôóíêöèè Φ(∓)(ũ(∓)) íåïðåðûâíû íà ñåãìåíòå ϕ(−)(x0) ≤ ϕ(+)(x0),

êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå C4, ïîýòîìó íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæè-

òåëüíûå êîíñòàíòû σ
(−)
1 < Ā(−)(x0), σ

(+)
1 <

∣∣Ā(+)(x0)
∣∣ , à òàêæå ïîëîæè-

òåëüíûå êîíñòàíòû σ
(∓)
2 , ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:(

Ā(−)(x0)− σ(−)1

)(
ũ(−) − ϕ(−)(x0)

)
< Φ(−) <

<
(
Ā(−)(x0) + σ

(−)
2

)(
ũ(−) − ϕ(−)(x0)

)
,(

Ā(+)(x0) + σ
(+)
1

)(
ũ(+) − ϕ(+)(x0)

)
< Φ(+) <

<
(
Ā(+)(x0)− σ(+)

2

)(
ũ(+) − ϕ(+)(x0)

)
.

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå â êàæäîì èç íåðàâåíñòâ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Φ(∓) =
dũ(∓)

dξ
, à òàêæå òî, ÷òî íà ñåãìåíòå ϕ(−)(x0) ≤ ϕ+(x0), âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà ũ(−) − ϕ(−)(x0) > 0 è ũ(+) − ϕ(+)(x0) < 0, à çàòåì ïðîèíòå-

ãðèðóåì:

0∫
ξ

(
Ā(−)(x0)− σ(−)1

)
dξ <

p0∫
ũ(−)

ũ(−)

ũ(−) − ϕ(−)(x0)
<

<

0∫
ξ

(
Ā(−)(x0) + σ

(−)
2

)
dξ, ξ < 0;

ξ∫
0

(
Ā(+)(x0) + σ

(+)
1

)
dξ >

ũ(+)∫
p0

dũ(+)

ũ(+) − ϕ(+)(x0)
>

>

ξ∫
0

(
Ā(+)(x0)− σ(+)

2

)
dξ, ξ > 0.
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Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ýòè íåðàâåíñòâà íåòðóäíî ïðèâåñòè ê ñëå-

äóþùåìó âèäó:

c1 exp
((
Ā(−)(x0) + σ

(−)
2

)
ξ
)
<
∣∣∣ũ(−) − ϕ(−)(x0)

∣∣∣ <
< c1 exp

((
Ā(−)(x0)− σ(−)1

)
ξ
)
, ξ < 0;

c2 exp
((
Ā(+)(x0)− σ(+)

2

)
ξ
)
<
∣∣∣ũ(+) − ϕ(+)(x0)

∣∣∣ <
< c2 exp

((
Ā(+)(x0) + σ

(+)
1

)
ξ
)
, ξ > 0,

ãäå c1,2 =
∣∣p0 − ϕ(∓)(x0)

∣∣ . Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò îöåíêè

(4.13).

4.2 Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðå-

øåíèÿ

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.2) áóäåì ñòðîèòü ñî-

ãëàñíî ìåòîäó Âàñèëüåâîé [1, 73] îòäåëüíî ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè x0.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâå ñëåäóþùèå çàäà÷è:εd
2u
dx2 = A(−)(u, x, ε)dudx + f (−)(u, x, ε), x ∈ (−1, x0),

u(−1) = u(−); u(x0) = p
(4.14)

è εd
2u
dx2 = A(+)(u, x, ε)dudx + f (+)(u, x, ε), x ∈ (x0, 1),

u(x0) = p, u(1) = u(+),
(4.15)

ãäå p ∈
(
ϕ(−)(x0), ϕ

(+)(x0)
)
.
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Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷ áóäåì ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëè-

æåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè U (∓)(p, x, ε), êàæäóþ èç êîòîðûõ áóäåì

èñêàòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:

U (∓)(p, x, ε) = ū(∓)(x, ε) +Q(∓)(ξ, ε), (4.16)

ãäå ū(∓)(x, ε) � ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ,Q(∓)(ξ, ε)

� ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ïåðåõîäíûé ñëîé, ξ � ðàñòÿíóòàÿ ïåðåìåííàÿ,

îïðåäåëåííàÿ â (4.3).

Êàæäóþ èç ôóíêöèé â ïðåäñòàâëåíèè (4.16) áóäåì èñêàòü â âèäå

ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε:

ū(∓)(x, ε) = ū
(∓)
0 (x) + εū

(∓)
1 (x) + ...; (4.17)

Q(∓)(ξ, ε) = Q
(∓)
0 (ξ) + εQ

(∓)
1 (ξ) + ... (4.18)

Ôóíêöèè U (−) è U (+) áóäåì íåïðåðûâíî ñøèâàòü â òî÷êå x0, ñ÷èòàÿ,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

ū
(−)
0 (x0) +Q

(−)
0 (0) + εū

(−)
1 (x0) + εQ

(−)
1 (0) + ... =

= ū
(+)
0 (x0) +Q

(+)
0 (0) + εū

(+)
1 (x0) + εQ

(+)
1 (0) + ... = p.

Çíà÷åíèå p ∈
(
ϕ(−)(x0), ϕ

(+)(x0)
)
íåèçâåñòíî. Áóäåì èñêàòü åãî èç

óñëîâèÿ ãëàäêîãî ñøèâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x0.

dU (−)

dx
(p, x0, ε) =

dU (+)

dx
(p, x0, ε). (4.19)

84



4.2.1 Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðå-

øåíèå çàäà÷ε
d2ū(∓)

dx2
= A(∓)(ū(∓), x, ε)

du(∓)

dx
+ f (∓)(ū(∓), x, ε),

ū(∓)(∓1, ε) = u(∓).
(4.20)

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè óðàâíåíèÿ ñóììû (4.17), ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèè â

ïðàâîé ÷àñòè â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ε è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû

ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ū
(∓)
i , i = 0, 1, ...

Ôóíêöèè u
(∓)
0 (x) îïðåäåëÿþòñÿ èç çàäà÷A

(∓)(ū
(∓)
0 , x, 0)

dū
(∓)
0

dx
+ f (∓)(ū

(∓)
0 , x, 0) = 0,

ū
(∓)
0 (∓1) = u(∓).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ C2, ïîëîæèì

ū
(∓)
0 (x) = ϕ(∓)(x).

Äëÿ ôóíêöèé ū
(∓)
1 (x) óðàâíåíèÿ áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðà-

çîì

d2ϕ(∓)

dx2
−

[
A(∓)(ϕ(∓)(x), x, 0)

dū
(∓)
1

dx
+ A(∓)

u (ϕ(∓)(x), x, 0) · ū(∓)1 (x) · dϕ
(∓)

dx
+

+ f (∓)u (ϕ(∓)(x), x, 0) · ū(∓)1 (x)
]

= 0
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Îáîçíà÷èì
d2ϕ(∓)

dx2
= h

(∓)
1 (x) è äîïîëíèì óðàâíåíèå ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè, òîãäà ïîëó÷èì çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ū
(∓)
1 (x):


A(∓)(ϕ(∓)(x), x, 0)

dū
(∓)
1

dx
+

+ū
(∓)
1 (x) ·

[
A

(∓)
u (ϕ(∓)(x), x, 0) · dϕ

(∓)

dx
+ f

(∓)
u (ϕ(∓)(x), x, 0)

]
= h

(∓)
1 (x),

ū
(∓)
1 (∓1) = 0.

(4.21)

Ôóíêöèè ñ âåðõíèì èíäåêñîì ¾−¿ îïðåäåëåíû ïðè 0 ≤ x ≤ x0, à ñ

âåðõíèì èíäåêñîì ¾+¿ � ïðè x0 ≤ x ≤ 1. Ðåøåíèÿ çàäà÷ (4.21) ìîãóò

áûòü âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå:

ū
(∓)
1 (x) =

=

x∫
∓1

exp

− x∫
s

W (∓)(s′)
(
A(∓)

(
ϕ(∓)(s′), s′, 0

))−1
ds′

×
× h(∓)1 (s)

(
A(∓)

(
ϕ(∓)(s), s, 0

))−1
ds.

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèÿ:

W (∓)(x) = A(∓)
u (ϕ(∓)(x), x, 0) · dϕ

(∓)

dx
+ f (∓)u (ϕ(∓)(x), x, 0). (4.22)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì m−òûé ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ áóäåò îïðåäå-
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ëÿòüñÿ ñëåäóþùèìè çàäà÷àìè:A
(∓) (ϕ(∓)(x), x, 0

) dū(∓)m

dx
= −W (∓)(x)ū

(∓)
m + h

(∓)
m (x),

ū
(∓)
m (∓1) = 0,

ãäå h
(∓)
m (x) � èçâåñòíûå ôóíêöèè.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå

ū(∓)m (x) =

=

x∫
∓1

exp

− x∫
s

W (∓)(s′)
(
A(∓)

(
ϕ(∓)(s′), s′, 0

))−1
ds′

×
× h(∓)m (s)

(
A(∓)

(
ϕ(∓)(s), s, 0

))−1
ds.

4.2.2 Ôóíêöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ

Óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

1

ε

d2Q(∓)

dξ2
= A(∓)

(
ū(∓)(x0 + εξ) +Q(∓)(ξ), x0 + εξ, ε

)(dū(∓)
dx

+
1

ε

dQ(∓)

dξ

)
+

+f (∓)
(
ū(∓)(x0 + εξ) +Q(∓)(ξ), x0 + εξ, ε

)
−f (∓)

(
ū(∓)(x0 + εξ), x0 + εξ, ε

)
−

− Ā(∓)
(
ū(∓)(x0 + εξ), x0 + εξ, ε

) dū(∓)
dx

(4.23)

Ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå ñóììû (4.17) è (4.18), ðàçëîæèì ôóíêöèè

â ïðàâîé ÷àñòè â ðÿä Òåéëîðà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó äî ïåðâîé ñòåïåíè

è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè ε−1, òîãäà ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà:
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d2Q

(∓)
0

dξ2
= A(∓)(ϕ(∓)(x0) +Q

(∓)
0 , x0, 0)

dQ
(∓)
0

dξ
,

Q
(∓)
0 (0) = p− ϕ(∓)(x0), Q

(∓)
0 (∓∞) = 0.

(4.24)

Çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé ñ âåðõíèì èíäåêñîì ¾−¿ îïðåäåëåíû ïðè ξ ≤ 0, à

ñ âåðõíèì èíäåêñîì ¾+¿ � ïðè ξ ≥ 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ũ(ξ) =

ũ(−)(ξ) := ϕ(−)(x0) +Q
(−)
0 (ξ), ξ ≤ 0;

ũ(+)(ξ) := ϕ(+)(x0) +Q
(+)
0 (ξ), ξ ≥ 0.

(4.25)

Óðàâíåíèÿ (4.24), ïåðåïèñàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ îáîçíà÷åíèé,

ïðèìóò âèä (4.4). Ñîãëàñíî ïóíêòó 4.1.1 ðåøåíèÿ çàäà÷ (4.24) ñóùåñòâó-

þò, è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè:∣∣∣Q(∓)
0 (ξ)

∣∣∣ ≤ Ce−κ|ξ|, (4.26)

ãäå C è κ � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Îáîçíà÷èì

Φ(∓)(ξ) := Φ(∓)(ũ(∓)(ξ)) =
dũ(∓)

dξ
(ξ). (4.27)

Äëÿ ôóíêöèé Φ(∓)(ξ) ñïðàâåäëèâû îöåíêè òèïà (4.26).

Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ âèäà

F̃ (∓)(ξ) = F (∓)(ũ(ξ), x0, 0),

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðè-
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ðàâíÿåì â (4.23) êîýôôèöèåíòû ïðè ε1:
d2Q

(∓)
1

dξ2
= Ã(∓)(ξ)

dQ
(∓)
1

dξ
+ Ã

(∓)
u (ξ)Φ(∓)(ξ)Q

(∓)
1 (ξ) +Qh

(∓)
1 (ξ),

Q
(∓)
1 (0) + ū

(∓)
1 (x0) = 0, Q

(∓)
1 (∓∞) = 0.

(4.28)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Qh
(∓)
1 (ξ) = Φ(∓)(ξ)

(
Ã(∓)
u (ξ)ū

(∓)
1 + Ã(∓)

u (ξ)
dϕ(∓)

dx
ξ + Ã(∓)

x (ξ)ξ + Ã(∓)
ε (ξ)

)
+

+
(
Ã(∓)(ξ)− A(∓)(ϕ(∓)(x0), x0, 0)

) dϕ(∓)

dx
+ f̃ (∓)(ξ)−f (∓)(ϕ(∓)(x0), x0, 0).

(4.29)

Ôóíêöèè Φ(∓)(ξ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé äëÿ

(4.28), â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (4.4) ïî ξ. Ðåøàÿ

íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âàðèàöèè ïîñòîÿííîé, íàé-

äåì âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Q
(∓)
1 (ξ):

Q
(∓)
1 (ξ) = −ū(∓)1 (x0)

Φ(∓)(ξ)

Φ(∓)(0)
+ Φ(∓)(ξ)

∫ ξ

0

1

Φ(∓)(s)
ds

∫ s

∓∞
Qh

(∓)
1 (t)dt.

Àíàëîãè÷íî çàïèøåì çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî

ñëîÿ m−îãî ïîðÿäêà:
d2Q

(∓)
m

dξ2
= Ã(∓)(ξ)

dQ
(∓)
m

dξ
+ Ã(∓)

u (ξ)Φ(∓)(ξ)Q(∓)
m (ξ) +Qh(∓)m (ξ),

Q
(∓)
m (0) + ū

(∓)
m (x0) = 0; Q

(∓)
m (∓∞) = 0.

(4.30)

çäåñü Qh
(∓)
m (ξ) � èçâåñòíûå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ū

(∓)
j (0)(j ≤ m) è
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Q
(∓)
j (ξ)(j ≤ m− 1).

Ðåøåíèå çàäà÷è (4.30) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Q(∓)
m (ξ) = −ū(∓)m (x0)

Φ(∓)(ξ)

Φ(∓)(0)
+ Φ(∓)(ξ)

∫ ξ

0

1

Φ∓(s)
ds

∫ s

∓∞
Qh(∓)m (t)dt (4.31)

Äëÿ ôóíêöèé Q
(∓)
m (ξ) òàêæå ñïðàâåäëèâû îöåíêè òèïà (4.26) [73].

4.2.3 Ñøèâàíèå ïðîèçâîäíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé

Ââåäåì ôóíêöèþ

H(p, ε) := ε
dU (−)

dx
(p, x0, ε)− ε

dU (+)

dx
(p, x0, ε).

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (4.16) � (4.18) ôóíêöèþ H(p, ε) ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà:

H(p, ε) = H0(p) + εH1(p) + ... =

=
dQ

(−)
0

dξ
(0)−dQ

(+)
0

dξ
(0)+ε

(
dϕ(−)

dx
(x0) +

dQ
(−)
1

dξ
(0)− dϕ(+)

dx
(x0)−

dQ
(+)
1

dξ
(0)

)
+...

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (4.19) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà

H(p, ε) = H0(p) + εH1(p) + ... = 0. (4.32)

Ïðåäñòàâèì çíà÷åíèå p â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó

p := p(ε) = p0 + εp1 + ... (4.33)
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Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â (4.32) è áóäåì îáúåäèíÿòü êîýôôèöè-

åíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε è ïðèðàâíèâàòü èõ íóëþ.

Â íóëåâîì ïîðÿäêå ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé (4.27), (4.25) è

êðàåâîãî óñëîâèÿ ïðè ξ = 0 çàäà÷ (4.24) óñëîâèå ñøèâàíèÿ ïðèâîäèò ê

ðàâåíñòâó

Φ(−)(p0)− Φ(+)(p0) = 0.

Âåëè÷èíà p0 ∈
(
ϕ(−)(x0), ϕ

(+)(x0)
)
, äëÿ êîòîðîé ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåä-

ëèâî, ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî óñëîâèþ C5 .

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè ε1 â ëåâîé ÷àñòè (4.32), ïîëó-

÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ p1 :

dH0

dp
(p0) · p1 = G1,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå G1 = H1(p0).

Ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.9).

Êîýôôèöèåíòû pm, m > 1 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

dH0

dp
(p0) · pm = Gm,

ãäå Gm � èçâåñòíûå ôóíêöèè.

4.2.4 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ

Åñëè ïîòðåáîâàòü äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ôóíêöèé f (∓)(u, x, ε); A(∓)(u, x, ε),

òî ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî àëãîðèòìà ìîæíî íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàç-
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ëîæåíèé (4.17), (4.18) äî ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà n. Ñîñòàâèì ñóììû:

U (−)
n (p, x, ε) =

n∑
i=0

εi
(
ū
(−)
i (x) +Q

(−)
i (ξ)

)
, x ∈ [−1;x0], ξ ≤ 0; (4.34)

U (+)
n (p, x, ε) =

n∑
i=0

εi
(
ū
(+)
i (x) +Q

(+)
i (ξ)

)
, x ∈ [x0; 1], ξ ≥ 0. (4.35)

Àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ïîðÿäêà n ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.2) áó-

äåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

Un(p, x, ε) =

U
(−)
n (p, x, ε), x ∈ [−1;x0],

U
(+)
n (p, x, ε), x ∈ [x0; 1].

Ôóíêöèÿ Un(p, x, ε) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.2) ñîîòâåòñòâåííî

íà èíòåðâàëàõ (−1, x0) è (x0, 1) ñ òî÷íîñòüþ O(εn), è ñ òî÷íîñòüþ äî ëþ-

áîé ñòåïåíè ε ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â òî÷êàõ x = ∓1, ïîñêîëüêó ôóíêöèè

ïåðåõîäíîãî ñëîÿ âíîñÿò áåñêîíå÷íî ìàëûå, íî âñå æå îòëè÷íûå îò íó-

ëÿ íåâÿçêè â êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è (4.2). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ âûïîëíÿëèñü òî÷íî, ïðèìåíèì ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó óìíîæå-

íèÿ ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ íà ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ, ñîõðàíèâ äëÿ

íèõ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ.

4.3 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

Òåîðåìà 4.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé C1�C5 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì

ε > 0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ uε(x), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.2) â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.2, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ Un(p(ε), x, ε) ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîìåðíûì íà îòðåçêå [−1, 1] àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì ñ
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òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà O(εn+1), òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|uε(x)− Un(p, x, ε)| < Cεn+1, (4.36)

ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áóäåì ïðîâîäèòü ïðè ïîìîùè àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ [58,74,75], èñïîëüçóþùåãî

ìåòîä âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé, îáîñíîâàíèå êîòîðîãî äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ ïðèâåäåíî â [51,53].

Îïðåäåëåíèå 4.3. Âåðõíèì β(x, ε) è íèæíèì α(x, ε) ðåøåíèÿìè çà-

äà÷è (4.2) íàçûâàþòñÿ íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ïðè äîñòà-

òî÷íî ìàëûõ ε ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

1) α(x, ε) ≤ β(x, ε), −1 ≤ x ≤ 1;

2) L[β] := ε
d2β

dx2
− A(β, x, ε)

dβ

dx
− f(β, x, ε) ≤ 0 ≤ L[α], −1 < x <

x0 ∪ x0 < x < 1;

3) α(∓1, ε) ≤ u(∓) ≤ β(∓1, ε).

Ñîãëàñíî òåîðåìàì ñðàâíåíèÿ, äîêàçàííûì â ðàáîòàõ [51, 53], èç ñó-

ùåñòâîâàíèÿ âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (4.2), çàêëþ÷åííîãî ìåæäó ýòèìè âåðõíèì è íèæíèì ðåøå-

íèÿìè:

α(x, ε) ≤ uε(x) ≤ β(x, ε), −1 ≤ x ≤ 1. (4.37)

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ñðàâíåíèÿ â [51, 53] ïðîâåäåíî â

ïðåäïîëîæåíèè ãëàäêîñòè âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé. Â íàøåì ñëó÷àå

ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî îáîáùèòü, èñïîëüçóÿ âåðõíèå è íèæíèå ðåøåíèÿ,
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íå ãëàäêèå â òî÷êå x0, äëÿ êîòîðûõ â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óñëîâèå ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé:

4)
dβ

dx
(x0− 0, ε)− dβ

dx
(x0 + 0, ε) ≥ 0;

dα

dx
(x0− 0, ε)− dα

dx
(x0 + 0, ε) ≤ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ òèïà (4.37) â [51,53] îñíîâàíî íà ïðèíöè-

ïå ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà C1. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ âåðõ-

íèõ è íèæíèõ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 1)�3) è ñòðîãèì

íåðàâåíñòâàì 4), ìîæíî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïî

àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî ñäåëàíî â [46,64].

Ñîãëàñíî àñèìïòîòè÷åñêîìó ìåòîäó äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ

âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ êàê ìîäèôèêàöèè àñèìïòîòè÷åñêèõ

ïðèáëèæåíèé. Ôóíêöèè β(x, ε) è α(x, ε) áóäåì ñòðîèòü îòäåëüíî íà êàæ-

äîì èç îòðåçêîâ [−1, x0] è [x0, 1] :

β(x, ε) =

β(−)(x, ε), −1 ≤ x ≤ x0, ξ ≤ 0;

β(+)(x, ε), x0 ≤ x ≤ 1, ξ ≥ 0.;
(4.38)

α(x, ε) =

α(−)(x, ε), −1 ≤ x ≤ x0, ξ ≤ 0;

α(+)(x, ε), x0 ≤ x ≤ 1, ξ ≥ 0.
(4.39)

Ôóíêöèè β(∓)(x, ε) è α(∓)(x, ε) ÿâëÿþòñÿ ìîäèôèêàöèÿìè ïîñòðîåí-

íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé íà êàæäîì èç îòðåçêîâ:

β(∓)(x, ε) := β(∓)
n (x, ε) = U (∓)

n (p, x, ε) + εn
(
µ(∓)(x) + q

(∓)
0 (ξ) + εq

(∓)
1 (ξ)

)
,

(4.40)

α(∓)(x, ε) := α(∓)
n (x, ε) = U (∓)

n (p, x, ε)− εn
(
µ(∓)(x) + q

(∓)
0 (ξ) + εq

(∓)
1 (ξ)

)
.

(4.41)
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Ôóíêöèè µ(∓)(x) âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íåðàâåíñòâà 1) �

2) âûïîëíÿëèñü âäàëè îò ïåðåõîäíîãî ñëîÿ, à òàêæå âûïîëíÿëîñü íåðà-

âåíñòâî 3). Îïðåäåëèì ôóíêöèè µ(∓)(x) êàê ðåøåíèÿ çàäà÷A
(∓)(ϕ(∓)(x), x, 0)

dµ(∓)

dx
+W (∓)(x)µ(∓)(x) = R̃(∓),

µ(∓)(∓1) = R
(∓)
0 .

(4.42)

íà îòðåçêå [−1, x0] äëÿ ôóíêöèé ñ âåðõíèì èíäåêñîì ¾−¿ è íà îòðåçêå

[x0, 1] äëÿ ôóíêöèé ñ âåðõíèì èíäåêñîì ¾+¿. Çäåñü R̃(∓), R
(∓)
0 � íåêîòî-

ðûå ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, à ôóíêöèè W (∓)(x) îïðåäåëåíû â (4.22).

Âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé µ(∓)(x) ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

µ(∓)(x) = R
(∓)
0 exp

− x∫
∓1

W (∓)(s′)
(
A(∓)

(
ϕ(∓)(s′), s′, 0

))−1
ds′

+

+

x∫
∓1

exp

− x∫
s

W (∓)(s′)
(
A(∓)

(
ϕ(∓)(s′), s′, 0

))−1
ds′

×
× R̃(∓)(s)

(
A(∓)

(
ϕ(∓)(s), s, 0

))−1
ds.

Â ñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ C3 ôóíêöèè µ(∓)(x) ïðèíèìàþò

òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ôóíêöèè q
(∓)
0 (ξ) ââîäÿòñÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ íåâÿçîê ïîðÿäêà O(εn−1),

âíîñèìûõ â íåðàâåíñòâî 2) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 â ðåçóëüòàòå äîáàâ-

ëåíèÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ ñëàãàåìûõ µ(∓)(x), à ôóíêöèè

q
(∓)
1 (ξ) � äëÿ óñòðàíåíèÿ íåâÿçîê ïîðÿäêà O(εn). Êðîìå òîãî, ôóíêöèè

q
(∓)
i (ξ), i = 0, 1 ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðà-
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âåíñòâà 4).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè q
(∓)
0 (ξ) êàê ðåøåíèÿ çàäà÷:

d2q
(∓)
0

dξ2
− Ã(∓)(ξ)

dq
(∓)
0

dξ
− Φ(∓)(ξ)Ã(∓)

u (ξ)q
(∓)
0 − Φ(∓)(ξ)Ã(∓)

u (ξ)µ(∓)(x0)+

+d · e−κ|ξ| = 0,

q
(∓)
0 (0) + µ(∓)(x0) = δ; q

(∓)
0 (∓∞) = 0,

(4.43)

ñîîòâåòñòâåííî íà ïîëóïðÿìûõ ξ ≤ 0 è ξ ≥ 0. Çäåñü δ, d è κ � ïîëîæè-

òåëüíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîë-

íÿëèñü äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà 1) è 4). Ðåøåíèÿ çàäà÷ (4.43)

ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

q
(∓)
0 (ξ) =

(
δ − µ(∓)(x0)

) Φ(∓)(ξ)

Φ(∓)(0)
+

+ Φ(∓)(ξ)

∫ ξ

0

1

Φ(∓)(s)
ds

∫ s

∓∞

(
Φ(∓)(t)Ã(∓)

u (t)µ(∓)(x0)− d · e−κ|t|
)
dt.

(4.44)

Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó δ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà δ − µ(∓)(x0) > 0, à ïîñòîÿííûå d è κ òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

Φ(−)(ξ)Ã(−)
u (ξ)µ(−)(x0)− d · eκξ < 0, ξ ≤ 0,

Φ(+)(ξ)Ã(+)
u (ξ)µ(+)(x0)− d · e−κξ < 0, ξ ≥ 0.

Ïðè óêàçàííîì âûáîðå êîíñòàíò ôóíêöèè q
(∓)
0 (ξ) ïðèíèìàþò ñòðîãî

ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðè ξ ≤ 0 è ξ ≥ 0.

Ôóíêöèÿ q
(−)
1 (ξ), âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèÿ (4.38) è (4.39), óñòðàíÿåò
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íåâÿçêè ïîðÿäêà O(εn) â âûðàæåíèÿõ L[β
(−)
n ] è L[α

(−)
n ] ïðè x ∈ (−1, x0)

â íåðàâåíñòâàõ 2), à ôóíêöèÿ q
(+)
1 (ξ) � â âûðàæåíèÿõ L[β

(+)
n ] è L[α

(+)
n ]

ïðè x ∈ (x0, 1).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè q
(∓)
1 (ξ) êàê ðåøåíèÿ çàäà÷

d2q
(∓)
1

dξ2
− Ã(∓)(ξ)

dq
(∓)
1

dξ
− Ã(∓)

u (ξ)Φ(∓)(ξ)q
(∓)
1 (ξ) = qf

(∓)
1 (ξ),

q
(∓)
1 (0) = 0; q

(∓)
1 (∓∞) = 0,

(4.45)

ãäå qf
(∓)
1 (ξ) � ñëàãàåìûå ïîðÿäêà εn â âûðàæåíèè L[β

(∓)
n ] è L[α

(∓)
n ], ñî-

äåðæàùèå ôóíêöèè µ(∓)(x), q
(∓)
0 (ξ) è ū

(∓)
n+1(x), Q

(∓)
n+1(ξ).

Ôóíêöèè q
(∓)
0 (ξ), q

(∓)
1 (ξ) èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè òèïà (4.26).

Ëåììà 4.1. Ôóíêöèè βn(x, ε) è αn(x, ε) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (4.2).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèé βn(x, ε)

è αn(x, ε) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 1) � 4) èç îïðåäåëåíèÿ (4.3).

Äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà 1) óïîðÿäî÷åííîñòè âåðõíåãî

è íèæíåãî ðåøåíèé, çàïèøåì ðàçíîñòü ôóíêöèé βn(x, ε) è αn(x, ε) íà

êàæäîì èç îòðåçêîâ [−1, x0] è [x0, 1]:

β(∓)
n (x, ε)− α(∓)

n (x, ε) = εn
(

2µ(∓)(x) + 2q
(∓)
0 (ξ) + 2εq

(∓)
1 (ξ)

)
. (4.46)

Âûðàæåíèÿ ñïðàâà ïðèíèìàþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε çà ñ÷åò ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèé µ(∓)(x) è q
(∓)
0 (ξ),

òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî 1) âûïîëíåíî âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îá-

ëàñòè.
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Èç óðàâíåíèé (4.42), (4.43) è (4.45) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

L[β(∓)
n ] = −εn−1d · e−κ|ξ| − εnR̃(∓) +O(εn+1),

L[α(∓)
n ] = εn−1d · e−κ|ξ| + εnR̃(∓) +O(εn+1). (4.47)

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε âûðàæåíèÿ L[β
(∓)
n ] ïðèíèìàþò îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ, à âûðàæåíèÿ L[α
(∓)
n ] � ïîëîæèòåëüíûå. Òåì ñàìûì íåðàâåí-

ñòâà 2) äëÿ ôóíêöèé βn(x, ε) è αn(x, ε) îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè.

Óñëîâèÿ 3) âûïîëíÿþòñÿ ïðè âûáîðå äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîëîæè-

òåëüíûõ âåëè÷èí R
(∓)
0 â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ çàäà÷ (4.42).

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà 4).

Çàïèøåì ðàçíîñòü ïðîèçâîäíûõ âåðõíåãî ðåøåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà îò

òî÷êè x0 :

dβn
dx

(x0 − 0, ε)− dβn
dx

(x0 + 0, ε) =
dβ

(−)
n

dx
(x0, ε)−

dβ
(+)
n

dx
(x0, ε) =

= εn−1

(
dq

(−)
0

dξ
(0)− dq

(+)
0

dξ
(0)

)
+O(εn). (4.48)

Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ôóíêöèé q
(∓)
0 (ξ) (4.44), çàïèøåì âûðàæåíèÿ

äëÿ èõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ξ = 0:

dq
(∓)
0

dξ
(0) =

δ − µ(∓)(x0)
Φ(0)

·dΦ(∓)

dξ
(0)+

∫ 0

∓∞

(
Φ(∓)(ξ)Ã(∓)

u (ξ)µ(∓)(x0)− de−κ|ξ|
)
dξ.

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå, âû÷èñëèâ èíòåãðàë è ó÷òÿ âòîðîå óðàâ-
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íåíèå (4.5).

dq
(∓)
0

dξ
(0) = δÃ(∓)(0)− µ(∓)(x0)A(∓)(ϕ(∓)(x0), x0, 0)∓ d

κ
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.48)

è ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (4.10), ïîëó÷èì

dβn
dx

(x0 − 0, ε)− dβn
dx

(x0 + 0, ε) =

= εn−1
(
δ · dH0

dp
(p0)− 2

d

k
− µ(−)(x0)A(−)(ϕ(−)(x0), x0, 0)+

+ µ(+)(x0)A
(+)(ϕ(+)(x0), x0, 0)

)
+O(εn+1).

Â ñèëó óñëîâèÿ C5 (dH0/dp)(p0) > 0, ïîýòîìó âûáèðàÿ ïîëîæèòåëü-

íóþ âåëè÷èíó δ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âûðà-

æåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà îêàçàëîñü ïîëîæèòåëüíûì, åñëè

ε äîñòàòî÷íî ìàëî. Íåðàâåíñòâî 4) äëÿ íèæíåãî ðåøåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ

àíàëîãè÷íî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Åñëè ïîñòðîèòü âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ íà îñíîâàíèè àñèìïòîòè-

÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîðÿäêà n+1, òî èç äâîéíîãî íåðàâåíñòâà (4.37) è

ñòðóêòóðû âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé ñëåäóåò îöåíêà (4.36). Òåîðåìà

4.1 äîêàçàíà.
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4.4 Ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ

óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1-C5. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷-

íî ìàëûõ ε ðåøåíèå uε(x) çàäà÷è (4.2) ëîêàëüíî åäèíñòâåííî è, êàê

ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.1), àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî

Ëÿïóíîâó ñ îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè ïî êðàéíåé ìåðå [α2, β2].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.1), âîñïîëü-

çóåìñÿ ìåòîäîì âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé [52,55].

Îïðåäåëåíèå 4.4. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè β̂(x, t, ε) è α̂(x, t, ε) íàçûâà-

þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (4.1),

åñëè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

10 β̂(x, t, ε) ≥ α̂(x, t, ε), −1 ≤ x ≤ 1, t > 0;

20 Lt[β̂] := −∂β̂
∂t

+ ε
∂2β̂

∂x2
− A(β̂, x, ε)

∂β̂

∂x
− f(β̂, x, ε) ≤ 0 ≤ Lt[α̂],

− 1 < x < x0 ∪ x0 < x < 1, t > 0;

30 α̂(∓1, t, ε) ≤ u∓ ≤ β̂(∓1, t, ε); t > 0.

40
∂β̂

∂x
(x0 − 0, t, ε) − ∂β̂

∂x
(x0 + 0, t, ε) ≥ 0;

∂α̂

∂x
(x0 − 0, t, ε) − ∂α̂

∂x
(x0 +

0, t, ε) ≤ 0, t > 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíê-

öèè, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

α̂(x, 0, ε) ≤ vinit(x, ε) ≤ β̂(x, 0, ε),
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ðåøåíèå vε(x, t) çàäà÷è (4.1), ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è â êàæäûé ìî-

ìåíò âðåìåíè çàêëþ÷åíî ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè, òî åñòü

èìååò ìåñòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

α̂(x, t, ε) ≤ vε(x, t) ≤ β̂(x, t, ε), x ∈ [−1; 1], t ≥ 0. (4.49)

Â [55] òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è, óäî-

âëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâàì òèïà (4.49) äîêàçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì âåðõ-

íåãî è íèæíåãî ðåøåíèé èç êëàññà C1,1. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà

ïðèíöèïå ìàêñèìóìà è ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà ñëó÷àé íå ãëàä-

êèõ âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñòðîãèì íåðàâåí-

ñòâàì 40 òàê æå êàê ýòî ñäåëàíî â [46,64].

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.1) ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïî àíà-

ëîãèè ñ [56].

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèè α̂(x, t, ε) è β̂(x, t, ε), êîòîðûå îïðåäå-

ëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

β̂(x, t, ε) = uε(x) + (βn(x, ε)− uε(x)) e−λt,

α̂(x, t, ε) = uε(x) + (αn(x, ε)− uε(x)) e−λt, (4.50)

ãäå uε(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (4.2), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî äîêàçàíî â

ïóíêòå 4.3, à λ � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÿâëÿþòñÿ

íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (4.1) ïðè αn(x, ε) ≤ vinit(x, ε) ≤
βn(x, ε).

Òîãäà èç íåðàâåíñòâ (4.49) áóäåò ñëåäîâàòü ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
t→+∞

|vε(x, t)− uε(x)| = 0.

Èç ýòîãî ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷å-
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ñêîé çàäà÷è áóäåò âûòåêàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ uε(x) çàäà÷è (4.2).

Ïîëîæèâ t = 0, à n = 2 â íåðàâåíñòâàõ (4.49) ïîëó÷èì, ÷òî îáëàñòüþ

óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ñåãìåíò

α2(x, ε) ≤ vinit(x, ε) ≤ β2(x, ε).

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèé α̂(x, t, ε) è β̂(x, t, ε), îïðåäåëåí-

íûõ âûðàæåíèÿìè (4.50), âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 10 � 40.

Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ 10, 30, 40 âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç

àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ôóíêöèé αn(x, ε) è βn(x, ε) (ñì. ïóíêò 4.3).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî äëÿ ôóíêöèé β̂(x, t, ε) è α̂(x, t, ε) âû-

ïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 20, íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4.2. Åñëè αn(x, ε), βn(x, ε) � íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ çàäà-

÷è (4.2), îïðåäåëåííûå, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèÿìè (4.38), (4.40),

è (4.39), (4.41), à uε(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (4.2), ñóùåñòâóþùåå ñîãëàñ-

íî òåîðåìå 4.1, òî ïðè x ∈ (−1, x0) ∪ (x0, 1) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

îöåíêè:∣∣∣∣ ddx(βn(x, ε)− uε(x))

∣∣∣∣ = O(εn−1),

∣∣∣∣ ddx(αn(x, ε)− uε(x))

∣∣∣∣ = O(εn−1).

(4.51)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà

d

dx
(βn(x, ε)− uε(x)) =

d

dx
(Un(x, ε)− uε(x)) +O(εn),

d

dx
(αn(x, ε)− uε(x)) =

d

dx
(Un(x, ε)− uε(x)) +O(εn),

ñïðàâåäëèâûå ïðè x ∈ (−1, x0)∪ (x0, 1). Ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü

òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî â [35].
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Ïîëó÷èì îöåíêè∣∣∣∣ ddx(Un(x, ε)− uε(x))

∣∣∣∣ = O(εn−1), x ∈ (−1, x0) ∪ (x0, 1).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

z(−)(x, ε) = U (−)
n (x, ε)− uε(x), −1 ≤ x ≤ x0,

z(+)(x, ε) = U (+)
n (x, ε)− uε(x), x0 ≤ x ≤ 1.

Ôóíêöèè U
(∓)
n (x, ε) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèÿì â

çàäà÷àõ (4.14) è (4.15) ñ òî÷íîñòüþ O(εn) è òî÷íî óäîâëåòâîðÿþò êðàå-

âûì óñëîâèÿì ýòèõ çàäà÷ ïðè x = ∓1. Â ñèëó îöåíêè (4.36) ýòè ôóíêöèè

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðè x = x0 çàäà÷ (4.14) è (4.15) ñ òî÷íîñòüþ

O(εn+1). Ïîýòîìó ôóíêöèè z(∓) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåøåíèÿ çàäà÷

ε
d2z(∓)

dx2
−

(
A(∓)(U

(∓)
n , x, ε)

dU
(∓)
n

dx
− A(∓)(uε, x, ε)

duε
dx

)
−

−
(
f (∓)(U

(∓)
n , x, ε)− f (∓)(uε, x, ε)

)
= εnψ(∓)(x),

z(∓)(∓1, ε) = 0,

z(∓)(x0, ε) = εn+1χ(∓).

(4.52)

ãäå |ψ(∓)(x)| < c, c > 0 è χ(∓) � êîíñòàíòû. Çàäà÷à äëÿ ôóíêöèè z(−)

ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îòðåçêå x ∈ [−1, x0], à äëÿ ôóíêöèè z
(+) � íà îòðåçêå

[x0, 1].
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Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ

A(∓)(U (∓)
n , x, ε)

dU
(∓)
n

dx
− A(∓)(uε, x, ε)

duε
dx

=

=
d

dx

∫ U
(∓)
n (x)

uε(x)

A(∓)(y, x, ε)dy −
∫ U

(∓)
n (x)

uε(x)

d

dx
A(∓)(y, x, ε)dy

è ñëåäñòâèé îöåíêè (4.36):

|f (∓)(U (∓)
n , x, ε)− f (∓)(uε, x, ε)| = O

(
εn+1

)
,∫ U

(∓)
n (x)

uε(x)

d

dx
A(∓)(y, x, ε)dy = O

(
εn+1

)
. (4.53)

óðàâíåíèÿ (4.52) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

d2z(∓)

dx2
=

1

ε

d

dx

∫ U
(∓)
n (x)

uε(x)

A(∓)(y, x, ε)dy + εn−1r(∓)(x), (4.54)

ãäå |r(∓)(x)| < c. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.54) ñ óñëîâèÿìè (4.52) ìîæíî

âûïèñàòü, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Ãðèíà:

z(∓)(x, ε) = εn+1χ(∓)(x± 1)(x0 ± 1)(−1) ± εn−1
∫ x0

∓1
G(∓)(x, s)r(∓)(s)ds±

± 1

ε

∫ x0

∓1
G(∓)(x, s)

d

ds

∫ U
(∓)
n (s)

uε(s)

A(∓)(y, s, ε)dyds,

(4.55)

ãäå ôóíêöèè Ãðèíà G(∓)(x, s) íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [−1, x0] è [x0, 1]
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äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

G(−)(x, s) =
1

1 + x0

(x+ 1)(s− x0), −1 ≤ x ≤ s;

(x− x0)(s+ 1), s ≤ x ≤ x0;

G(+)(x, s) =
1

1− x0

(x− x0)(s− 1), x0 ≤ x ≤ s;

(x− 1)(s− x0), s ≤ x ≤ 1.
(4.56)

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè êàæäîãî èç ðàâåíñòâ

(4.55) ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

∫ x0

∓1
G(∓)(x, s)

(
d

ds

∫ U
(∓)
n (s)

uε(s)

A(∓)(y, s, ε)dy

)
ds =

= −
∫ x0

∓1
G(∓)
s (x, s)

∫ U
(∓)
n (s)

uε(s)

A(∓)(y, s, ε)dyds.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (4.55) è äèôôåðåíöèðóÿ ïîëó÷åííûå ðà-

âåíñòâà ïî ïåðåìåííîé x, ïðèäåì ê âûðàæåíèÿì

dz(∓)

dx
(x, ε) = ±εn−1

∫ x0

∓1
G(∓)
x (x, s)r(∓)(s, ε)ds+

1

ε

∫ U
(∓)
n (x)

uε(x)

A(∓)(y, x, ε)dy∓

∓ 1

ε

∫ x0

∓1
G(∓)
sx (x, s)

∫ U
(∓)
n (s)

uε(s)

A(∓)(y, s, ε)dyds+O
(
εn+1

)
,

îòêóäà ñ ó÷åòîì âòîðîé îöåíêè (4.53) è ÿâíûõ âûðàæåíèé (4.56) äëÿ

ôóíêöèé Ãðèíà, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé

z(∓) : ∣∣∣∣dz(∓)dx

∣∣∣∣ = O(εn−1).
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Ëåììà 4.2 äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ôóíêöèé β̂(x, t, ε) è α̂(x, t, ε) âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà 20 èç îïðåäåëåíèÿ 4.4.

Îáîçíà÷èì

β̂(−)(x, t, ε) := β̂(x, t, ε), −1 ≤ x ≤ x0, β̂(+)(x, t, ε) := β̂(x, t, ε), x0 ≤ x ≤ 1

è ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ Lt[β̂
(∓)] â êàæäîé èç îáëàñòåé {(x, t)| − 1 <

x < x0, t > 0} è {(x, t)|x0 < x < 1, t > 0} :

Lt[β̂
(∓)] = ε

d2uε
dx2

+ ε

(
d2β

(∓)
n

dx2
− d2uε
dx2

)
e−λt + λ(β(∓)

n − uε)e−λt−

− A(β̂, x, ε)

(
duε
dx

+

(
dβ

(∓)
n

dx
− duε
dx

)
e−λt

)
− f(β̂, x, ε).

Ïðîâåäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â ïðåäû-

äóùåé ãëàâå, èñïîëüçóÿ ïåðâóþ îöåíêó (4.51), à òàêæå îöåíêó

|β(∓)
n − uε| = O(εn), (4.57)

êîòîðàÿ ñëåäóåò èç äâîéíîãî íåðàâåíñòâà (4.37) è ðàâåíñòâà (4.46), ïðè-

äåì ê ðàâåíñòâó

Lt[β̂
(∓)] = e−λt

(
−εn−1d · e−κ|ξ| − εnR̃(∓) + λ(β(∓) − uε) +O

(
εn+1

))
,

èç êîòîðîãî ñ ó÷åòîì îöåíêè (4.57) ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî 20 èç îïðåäå-

ëåíèÿ (4.4) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè âûáðàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì çíà÷åíèå

λ.

Òàêèì îáðàçîì, β̂(x, t, ε) ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1).
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ α̂(x, y, ε) ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ðå-

øåíèåì çàäà÷è (4.1).

Òåîðåìà 4.2 äîêàçàíà.

107



Ãëàâà 5

Ðåøåíèå ñ âíóòðåííèì ïåðåõîäíûì ñëî-

åì äâóìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è ðåàêöèÿ-

äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ñ ðàçðûâíûìè ðå-

àêòèâíûì è àäâåêòèâíûì ñëàãàåìûìè

5.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó â îáëàñòè (x, y, t) ∈
R× [0, a]× [0,∞)



ε∆xyv −
∂v

∂t
= (A(v, x, y),∇) +B(v, x, y), x ∈ R, y ∈ (0, a), t ∈ (0,∞)

v(x, 0, t, ε) = u0(x); v(x, a, t, ε) = ua(x) x ∈ R, t ∈ [0,∞)

v(x, y, t, ε) = v(x+ L, y, t, ε) x ∈ R, y ∈ [0, a], t ∈ [0,∞)

v(x, y, 0, ε) = vinit(x, y, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a];

(5.1)
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ãäå

A(v, x, y) = {A1(v, x, y), A2(v, x, y)} ,

à ε ∈ (0, ε0] - ìàëûé ïàðàìåòð, L > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî, u0(x) è ua(x) �

äîñòàòî÷íî ãëàäêèå L−ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, vinit(x, y, ε) � íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ, L−ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ïåðåìåííîé x è óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ:

vinit(x, 0, ε) = u0(x), vinit(x, a, ε) = ua(x), x ∈ R.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè Ai(v, x, y), i = 1, 2; B(v, x, y) îïðåäå-

ëåíû âñþäó â îáëàñòè Iv × D̄, ãäå Iv � äîïóñòèìûé èíòåðâàë èçìåíåíèÿ
v, D̄ = {(x, y)|R× [0, a]}, à òàê æå L− ïåðèîäè÷åñêèå ïî ïåðåìåííîé x è

ïðåòåðïåâàþò ðàçðûâ 1-ãî ðîäà âäîëü çàäàííîé L−ïåðèîäè÷åñêîé êðè-

âîé y = h(x), ëåæàùåé âíóòðè îáëàñòè D̄, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Óñëîâèå D1. Ïóñòü ôóíêöèè Ai(v, x, y), i = 1, 2 è B(v, x, y) èìåþò

âèä

Ai(v, x, y) =

A
(−)
i (v, x, y), (v, x, y) ∈ Iv × R× [0, h(x)],

A
(+)
i (v, x, y), (v, x, y) ∈ Iv × R× [h(x), a];

B(v, x, y) =

B(−)(v, x, y), (v, x, y) ∈ Iv × R× [0, h(x)],

B(+)(v, x, y), (v, x, y) ∈ Iv × R× [h(x), a],

è ïðè v ∈ Iv, x ∈ R âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

A
(−)
i (v, x, h(x)) 6= A

(+)
i (v, x, h(x)), B(−)(v, x, h(x)) 6= B(+)(v, x, h(x)).

Ïóñòü, êðîìå òîãî, ôóíêöèè A
(∓)
i (v, x, y) è B(∓)(v, x, y), à òàêæå h(x)

äîñòàòî÷íî ãëàäêèå â ñâîèõ îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

D̄(−) = {(x, y)|R× [0, h(x)]} è D̄(+) = {(x, y)|R× [h(x), a]},
A(∓)(v, x, y) =

{
A

(∓)
1 (v, x, y), A

(∓)
2 (v, x, y)

}
.

Óñëîâèå D2. Ïóñòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà(
A(−)(u, x, y),∇

)
u+B(−)(u, x, y) = 0

ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì u(x, 0) = u0(x) èìååò L−ïåðèîäè÷åñêîå ïî
ïåðåìåííîé x ðåøåíèå ϕ(−)(x, y) â îáëàñòè D̄(−), à äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà(
A(+)(u, x, y),∇

)
u+B(+)(u, x, y) = 0

ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì u(x, a) = ua(x) èìååò L−ïåðèîäè÷åñêîå ïî
ïåðåìåííîé x ðåøåíèå ϕ(+)(x, y) â îáëàñòè D̄(+).

Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ϕ(−)(x, h(x)) < ϕ(+)(x, h(x)),

x ∈ R.
Óñëîâèå D3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

A
(−)
2

(
ϕ(−)(x, y), x, y

)
> 0, (x, y) ∈ D̄(−),

A
(+)
2

(
ϕ(+)(x, y), x, y

)
< 0, (x, y) ∈ D̄(+).

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ðåøåíèåì çàäà÷è (5.1) áóäåì íàçûâàòü L− ïåðèî-

äè÷åñêóþ ïî ïåðåìåííîé x ôóíêöèþ vε(x, y, t) èç êëàññà C(R × [0, a] ×
[0,∞)) ∩ C2,1,1(R× (0, a)× (0,∞)) ∩

(
C2,2,1(R× (0, h(x))× (0,∞))∪

C2,2,1(R× (h(x), a)× (0,∞)
)
, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5.1) â êàæ-
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äîé èç îáëàñòåé {(x, y, t)|D(∓) × (0,+∞)}, à òàêæå ãðàíè÷íûì è íà-

÷àëüíûì óñëîâèÿì çàäà÷è (5.1).

Áóäåì èññëåäîâàòü âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-

÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ uε(x, y) çàäà÷è (5.1), îáëàäàþùåãî áîëü-

øèì ãðàäèåíòîì â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè êðèâîé h(x); áëèçêî-

ãî ê ôóíêöèè ϕ(−)(x, y) ïðè 0 ≤ y ≤ h(x), è ê ôóíêöèè ϕ(+)(x) ïðè

h(x) ≤ y ≤ a.

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (5.1) ïî îïðåäåëå-

íèþ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è


ε∆xyu = (A(u, x, y),∇)u+B(u, x, y), x ∈ R, y ∈ (0, a),

u(x, y, ε) = u(x+ L, y, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a],

u(x, 0, ε) = u0(x); u(x, a, ε) = ua(x), x ∈ R,

(5.2)

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ðåøåíèåì çàäà÷è (5.2) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

uε(x, y) èç êëàññà C(R× [0, a]) ∩ C2,1(R× (0, a)) ∩
(
C2,2(R× (0, h(x)))∪

C2,2(R× (h(x), a))
)
, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5.2) â êàæäîé èç

îáëàñòåé D(∓) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàäà÷è (5.2).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

(5.2) êàê ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1) áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä

âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé.

5.1.1 Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

Êðèâàÿ y = h(x) äåëèò îáëàñòü D̄ íà äâå ïîäîáëàñòè: D̄(−) è D̄(+). Äëÿ

äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ ïåðåõîäíîãî ñëîÿ íà ñòûêå îáëàñòåé ïåðåéäåì â
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îêðåñòíîñòè ýòîé êðèâîé ê ëîêàëüíûì êîîðäèíàòàì (l, r) ñ ïîìîùüþ

ñîîòíîøåíèé:

x = l − r sinα; y = h(l) + r cosα, (5.3)

ãäå

sinα =
hx√

1 + h2x
, cosα =

1√
1 + h2x

, (5.4)

α � óãîë ìåæäó îñüþ y è íîðìàëüþ ê êðèâîé y = h(x), ïðîâåäåííîé â îá-

ëàñòü y > h(x), îòëîæåííûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè; l � x−êîîðäèíàòà
òî÷êè íà ýòîé êðèâîé, èç êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ íîðìàëü; r � ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè, ëåæàùåé â îêðåñòíîñòè êðèâîé h(x), äî ýòîé êðèâîé âäîëü

íîðìàëè ê íåé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r > 0 â îáëàñòè D̄(+), r < 0 â îáëà-

ñòè D̄(−), r = 0 ïðè y = h(x), ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé h(x) â (5.4) áåðóòñÿ

ïðè x = l.

Â îêðåñòíîñòè êðèâîé y = h(x) ïåðåéäåì ê ðàñòÿíóòîé ïåðåìåííîé

ξ =
r

ε
. (5.5)

Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ∇ è ∆ â ïåðåìåííûõ ξ, l

∇ =

{
− 1

ε

hx√
1 + h2x

∂

∂ξ
−

√
1 + h2x

εξhxx − (1 + h2x)
3/2

∂

∂l
;

1

ε

1√
1 + h2x

∂

∂ξ
−

hx
√

1 + h2x
εξhxx − (1 + h2x)

3/2

∂

∂l

}
. (5.6)
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∆ =
1

ε2
∂2

∂ξ2
+

hxx
ε2ξhxx − ε(1 + h2x)

3/2

∂

∂ξ
+

+
1 + h2x(

εξhxx − (1 + h2x)
3/2
)3 (2εξhxh

2
xx + hxhxx(1 + h2x)

3/2 − εξhxxx(1 + h2x)
) ∂

∂l
+

+
(1 + h2x)

2(
εξhxx − (1 + h2x)

3/2
) ∂2
∂l2

. (5.7)

Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â (5.2) ïðèíèìàåò âèä:

ε∆− (A(u, x, y),∇) =

=
1

ε

[
∂2

∂ξ2
− 1√

1 + h2x

(
− hxA1(u, l, h(l)) + A2(u, l, h(l))

)
∂

∂ξ

]
−

− hxx
(1 + h2x)

3/2

∂

∂ξ
− 1

1 + h2x

(
A1(u, l, h(l)) + hxA2(u, l, h(l)

)
∂

∂l
+
∑
i=1

εiLi,

(5.8)

ãäå Li � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî

ïåðåìåííûì ξ è l, à ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè h(x) áåðóòñÿ ïðè x = l.

5.1.2 Ïðèñîåäèíåííàÿ ñèñòåìà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

P (∓) (u, x) =
1√

1 + h2x(x)

(
−hx(x)A

(∓)
1 (u, x, h(x)) + A

(∓)
2 (u, x, h(x))

)
.

(5.9)
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Ïðè ξ ∈ R ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûå ïðèñîåäèíåííûå óðàâíåíèÿ

äëÿ ôóíêöèé ũ (ξ, x):

∂2ũ

∂ξ2
− P (∓) (ũ, x)

∂ũ

∂ξ
= 0, (5.10)

ãäå ïåðåìåííàÿ x èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà.

Ïðåîáðàçóåì ïðèñîåäèíåííûå óðàâíåíèÿ â ïðèñîåäèíåííûå ñèñòåìû

óðàâíåíèé

∂ũ

∂ξ
= Φ,

∂Φ

∂ξ
= P (∓) (ũ, x) Φ, −∞ < ξ <∞. (5.11)

Ðàçäåëèì êàæäîå èç âòîðûõ óðàâíåíèé ñèñòåì (5.11) íà ïåðâîå, à

çàòåì äîìíîæèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ íà Φ è ïîëó÷èì äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè Φ (ũ, x),

êîòîðûå îïðåäåëÿþò ôàçîâûå òðàåêòîðèè ýòèõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè (ũ,Φ).

∂Φ

∂ũ
= P (∓) (ũ, x) . (5.12)

Òî÷êè
(
ϕ(∓)(x, h(x)), 0

)
ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ũ,Φ) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè

ïîêîÿ êàæäîé èç ñèñòåì (5.11), à, òàê êàê ôóíêöèè P (∓)(ũ, x) íåïðå-

ðûâíû ïðè ϕ(−)(x, h(x)) < ũ < ϕ(+)(x, h(x)), òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé h(x), äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû ôàçîâûå òðàåêòî-

ðèè Φ(−)(ũ, h(x)), âûõîäÿùèå èç òî÷êè
(
ϕ(−)(x, h(x)), 0

)
ïðè ξ → −∞, è

ôàçîâûå òðàåêòîðèè Φ(+)(ũ, h(x)), âûõîäÿùèå èç òî÷êè
(
ϕ(+)(x, h(x)), 0

)
ïðè ξ → +∞. Ýòè òðàåêòîðèè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

Φ(∓)(ũ, x) =

∫ ũ

ϕ(∓)(x,h(x))

P (∓)(s, x)ds, ϕ(−)(x, h(x)) < ũ < ϕ(+)(x, h(x)).

(5.13)
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Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

Óñëîâèå D4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

∫ ũ

ϕ(−)(x,h(x))

P (−)(s, x)ds > 0, ϕ(−)(x, h(x)) < ũ ≤ ϕ(+)(x, h(x)), (5.14)

∫ ũ

ϕ(+)(x,h(x))

P (+)(s, x)ds > 0, ϕ(−)(x, h(x)) ≤ ũ < ϕ(+)(x, h(x)). (5.15)

Óñëîâèå D4 îçíà÷àåò, ÷òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè Φ(∓)(ũ, x) íå ïåðåñå-

êàþò îñü Φ = 0 íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ũ,Φ) íè â îäíîé èç âíóòðåííèõ

òî÷åê èíòåðâàëà ũ ∈
(
ϕ(−)(x, h(x));ϕ(+)(x, h(x))

)
.

Íà îòðåçêå ũ ∈
[
ϕ(−)(x, h(x)), ϕ(+)(x, h(x))

]
äëÿ êàæäîãî x ∈ R îïðå-

äåëèì ôóíêöèþ

H0(ũ, x) = Φ(−)(ũ, x)− Φ(+)(ũ, x). (5.16)

Çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè ïðè êàæäîì ũ ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó ôà-

çîâûìè òðàåêòîðèÿìè Φ(−) è Φ(+) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ũ,Φ). Åñëè âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ D1 � D4, òî ôóíêöèÿ H0(ũ, x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

ïðè ũ ∈
[
ϕ(−)(x, h(x)), ϕ(+)(x, h(x))

]
, êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-

ñòâà:

H0

(
ϕ(−)(x, h(x)), x

)
< 0, H0

(
ϕ(+)(x, h(x)), x

)
> 0, (5.17)

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî çíà÷å-

íèå p0(x) ∈
(
ϕ(−)(x, h(x)), ϕ(+)(x, h(x))

)
, òàêîå ÷òî H0(p0(x), x) = 0. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ũ = p0(x) ôàçîâûå òðàåêòîðèè Φ(−) è Φ(+) ïåðåñåêà-

þòñÿ.
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Óñëîâèå D5. Ïóñòü ïðè x ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ L− ïå-

ðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ p0(x) ∈
(
ϕ(−)(x, h(x)), ϕ(+)(x, h(x))

)
, ÿâëÿþùàÿñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ H0(ũ, x) = 0 è ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∂H0

∂ũ
(p0(x), x) ≥ 0, x ∈ R.

5.2 Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðå-

øåíèÿ

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå U(x, y, ε) ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.2) áóäåì

ñòðîèòü ñîãëàñíî ìåòîäó Âàñèëüåâîé [1] îòäåëüíî â êàæäîé èç ïîäîáëà-

ñòåé D̄(−) è D̄(+):

U(x, y, ε) =

U (−)(x, y, ε), (x, y) ∈ D̄(−),

U (+)(x, y, ε), (x, y) ∈ D̄(+).
, (5.18)

çàòåì áóäåì ïðîâîäèòü ñøèâàíèå ðåøåíèÿ ïî íîðìàëè ê êðèâîé h(x).

Êàæäóþ èç ôóíêöèé U (∓)(x, y, ε) áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû äâóõ

ñëàãàåìûõ:

U (∓)(x, y, ε) = ū(∓)(x, y, ε) +Q(∓)(ξ, l, ε), (5.19)

ãäå ū(∓)(x, y, ε) � ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ, Q(∓)(ξ, l, ε) � ôóíêöèè,

îïèñûâàþùèå ïåðåõîäíûé ñëîé, ξ � ðàñòÿíóòàÿ ïåðåìåííàÿ âáëèçè êðè-

âîé ëîêàëèçàöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (5.5).

Êàæäóþ èç ôóíêöèé (5.19) áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòå-

ïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε:

ū(∓)(x, y, ε) = ū
(∓)
0 (x, y) + εū

(∓)
1 (x, y) + ...; (5.20)
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Q(∓)(ξ, l, ε) = Q
(∓)
0 (ξ, l) + εQ

(∓)
1 (ξ, l) + .... (5.21)

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U(x, y, ε) íà êðèâîé h(x) ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíû-

ìè. Îáîçíà÷èì èõ çà p(x) è áóäåì èñêàòü èõ èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

ñøèâàíèÿ:

U (−)(x, h(x), ε) = U (+)(x, h(x), ε) = p(x), (5.22)

∂U (−)

∂n
(p(x), x, h(x), ε) =

∂U (+)

∂n
(p(x), x, h(x), ε), (5.23)

ãäå
∂

∂n
îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè ê êðèâîé

h(x).

5.2.1 Ðåãóëÿðíûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè

Çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ïîëó÷àþòñÿ èç ðàâåíñòâ

ε

(
∂2ū(∓)

∂x2
+
∂2ū(∓)

∂y2

)
= A

(∓)
1 (ū(∓), x, y)

∂ū(∓)

∂x
+

+A
(∓)
2 (ū(∓), x, y)

∂ū(∓)

∂y
+B(∓)(ū(∓), x, y);

ū(∓)(x, y, ε) = ū(∓)(x+ L, y, ε);

ū(−)(x, 0, ε) = u0(x); ū(+)(x, a, ε) = ua(x).

(5.24)

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè óðàâíåíèÿ ñóììû (5.20), ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèè â

ïðàâîé ÷àñòè â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ε è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû

ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ū
(∓)
i (x, y), i = 0, 1, ....
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Ôóíêöèè ū
(∓)
0 (x, y) îïðåäåëÿþòñÿ èç çàäà÷

A
(∓)
1 (ū

(∓)
0 , x, y)

∂ū
(∓)
0

∂x
+ A

(∓)
2 (ū

(∓)
0 , x, y)

∂ū
(∓)
0

∂y
+B(∓)(ū

(∓)
0 , x, y) = 0,

ū
(∓)
0 (x, y) = ū

(∓)
0 (x+ L, y),

ū(−)(x, 0) = u0(x); ū(+)(x, a) = ua(x).

(5.25)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ D2, ïîëîæèì ū
(∓)
0 (x, y) = ϕ(∓)(x, y).

Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ òèïà:

F̄ (∓)(x, y) = F (∓)(ϕ(∓)(x, y), x, y).

Äëÿ ôóíêöèé ū
(∓)
1 (x, y) óðàâíåíèÿ áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

∆xyϕ
(∓)(x, y) =

(
Ā

(∓)
1 (x, y)

∂ū
(∓)
1

∂x
+ Ā

(∓)
2 (x, y)

∂ū
(∓)
1

∂y

)
+

+ ū
(∓)
1

(
Ā

(∓)
1u (x, y)

∂ϕ(∓)

∂x
+ Ā

(∓)
2u (x, y)

∂ϕ(∓)

∂y

)
+ ū

(∓)
1 · B̄u(x, y). (5.26)

Îáîçíà÷èì

f
(∓)
1 (x, y) = ∆xyϕ

(∓)(x, y), (5.27)

W (∓)(x, y) = Ā
(∓)
1u (x, y)

∂ϕ(∓)

∂x
+ Ā

(∓)
2u (x, y)

∂ϕ(∓)

∂y
+ B̄(∓)

u (x, y), (5.28)

è äîïîëíèì óðàâíåíèå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, òîãäà ïîëó÷èì çàäà÷è

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ū
(∓)
1 (x, y):
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Ā

(∓)
1 (x, y)

∂ū
(∓)
1

∂x
+ Ā

(∓)
2 (x, y)

∂ū
(∓)
1

∂y
+ ū

(∓)
1 ·W (∓)(x, y) = f

(∓)
1 (x, y),

ū
(∓)
1 (x, y) = ū

(∓)
1 (x+ L, y),

ū
(−)
1 (x, 0) = ū

(+)
1 (x, a) = 0.

(5.29)

Çàäà÷è (5.29) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû çàäà÷å (3.12) èç ãëàâû 3. Çàïè-

øåì èõ ðåøåíèÿ

ū
(∓)
1 (x, y) =

y∫
0,a

exp

− y∫
y1

W (∓)
(
X(∓)(y2, C

(∓)
1 ), y2

)
Ā

(∓)
2

(
X(∓)(y2, C

(∓)
1 ), y2

) dy2
×

×
f̄
(∓)
1

(
X(∓)(y1, C

(∓)
1 ), y1

)
Ā

(∓)
2

(
X(∓)(y1, C

(∓)
1 ), y1

)dy1 (5.30)

Ôóíêöèè ñ âåðõíèì èíäåêñîì ¾(−)¿ îïðåäåëåíû â D̄(−), à ñ âåðõíèì

èíäåêñîì ¾(+)¿ îïðåäåëåíû â D̄(+). Ôóíêöèè X(∓)(y, C
(∓)
1 ) èìåþò òîò

æå ñìûñë, ÷òî è â (3.16).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì m−òûé ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ áóäåò îïðåäå-

ëÿòüñÿ ñëåäóþùèìè çàäà÷àìè:


Ā

(∓)
1 (x, y)

∂ū
(∓)
m

∂x
+ Ā

(∓)
2 (x, y)

∂ū
(∓)
m

∂y
+ ū(∓)m ·W (∓)(x, y) = f (∓)m (x, y),

ū
(∓)
m (x, y) = ū

(∓)
m (x+ L, y),

ū
(−)
m (x, 0) = ū

(+)
m (x, a) = 0.

(5.31)
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ãäå f
(∓)
m (x, y) � èçâåñòíûå ôóíêöèè, à ôóíêöèÿ W (∓)(x, y) � îïðåäåëåíà

â (5.28).

5.2.2 Ôóíêöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ

Óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ Q(∓)(ξ, l, ε) îïðåäåëÿþòñÿ èç

ðàâåíñòâ(
ε∆− (A(∓)(ξ, l),∇)

)
Q(∓) =

= (QA(∓)(ξ, l),∇)ū(∓)(l − εξ sinα, h(l) + εξ cosα) +QB(∓)(ξ, l), (5.32)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

A(∓)(ξ, l) =

= A(∓)
(
ū(∓)(l − εξ sinα, h(l) + εξ cosα) +Q(∓), l − εξ sinα, h(l) + εξ cosα

)
,

QA(∓)(ξ, l) =

= A(∓)
(
ū(∓)(l − εξ sinα, h(l) + εξ cosα) +Q(∓), l − εξ sinα, h(l) + εξ cosα

)
−

−A(∓)
(
ū(∓)(l − εξ sinα, h(l) + εξ cosα), l − εξ sinα, h(l) + εξ cosα

)
,

QB(∓)(ξ, l) =

= B(∓)
(
ū(∓)(l − εξ sinα, h(l) + εξ cosα) +Q(∓), l − εξ sinα, h(l) + εξ cosα

)
−

−B(∓)
(
ū(∓)(l − εξ sinα, h(l) + εξ cosα), l − εξ sinα, h(l) + εξ cosα

)
.

Ôóíêöèè sinα è cosα îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (5.4), îïåðàòîð
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ε∆− (A(ξ, l),∇) èìååò âèä (5.8), à îïåðàòîð ∇ � (5.6).

Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâà (5.32) ñóììû (5.20) è (5.21), ðàñêëàäûâàÿ

ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåò-

ðà ε è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, áóäåì

ïîëó÷àòü óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Q
(∓)
i (ξ, l), i = 0, 1, ...

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïîòðåáóåì, âî-ïåðâûõ, óáûâàíèÿ

ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, à âî-âòîðûõ, âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé ïðè ξ = 0, ñëåäóþùèõ èç (5.22).

Ïðèðàâíÿåì â ðàâåíñòâàõ (5.32) êîýôôèöèåíòû ïðè ε−1 è äîáàâèì

äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Òîãäà ïîëó÷èì çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé ïåðåõîä-

íîãî ñëîÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà Q
(∓)
0 (ξ, l):


∂2Q

(∓)
0

∂ξ2
− P (∓)

(
ϕ(∓)(l, h(l)) +Q

(∓)
0 , l

) ∂Q(∓)
0

∂ξ
= 0,

Q
(∓)
0 (0, l) = p(l)− ϕ(∓)(l, h(l)),

Q
(∓)
0 (∓∞, l) = 0.

(5.33)

Çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé ñ âåðõíèì èíäåêñîì ¾(−)¿ îïðåäåëåíû ïðè ξ ≤ 0,

à ñ âåðõíèì èíäåêñîì ¾(+)¿ ïðè ξ ≥ 0 Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Q̃
(∓)
0 (ξ, l) = ϕ(∓)(l, h(l)) +Q

(∓)
0 (ξ, l). (5.34)

P̃ (∓)(ξ, l) = P (∓)
(
Q̃

(∓)
0 (ξ, l), l

)
.

Ïåðåïèøåì çàäà÷è (5.33) â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ
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∂2Q̃

(∓)
0

∂ξ2
− P̃ (∓)(ξ, l)

∂Q̃
(∓)
0

∂ξ
= 0,

Q̃
(∓)
0 (0, l) = p(l), Q̃

(∓)
0 (∓∞, l) = ϕ(∓)(l, h(l)).

(5.35)

Óðàâíåíèÿ (5.35) ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìàì óðàâíåíèé (5.11). Îíè èìå-

þò ðåøåíèÿ, è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ l ∈ R ñïðàâåäëèâû ýêñïî-

íåíöèàëüíûå îöåíêè∣∣∣Q̃(∓)
0 (ξ, l)− ϕ(∓)(l, h(l))

∣∣∣ < Ce−κ|ξ|, (5.36)

ãäå κ è C - ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò ε.

Ó÷èòûâàÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, çàïèøåì îöåíêè äëÿ Q
(∓)
0 (ξ, l):∣∣∣Q(∓)

0 (ξ, l)
∣∣∣ < Ce−κ|ξ|. (5.37)

Îáîçíà÷èì

Φ(∓)(ξ, l) =
∂Q̃

(∓)
0

∂ξ
(ξ, l). (5.38)

Äëÿ ôóíêöèé Φ(∓)(ξ, l) ñïðàâåäëèâû îöåíêè òèïà (5.37).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè-

ðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè ε1 â (5.32) è äîáàâèì óñëîâèÿ íà ãðàíèöå è

íà áåñêîíå÷íîñòè:


∂2Q

(∓)
1

∂ξ2
= P̃ (∓)(ξ, l)

∂Q
(∓)
1

∂ξ
+ P̃ (∓)

u (ξ, l)
∂Q

(∓)
0

∂ξ
Q

(∓)
1 (ξ, l) + h̃

(∓)
1 (ξ, l),

Q
(∓)
1 (0, l) = −ū(∓)1 (l, h(l)), Q

(∓)
1 (∓∞, l) = 0.

(5.39)

Çäåñü h̃
(∓)
1 (ξ, l) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ðåøåíèÿ çàäà÷ (5.39) ìîæíî
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âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

Q
(∓)
1 (ξ, l) = −ū(∓)1 (l, h(l))

Φ(∓)(ξ, l)

Φ(∓)(0, l)
+

+ Φ(∓)(ξ, l)

∫ ξ

0

1

Φ(∓)(s, l)
ds

∫ s

∓∞
h̃
(∓)
1 (t, l)dt. (5.40)

Àíàëîãè÷íî çàïèøåì çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî

ñëîÿ m−îãî ïîðÿäêà:
∂2Q

(∓)
m

∂ξ2
= P̃ (∓)(ξ, l)

∂Q
(∓)
m

∂ξ
+ P̃ (∓)

u (ξ, l)
∂Q

(∓)
0

∂ξ
Q(∓)
m (ξ, l) + h̃(∓)m (ξ, l),

Q
(∓)
m (0, l) = −ū(∓)m (l, h(l)),

Q
(∓)
m (∓∞, l) = 0.

(5.41)

çäåñü h̃
(∓)
m (ξ, l) � èçâåñòíûå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ū

(∓)
j (l, h(l))(j ≤ m)

è Q
(∓)
j (ξ, l)(j ≤ m− 1).

5.2.3 Ñøèâàíèå

Çàïèøåì ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè ê êðèâîé h(x) â ïåðå-

ìåííûõ r, l. Åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè èìååò âèä

~n =
1√

1 + h2x
{−hx; 1}.

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (5.6) îïåðàòîðà ∇, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðà-

æåíèå íà ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè:

∂

∂n
= (~n,∇) =

∂

∂r
= − sinα

∂

∂x
+ cosα

∂

∂y
,
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ãäå sinα è cosα îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì (5.4).

Â ïåðåìåííûõ ξ, l ýòà ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä:

∂

∂n
=

1

ε

∂

∂ξ
.

Ââåäåì ôóíêöèþ

H(p, l, ε) := ε
∂U (−)

∂n
(l, h(l), ε)− ε∂U

(+)

∂n
(l, h(l), ε). (5.42)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (5.19)�(5.21) è âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà ïðîèç-

âîäíîé ôóíêöèþ H(p, l, ε) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî

ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà:

H(p, l, ε) = H0(p, l) + εH1(p, l) + ... =
∂Q

(−)
0

∂ξ
(0, l)− ∂Q

(+)
0

∂ξ
(0, l)+

+ ε

(
− sinα

∂ϕ(−)

∂x
(l, h(l)) + cosα

∂ϕ(−)

∂y
(l, h(l)) +

∂Q
(−)
1

∂ξ
(0, l)+

+ sinα
∂ϕ(+)

∂x
(l, h(l))− cosα

∂ϕ(+)

∂y
(l, h(l))− ∂Q

(+)
1

∂ξ
(0, l)

)
+ ... (5.43)

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (5.23) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà

H0(p, l) + εH1(p, l) + ... = 0. (5.44)

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ p(x) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî

ïàðàìåòðà:

p(x) := p(x, ε) = p0(x) + εp1(x) + ... (5.45)

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (5.45) â ðàâåíñòâî (5.44) è áóäåì îáúåäèíÿòü
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êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε è ïðèðàâíèâàòü èõ ê íóëþ.

Â íóëåâîì ïîðÿäêå ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé (5.38) è êðàåâûõ

óñëîâèé ïðè ξ = 0 çàäà÷ (5.33) óñëîâèå ñøèâàíèÿ ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

Φ(−)(p0(l), l)− Φ(+)(p0(l), l) = 0. (5.46)

Ôóíêöèÿ p0(l), äëÿ êîòîðîé ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ñóùåñòâóåò ñî-

ãëàñíî óñëîâèþ D5.

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè εi, i ≥ 1 â ëåâîé ÷àñòè (5.44),

ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ pi(l):

dH0

dp
(p0(l), l) · pi(l) = Gi(l), (5.47)

ãäå Gi(l) - èçâåñòíûå ôóíêöèè.

5.2.4 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ

Åñëè ïîòðåáîâàòü äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ôóíêöèéB(∓)(u, x, y); A
(∓)
i (u, x, y),

i = 1, 2, òî ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî àëãîðèòìà ìîæíî íàéòè êîýôôèöè-

åíòû ðàçëîæåíèé (5.20), (5.21) äî ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà m. Ñîñòàâèì

ñóììû:

U (−)
m =

m∑
i=0

εi
(
ū
(−)
i (x, y) +Q

(−)
i (ξ, l)

)
, x ∈ R, y ∈ [0, h(x)], ξ ≤ 0; (5.48)

U (+)
m =

m∑
i=0

εi
(
ū
(+)
i (x, y) +Q

(+)
i (ξ, l)

)
, x ∈ R, y ∈ [hx), a], ξ ≥ 0. (5.49)

(5.50)

Àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ïîðÿäêà n ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.2)
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áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

Un(x, y, ε) =

U
(−)
n (x, y, ε), x ∈ R, y ∈ [0, h(x)],

U
(+)
n (x, y, ε), x ∈ R, y ∈ [h(x), a].

Ôóíêöèÿ Un(x, y, ε) ïî ñâîåìó ïîñòðîåíèþ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5.2)

ñ òî÷íîñòüþ O(εn) âñþäó â îáëàñòè D̄ çà èñêëþ÷åíèåì êðèâîé h(x), è ñ

òî÷íîñòüþ äî ëþáîé ñòåïåíè ε ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â òî÷êàõ y = 0, a,

ïîñêîëüêó ôóíêöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ âíîñÿò áåñêîíå÷íî ìàëûå, íî âñå

æå îòëè÷íûå îò íóëÿ íåâÿçêè â êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è (5.2). Äëÿ òîãî,

÷òîáû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíÿëèñü òî÷íî, ïðèìåíèì ñòàíäàðòíóþ

ïðîöåäóðó óìíîæåíèÿ ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ íà ñðåçàþùóþ ôóíê-

öèþ, ñîõðàíèâ äëÿ íèõ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ [71].

5.3 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

Òåîðåìà 5.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé D1 � D5 ïðè äîñòàòî÷íî ìà-

ëîì ε > 0 ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ uε(x, y), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøå-

íèåì çàäà÷è (5.2) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.2, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ

Un(x, y, ε) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì â D̄ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíè-

åì ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà O(εn+1), òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|uε(x, y)− Un(x, y, ε)| < Cεn+1, (5.51)

ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áóäåì ïðîâîäèòü ïðè ïîìîùè àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì

ãëàâàì.
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Îïðåäåëåíèå 5.3. Âåðõíèì β(x, y, ε) è íèæíèì α(x, y, ε) ðåøåíèÿìè

çàäà÷è (5.2) íàçûâàþòñÿ íåïðåðûâíûå L−ïåðèîäè÷åñêèå ïî ïåðåìåííîé
x ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε âûïîëíÿþòñÿ ñëå-

äóþùèå íåðàâåíñòâà:

1) Óïîðÿäî÷åííîñòü:

α(x, y, ε) ≤ β(x, y, ε), (x, y) ∈ D̄.

2) Äåéñòâèå îïåðàòîðà â óðàâíåíèè (5.2) ∀(x, y) ∈ D(−) ∪D(+):

L[β] := ε∆β − (A(β, x, y),∇)β −B(β, x, y) ≤ 0;

L[α] := ε∆α− (A(α, x, y),∇)α−B(α, x, y) ≥ 0.

3) Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå:

α(x, 0, ε) ≤ u0 ≤ β(x, 0, ε), α(x, a, ε) ≤ ua ≤ β(x, a, ε).

4) Óñëîâèÿ íà ïðîèçâîäíûå:

∂β

∂n
(x, h(x)− 0, ε)− ∂β

∂n
(x, h(x) + 0, ε) ≥ 0;

∂α

∂n
(x, h(x)− 0, ε)− ∂α

∂n
(x, h(x) + 0, ε) ≤ 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìàì ñðàâíåíèÿ, äîêàçàííûì â ðàáîòàõ [51, 53], èç ñó-

ùåñòâîâàíèÿ âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (5.2), çàêëþ÷åííîãî ìåæäó ýòèìè âåðõíèì è íèæíèì ðåøå-

íèÿìè:

α(x, y, ε) ≤ uε(x, y) ≤ β(x, y, ε), (x, y) ∈ D̄. (5.52)
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ñðàâíåíèÿ â [51, 53] ïðîâåäåíî â ïðåäïîëî-

æåíèè ãëàäêîñòè âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæ-

íî îáîáùèòü, èñïîëüçóÿ âåðõíèå è íèæíèå ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå

íåðàâåíñòâàì 4), àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [64].

Ôóíêöèÿ β(x, y, ε) ñòðîèòñÿ îòäåëüíî â êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé D̄(−), D̄(+)

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ïîñòðîåííîé ôîðìàëüíîé àñèìïòî-

òèêè (5.48)

βn(x, y, ε) =



β
(−)
n (x, y, ε) = U

(−)
n + εn

(
µ(−)(x, y) + q

(−)
0 (ξ) + εq

(−)
1 (ξ)

)
,

(x, y) ∈ D̄(−), ξ ≤ 0;

β
(+)
n (x, y, ε) = U

(+)
n + εn

(
µ(+)(x, y) + q

(+)
0 (ξ) + εq

(+)
1 (ξ)

)
,

(x, y) ∈ D̄(+), ξ ≥ 0.

(5.53)

Ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè µ(∓)(x, y) èùóòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

íåðàâåíñòâà 1) è 2) âûïîëíÿëèñü âäàëè îò ïåðåõîäíîãî ñëîÿ, à ôóíê-

öèè q
(∓)
0 (ξ) è q

(∓)
1 (ξ) ââîäÿòñÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ íåâÿçîê, âîçíèêàþùèõ â

îêðåñòíîñòè êðèâîé h(x) â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó

ïðèáëèæåíèþ ôóíêöèé µ(∓)(x, y), à òàêæå äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ óïî-

ðÿäî÷åííîñòè 1).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè µ(∓)(x, y) êàê ðåøåíèÿ çàäà÷Ā
(∓)
1 (x, y)

∂µ(∓)

∂x
+ Ā

(∓)
2 (x, y)

∂µ(∓)

∂y
+W (∓)(x, y)µ(∓)(x, y) = R(∓),

µ(−)(x, 0) = R
(−)
0 ; µ(+)(x, a) = R

(+)
0 ; µ(∓)(x, y) = µ(∓)(x+ L, y).

(5.54)

Çäåñü R(∓), R
(∓)
0 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, à ôóíêöèèW (∓)

îïðåäåëåíû â (5.28).Ôóíêöèè ñ âåðõíèì èíäåêñîì "(−)"îïðåäåëåíû â

D̄(−), à ñ âåðõíèì èíäåêñîì "(+)"îïðåäåëåíû â D̄(+).
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Ðàíåå áûëè ðàññìîòðåíû àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé ū
(∓)
1 (x, y).

Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå òàì ðàññóæäåíèÿ, çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíê-

öèé µ(∓)(x, y) ÿâíîì âèäå:

µ(∓)(x, y) = R
(∓)
0 · exp

−∫ y

0,a

W (∓)
(
X(∓)(y1, C

(∓)
1 ), y1

)
Ā

(∓)
2

(
X(∓)(y1, C

(∓)
1 ), y1

) dy1
+

+

∫ y

0,a

exp

−∫ y

y1

W (∓)
(
X(∓)(y2, C

(∓)
1 ), y2

)
Ā

(∓)
2

(
X(∓)(y2, C

(∓)
1 ), y2

) dy2
 R(∓)

Ā
(∓)
2

(
X(∓)(y1, C

(∓)
1 ), y1

)dy1.
(5.55)

Ôóíêöèè X(∓)(y, C
(∓)
1 ) èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â (3.16).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ D3 ïðè âñåõ (x, y) ∈ D̄ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

Ā
(−)
2 (x, y) > 0; Ā

(+)
2 (x, y) < 0, ïîýòîìó ôóíêöèè µ(∓)(x, y) ïðèíèìàþò

òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ â îáëàñòè (x, y) ∈ D̄.
Îïðåäåëèì ôóíêöèè q

(∓)
0 (ξ) êàê ðåøåíèÿ çàäà÷:


∂2q

(∓)
0

∂ξ2
− P̃ (∓)(ξ, l)

∂q
(∓)
0

∂ξ
− Φ(∓)(ξ, l)P̃ (∓)

u (ξ, l)q
(∓)
0 −

−Φ(∓)(ξ, l)P̃
(∓)
u (ξ, l)µ(∓)(l, h(l)) + d · e−κ|ξ| = 0,

q
(∓)
0 (0) + µ(∓)(l, h(l)) = δ(l); q

(∓)
0 (∓∞) = 0.

(5.56)

ñîîòâåòñòâåííî íà ïîëóïðÿìûõ ξ ≤ 0 è ξ ≥ 0. Çäåñü δ(l), d è κ � ïîëî-

æèòåëüíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ

ôóíêöèè β(x, y, ε) âûïîëíÿëèñü äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà 1) è 4).
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Ðåøåíèÿ çàäà÷ (5.56) ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

q
(∓)
0 (ξ) =

(
δ(l)− µ(∓)(l, h(l))

) Φ(∓)(ξ, l)

Φ(∓)(0, l)
+

+Φ(∓)(ξ, l)

∫ ξ

0

1

Φ(∓)(s, l)
ds

∫ s

∓∞

(
Φ(∓)(t, l)P̃ (∓)

u (t, l)µ(∓)(l, h(l))− d · e−κ|t|
)
dt.

(5.57)

Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ δ(l) äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû

äëÿ êàæäîãî l âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà δ(l)− µ(∓)(l, h(l)) > 0, à ïîñòî-

ÿííûå d è κ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

Φ(−)(ξ, l)P̃ (−)
u (ξ, l)µ(−)(l, h(l))− d · eκξ < 0, ξ ≤ 0,

Φ(+)(ξ, l)P̃ (+)
u (ξ, l)µ(+)(l, h(l))− d · e−κξ < 0, ξ ≥ 0.

Ïðè óêàçàííîì âûáîðå êîíñòàíò ôóíêöèè q
(∓)
0 (ξ) ïðèíèìàþò ñòðîãî

ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè ξ ≤ 0 è ξ ≥ 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ôóíêöèè q
(∓)
1 (ξ) óñòðàíÿþò íåâÿçêè ïîðÿäêà εn+1 â âûðàæåíèè L[β].

Îïðåäåëèì èõ êàê ðåøåíèÿ çàäà÷

∂2q
(∓)
1

∂ξ2
− P̃ (∓)(ξ, l)

∂q
(∓)
1

∂ξ
− P̃ (∓)

u (ξ, l)Φ(∓)(ξ, l)q
(∓)
1 (ξ) = qf

(∓)
1 (ξ)−

−
(
Ā1(l, h(l))(∓)

∂µ(∓)

∂x
+ Ā2(l, h(l))(∓)

∂µ(∓)

∂y
+W (∓)(l, h(l))µ(∓)(l, h(l))

)
,

(5.58)

q
(∓)
1 (0) = 0, q

(∓)
1 (∓∞) = 0.

Çäåñü qf
(∓)
1 (ξ) � ïðî÷èå ñëàãàåìûå ïîðÿäêà εn+1 â ðàçëîæåíèè Òåé-

ëîðà ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå äëÿ L[β].
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Ôóíêöèè q
(∓)
0 (ξ), q

(∓)
1 (ξ) èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè òèïà (5.37).

Ôóíêöèÿ αn(x, y, ε) èìååò âèä

αn(x, y, ε) =



α
(−)
n (x, y, ε) = U

(−)
n − εn

(
µ(−)(x, y) + q

(−)
0 (ξ) + εq

(−)
1 (ξ)

)
,

(x, y) ∈ D̄(−), ξ ≤ 0;

α
(+)
n (x, y, ε) = U

(+)
n − εn

(
µ(+)(x, y) + q

(+)
0 (ξ) + εq

(+)
1 (ξ)

)
,

(x, y) ∈ D̄(+), ξ ≥ 0.

(5.59)

Ëåììà 5.1. Ôóíêöèè β(x, y, ε) è α(x, y, ε) ÿâëÿþòñÿ âåðõíèì è íèæ-

íèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (5.2) ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèé

β(x, y, ε) è α(x, y, ε) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 1)�4) èç îïðåäåëåíèÿ 5.3.

Äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óïîðÿäî÷åííîñòè çàïèøåì ðàçíîñòü ôóíê-

öèé β(x, y, ε) è α(x, y, ε) â êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé D̄(−), D̄(+):

β(∓)(x, y, ε)− α(∓)(x, y, ε) = εn
(

2µ(∓)(x, y) + 2q
(∓)
0 (ξ) + 2εq

(∓)
1

)
.

Âûðàæåíèÿ ñïðàâà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε

çà ñ÷åò ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèé µ(∓)(x, y) è q
(∓)
0 (ξ), òàêèì îáðàçîì,

íåðàâåíñòâî 1) âûïîëíåíî âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ 2) ñëåäóåò èç ñàìîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ âåðõ-

íåãî è íèæíåãî ðåøåíèé:

L[β(∓)] = −εn−1d · eκξ − εnR̃(∓) +O(εn+1) < 0,

L[α(∓)] = εn−1d · e−κξ + εnR̃(∓) +O(εn+1) > 0. (5.60)
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Óñëîâèÿ 3) îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè ïðè âûáîðå äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí R
(∓)
0 â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ çàäà÷ (5.54).

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà 4) äëÿ âåðõíåãî ðåøåíèÿ

∂β

∂x
(x, h(x)−0, ε)−∂β

∂x
(x, h(x)+0, ε) =

∂β(−)

∂x
(x, h(x), ε)−∂β

(+)

∂x
(x, h(x), ε) =

= εn−1

(
∂q

(−)
0

∂ξ
(0)− ∂q

(+)
0

∂ξ
(0)

)
+O(εn). (5.61)

Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ôóíêöèé q
(∓)
0 (ξ) (5.57), çàïèøåì âûðàæåíèÿ

äëÿ èõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ξ = 0:

∂q
(∓)
0

∂ξ
(0) =

δ(l)− µ(∓)(l, h(l))

Φ(0, l)
· ∂Φ(∓)

∂ξ
(0, l)+

+

∫ 0

∓∞

(
Φ(∓)(σ, l)P̃ (∓)

u (σ, l)µ(∓)(l, h(l))− de−κ|σ|
)
dσ.

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
1

Φ(∓)(ξ, l)

∂Φ(∓)

∂ξ
= P̃ (∓)(ξ, l);

Q
(∓)
0 (0, l) = p0(l)− ϕ(∓)(l, h(l)):

∂q(∓)

∂ξ
(0) = δ(l)P̃ (∓)(0, l)− µ(∓)(l, h(l))P (∓)(ϕ(∓)(l, h(l)), l)∓ d

κ
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (5.61), íàéäåì
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∂q
(−)
0

∂ξ
− ∂q

(+)
0

∂ξ
= δ(l) · ∂H0

∂ũ
(p0(l), l)−

−µ(−)(l, h(l))P (−)(ϕ(−)(l, h(l)), l)+µ(+)(l, h(l))P (+)(ϕ(+)(l, h(l)), l)−2
d

κ
.

Ïîñêîëüêó
∂H0

∂p
(p0) > 0 â ñèëó óñëîâèÿ D5, òî, âûáèðàÿ ïîëîæè-

òåëüíóþ âåëè÷èíó δ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî-

áû âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè îêàçàëîñü ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ε ìàëî.

Íåðàâåíñòâî 4) äëÿ íèæíåãî ðåøåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èç äâîéíîãî íåðàâåíñòâà (5.52) è ñòðóêòóðû âåðõíåãî è íèæíåãî ðå-

øåíèé ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñëåäóåò îöåíêà (5.51).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

5.4 Ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ

óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ D1�D5. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷-

íî ìàëûõ ε ðåøåíèå uε(x, y) çàäà÷è (5.2) ëîêàëüíî åäèíñòâåííî è, êàê

ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿ-

ïóíîâó ñ îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè ïî êðàéíåé ìåðå [α2; β2].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1) âîñïîëüçó-

åìñÿ ìåòîäîì âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè β̂(x, t, ε) è α̂(x, t, ε) íàçûâà-

þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (5.1),
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åñëè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðà-

âåíñòâà

10 Óïîðÿäî÷åííîñòü:

α̂(x, y, t, ε) < β̂(x, y, t, ε),∀(x, y) ∈ D̄, t > 0.

20 Äåéñòâèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â óðàâíåíèè (5.1) ∀(x, y) ∈
D(−) ∪D(+), t > 0:

Lt[β̂] := ε∆β̂ − ∂β̂

∂t
−
(
A(β̂, x, y),∇

)
β̂ −B(β̂, x, y) ≤ 0 ≤ Lt[α̂].

30 Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå:

α̂(x, 0, t, ε) ≤ u0(x) ≤ β̂(x, 0, t, ε);

α̂(x, a, t, ε) ≤ ua(x) ≤ β̂(x, a, t, ε).

40 Óñëîâèÿ íà ñêà÷îê ïðîèçâîäíûõ:

∂β̂

∂n
(x, h(x)− 0, t, ε)− ∂β̂

∂n
(x, h(x) + 0, t, ε) ≥ 0;

∂α̂

∂n
(x, h(x)− 0, t, ε)− ∂α̂

∂n
(x, h(x) + 0, t, ε) ≤ 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíê-

öèè, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

α̂(x, y, 0, ε) ≤ vinit(x, y, ε) ≤ β̂(x, y, 0, ε),

ðåøåíèå vε(x, y) çàäà÷è (5.1) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è â êàæäûé ìî-

ìåíò âðåìåíè çàêëþ÷åíî ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè.
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Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèè β̂(x, y, t, ε) è α̂(x, y, t, ε), êîòîðûå îïðå-

äåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

β̂(x, y, t, ε) = uε(x, y) + (β(x, y, ε)− uε(x, y)) e−λt, (5.62)

α̂(x, y, t, ε) = uε(x, y) + (α(x, y, ε)− uε(x, y)) e−λt, (5.63)

ãäå λ � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÿâëÿþòñÿ âåðõíèì è

íèæíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (5.1) ïðè α̂(x, y, 0, ε) ≤ vinit(x, y, ε) ≤ β̂(x, y, 0, ε).

Òîãäà èç íåðàâåíñòâ

α̂(x, y, t, ε) ≤ vε(x, y, t) ≤ β̂(x, y, t, ε), (x, y) ∈ D̄, t > 0 (5.64)

áóäåò ñëåäîâàòü ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
t→∞
|vε(x, y, t)− uε(x, y)| = 0.

Èç ýòîãî ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïàðàáî-

ëè÷åñêîé çàäà÷è áóäåò âûòåêàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ uε(x, y) çàäà÷è

(5.2).

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äëÿ ôóíêöèé β̂(x, y, t, ε) è α̂(x, y, t, ε), îïðå-

äåëåííûõ âûðàæåíèÿìè (5.62)�(5.63) ñ n = 2 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

10�40 ïðîâîäèòñÿ â ïîëíîé àíàëîãèè ñ ãëàâîé 3.

Ïîëîæèâ t = 0 â íåðàâåíñòâàõ (5.64), ïîëó÷èì, ÷òî îáëàñòüþ óñòîé-

÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ñåãìåíò

α2(x, y, ε) ≤ vinit(x, y, ε) ≤ β2(x, y, ε). (5.65)
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû çàäà÷è òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ

è ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ñ ïîãðàíè÷íûì è âíóòðåííûì ïåðåõîä-

íûì ñëîÿìè. Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé, ïîëó-

÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè è

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Ïîëó÷åííûå ðå-

çóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàçðàáîòêè íîâûõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ìîäåëåé ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ íà ãðàíèöå ðàçäå-

ëà ñðåä. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû ìîãóò â äàëüíåéøåì áûòü èñïîëüçîâàíû

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàöèîíèðîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ

äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåí-

òàìè.
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