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1 Введение

Понятие рекурсивной реализуемости восходит к работе американского ма-

тематика С. К. Клини [1], в которой была предложена интерпретация ря-

да специфических интуиционистских понятий на основе концепции тео-

рии алгоритмов. Пропозициональная и предикатная логики рекурсивной

реализуемости по Клини исследовались, начиная с 50-х годов прошлого

столетия. С недавних пор были введены в рассмотрение варианты реали-

зуемости, основанные на различных видах субрекурсивной реализуемости:

примитивно-рекурсивная реализуемость [2], [3] и минимальная реализуе-

мость [4]; исследовались соответствующие им предикатные логики [5], [6],

[7], [8]. Представляют интерес и другие виды субрекурсивной реализуемо-

сти.

В настоящей работе разрабатывается понятие общерекурсивной ре-

ализуемости, основанное на использовании индексов общерекурсивных

функций в качестве конструктивного способа получения одних реализа-

ций из других. Доказывается корректность базисной логики [9] относи-

тельно семантики общерекурсивной реализуемости. Аналогичный резуль-

тат был получен ранее для примитивно-рекурсивной реализуемости [10]
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и выриантов реализуемости, основанных на арифметической [11], [12] и

гиперарифметической вычислимости [13].

2 Нумерация общерекурсивных функций

Пусть фиксирована вычислимая нумерация всех n-местных частично-

рекурсивных функций: ϕn
1 , ϕ

n
2 , . . . для каждого натурального числа n. Рас-

смотрим соответствующую нумерацию общерекурсивных функций, опре-

делив множество индексов In 
 {e | ϕn
e — общерекурсивная функция}.

Таким образом, если z ∈ In, то ϕn
z — n-местная общерекурсивная функ-

ция, и напротив, всякая n-местная общерекурсивная функция есть ϕn
z для

некоторого z ∈ In. В дальнейшем будем опускать верхний индекс у функ-

ции ϕn
z там, где он может быть восстановлен из контекста.

Предложение 1. Множество общерекурсивных функций вместе с вы-

шеописанной нумерацией обладает следующими свойствами:

• все примитивно-рекурсивные функции являются общерекурсивны-

ми (ПРФ);

• если ψ есть n-местная общерекурсивная функция, s — перестанов-

ка на множестве {1, . . . , n}, то функция ψ′, определенная условным

равенством ψ′(x1, . . . , xn) ' ψ(xs(1), . . . , xs(n)), является общерекур-

сивной функцией (ПП);

• если ψ есть n-местная общерекурсивная функция, то функ-

ция ψ′, определенная условным равенством ψ′(x1, . . . , xn, xn+1) '

ψ(x1, . . . , xn), является общерекурсивной функцией, и при этом ин-

декс функции ψ′ может быть найден общерекурсивно по индексу

функции ψ, т.е. для любого натурального числа n найдется такая

общерекурсивная функция s, что для всех e ∈ In верно s(e) ∈ In+1 и

имеет место ϕs(e)(x1, . . . , xn, xn+1) ' ϕe(x1, . . . , xn) (эФП);

• композиция общерекурсивных функций есть общерекурсивная функ-

ция, индекс которой может быть найден общерекурсивно, т.е. для
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любых натуральных числе n,m1, . . . ,mn найдется такая (n + 1)-

местная общерекурсивная функция s, что для всех e ∈ In, e1 ∈

Im1 , . . . , en ∈ Imn верно s(e, e1, . . . , en) ∈ Im и имеет место

ϕs(e,e1,...,en)(x1, . . . , xm) ' ϕe(ϕe1(x1, . . . , xm1), . . . , ϕen(x1, . . . , xmn)),

где m = max
16i6n

mi (эК);

• для любой n-местной примитивно-рекурсивной функции p найдется

такая общерекурсивная функция s, что для всех e1, e2 ∈ In верно

s(e1, e2) ∈ In и имеет место

ϕs(e1,e2)(x1, . . . , xn) '

ϕe1(x1, . . . , xn), если p(x1, . . . , xn) = 0;

ϕe2(x1, . . . , xn), иначе;
(эУ)

• для общерекурсивных функций справедлив аналог (s − m − n)-

теоремы, т.е. для каждой пары натуральных чисел m, n найдется

такая общерекурсивная функция s, что для всех натуральных чисел

k1, . . . , km и e ∈ Im+n верно s(e, k1, . . . , km) ∈ In и имеет место

ϕs(e,k1,...,km)(x1, . . . , xn) ' ϕe(x1, . . . , xn, k1, . . . , km). (SMN)

Доказательство. Утверждения ПРФ и ПП очевидны.

Согласно тезису Чёрча найдется такая общерекурсивная функция

s, что имеет место ϕs(e)(x1, . . . , xn, xn+1) ' ϕe(x1, . . . , xn) для всех нату-

ральных чисел e. Если функция ϕe общерекурсивна, то общерекурсивна и

функция ϕs(e). Таким образом, если e ∈ In, то s(e) ∈ In+1. Получаем, что

верно эФП.

Утверждения эК и эУ доказываются аналогично эФП.

Согласно (s − m − n)-теореме для частично-рекурсивных функций

[14, §1.8 теорема V] найдется такая общерекурсивная функция s, что для

всех натуральных чисел e, k1, . . . , km верно

ϕs(e,k1,...,km)(x1, . . . , xn) ' ϕe(x1, . . . , xn, k1, . . . , km).

Нетрудно видеть, что если e ∈ Im+n, то s(e, k1, . . . , km) ∈ In. Получаем, что

верно SMN. 2
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3 Общерекурсивная реализуемость

Предикатные формулы строятся обычным образом из предикатных симво-

лов различной валентности, предметных переменных, констант 0, 1, 2, . . .

для натуральных чисел, логических символов > (истина), ⊥ (ложь), ло-

гических связок ∧, ∨, → и кванторов ∃, ∀.

Пусть фиксированы примитивно-рекурсивные двухместная функция

c, которая взаимно однозначно нумерует все пары натуральных чисел, и

одноместные обратные функции p1 и p2, так что выполняются соотноше-

ния p1(c(x, y)) = x и p2(c(x, y)) = y. В выражениях вида p1(t), p2(t) обычно

будем опускать скобки.

Определим понятие общерекурсивной реализуемости в духе абсолют-

ной реализуемости [15]. Следуя [15], n-местным обобщенным предикатом

будем называть всякую тотальную функцию типа Nn → 2N. Пусть A —

предикатная формула, f — отображение, которое каждой предикатной пе-

ременной из A ставит в соответствие обобщенный предикат соответству-

ющей валентности. В этом случае отображение f будем называть оценкой

формулы A.

Для каждого натурального числа e, произвольной замкнутой преди-

катной формулы A и оценки f определим отношение e grf A (натуральное

число e общерекурсивно реализует формулу A при оценке f) индукцией

по построению формулы A:

• неверно e grf ⊥, и верно e grf >;

• e grf P (a1, . . . , an)
 e ∈ f(P )(a1, . . . , an);

• e grf (Φ ∧Ψ)
 p1e grf Φ и p2e grf Ψ;

• e grf (Φ ∨Ψ)
 (p1e = 0 и p2e grf Φ) или (p1e = 1 и p2e grf Ψ);

• e grf ∃x Φ(x)
 p2e grf Φ(p1e);

• e grf ∀x1, . . . ,∀xn (Φ(x1, . . . , xn) → Ψ(x1, . . . , xn)) 
 e ∈ In+1 и для
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всех1 натуральный чисел s, a1, . . . , an если s grf Φ(a1, . . . , an), то

имеет место ϕe(a1, . . . , an, s) grf Ψ(a1, . . . , an);

• e grf ∀x1, . . . ,∀xn Φ
 e grf ∀x1, . . . , xn (> → Φ), если n > 0, форму-

ла Φ не начинается с квантора ∀, и логическая связка→ не является

главной в Φ.

Будем говорить, что замкнутая предикатная формула A является

абсолютно общерекурсивно реализуемой (обозначение: ugr A), если най-

дется такое натуральное число e, что имеет место e grf A при любой

оценке f формулы A.

Выражения вида A ⇒ B, где A и B — предикатные формулы, на-

зывают секвенциями. Список переменных x назовем допустимым для се-

квенции A ⇒ B, если он не содержит одинаковых переменных, и все сво-

бодные переменные формул A и B содержатся в списке x. Оценками се-

квенции A⇒ B будем называть оценки формулы A→ B. Распространим

понятие общерекурсивной реализуемости на секвенции по аналогии с опре-

делением примитивно-рекурсивной секвенции из работы С. Салехи [?]:

e grf, x A⇒ B 
 e grf ∀x (A→ B),

где f — оценка секвенции A ⇒ B, a список x является допустимым для

секвенции A ⇒ B. Будем писать ugrx S, если для секвенции S найдется

такое натуральное число e, что имеет место e grf, x S для всех оценок f

секвенции S.

Лемма 1. Пусть A ⇒ B — секвенция, x1, . . . , xn — допустимый для

A ⇒ B список переменных, s — перестановка на {1, . . . , n}. Тогда если

верно ugrxs(1),...,xs(n)
A⇒ B, то имеет место и ugrx1,...,xn

A⇒ B.

Доказательство. Пусть e grf, xs(1),...,xs(n)
A ⇒ B для всех оценок f

секвенции A ⇒ B. Согласно предложению 1 (ПП) найдется такое нату-

ральное число e′ ∈ In+1, что верно ϕe′(x1, . . . , xn, s) ' ϕe(xs(1), . . . , xs(n), s).

1 Однако, если в списке x1, . . . , xn на некоторых позициях i и j стоят одинаковые

переменные xi и xj , то мы не допускаем рассмотрение тех списков a1, . . . , an, в которых

ai 6= aj .
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Нетрудно видеть, что имеет место e′ grf, x1,...,xn
A⇒ B для всех оценок f

секвенции A⇒ B. 2

Лемма 2. Пусть A ⇒ B — секвенция, z1, . . . , zn — допустимый для

A ⇒ B список переменных, а u1, . . . , um — такой безповторный спи-

сок переменных, что список переменных z1, . . . , zn, u1, . . . , um допустим

для A ⇒ B. Тогда если верно ugrz1,...,zn A ⇒ B, то имеет место

ugrz1,...,zn,u1,...,um
A⇒ B.

Доказательство. Пусть e grf, z1,...,zn A ⇒ B для всех оценок f

секвенции A ⇒ B. Согласно предложению 1 (ПП, эФП) найдется та-

кое e′ ∈ In+m+1, что верно ϕe′(z1, . . . , zn, u1, . . . , um, s) ' ϕe(z1, . . . , zn, s).

Нетрудно видеть, что имеет место e′ grf, z1,...,zn,u1,...,um
A ⇒ B для всех

оценок f секвенции A⇒ B. 2

Лемма 3. Пусть A ⇒ B — секвенция, z1, . . . , zn — допустимый для

A ⇒ B список переменных, а u1, . . . , um — такой безповторный список

переменных, что список переменных z1, . . . , zn, u1, . . . , um допустим для

A⇒ B. Тогда для любой оценки f если верно ugrz1,...,zn,u1,...,um
A⇒ B, то

имеет место ugrz1,...,zn A⇒ B.

Доказательство. Пусть e′ grf, z1,...,zn,u1,...,um
A ⇒ B для всех оце-

нок f секвенции A ⇒ B. Согласно предложению 1 (ПРФ, эК) найдется

такое e ∈ In+1 что имеет место ϕe(z1, . . . , zn, s) ' ϕe′(z1, . . . , zn, 0, . . . , 0, s).

Нетрудно видеть, что верно e grf, z1,...,zn A⇒ B для всех оценок f секвен-

ции A⇒ B. 2

Предложение 2. Пусть списки переменных x и y являются допусти-

мыми для секвенции S. Имеет место ugrx S тогда и только тогда, когда

ugry S.

Доказательство. Пусть z — безповторный список всех переменных,

которые имеют вхождения в x и y. Отметим, что список z является допу-

стимым для секвенции A ⇒ B. Через u обозначим безповторный список

всех переменных, которые имеют вхождения в x и не имеют вхождений
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в y, а через v — безповторный список всех переменных, которые имеют

вхождения в y и не имеют вхождений в x. Отметим, что список x и список

z, u состоят из одних и тех же переменных. Также списки y и z, v состоят

из одних и тех же переменных. Пусть grf, x S. Последовательно применяя

леммы 1, 2, 3, получаем grf, z,u S, grf, z S, grf, z,v S, и наконец grf, y S. 2

Таким образом, абсолютная реализуемость секвенции не зависит от

выбора допустимого для нее списка переменных.

4 Базисная логика

Базисная логика предикатов в виде секвенциального исчисления BQC опи-

сана в [9]. Понятие предикатной формулы в базисной логике несколько

отличается от общепринятого в интуиционистской или классической логи-

ках. А именно, все вхождения квантора всеобщности в предикатную фор-

мулу должны иметь вид ∀x1, . . . ,∀xn (A → B). Такие формулы будем на-

зывать B-формулами. Таким образом, если ∀xΦ — некоторая подформула

B-формулы, то либо формула Φ начинается с квантора всеобщности, либо

импликация является главной связкой в формуле Φ.

Базисная логика предикатов BQC задается следующим набором схем

аксиом, где A, B, C — произвольные B-формулы, x, y — списки пере-

менных одинаковой длины, x — переменная:

A1) A⇒ A;

A2) A⇒ >;

A3) ⊥ ⇒ A;

A4) A ∧ ∃xB ⇒ ∃x (A ∧B), где переменная x не свободнa в A;

A5) A ∧ (B ∨ C)⇒ (A ∧B) ∨ (A ∧ C);

A6) ∀x (A→ B) ∧ ∀x (B → C)⇒ ∀x (A→ C);

A7) ∀x (A→ B) ∧ ∀x (A→ C)⇒ ∀x (A→ B ∧ C);

A8) ∀x (B → A) ∧ ∀x (C → A)⇒ ∀x (B ∨ C → A);

A9) ∀x (A(x)→ B(x))⇒ ∀x (A(y)→ B(y));

A10) ∀x(A → B) ⇒ ∀y(A → B), где переменные из y не входят

свободно в ∀x(A→ B);
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A11) ∀x, x (B → A) ⇒ ∀x (∃xB → A), где переменная x не свободнa

в A.

Исчисление BQC имеет следующие правила вывода, где A, B, C — произ-

вольные B-формулы, x, y — списки переменных одинаковой длины, x —

переменная:

R1) A⇒ B B ⇒ C
A⇒ C ;

R2) A⇒ B A⇒ C
A⇒ B ∧ C ;

R3) A⇒ B ∧ C
A⇒ B (а), A⇒ B ∧ C

A⇒ C (б);

R4) B ⇒ A C ⇒ A
B ∨ C ⇒ A ;

R5) B ∨ C ⇒ A
B ⇒ A (а), B ∨ C ⇒ A

C ⇒ A (б);

R6) A(x)⇒ B(x)
A(y)⇒ B(y)

;

R7) B ⇒ A
∃xB ⇒ A

, где переменная x не свободнa в A;

R8) ∃xB ⇒ A
B ⇒ A , где переменная x не свободнa в A;

R9) A ∧B ⇒ C
A⇒ ∀x(B → C)

, где каждая переменная из списка x не свободнa

в A.

Выводимость секвенции S в исчислении BQC обозначаем так: BQC ` S.

Будем говорить, что в исчислении BQC выводится формула A, если имеет

место BQC ` > ⇒ A.

5 Основной результат

Теорема 1. Пусть BQC ` S и список переменных r = r1, . . . , rl допустим

для секвенции S. Тогда найдется натуральное число e, для которого при

любой оценке f секвенции S имеет место e grf, r S.

Доказательство. Индукция по длине вывода секвенции S.

Рассмотрим все случаи, когда секвенция S является аксиомой исчис-

ления BQC.

A1) Пусть секвенция S есть A(r) ⇒ A(r). Согласно предложению 1

(ПРФ) найдется такое натуральное число e, что выполняется услов-

ное равенство ϕe(k1, . . . , kl, d) ' d для всех натуральных чисел
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k1, . . . , kl, d. Нетрудно видеть, что имеет место e grf, r A(r) ⇒ A(r)

для любой оценки f секвенции S.

A2) Пусть секвенция S есть A(r) ⇒ >. Согласно предложению 1 (ПРФ)

найдется такое натуральное число e, что для всех натуральных чи-

сел k1, . . . , kl, d выполняется условное равенство ϕe(k1, . . . , kl, d) ' 0.

Нетрудно видеть, что имеет место e grf, r A(r)⇒ > для любой оцен-

ки f секвенции S.

A3) Пусть секвенция S есть ⊥ ⇒ A(r). Тогда каково бы ни было нату-

ральное число e ∈ Il+1 имеет место e grf, r ⊥ ⇒ A(r) для всех оценок

f секвенции S.

A4) Пусть секвенция S есть A(r)∧∃xB(x, r)⇒ ∃x (A(r)∧B(x, r)). Соглас-

но предложению 1 (ПРФ) найдется такое натуральное число e, что

для всех натуральных чисел k1, . . . , kl, d выполняется условное ра-

венство ϕe(k1, . . . , kl, d) ' c(p1p2d, c(p1d, p2p2d)). Нетрудно показать,

что e grf, r A(r) ∧ ∃xB(x, r) ⇒ ∃x (A(r) ∧ B(x, r)) для любой оценки

f секвенции S.

A5) Пусть секвенция S есть

A(r) ∧ (B(r) ∨ C(r))⇒ (A(r) ∧B(r)) ∨ (A(r) ∧ C(r)).

Согласно предложению 1 (ПРФ) найдется такое натуральное число

e, что для всех натуральных чисел k1, . . . , kl, d выполняется условное

равенство ϕe(k1, . . . , kl, d) ' c(p1p2d, c(p1d, p2p2d)). Нетрудно пока-

зать, что e grf, r A(r) ∧ (B(r) ∨ C(r))⇒ (A(r) ∧B(r)) ∨ (A(r) ∧ C(r))

для всех оценок f секвенции S.

A6) Пусть секвенция S есть

∀x (A(x, r)→ B(x, r))∧∀x (B(x, r)→ C(x, r))⇒ ∀x (A(x, r)→ C(x, r)).

Согласно предложению 1 (эК) существует такая общерекурсивная

функция k, что если b, c ∈ In+1, то k(b, c) ∈ In+1 и выполняется услов-

ное равенство

ϕk(b,c)(m1, . . . ,mn, a) ' ϕc(m1, . . . ,mn, ϕb(m1, . . . ,mn, a)) (1)
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для всех натуральных чисел m1, . . . ,mn, a. Согласно предложению 1

(эФП, ПП, эК) найдется такое натуральное число e, что для всех

натуральных чисел k1, . . . , kl, d верно

ϕe(k1, . . . , kl, d) ' k(p1d, p2d). (2)

Пусть f — оценка секвенции S и для некоторых натуральных чисел

d и k1, . . . , kl имеет место

d grf ∀x (A(x, k)→ B(x, k)) ∧ ∀x (B(x, k)→ C(x, k)), (3)

где k = k1, . . . , kl. Докажем, что

ϕe(k1, . . . , kl, d) grf ∀x (A(x, k)→ C(x, k)). (4)

Из (3) следует, что выполняются соотношения

p1d grf ∀x (A(x, k)→ B(x, k)), (5)

p2d grf ∀x (B(x, k)→ C(x, k)). (6)

Пусть для натуральных чисел a и m1, . . . ,mn имеет место

a grf A(m, k), (7)

где m = m1, . . . ,mn. Тогда из (5), (7) следует, что

ϕp1d(m1, . . . ,mn, a) grf B(m, k). (8)

Из (8), (6) следует, что

ϕp2d(m1, . . . ,mn, ϕp1d(m1, . . . ,mn, a)) grf C(m, k). (9)

Из (1), (9) получаем, что

ϕk(p1d,p2d)(m1, . . . ,mn, a) grf C(m, k). (10)

Таким образом, для всех натуральных чисел a и m1, . . . ,mn всякий

раз, когда имеет место (7), выполняется и (10). Тем самым имеет

место k(p1d, p2d) grf ∀x (A(x, k)→ C(x, k)). Применяя (2), получаем

(4). Таким образом, для всех натуральных чисел d и k1, . . . , kl всякий

раз, когда имеет место (3) выполняется и (4). Тем самым имеет место

e grf, r S.
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A7) Пусть секвенция S имеет вид

∀x (A(x, r)→ B(x, r))∧∀x (A(x, r)→ C(x, r))⇒ ∀x (A(x, r)→ B(x, r)∧C(x, r))

где x = x1, . . . , xn. Согласно предложению 1 (эК) существует та-

кая общерекурсивная функция k, что для любых натуральных чисел

b, c ∈ In+1 имеет место k(b, c) ∈ In+1 и выполняется соотношение

ϕk(b,c)(m1, . . . ,mn, a) ' c(ϕb(m1, . . . ,mn, a), ϕc(m1, . . . ,mn, a)) (11)

для всех натуральных чисел m1, . . . ,mn, a. Согласно предложению 1

(эФП, ПП, эК) найдется такое натуральное число e, что выполняется

условное равенство ϕe(k1, . . . , kl, d) ' k(p1d, p2d) для всех натураль-

ных чисел k1, . . . , kl, d. Нетрудно показать, что e grf, r S.

A8) Пусть секвенция S есть

∀x (B(x, r)→ A(x, r))∧∀x (C(x, r)→ A(x, r))⇒ ∀x (B(x, r)∨C(x, r)→ A(x, r)),

где x = x1, . . . , xn. Согласно предложению 1 (эУ, ПРФ, эК) найдется

такая общерекурсивная функция k, что если b, c ∈ In+1, то k(b, c) ∈

In+1 и для всех натуральных чисел m1, . . . ,mn, a имеет место

ϕk(b,c)(m1, . . . ,mn, a) '

ϕb(m1, . . . ,mn, p2a), если p1a = 0;

ϕc(m1, . . . ,mn, p2a), иначе.
(12)

Согласно предложению 1 (эФП, ПП, эК) найдется такое натуральное

число e, что для всех натуральных чисел k1, . . . , kl, d выполняется

условное равенство

ϕe(k1, . . . , kl, d) ' k(p1d, p2d). (13)

Пусть f — оценка секвенции S и для некоторых натуральных чисел

d и k1, . . . , kl имеет место

d grf ∀x (B(x, k)→ A(x, k)) ∧ ∀x (C(x, k)→ A(x, k)), (14)

где k = k1, . . . , kl. Докажем, что

ϕe(k1, . . . , kl, d) grf ∀x (B(x, k) ∨ C(x, k)→ A(x, k)). (15)
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Из (14) следует, что выполняются соотношения

p1d grf ∀x (B(x, k)→ A(x, k)), (16)

p2d grf ∀x (C(x, k)→ A(x, k)). (17)

Пусть для натуральных чисел a и m1, . . . ,mn имеет место

a grf B(m, k) ∨ C(m, k), (18)

где m = m1, . . . ,mn. Из (18) следует, что либо p1a = 0, либо p1a = 1.

Рассмотрим случай p1a = 0. Из (18) получаем, что

p2a grf B(m, k). (19)

Из (16), (19) следует, что

ϕp1d(m1, . . . ,mn, p2a) grf A(m, k), (20)

Из (12), (20) получаем, что

ϕk(p1d,p2d)(m1, . . . ,mn, a) grf A(m, k). (21)

Случай p1a = 1 рассматривается аналогично. Соотношение (21) по-

лучается из (18), (17), (12).

Таким образом, для всех натуральных чисел a и m1, . . . ,mn всякий

раз, когда имеет место (18), выполняется и (21). Тем самым име-

ет место k(p1d, p2d) grf ∀x (B(x, k) ∨ C(x, k) → A(x, k)). Применяя

(13), получаем (15). Таким образом, для всех натуральных чисел d и

k1, . . . , kl всякий раз, когда имеет место (14) выполняется и (15). Тем

самым имеет место e grf, r S.

A9) Пусть секвенция S есть ∀x (A(x) → B(x)) ⇒ ∀x (A(z) → B(z)), где

x = x1, . . . , xn, z = z1, . . . , zn. Каждая переменная из списка z есть

или переменная из списка x, или переменная из списка r. Этот факт

будем отражать обозначением списка z через z(x, r). Таким образом

S имеет вид ∀x (A(x, r)→ B(x, r))⇒ ∀x (A(z(x, r), r)→ B(z(x, r), r)).
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Если k — список натуральных чисел k1, . . . , kl, то через z(x, k) обо-

значаем список, полученный из списка z(x, r) заменой переменных

r1, . . . , rl натуральными числами k1, . . . , kl. Если m — список нату-

ральных чисел m1, . . . ,mn, то через z(m, k) обозначаем список, полу-

ченный из списка z(x, k) заменой переменных x1, . . . , xn натуральны-

ми числами m1, . . . ,mn. Очевидно, z(m, k) есть список натуральных

чисел длины n. Функцию, которая натуральным числам m, k ставит

в соответствие i-ый элемент списка z(m, k), обозначаем через zi.

Согласно предложению 1 (эК) найдется такая общерекурсивная

функция k, что для всех натуральных чисел m1, . . . ,mn, a, k1, . . . , kl

и d ∈ In+1 имеет место

ϕk(d)(m1, . . . ,mn, a, k1, . . . , kl) ' ϕd(z1(m, k), . . . , zn(m, k), a), (22)

где m = m1, . . . ,mn, k = k1, . . . , kl. Так как z1(m, k), . . . , zn(m, k) есть

в точности список z(m, k), то соотношение (22) переписывается так:

ϕk(d)(m1, . . . ,mn, a, k1, . . . , kl) ' ϕd(z(m, k), a). (23)

Согласно предложению 1 (SMN) найдется такая общерекурсивная

функция s, что для всех натуральных чисел m1, . . . ,mn, a, k1, . . . , kl

и c ∈ In+l+1 имеет место

ϕs(c,k1,...,kl)(m1, . . . ,mn, a) ' ϕc(m1, . . . ,mn, a, k1, . . . , kl). (24)

Из (23), (24) получаем

ϕs(k(d),k1,...,kl)(m1, . . . ,mn, a) ' ϕd(z(m, k), a). (25)

Согласно предложению 1 (эФП, ПП, эК) найдется такое натуральное

число e, что для всех натуральных чисел k1, . . . , kl, d выполняется

условное равенство

ϕe(k1, . . . , kl, d) ' s(k(d), k1, . . . , kl) (26)

Пусть f — оценка секвенции S и для некоторых натуральных чисел

d и k1, . . . , kl имеет место

d grf ∀x (A(x, k)→ B(x, k)), (27)
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где k = k1, . . . , kl. Докажем, что

ϕe(k1, . . . , kl, d) grf ∀x (A(z(x, k), k)→ B(z(x, k), k)). (28)

Пусть для натуральных чисел a и m1, . . . ,mn имеет место

a grf A(z(m, k), k), (29)

где m = m1, . . . ,mn. Из (27), (29) получаем, что

ϕd(z(m, k), a) grf B(z(m, k), k) (30)

Из (25), (30) следует, что

ϕs(k(d),k1,...,kl)(m1, . . . ,mn, a) grf B(z(m, k), k) (31)

Таким образом, для всех натуральных чисел a и m1, . . . ,mn всякий

раз, когда имеет место (29), выполняется и (31). Тем самым имеет

место s(k(d), k1, . . . , kl) grf ∀x (A(z(x, k), k) → B(z(x, k), k)). Приме-

няя (26), получаем (28). Таким образом, для всех натуральных чисел

d и k1, . . . , kl всякий раз, когда имеет место (27) выполняется и (28).

Тем самым имеет место e grf, r S.

A10) Пусть секвенция S есть ∀x (A→ B)⇒ ∀y (A→ B), где x = x1, . . . , xn,

y = y1, . . . , yp и каждая переменная из списка y не входит свобод-

но в левую часть секвенции. Список всех переменных, которые вхо-

дят свободно в левую часть секвенции, обозначаем через u(r). Если

k — список натуральных чисел k1, . . . , kl, то через u(k) обознача-

ем список, полученный из списка u(r) заменой переменных r1, . . . , rl
натуральными числами k1, . . . , kl. Каждая переменная из списка x

есть или переменная из списка y, или переменная из списка r. Этот

факт будем отражать обозначением списка x через x(y, r). Если k

— список натуральных чисел k1, . . . , kl, то через x(y, k) обозначаем

список, полученный из списка x(y, r) заменой переменных r1, . . . , rl
натуральными числами k1, . . . , kl. Если m — список натуральных чи-

сел m1, . . . ,mp, то через x(m, k) обозначаем список, полученный из
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списка x(y, k) заменой переменных y1, . . . , yp натуральными числами

m1, . . . ,mp. Очевидно, x(m, k) есть список натуральных чисел дли-

ны n. Функцию, которая натуральным числам m, k ставит в соот-

ветствие i-ый элемент списка x(m, k), обозначаем через xi. Таким

образом секвенция S имеет вид

∀x (A(x, u(r))→ B(x, u(r)))⇒ ∀y (A(x(y, r), u(r))→ B(x(y, r), u(r))).

Согласно предложению 1 (эК) найдется такая общерекурсивная

функция k, что для всех натуральных чисел m1, . . . ,mp, a, k1, . . . , kl

и d ∈ In+1 имеет место

ϕk(d)(m1, . . . ,mp, a, k1, . . . , kl) ' ϕd(x1(m, k), . . . , xn(m, k), a). (32)

Согласно предложению 1 (SMN) найдется такая общерекурсивная

функция s, что для всех натуральных чисел m1, . . . ,mp, a, k1, . . . , kl

и c ∈ Ip+l+1 имеет место

ϕs(c,k1,...,kl)(m1, . . . ,mp, a) ' ϕc(m1, . . . ,mp, a, k1, . . . , kl). (33)

Из (32), (33), учитывая, что x1(m, k), . . . , xn(m, k) есть в точно-

сти список x(m, k), получаем, что для всех натуральных чисел

m1, . . . ,mp, a, k1, . . . , kl и d ∈ In+1 верно

ϕs(k(d),k1,...,kl)(m1, . . . ,mp, a) ' ϕd(x(m, k), a). (34)

Согласно предложению 1 (эФП, ПП, эК) найдется такое натуральное

число e, что для всех натуральных чисел k1, . . . , kl, d выполняется

условное равенство

ϕe(k1, . . . , kl, d) ' s(k(d), k1, . . . , kl). (35)

Пусть f — оценка секвенции S и для некоторых натуральных чисел

d и k1, . . . , kl имеет место

d grf ∀x (A(x, u(k))→ B(x, u(k))), (36)
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где k = k1, . . . , kl. Докажем, что

ϕe(k1, . . . , kl, d) grf ∀y (A(x(y, k), u(k))→ B(x(y, k), u(k))). (37)

Пусть для натуральных чисел a и m1, . . . ,mp имеет место

a grf A(x(m, k), u(k)), (38)

где m = m1, . . . ,mp. Из (36), (38) получаем, что

ϕd(x(m, k), a) grf B(x(m, k), k) (39)

Из (34), (39) следует, что

ϕs(k(d),k1,...,kl)(m1, . . . ,mp, a) grf B(x(m, k), k) (40)

Таким образом, для всех натуральных чисел a и m1, . . . ,mp всякий

раз, когда имеет место (38), выполняется и (40). Тем самым име-

ет место s(k(d), k1, . . . , kl) grf ∀y (A(x(y, k), u(k)) → B(x(y, k), u(k))).

Применяя (35), получаем (37). Таким образом, для всех натуральных

чисел d и k1, . . . , kl всякий раз, когда имеет место (36) выполняется

и (37). Тем самым имеет место e grf, r ∀x (A→ B)⇒ ∀y (A→ B).

A11) Пусть секвенция S имеет вид

∀x, x (B(x, x, r)→ A(x, r))⇒ ∀x (∃xB(x, x, r)→ A(x, r)),

где x = x1, . . . , xn. Согласно предложению 1 (эК) существует обще-

рекурсивная функция k, для которой если d ∈ In+2, то имеет место

k(d) ∈ In+1 и для всех натуральных чисел m1, . . . ,mn, b верно

ϕk(d)(m1, . . . ,mn, b) ' ϕd(m1, . . . ,mn, p1b, p2b). (41)

Согласно предложению 1 (эФП, ПП) найдется такое натуральное

число e, что для всех натуральных чисел k1, . . . , kl, d выполняется

условное равенство

ϕe(k1, . . . , kl, d) ' k(d). (42)
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Пусть f — оценка секвенции S и для некоторых натуральных чисел

d и k1, . . . , kl имеет место

d grf ∀x, x (B(x, x, k)→ A(x, k)), (43)

где k = k1, . . . , kl. Докажем, что

ϕe(k1, . . . , kl, d) grf ∀x (∃xB(x, x, k)→ A(x, k)). (44)

Пусть для натуральных чисел b и m1, . . . ,mn имеет место

b grf ∃xB(m,x, k), (45)

где m = m1, . . . ,mn. Из (45) следует, что

p2b grf B(m, p1b, k). (46)

Из (43), (46) получаем, что

ϕd(m1, . . . ,mn, p1b, p2b) grf A(m, k). (47)

Из (41), (47) следует, что

ϕk(d)(m1, . . . ,mn, b) grf A(m, k). (48)

Таким образом, для всех натуральных чисел b и m1, . . . ,mn всякий

раз, когда имеет место (45), выполняется и (48). Тем самым имеет

место k(d) grf ∀x (∃xB(x, x, k) → A(x, k)). Применяя (42), получа-

ем (44). Таким образом, для всех натуральных чисел d и k1, . . . , kl

всякий раз, когда имеет место (43) выполняется и (44). Тем самым

имеет место e grf, r S.

Теперь рассмотрим все случаи, когда секвенция S получена по одно-

му из правил вывода исчисления BQC.

Иногда будем использовать следующее обозначение. Если A — фор-

мула, t1, . . . , tn — термы, x1, . . . , xn — предметные переменные, то через

[t1, . . . , tn/x1, . . . , xn]A обозначаем результат подстановки термов t1, . . . , tn

вместо свободных вхождений переменных x1, . . . , xn в формулу A. При
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этом считаем, что предварительно происходит переименование связан-

ных переменных в формуле A таким образом, чтобы каждый из тер-

мов t1, . . . , tn был свободен для соответствующей переменной из списка

x1, . . . , xn в формуле A.

R1) Пусть секвенция S получена по правилу A⇒ B B ⇒ C
A⇒ C , и f — ее

оценка. Доопределим произвольным образом оценку f до оценки

секвенций-посылок. Пусть u = u1, . . . , up — список переменных, до-

пустимый для секвенций A ⇒ B, B ⇒ C, A ⇒ C. Согласно пред-

положению индукции найдутся такие натуральные числа a, b, что

выполняются соотношения a grf, u A ⇒ B, b grf, u B ⇒ C. Следо-

вательно a, b ∈ Ip+1. Согласно предложению 1 (эК) найдется c ∈ Ip+1,

что для всех натуральных чисел k1, . . . , kp, d имеет место

ϕc(k1, . . . , kp, d) ' ϕb(k1, . . . , kp, ϕa(k1, . . . , kp, d)). (49)

Нетрудно показать, что c grf, u A⇒ C. Получаем, что для всех оце-

нок f секвенции S верно c grf, u S. В силу предложения 2 найдется

такое e, что для всех оценок f секвенции S имеет место e grf, r S.

R2) Пусть секвенция S получена по правилу A⇒ B A⇒ C
A⇒ B ∧ C , и f — ее

оценка, а для секвенций A ⇒ B, A ⇒ C, A ⇒ B ∧ C список пе-

ременных u = u1, . . . , up является допустимым. Доопределим произ-

вольным образом оценку f до оценки секвенций-посылок. Согласно

предположению индукции найдутся такие натуральные числа b, c,

что выполняются соотношения b grf, u A⇒ B, c grf, u A⇒ C. Сле-

довательно b, c ∈ Ip+1. Согласно предложению 1 (эК) найдется такое

a ∈ Ip+1, что для любых натуральных чисел k1, . . . , kp, d верно услов-

ное равенство ϕa(k1, . . . , kp, d) ' c(ϕb(k1, . . . , kp, d), ϕc(k1, . . . , kp, d)).

Нетрудно показать, что a grf, u A ⇒ B ∧ C. Получаем, что для всех

оценок f секвенции S верно a grf, u S. В силу предложения 2 найдет-

ся такое e, что для всех оценок f секвенции S имеет место e grf, r S.

R3) а) Пусть секвенция S получена по правилу A⇒ B ∧ C
A⇒ B , и для секвен-

ций A ⇒ B, A ⇒ B ∧ C список переменных u = u1, . . . , up является
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допустимым. Пусть f — оценка секвенции A ⇒ B. Доопределим ее

произвольным образом до оценки секвенции A ⇒ B ∧ C. Соглас-

но предположению индукции найдется такое натуральное число a,

что выполняется соотношение a grf, u A ⇒ B ∧ C. Следовательно

a ∈ Ip+1. Согласно предложению 1 (эК) найдется такое b ∈ Ip+1,

что для любых натуральных чисел k1, . . . , kp, d верно условное ра-

венство ϕb(k1, . . . , kp, d) ' p1ϕa(k1, . . . , kp, d). Нетрудно показать, что

b grf, u A ⇒ B. Получаем, что для всех оценок f секвенции S вер-

но b grf, u S. В силу предложения 2 найдется такое e, что для всех

оценок f секвенции S имеет место e grf, r S.

б) Случай, когда секвенция S получена по правилу A⇒ B ∧ C
A⇒ C рас-

сматривается аналогично пункту а).

R4) Пусть секвенция S получена по правилу B ⇒ A C ⇒ A
B ∨ C ⇒ A , и для

секвенций B ⇒ A, C ⇒ A, B ∨ C ⇒ A список переменных

u = u1, . . . , up является допустимым. Пусть f — оценка секвенции

B ∨ C ⇒ A. Согласно предположению индукции найдутся такие на-

туральные числа b, c, что выполняются соотношения

b grf, u B ⇒ A, c grf, u C ⇒ A. (50)

Из (50) следует, что b, c ∈ Ip+1. Согласно предложению 1 (эУ) най-

дется такое a ∈ Ip+1, что для любых натуральных чисел k1, . . . , kp, d

ϕa(k1, . . . , kp, d) '

ϕb(k1, . . . , kp, p2d), если p1d = 0;

ϕc(k1, . . . , kp, p2d), иначе.
(51)

Пусть для некоторых натуральных чисел d и k1, . . . , kp имеет место

d grf [k/u] (B ∨ C), (52)

где k = k1, . . . , kp. Из (52) следует, что либо p1d = 0, либо p1d = 1.

Рассмотрим случай p1d = 0. Из (52) получаем, что

p2d grf [k/u]B. (53)
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Из (50), (53) следует, что

ϕb(k1, . . . , kp, p2d) grf [k/u]A. (54)

Из (51), (54) получаем, что

ϕa(k1, . . . , kp, d) grf [k/u]A. (55)

Рассмотрим случай p1d = 1. Из (52) получаем, что

p2d grf [k/u]C. (56)

Из (50), (56) следует, что

ϕc(k1, . . . , kp, p2d) grf [k/u]A. (57)

Из (51), (57) получаем (55).

Таким образом, для всех натуральных чисел d и k1, . . . , kp всякий

раз, когда имеет место (52), выполняется и (55). Тем самым имеет

место a grf, u B∨C ⇒ A. Получаем, что для всех оценок f секвенции

S верно a grf, u S. В силу предложения 2 найдется такое e, что для

всех оценок f секвенции S имеет место e grf, r S.

R5) а) Пусть секвенция S получена по правилу B ∨ C ⇒ A
B ⇒ A , и для секвен-

ций B ⇒ A, B ∨ C ⇒ A список переменных u = u1, . . . , up яв-

ляется допустимым. Пусть f — оценка секвенции S. Доопределим

произовльным образом оценку f до оценки секвенции-посылки. Со-

гласно предположению индукции найдется такое натуральное чис-

ло a, что выполняется соотношение a grf, u B ∨ C ⇒ A. Следо-

вательно a ∈ Ip+1. Согласно предложению 1 (эК) найдется такое

b ∈ Ip+1, что для любых натуральных чисел k1, . . . , kp, d имеет ме-

сто ϕb(k1, . . . , kp, d) ' ϕa(k1, . . . , kp, c(0, d)).

Нетрудно показать, что b grf, u B ⇒ A. Получаем, что для всех

оценок f секвенции S верно b grf, u S. В силу предложения 2 найдется

такое e, что для всех оценок f секвенции S имеет место e grf, r S.
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б) Случай, когда секвенция S получена по правилу B ∨ C ⇒ A
C ⇒ A , рас-

сматривается аналогично пункту а).

R6) Пусть секвенция S получена по правилу A⇒ B
[y/x]A⇒ [y/x]B

, где x =

x1, . . . , xn, y = y1, . . . , yn. И пусть список переменных u = u1, . . . , up

является допустимым для секвенций A ⇒ B, [y/x]A ⇒ [y/x]B.

Через [y/x]u обозначаем список переменных, полученный из спис-

ка u заменой в этом списке всех переменных x1, . . . , xn переменны-

ми y1, . . . , yn соответственно. Из того, что список переменных u до-

пустим для секвенции [y/x]A ⇒ [y/x]B, следует, что все перемен-

ные из списка [y/x]u содержатся среди переменных списка u. Если

k = k1, . . . , kp — список натуральных чисел, то через [k/u][y/x]u

обозначаем список, полученный из списка [y/x]u заменой в этом

списке всех переменных u1, . . . , up натуральными числами k1, . . . , kp.

Очевидно, что [k/u][y/x]u есть список натуральных чисел длины p.

Через zi обозначим общерекурсивную p-местную функцию, которая

каждому набору натуральных чисел k1, . . . , kp ставит в соответствие

i-ый элемент списка [k/u][y/x]u.

Пусть f — оценка секвенции S. Согласно предположению индукции

найдется такое натуральное число a, что выполняется соотношение

a grf, u A⇒ B. (58)

Из (58) следует, что a ∈ Ip+1. Согласно предложению 1 (эК) найдется

такое b ∈ Ip+1, что выполняется соотношение

ϕb(k1, . . . , kp, d) ' ϕa(z1(k), . . . , zl(k), d) (59)

для всех натуральных чисел k1, . . . , kp, d. Учитывая, что

z1(k), . . . , zl(k) есть в точности список [k/u][y/x]u, соотношение

(59) переписывается следующим образом:

ϕb(k1, . . . , kp, d) ' ϕa([k/u][y/x]u, d). (60)

Пусть для некоторых натуральных чисел d и k1, . . . , kp имеет место

d grf [k/u][y/x]A, (61)
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где k = k1, . . . , kp. Из (58), (61) следует, что

ϕa([k/u][y/x]u, d) grf [k/u][y/x]B. (62)

Из (60), (62) получаем, что

ϕb(k1, . . . , kp, d) grf [k/u][y/x]B. (63)

Таким образом, для всех натуральных чисел d и k1, . . . , kp всякий

раз, когда имеет место (61), выполняется и (63). Тем самым имеет

место b grf, u [y/x]A ⇒ [y/x]B. Получаем, что для всех оценок f

секвенции S верно b grf, u S. В силу предложения 2 найдется такое

e, что для всех оценок f секвенции S имеет место e grf, r S.

R7) Пусть секвенция S получена по правилу B ⇒ A
∃xB ⇒ A

. Так как при-

менение этого правила предполагает, что переменная x не свобод-

нa в формуле A, то можно сделать вывод, что секвенция S есть

∃xB(u, x)⇒ A(u) для некоторого списка переменных u = u1, . . . , up.

Пусть f — оценка секвенции S. Согласно предположению индукции

найдется такое натуральное число a, что верно a grf, u,x B ⇒ A.

Следовательно a ∈ Il+2. Согласно предложению 1 (эК) найдется та-

кое b ∈ Ip+1, что для всех натуральных чисел k1, . . . , kp, d имеет место

ϕb(k1, . . . , kp, d) ' ϕa(k1, . . . , kp, p1d, p2d).

Нетрудно показать, что b grf, u ∃xB ⇒ A. Получаем, что для всех

оценок f секвенции S верно b grf, u S. В силу предложения 2 найдется

такое e, что для всех оценок f секвенции S имеет место e grf, r S.

R8) Пусть секвенция S получена по правилу ∃xB ⇒ A
B ⇒ A . Так как при-

менение этого правила предполагает, что переменная x не свободнa

в формуле A, то можно сделать вывод, что секвенция S имеет вид

B(u, x)⇒ A(u), где u = u1, . . . , up. Пусть f — оценка секвенции S. Со-

гласно предположению индукции найдется такое натуральное число

a, что для всех оценок f секвенции S имеет место a grf, u ∃xB ⇒ A.

Следовательно a ∈ Ip+1. Согласно предложению 1 (эК) найдется та-

кое b ∈ Ip+1, что для всех натуральных чисел k1, . . . , kp, c, d имеет

место ϕb(k1, . . . , kp, c, d) ' ϕa(k1, . . . , kp, c(c, d)).
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Нетрудно показать, что b grf, u,x B ⇒ A. Получаем, что для всех оце-

нок f секвенции S верно b grf, u,x S. В силу предложения 2 найдется

такое e, что для всех оценок f секвенции S имеет место e grf, r S.

R9) Пусть секвенция S получена по правилу A ∧B ⇒ C
A⇒ ∀x (B → C)

. Так как

применение этого правила предполагает, что каждая переменная из

списка x не свободнa в A, то можно сделать вывод, что секвенция

S имеет вид A(u) ⇒ ∀x (B(x, u) → C(x, u)), где u = u1, . . . , up, x =

x1, . . . , xn. Пусть f — оценка секвенции S. Согласно предположению

индукции найдется такое натуральное число c, что для всех оценок

f секвенции S имеет место

c grf, x,u A(u) ∧B(x, u)⇒ C(x, u). (64)

Из (64) следует, что c ∈ In+l+1. Согласно предложению 1 (SMN, эК,

ПП) найдется такая общерекурсивная функция s, что выполняется

условное равенство

ϕs(c,k1,...,kp,d)(m1, . . . ,mn, b) ' ϕc(m1, . . . ,mn, k1, . . . , kp, c(d, b)) (65)

для всех натуральных чисел m1, . . . ,mn, k1, . . . , kp, d, b. Согласно

предложению 1 (эФП, ПП, эК) найдется такое натуральное число

e, что для всех натуральных чисел k1, . . . , kp, d верно

ϕe(k1, . . . , kp, d) ' s(c, k1, . . . , kp, d). (66)

Пусть для некоторых натуральных чисел d и k1, . . . , kp имеет место

d grf A(k), (67)

где k = k1, . . . , kp. Докажем, что

ϕe(k1, . . . , kp, d) grf ∀x (B(x, k)→ C(x, k)). (68)

Пусть для натуральных чисел b и m1, . . . ,mn имеет место

b grf B(m, k), (69)
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где m = m1, . . . ,mn. Из (67), (69) следует, что

c(d, b) grf A(k) ∧B(m, k). (70)

Из (64), (70) получаем, что

ϕc(m1, . . . ,mn, k1, . . . , kp, c(d, b)) grf C(m, k). (71)

Из (65), (71) следует, что

ϕs(c,k1,...,kp,d)(m1, . . . ,mn, b) grf C(m, k). (72)

Таким образом, для всех натуральных чисел b и m1, . . . ,mn всякий

раз, когда имеет место (69), выполняется и (72). Тем самым имеет

место

s(c, k1, . . . , kp, d) grf ∀x (B(x, k)→ C(x, k)). (73)

Из (66), (73) следует (68). Таким образом, для всех натуральных

чисел d и k1, . . . , kp всякий раз, когда имеет место (67), выполняется и

(68). Тем самым имеет место e grf, u A⇒ ∀x (B → C). Получаем, что

для всех оценок f секвенции S верно e grf, u S. В силу предложения 2

найдется такое e′, что для всех оценок f секвенции S имеет место

e′ grf, r S. 2

Следующее утверждение является следствием теоремы 1.

Теорема 2. Всякая замкнутая предикатная формула, выводимая в ис-

числении BQC, является абсолютно общерекурсивно реализуемой.
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