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Введение

В.1 Общая характеристика работы

Актуальность темы. Причины возникновения заноса разнообразны и перечис-
лены во многих работах, однако открытых теоретических исследований поведения
колесных аппаратов при его возникновении существенно меньше. По коммерческим
причинам фирмы, которые занимаются конструированием аппаратов, не дают ин-
формации об алгоритмах работы систем, обеспечивающих безопасность их движения.
Вместе с тем даже у ведущих фирм возникают проблемы с работоспособностью таких
систем. Поэтому исследования, тематика которых связана с изучением динамических
свойств разных конструкций колесных аппаратов и проблемой безопасности движе-
ния, актуальны и имеют как теоретический, так и практический интерес. Методом,
позволяющим провести детальный анализ динамики и управляемости аппаратов еще
на стадии их проектирования, служит математическое моделирование. Выбираемая
модель должна правильно отражать свойства движения и, в то же время, быть обра-
зована достаточно простой системой уравнений, содержащей небольшое число пара-
метров. В работе предложены подходы к математическому моделированию динамики
колесных аппаратов, основанные на методах фракционного анализа (разделения дви-
жений). Эти методы, объединяющие методы теории размерностей и подобия и методы
теории возмущений, позволяют понизить порядок исследуемых уравнений, провести
их аналитическое исследование, оценить погрешность и пределы применимости по-
лученных результатов, а также обсудить возможность использования тех или иных
гипотез о свойствах исследуемой системы.

Цель работы состоит в исследовании начальной стадии заноса двухосного четы-
рехколесного аппарата при блокировке или пробуксовке колес ведущей оси на одно-
родной опорной плоскости, и при попадании на «микст» — участок опорной плоско-
сти, содержащий области с разными коэффициентами трения.

Научная новизна и основные результаты. Все результаты диссертации явля-
ются новыми. Построены аналитические модели движения колесного аппарата при
блокировке или пробуксовке колес ведущей оси с возможностью скольжения колес
другой оси по однородной опорной плоскости, указаны случаи, когда такое движение
может привести к заносу аппарата, исследовано влияние на него поворота передних
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колес. Предложены аналитические модели переходных процессов выравнивания кон-
тактных сил или изменения угловой скорости выходного вала двигателя и модели
поперечной и угловой динамики корпуса аппарата на «миксте» для случая, когда
коэффициент трения для одного из колес ведущей оси оказывается меньше коэф-
фициента трения для других колес. Получены оценки импульса угловой скорости,
приобретаемого корпусом после завершения переходных процессов, для различных
условий взаимодействия колес ведущей оси с опорной плоскостью. Исследовано вли-
яние трения верчения в областях контакта колес с опорной плоскостью на занос ап-
парата.

Теоретическая и практическая значимость. Проведенные исследования рас-
ширяют представления о динамике колесных аппаратов и указывают возможности
применения классических моделей при ее описании. Построенные в работе модели
могут быть использованы при формировании алгоритмов программного обеспечения
тренажеров и средств активной безопасности, работающих в режиме реального вре-
мени, в частности, систем управления рулем (поворотом передних колес вокруг вер-
тикальной оси) и систем управления вращением колес. Работа имеет теоретический
характер. Ее результаты могут применяться при проведении исследований в МГУ
имени М.В.Ломоносова, НИИ механики МГУ, Институте проблем механики имени
А.Ю. Ишлинского РАН и других научно-исследовательских центрах, занимающихся
изучением и созданием колесных систем разного назначения.

Методы исследования. Результаты работы получены с использованием подхо-
дов теоретической механики, методов динамики неголономных систем и теории си-
стем с трением, методов фракционного анализа и теории возмущений, качественных
методов интегрирования дифференциальных уравнений и метода фазовой плоскости.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Движение аппарата с заблокированными или пробуксовывающими колесами од-
ной оси способно привести к заносу, поворот передних колес вокруг вертикаль-
ной оси позволяет регулировать его на начальной стадии в случаях: скольжения
только пробуксовывающих передних колес; скольжения всех колес или только
задних колес, вызванного их блокировкой либо пробуксовкой.

2. Движение аппарата на «миксте», при котором одно колесо ведущей задней оси
попадает на участок с меньшим коэффициентом трения, а колеса передней оси,
оставшиеся на участке с большим коэффициентом трения, сохраняют сцепление
с опорной плоскостью, может быть разбито на три этапа: 1) изменение скоро-
стей точек контакта колес, сохранивших сцепление с опорной плоскостью, и
угловой скорости выходного вала двигателя (в случае, когда хотя бы одно из
колес ведущей оси сохраняет сцепление с опорной плоскостью) или изменение
только угловой скорости выходного вала двигателя (в случае скольжения обоих
колес ведущей оси); 2) медленное по сравнению с этапом 1 изменение попереч-
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ной и угловой скоростей корпуса аппарата; 3) медленное по сравнению с этапом
2 изменение продольной скорости корпуса аппарата.

3. К началу 2-го этапа движения на «миксте» корпус аппарата приобретает нену-
левую угловую скорость. Колесо ведущей задней оси, оставшееся на участке с
большим коэффициентом трения, сохраняет сцепление c опорной плоскостью
или возобновляет сцепление с ней после скольжения. Занос развивается в слу-
чае, когда поперечные скорости микропроскальзывания колес отвечают быст-
рому убыванию стабилизирующих моментов.

Достоверность и обоснованность. Результаты работы получены при помощи
строгих математических методов и соответствуют результатам других авторов по
данной тематике, а также общим рекомендациям по вождению автомобиля.

Апробация. Результаты прошли апробацию на международных и всероссийских
научных конференциях:

1. Международная научная конференция студентов, аспирантов и молодых уче-
ных «Ломоносов», МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва, Россия, 10-14 апреля
2017 г. (каф. прикладной механики и управления) и 8-12 апреля 2019 г. (каф.
теоретической механики и мехатроники).

2. Международная научная конференция «Фундаментальные и прикладные зада-
чи механики», МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, Россия, 24-27 октября 2017 г.
и 10-12 декабря 2019 г.

3. Международная конференция «Проблемы механики и управления», Махачкала,
Россия, 16-22 сентября 2018 г.

4. Международная научная конференция «Современные проблемы математики и
механики», посвященная 80-летию академика В.А. Садовничего, МГУ имени
М.В. Ломоносова, Россия, 13-15 мая 2019 г.

5. XII Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической и при-
кладной механики, Уфа, Россия, 19-24 августа 2019 г.

Результаты были представлены соискателем на следующих научных семинарах:

1. Научный семинар им. акад. А.Ю. Ишлинского по прикладной механике и
управлению под руководством проф. В.В. Александрова, Ю.В. Болотина,
Н.А. Парусникова, кафедра прикладной механики и управления, механико-
математический факультет, МГУ им. М.В. Ломоносова (2016, 2018, 2020).
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мовой и доц. Е.В. Мелкумовой, кафедра теоретической механики и мехатро-
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2017 г.): М.: Изд-во МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва. 2017. С. 98–99.
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2. Влахова А.В., Новодерова А.П. Моделирование заноса колесного аппарата //
Проблемы механики и управления: Материалы Международной конференции,
Издательство Московского университета, Москва. 2018. C. 123–126.

3. Влахова А.В., Новодерова А.П. Занос колесного аппарата при попадании на
«микст» // Современные проблемы математики и механики. Материалы меж-
дународной конференции, посвященной 80-летию академика РАН В.А. Садов-
ничего. Т. 2. МАКС Пресс Москва. 2019. C. 673–675.

4. Новодерова А.П. Моделирование заноса колесного аппарата на вираже // XII
Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической и при-
кладной механики: сборник трудов в 4 томах. Т. 1: Общая и прикладная ме-
ханика. Т. 1. РИЦ БашГУ Уфа. 2019. С. 586–588.

5. Новодерова А.П. Разделение движений колесного аппарата на «миксте» // Меж-
дународная научная конференция «Фундаментальные и прикладные задачи ме-
ханики», посвященная 100-летию со дня рождения академика Константина Сер-
геевича Колесникова (Москва, 10–12 декабря 2019 г.): Тезисы докладов / П.М.
Шкапов, М.Ю. Баркин, Е.В. Мелкумова, составители. Инженерный журнал:
наука и инновации. 2020. Вып. 2. С. 178–179.

Личный вклад. Постановки задач и методы их решения предложены научным
руководителем. Все результаты диссертации получены лично соискателем.

В.2 Содержание работы

Работа посвящена методическим и прикладным аспектам описания динамики
двухосного четырехколесного аппарата (автомобиля, робота и проч.) на начальной
стадии заноса, когда поперечная и угловая скорости его корпуса принимают неболь-
шие значения.

В первой части работы (Глава 1) рассматривается задача о блокировке или про-
буксовке колес ведущей (передней или задней) оси аппарата в случаях, когда колеса
другой оси сохраняют сцепление с опорной плоскостью или начинают скользить по
ней. Предполагается, что опорная плоскость однородна, характеристики сцепления с
ней для колес одной оси различаются мало, углы наклона корпуса аппарата малы,
и нормальные реакции для колес одной оси принимают близкие значения. В рамках
этих предположений динамика аппарата, как и в [12–14,16,18,22,24,53] описывается
велосипедной моделью, которая получается, если заменить передние колеса одним
эквивалентным передним колесом, задние — одним задним и считать, что корпус
аппарата не имеет наклонов.

Вторая часть работы (Глава 2) посвящена задаче о попадании аппарата на
«микст» — участок опорной плоскости, содержащий области с разными коэффици-
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ентами трения (рассматривается случай, когда коэффициент трения для одного из
колес ведущей (задней) оси оказывается меньше коэффициента трения для других
колес) [20, 48]. Для автомобиля это возможно, например, при въезде на обочину, од-
ностороннем попадании в лужу масла и т.д. В предположении низкого расположения
центра масс и центра парусности (точки приложения аэродинамической силы) корпу-
са аппарата и малости углов его наклона изучаются ситуации, когда, в зависимости
от условий движения, колеса ведущей оси аппарата сохраняют сцепление с опорной
плоскостью или начинают скользить по ней. Для описания этих ситуаций, отвечаю-
щих различным условиям взаимодействия колес ведущей оси с опорной плоскостью,
в работе используется четырехколесная модель аппарата, корпус которой не имеет
наклонов, построенная в предположении, что нормальные реакции для колес одной
оси принимают близкие значения.

Для адекватного описания динамики аппарата следует определить модели сил
взаимодействия его колес с опорной плоскостью для каждой из рассматриваемых
задач. В теории движения аппаратов традиционно пренебрегают моментами трения
верчения, ортогональными областям контакта колес с опорными поверхностями. Од-
нако это приводит к некорректным по Адамару постановкам задач [3,27,29], в связи
с чем необходимо обоснование возможности такого пренебрежения.

Случаи, когда в ходе блокировки или пробуксовки колеса одной оси аппарата со-
храняют сцепление с опорной плоскостью, а колеса другой оси начинают скользить по
ней, рассматриваются с использованием предположения о непроскальзывании и мо-
дели трения Кулона соответственно. Эти модели являются предельными для модели
взаимодействия колес с опорной плоскостью [14,46,47], сформированной на основе ще-
точной (brush) и схожих моделей описания контактных сил и моментов [35,39,98,123],
которые учитывают наличие зон проскальзывания и сцепления в областях контакта.
Пренебрежение трением верчения в этих случаях можно обосновать [3, 14, 27] мало-
стью рассматриваемых значений поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата
и малостью областей контакта его колес с опорной плоскостью. В случае, когда при
движении на «миксте», изучаемом во второй части работы, все колеса аппарата сохра-
няют сцепление с опорной плоскостью, модель непроскальзывания или классическая
модель увода, учитывающая малую деформируемость колес только в поперечном
направлении, не позволяет описать быстрый переходный процесс выравнивания кон-
тактных сил на колесах ведущей оси, возникающий из-за скачка коэффициента тре-
ния. Поэтому здесь рассматривается модифицированная модель увода, учитывающая
деформируемость колес (микропроскальзывание, псевдоскольжение) в продольном и
поперечном направлениях, а также моменты трения верчения (стабилизирующие мо-
менты) [37,49,123] в областях контакта колес с опорной плоскостью.

В случаях, когда колеса аппарата теряют сцепление с опорной плоскостью (начи-
нают скользить), их контакт в обеих частях работы описывается при помощи модели
трения Кулона и модели поликомпонентного сухого трения В.Ф. Журавлёва. При
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изучении начальной стадии заноса аппарата первая модель иллюстрирует движение
в пренебрежении размерами областей контакта колес с опорной плоскостью, вторая
модель позволяет обсудить ограничения значений угловой скорости верчения и разме-
ров областей контакта, при которых моменты трения верчения влияют на движение
аппарата.

При составлении математической модели динамики аппарата контакт колес с
опорной плоскостью предполагается точечным, а свойство их деформируемости учи-
тывается моделями касательных составляющих контактных сил. При малых попе-
речной и угловой скоростях корпуса аппарата это предположение верно [39], если
считать, что размеры областей контакта малы по сравнению с радиусами колес ап-
парата [12–14].

Исследуемые модели динамики аппарата формируются с использованием идей
разделения движений, основанных на методах фракционного анализа [14, 23, 46] и
теории возмущений [11]. Возможность их применения связана (в зависимости от рас-
сматриваемой задачи) с малостью поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата
по сравнению с его продольной скоростью и угловой скоростью вращения колес со-
ответственно, с малостью масс и моментов инерции колес по сравнению с массой и
моментами инерции корпуса аппарата, с малостью размеров областей контакта колес
с опорной плоскостью по сравнению с их радиусами, и малостью упругих касательных
деформаций колес при микропроскальзывании, с малостью углов поворота передних
колес вокруг вертикальной оси, а также с быстрым изменением угловой скорости
выходного вала двигателя по сравнению с поперечной и угловой скоростями корпуса
аппарата.

Диссертация состоит из введения, двух глав, заключения, приложений и списка
литературы.

Первая глава посвящена описанию динамики двухосного четырехколесного аппа-
рата на начальной стадии заноса, происходящего при блокировке или пробуксовке
колес ведущей оси, и состоит из разделов 1.1–1.5. В разделе 1.1 проводится обзор ли-
тературы, связанной с использованием велосипедной модели в практических задачах.
В разделе 1.2 содержится постановка задачи и описание рассматриваемой модели, да-
ны необходимые сведения теории систем с трением, а также методика составления
уравнений Лагранжа с множителями для описания движения неголономных систем.
В разделе 1.3 изложенная в разделе 1.2 методика применяется для построения и ана-
лиза математических моделей заноса аппарата с заблокированными или пробуксовы-
вающими колесами передней или задней ведущей оси, когда колеса другой оси сохра-
няют сцепление с опорной плоскостью. Взаимодействие заблокированных или про-
буксовывающих колес с опорной плоскостью описывается моделью трения Кулона. С
использованием метода фазовой плоскости проводится аналитическое исследование
динамики аппарата и влияния углов поворота передних колес вокруг вертикальной
оси на его занос. Обсуждаются ситуации, когда следование принятой в теории во-
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ждения автомобиля рекомендации «поворачивать руль (передние колеса) в сторону
заноса задней оси» (рис. 1.1) позволяет уменьшить поперечную и угловую скорости
корпуса аппарата скорее, чем при неповернутых или повернутых в другую сторону
передних колесах, проведены оценки их изменения в зависимости от продольной ско-
рости корпуса. Найдена область применимости предположения о непроскальзывании
колес аппарата, не потерявших сцепление с опорной плоскостью. В разделах 1.4 и 1.5
проводится анализ математических моделей заноса аппарата с заблокированными
или пробуксовывающими колесами передней или задней ведущей оси, в ходе которо-
го колеса другой оси также теряют сцепление с опорной плоскостью. Взаимодействие
колес аппарата с опорной плоскостью описывается с использованием модели трения
Кулона (раздел 1.4) и модели поликомпонентного сухого трения В.Ф. Журавлёва [3]
(раздел 1.5). Для упрощения анализа исследуемых уравнений применяется математи-
ческий аппарат асимптотических методов теории сингулярных возмущений по малым
параметрам [11, 14, 46], характеризующим малость масс и моментов инерции колес,
малость их областей контакта с опорной плоскостью, малость угла поворота передних
колес и малость поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата. Показано, что в
ходе такого движения не заблокированные или не пробуксовывающие колеса доста-
точно быстро обретают сцепление с опорной плоскостью, то есть развитие заноса
аппарата следует изучать с использованием модели переменной структуры, которая
описывает его движение на каждом из этапов, рассмотренных в разделах 1.3 и 1.4.

Вторая глава, посвященная движению аппарата на «миксте», состоит из разделов
2.1–2.6. В разделе 2.1 проводится обзор литературы, связанной с данной тематикой.
В разделе 2.2 излагается постановка задачи и дано описание рассматриваемой ма-
тематической модели. До попадания на «микст» аппарат движется равномерно и
прямолинейно, без потери сцепления колес с опорной плоскостью. В разделах 2.3–
2.5 анализируется система с малыми параметрами, отражающими малость масс и
моментов инерции колес, малость их областей контакта с опорной плоскостью, ма-
лость их деформаций при микропроскальзывании, малость поперечной и угловой
скоростей корпуса и быстрое изменение угловой скорости выходного вала двигателя.
Получаемая при их отбрасывании невозмущенная (вырожденная) система [11,14,46]
описывает динамику аппарата по окончании быстрого процесса, в ходе которого кон-
тактные силы на колесах ведущей оси, исходно различные из-за скачка коэффици-
ента трения, уравновешиваются дифференциалом [48] (в случае, когда хотя бы одно
из этих колес сохраняет сцепление с опорной плоскостью) или по окончании быст-
рого процесса перехода к постоянному значению угловой скорости выходного вала
двигателя (в случае скольжения обоих колес ведущей оси). Найдены условия реали-
зации этих быстрых процессов. В силу того, что начальные условия для поперечной
и угловой скоростей корпуса аппарата в рамках невозмущенной системы полагаются
нулевыми, равными своим значениям до попадания на «микст», в первом случае она
неспособна описать поперечную и угловую динамику корпуса, во втором случае —
использует недостаточно точные начальные условия. Эту проблему можно решить с
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помощью алгоритма построения асимптотических разложений А.Б. Васильевой [11],
который позволяет учесть процесс изменения быстрых переменных в так называе-
мом пограничном слое, где происходит переход решения исходной, возмущенной си-
стемы в окрестность многообразия, на котором развивается решение вырожденной
системы, и, далее, рассмотреть влияние этого процесса на медленные переменные —
продольную, поперечную и угловую скорости корпуса аппарата. Уточнение началь-
ных условий, полученное с помощью этого алгоритма, дает оценки импульса угловой
скорости, которые получает корпус попавшего на «микст» аппарата после заверше-
ния быстрых переходных процессов для различных случаев взаимодействия колес
с опорной плоскостью. В разделах 2.3 и 2.4 рассмотрен случай, когда ведущее зад-
нее колесо, попавшее на участок с меньшим коэффициентом трения, сохраняет или
теряет сцепление с опорной плоскостью, а остальные колеса сохраняют сцепление с
ней. В разделе 2.5 обсуждается движение аппарата, при котором его передние коле-
са сохраняют, а задние — теряют сцепление с опорной плоскостью. В обоих случаях
взаимодействие колес, сохранивших сцепление с опорной плоскостью, описывается
модифицированной моделью увода. Колеса, потерявшие сцепление с опорной плос-
костью, взаимодействуют с ней посредством сухого трения (модель трения Кулона
или модель поликомпонентного сухого трения В.Ф. Журавлёва). Раздел 2.6 посвящен
исследованию динамики корпуса аппарата на «миксте». С применением методов [14],
основанных на построении разложений А.Б. Васильевой, но не требующих привлече-
ния итерационных процедур, проводится корректировка уравнений невозмущенной
системы путем построения внепогранслойной модели первого приближения, которая
дает возможность описать поперечную и угловую динамику корпуса аппарата и оце-
нить протекание заноса, в частности, исследовать влияние на него трения верчения.

Все полученные результаты математически строго обоснованы, позволяют из-
влечь рекомендации для анализа заноса и могут быть использованы при форми-
ровании алгоритмов управления, составляющих основу программного обеспечения
автомобильных тренажеров и средств активной безопасности.

В заключении диссертации приводятся основные выводы, в приложении — фор-
мулировки теорем, используемых при решении рассматриваемых задач.

Автор выражает искреннюю и глубокую благодарность своему научному руково-
дителю профессору А.В. Влаховой за всестороннюю помощь, ценные советы и настав-
ления, внимательное отношение и поддержку. Большая признательность А.А. Зобо-
вой, П.А. Кручинину и М.Х. Магомедову за обсуждения, позволившие глубже понять
суть рассматриваемых задач и существенно улучшить текст работы.
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Глава 1

Занос аппарата при блокировке или
пробуксовке колес одной из осей

Рассматривается начальная стадия движения двухосного четырехколесного аппа-
рата после блокировки или пробуксовки колес одной из его осей в случае, когда ко-
леса другой оси сохраняют или теряют сцепление с опорной плоскостью. Динамика
аппарата исследуется с помощью «велосипедной»модели. С использованием подхо-
дов фракционного анализа, теории возмущений, метода фазовой плоскости и каче-
ственных методов интегрирования дифференциальных уравнений проведено анали-
тическое исследование возможности заноса аппарата, обозначена область примени-
мости построенной модели, построены количественные оценки влияния параметров
конструкции и угла поворота передних колес аппарата на занос и сформулирован
алгоритм его подавления1.

Рис. 1.1. Рекомендации по вождению автомобиля в случае заноса

1.1 Анализ велосипедной модели в литературе

Подробный обзор литературы, посвященный велосипедной модели, приводится
в [14, 49, 53]. Здесь обсуждаются работы основоположников, где эта модель появи-
лась впервые, и работы последних лет, не включенные в [14,49,53].

Возможность заноса колесного аппарата определяется динамикой поперечных и
угловых движений его корпуса. Для ее описания важным фактором является анализ

1Основные результаты Главы 1 изложены на основании статей [16, 18], опубликованных в соав-
торстве с научным руководителем А.В. Влаховой, которой предложены постановки задач и методы
их решения. Все результаты главы получены соискателем лично.
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боковых сил, действующих на колеса. На эту тему было проведено много исследова-
ний. Одна из первых работ, написанная в 1908 году У. Ланчестером [103], связана с
анализом управления автомобилем с помощью руля, однако, это исследование было
неполным из-за отсутствия теории деформации шин. В 1925 году Д. Броулхит [71]
опубликовал работу, в которой описал зависимость боковой силы, действующей на
колесо, от угла увода, которая актуальна до сих пор и составляет основу почти всех
моделей боковой динамики автомобиля.

Также одним из первых исследователей в области динамики колесных аппаратов
с учетом деформируемости шин был М. Олли, который внедрил независимую перед-
нюю подвеску на автомобили Cadillac и описал работу этой системы в 1934 году. В его
работе [119], написанной в 1937 году, обсуждались исследования в области боковой
динамики автомобиля. В ходе испытаний на лабораторных установках (седан Cadillac
с высокой грузоподъемностью) Олли обнаружил возможность сделать заднюю под-
веску более жесткой по сравнению с передней, что привело к независимой передней
подвеске.

Еще одна значимая работа, касающаяся боковой динамики автомобиля, была на-
писана в 1956 году Л. Сигелом [134]. Сигел, работавший в авиационной лаборатории
Корнеллского университета, применял к колесным аппаратам аналитические методы,
разработанные для динамики летательных аппаратов. Им были получены уравнения
движения для линейной модели аппарата с тремя степенями свободы (рыскание, боко-
вое движение и крен) при движении на повороте. Результаты математического моде-
лирования были подкреплены экспериментальными испытаниями, которые привели
к выводу, что используемая модель достаточно точно описывает боковую динамику
автомобиля.

Обзор других работ о важности учета деформации шин при описании динамики
автомобиля, относящихся к тем же и более поздним годам выхода, содержится, напри-
мер, в [40, 100, 123] и др. Рассмотрение этого фактора приводит к увеличению числа
степеней свободы моделей аппаратов, и, следовательно, к усложнению рассматривае-
мых уравнений. Во многих случаях динамику аппаратов можно описывать, используя
более простую механическую модель. Например, статья [141], написанная Д. Уитко-
мом и У. Милликеном, также работавшими в авиационной лаборатории Корнеллского
университета, была представлена одновременно с работой Сигела. В качестве модели
транспортного средства выбиралась линейная система с двумя степенями свободы —
один из вариантов велосипедной модели.

Велосипедная модель (рис. 1.3) и ее модификации широко используются для ана-
лиза движения колесных аппаратов и обсуждаются многими авторами (см., напри-
мер, [1,8,14,16,18,22,24,40,42,50,57,84,88–90,114,136,142]). Она получается, если коле-
са передней и задней оси аппарата заменить, соответственно, одним эквивалентным
передним и задним колесами и пренебречь тангажными (галопирующими), креновы-
ми и вертикальными движениями корпуса, т.е. классическая велосипедная модель
описывает колесный аппарат как плоское жесткое тело с двумя колесами.
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Благодаря простой структуре велосипедная модель на протяжении многих лет
применяется в аналитических и численных исследованиях работы рулевого управле-
ния, устойчивости автомобилей, а также систем активной безопасности транспортных
средств [73, 80, 83, 96, 143, 145]. В системах управления часто используется линейная
велосипедная модель аппарата с двумя степенями свободы, учитывающая только его
боковые движения [66,77,86,93,104,105,110,116–118,131,137,139]. При ее построении
предполагается, что аппарат движется по однородной опорной плоскости с постоян-
ной продольной скоростью корпуса, а боковая сила, действующая на колесо, линейно
зависит от угла увода (рис. 1.2).

а)

б)

Рис. 1.2. Угол увода (а); Зависимость боковой силы от угла увода при постоянной
нагрузке на колесо (б)

В литературе помимо термина велосипедная модель также часто используются и
другие названия, такие как одноколейная модель, модель с двумя степенями свободы,
плоская одномассовая модель. В англоязычной литературе употребляются термины
bicycle model, single track model, two-wheel model и проч [13,14].

В случае, когда при маневре транспортного средства его боковое ускорение не
превышает 0,3 g (при этом угол увода не превышает 4− 6∘ ), то есть характеристика
боковой силы, действующей на колесо, по отношению к углу увода может быть ап-
проксимирована линейной зависимостью (рис. 1.2 б и 2.3 а), линейная велосипедная
модель достаточно точно описывает его движение. При увеличении углов поворота
рулевого управления, приводящем к возрастанию бокового ускорения транспортного
средства, его прогнозируемая динамика для линейной велосипедной модели значи-
тельно отличается от результатов эксперимента. Это связано в том числе с тем, что
зависимость между боковой силой, действующей на колесо, и углом его увода при
возрастании последнего становится нелинейной [106]. (Угол увода — угол между про-
дольной плоскостью колеса и вектором скорости его центра.) Здесь следует перехо-
дить к нелинейной велосипедной модели, которая учитывает изменение продольной
скорости корпуса аппарата.

В [6] изложен вывод закона кинематического управления движением четырехко-
лесного экипажа с жесткими колесами вдоль произвольной гладкой траектории. Па-
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раметром управления служит угол поворота переднего колеса велосипедной модели,
определяемый углами поворота передних колес по принципу рулевого управления Ак-
кермана. Приведены результаты численного моделирования, демонстрирующие адек-
ватность этой модели управления.

В [58] проводится оценка боковой скорости автомобиля в современных системах
активной безопасности. Метод основан на использовании фильтра Калмана и «вело-
сипедной» модели, что обеспечивает ему высокое быстродействие. Метод реализован
в виде алгоритма, который протестирован с использованием нелинейной модели авто-
мобиля. Результаты свидетельствуют о достаточно высокой точности оценки боковой
скорости при значениях бокового ускорения до 0, 4𝑔.

В [25] с помощью моделирования в программной среде MATLAB показано, что
велосипедная модель не позволяет достичь высокой точности для криволинейных
маневров (например, движение по кругу или движение типа «змейка»). Для таких
движений больше подходит плоская четырехколесная модель, учитывающая распре-
деления масс и углов поворота управляемых колес.

Как показано во многих работах (см., например, [61, 69]) в условиях неэкстре-
мального движения, например, когда поперечная и угловая скорости корпуса аппа-
рата невелики, угол поворота передних колес мал, велосипедная модель достаточно
точно описывает его реальное поведение. Когда аппарат выполняет маневры с боль-
шими боковыми ускорениями, велосипедная модель может оказаться некорректной
из-за нелинейности сил, действующих на колесо, и необходимости учета динамики
корпуса аппарата, связанного с возрастанием амплитуд его вертикальных, креновых
и тангажных колебаний. По этой причине использование велосипедной модели огра-
ничено. Целью многих авторов является создание модели, способной представлять
поведение аппарата для широких диапазонов маневров. Ниже представлены вариан-
ты усовершенствования велосипедной модели аппарата, встречающиеся в литературе
(например, [99, 101,106,109,124,129,133,140]).

Одной из новых концепций в разработке аппаратов является использование вир-
туальных моделей, то есть программных обеспечений, которые воспроизводят их по-
ведение с высокой точностью. Это позволяет проводить испытания перед разработкой
реального прототипа, сокращая затраты и время изготовления.

В [106, 129] проведено сравнение велосипедной и четырехколесной моделей авто-
мобиля с помощью CarSim [75] — программного обеспечения для описания динами-
ки транспортных средств, широко используемого в автомобильной промышленности.
В ходе сравнения модель CarSim заменяла реальное транспортное средство. Пока-
зано, что траектории движения велосипедной модели автомобиля существенно от-
клоняются от реальных при больших углах поворота передних колес или высокой
скорости движения. Предлагается нелинейная велосипедная модель, учитывающая
продольную, поперечную и угловую (курсовую) динамику корпуса аппарата. На эта-
пе планирования часто игнорируются или существенно упрощаются выражения для
усилий, создаваемых шинами, и изменение нормальных реакций на каждом колесе
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(передача нагрузки). В [129] показано, что без учета зависимости передаваемой на
колеса нагрузки от динамики корпуса результаты, доставляемые моделью CarSim и
нелинейной велосипедной моделью, существенно различаются, в частности, из-за то-
го, что боковая сила, действующая на колесо, зависит от нормальной реакции. Для
описания эффектов динамической передачи нагрузки предложен алгоритм, который
регулирует силу, действующую на колесо велосипедной модели, на основе измеряе-
мого бокового ускорения аппарата. Результаты моделирования показывают, что тра-
ектории этой усовершенствованной велосипедной модели хорошо согласуются с мо-
делью автомобиля CarSim, например, для маневров с синусоидальными поворотами
рулевого управления. В [106] сравнение велосипедной модели с «полной» моделью
автомобиля с 14 степенями свободы показывает, что движения велосипедной модели
могут отличаться от реальных в зависимости от условий эксплуатации автомоби-
ля. Проводилось сравнение поперечных ускорений корпуса и траекторий движения
для маневров, например, с синусоидальными поворотами. Алгоритм настройки кон-
тактных сил, используемый в работе, позволяет уточнить велосипедную модель для
описания динамики автомобиля, которая может быть использована для построения
системы управления рулем.

Для описания передачи нагрузки также проводилось наложение голономных свя-
зей, обеспечивающих контакт колеса с опорной плоскостью как абсолютно твердых
тел, что позволило добавить в уравнения велосипедной модели выражения для нор-
мальных реакций вида (1.2.4). Эта идея была предложена для жесткого мотоцикла
в работах [111], [132], для автомобиля — в [14,16,18,22,24], [130]. Полученную модель
можно рассматривать как предельную для модели с подвеской, жесткость которой
стремится к бесконечности. В [130] представлены численные расчеты, показывающие
эффективность этой модели, которая демонстрирует множество интересных динами-
ческих эффектов реального автомобиля.

На базе линейной велосипедной модели, спроектированы модели различной слож-
ности, включающие часть составляющих автомобиля: двигатель, трансмиссию, диф-
ференциал [90,112,114,142]. Например, в [112] в поиске возможности построить про-
стую модель, описывающую большой диапазон движений автомобиля, исследованы
две модели аппаратов: четырехколесная модель, учитывающая продольную, попереч-
ную, угловую динамику автомобиля в горизонтальной плоскости и крен, и велосипед-
ная модель, описывающая продольную, поперечную и угловую динамику. Учитывает-
ся нелинейность сил взаимодействия шин с дорогой, описываемых с помощью новой
эмпирической экспоненциальной формулы, численно близкой к формуле Пацейки, но
более простой для численного анализа. Целью работы является функциональная ин-
теграция системы управления транспортного средства с передним и задним рулевым
управлением, полным приводом и активной подвеской. Создание системы управле-
ния проводится на основании велосипедной модели, далее ее работа уточняется с
использованием четырехколесной модели — велосипедная модель используется в ка-
честве инструмента для начального задания весов минимизируемого функционала с
дальнейшей корректировкой с четырехколесной моделью.
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В [54, 55] предлагаются программные управления и управления в виде обратных
связей, решающие задачу отслеживания программной траектории движения четы-
рехколесного робота с использованием велосипедной модели, для четырехколесной
программное управление и программные траектории получены только численно. Обе
модели предполагают, что углы скольжения и угол поворота передних управляемых
колес малы.

В [14, 16, 18, 20, 22, 24, 46, 53] рассматривается велосипедная модель для описания
движений колесных аппаратов. При помощи методов фракционного анализа и тео-
рии сингулярных возмущений, проводится аналитический и численный анализ «быст-
рых» (изменения скоростей точек контакта колес) и «медленных» (изменения про-
дольной, поперечной и угловой скоростей корпуса) движений системы.

В настоящее время все больший интерес в научном и промышленном автомобиль-
ном сообществе вызывают задачи беспилотного вождения. Планирование движения
беспилотных аппаратов проводят для выяснения безопасных и удобных траекторий,
следование которым позволяет избежать чрезмерных боковых ускорений во время
движения. После внедрения систем беспилотного вождения ожидается значительный
прогресс в области безопасности, комфорта движения и экономии топлива. Одна-
ко устранение человека-оператора ужесточает требования к работе систем управле-
ния рулем, которые должны обеспечить достижимость планируемых траекторий дви-
жения аппарата при наличии внешних возмущений. Велосипедная модель признана
достаточно эффективной для разработки таких систем и оценки состояния аппара-
тов [60,84,95,121,126,127].

При разработке систем беспилотного управления часто разделяют этапы плани-
рования и управления, хотя обе эти задачи неразрывно связаны между собой. Из-за
ограничений доступных вычислительных мощностей модель динамики аппарата ча-
сто сильно упрощается на этапе планирования, что может привести к потере точно-
сти на этапе управления. Велосипедная модель, как одна из самых простых моделей,
также часто используется и при решении задач на этих двух этапах. В [107] сравни-
ваются велосипедная модель аппарата с 3 степенями свободы, описывающими про-
дольное, поперечное и угловое (курсовое) движения аппарата, для планирования его
траекторий и его точная четырехколесная модель с 14 степенями свободы. Показа-
но, что велосипедная модель может быть использована в системах прогнозирования
траекторий Model Predictive Control (MPC). Рассматривается динамика беспилотного
колесного аппарата (AGV), соизмеримого или превышающего средний размер пасса-
жирского транспортного средства. Модель MPC сформирована на основе алгоритма
обхода препятствий для высокоскоростных крупногабаритных аппаратов AGV, вос-
принимает окружающую среду только через информацию, предоставляемую борто-
вым датчиком, учитывает запаздывание и управления и динамические ограничения
транспортного средства, а также обеспечивает плавные и непрерывные оптимальные
решения с точки зрения минимизации времени в пути. Обеспечение безопасности
движения аппарата выражается в том, чтобы избежать отрыва одного колеса. Зада-
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ча обхода препятствий формулируется как многоступенчатая задача оптимального
управления. Результаты моделирования показывают, что предложенный алгоритм
способен формировать управляющие воздействия, которые позволяют избежать пре-
пятствий, гарантируя при этом динамическую безопасность движения аппарата.

Годом позже те же авторы в [108] представили основанный на MPC и велосипед-
ной модели аппарата алгоритм обхода препятствий, оптимизирующий продольную
скорость корпуса аппарата и угол поворота передних колес одновременно, чтобы без-
опасно и максимально быстро доставить AGV к месту назначения. Одним из тре-
бований безопасности, как и в [107], служит условие положительности нормальных
реакций для всех колес. Для демонстрации эффективности алгоритма проведено два
набора численных расчетов, показывающих улучшение эксплуатационных характе-
ристик транспортного средства и возможность безопасно обходить препятствия, с
которыми не справляется рулевое управление.

В [102] обсуждается управление ускорением, тормозом и передними колесами
транспортного средства с использованием системы MPC для беспилотных аппара-
тов. Проводится сравнение кинематической модели, описываемой уравнениями

�̇� = 𝑉 cos(𝜓 + 𝛽), �̇� = 𝑉 sin(𝜓 + 𝛽)

�̇� =
𝑉

𝐵
sin 𝛽, �̇� = 𝑎, 𝛽 = tg−1 𝐵

𝐴+𝐵
tg ∆

(1.1.1)

и динамической велосипедной модели, описываемой уравнениями

�̈� = �̇��̇� + 𝑎𝑥, 𝑦 = −�̇��̇�+
2

𝑀
(𝑃𝑦1 cos ∆ + 𝑃𝑦2), 𝜓 =

2

𝐼𝑧
(𝐴𝑃𝑦1 −𝐵𝑃𝑦2)

�̇� = �̇� cos𝜓 − �̇� sin𝜓, �̇� = �̇� sin𝜓 + �̇� cos𝜓

(1.1.2)

где для последней рассматривались линейные зависимости контактных сил от уг-
ла увода, исходя из возможностей прогнозирования состояний аппарата по сравне-
нию с экспериментальными данными, доставляемыми переднеприводным автомоби-
лем, движущимся по извилистой трассе на калифорнийском испытательном полигоне.
Здесь 𝑥, 𝑦 — координаты центра масс в инерциальной системе координат (𝑋, 𝑌 ); 𝜓
— угол курса; 𝛽 — угол текущей скорости центра масс относительно продольной оси
автомобиля; ∆ — угол поворота передних колес; 𝑉 — скорость автомобиля; 𝑎 — уско-
рение центра масс; 𝑀 — масса автомобиля; 𝐼𝑧 — его момент инерции относительно
вертикальной оси; 𝐴 и 𝐵 — продольные расстояния от центра масс автомобиля до
передней и задней осей соответственно; 𝑃𝑦1, 𝑃𝑦2 — поперечные составляющие контакт-
ных сил взаимодействия колес с опорной плоскостью в системе координат, связанных
с колесами. Модели дискретизируются с помощью метода Эйлера и с шагами времени
100 мс или 200 мс. Показано, что кинематическая модель, дискретизированная при
200 мс имеет меньшие ошибки прогноза по сравнению с 100 мс и способна работать
аналогично динамической модели, дискретизированной при 100 мс. Результаты этого
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сравнения показывают хорошую работу автономного автомобильного контроллера,
включающего систему прогнозирования MPC на базе кинематической велосипедной
модели.

Во многих работах (см., например, [59,74]) авторы полагаются на кинематическую
велосипедную модель аппарата. Например, в [70] рассматривается активное рулевое
управление при маневрах с двойной сменой полосы на скользких поверхностях, таких
как заснеженные дороги. Результаты моделирования показали, что сложные маневры
рулевого управления нетрудно получить с помощью обратной связи MPC, что поз-
воляет стабилизировать транспортное средство со скоростью до 17 км/ч. Результаты
хорошо коррелируют с результатами внутренних исследований Ford. Для реализа-
ции таких сложных движений часто используется модель MPC, которая включает
модель аппарата, позволяющую одновременно планировать траектории и вычислять
соответствующее допустимое управление.

Другие авторы рассматривают динамические велосипедные модели [82,87,97,107,
125]. В [64] рассматривается выполнение ряда агрессивных маневров аппаратов, на-
пример, при движении на высокой скорости или в условиях низкого сцепления колес
с опорной плоскостью. Для обеспечения их безопасности большое значение имеет
планирование близких к пределу управляемости траектории движения, которое вви-
ду сложности динамики транспортного средства не позволяет использовать совре-
менные методы, такие как MPC. Рассматривается модель автомобиля с 9 степенями
свободы, которая помимо продольных, поперечных и угловых (курсовых) движений
корпуса учитывает также изменение углов крена и тангажа, динамику колес и про-
скальзывания шин в продольном и поперечном направлениях (но не учитывает ди-
намику двигателя). Управлениями служат моменты, приложенные к колесам со сто-
роны двигателя и тормозных колодок и угол поворота передних колес. Результаты
моделирования показывают, что такая модель позволяет судить о ходе маневров с
достаточной точностью (без увеличения времени вычислений) и может найти приме-
нение для планирования чрезвычайных ситуаций, требующих выполнения агрессив-
ных маневров, или для планирования траектории на высокой скорости, например в
гоночных приложениях.

Классификация кинематических и динамических моделей колесных мобильных
роботов представлена в [72].

В [128] проводится сравнение велосипедной модели без скольжения и проскаль-
зывания колес с более полной моделью с 9 степенями свободы, учитывающей изме-
нение продольной, поперечной и угловых рыскающих, тангажных и креновых ско-
ростей корпуса, а также угловых скоростей собственного вращения четырех колес;
вторая учитывает продольные и поперечные проскальзывания колес и передачу на-
грузки между колесами. Показано, что в случае, когда боковое ускорение транспорт-
ного средства не превышает 0, 5𝜅𝑔 (𝜅 — коэффициент трения при взаимодействии
колес с опорной плоскостью), велосипедная модель позволяет с приемлемой точно-
стью описать его движения. Проводилось несколько имитационных экспериментов с
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различными постоянными углами поворота передних колес, начальной продольной
скоростью корпуса 10 м/с и последовательными командами крутящего момента, при-
ложенного к передним колесам. Таким образом, имитационная модель транспортного
средства имеет заниженную проходимость по сравнению с кинематической моделью
при высокой скорости движения из-за наличия скольжения. Таким образом, велоси-
педная модель является достаточной для моделирования движения низкоскоростных
транспортных средств, но недостаточно точна для транспортных средств, движущих-
ся с высокой скоростью.

Для повышения точности велосипедной модели было разработано еще несколько
подходов. В [120] рассмотрена боковая динамика транспортного средства с помощью
велосипедной модели, которая учитывает нелинейность сил взаимодействия шин с
дорогой, описываемых с помощью формулы Пацейки. Путем исследования траекто-
рий плоскости, определяющей зависимость скорости угла бокового увода передних
колес от угла бокового увода. Проводится количественная оценка области устойчиво-
сти при различных скоростях движения, углах поворота рулевого переднего колеса
и коэффициента трения колес с дорогой. Результаты полученные для нулевого угла
поворота рулевого колеса и максимального значения коэффициента трения колес с
дорогой, равного 1, показывают, что область устойчивости симметрична относительно
начала координат. При установке угла поворота рулевого колеса на 0,02 рад координа-
ты положения равновесия становятся положительными, что приводит к уменьшению
запаса устойчивости. Описаны конструкция и результаты испытаний рулевого управ-
ления и управления торможением для создания момента по углу курса, позволяю-
щему стабилизировать транспортное средство. Имитационные испытания показали,
что при наличии управления транспортное средство способно выполнять, например,
круговые маневры.

В [138] проводится построение автоматизированного рулевого управления с ис-
пользованием аналитических подходов, требующих упрощения рассматриваемых ме-
ханических моделей. Эти (неголономные) модели построены в предположении отсут-
ствия проскальзвания колес в продольном направлении [82,123]. Большинство иссле-
дований в области автомобильного рулевого управления проводится с использованием
линейных уравнений, описывающих движение в малых отклонениях от стационарно-
го режима. Однако такие модели не всегда позволяют построить общую картину
динамики аппарата. Влияние нелинейностей боковой силы на динамику колес было
изучено в [122]. В [138] исследована нелинейная динамика автомобиля с использо-
ванием аналитического и численного бифуркационного анализа при применении PD
регулятора, предназначенного для стабилизации прямолинейного движения вперед
и назад автомобилей и комбайнов. Автомобиль описывается велосипедной моделью
с малыми массами колес. Анализ устойчивости положения равновесия показал, что
автомобиль может потерять устойчивость переходя как к колебательным, так и к не
колебательным движениям, соответствующим бифуркациям Хопфа и «вилы» соот-
ветственно [23]. Обсуждается простой случай продуктовой тележки (задние колеса
не поворачиваются вокруг вертикальной оси, передние колеса поворотные), чтобы

21



охарактеризовать поведение аппарата, когда управление не применяется: доказано,
что без демпфирования переднего рояльного колеса прямое прямолинейное движение
глобально устойчиво, в то время как обратное прямолинейное движение неустойчиво.
Добавление демпфирования может стабилизировать обратное движение при низкой
скорости. Однако, эта стабилизация локальна, и большие возмущения выводят систе-
му из равновесия. Показано, что динамика автомобилей качественно аналогична ди-
намике демпфированных продуктовых тележек. При движении вперед устойчивость
может быть обеспечена и для больших возмущений, но обратное движение устойчиво
только для скоростей, не превышающих 2 м/с и малых возмущений.

Целью [61, 62] является повышение устойчивости транспортного средства. Про-
водится упрощенное моделирование движения автомобиля с использованием вело-
сипедной модели и имитационное моделирование с помощью программного обеспе-
чения Matlab/Simulink для оценки управляемости и устойчивости угловой скорости
корпуса для различных методов управления. В [61] анализ производительности и
динамического поведения модели проводится с использованием ПИД-регулятора и
метода линейного квадратичного управления (LQR). Получено сравнение характери-
стик устойчивости угловой скорости корпуса транспортного средства с использова-
нием этих методов управления: для линейной велосипедной модели угловая скорость
корпуса близка к желаемым значениям при обоих вариантах управления; что каса-
ется траекторий движения автомобиля, то ПИД-регулятор более эффективен, чем
LQR-контроллер. В [62] в качестве моделей управления представлены традиционный
ПИД-регулятор и нечеткий ПИД-регулятор. Результаты анализа показывают, что уг-
ловая скорость корпуса более близка к желаемым значениям при модели управления
с нечетким ПИД-регулятором по сравнению с традиционным.

В [94] для исследования боковой динамики аппарата используется линейная вело-
сипедная модель с постоянной продольной скоростью корпуса. Учитывая все допуще-
ния, она может быть использована преимущественно для описания маневров, когда
боковое ускорение транспортного средства не превышает 5 м/с2. В этом диапазоне
значения угла увода передних и задних колес имеют порядок 3∘, то есть деформа-
цию шины можно рассматривать как линейную. Проведены дорожные испытания, в
ходе которых измерялись угол поворота передних колес, угловая скорость корпуса
аппарата, его боковое ускорение и угол увода колес. Использовался малогабаритный
автомобиль MPV-класса (многоцелевой автомобиль), движущийся со скоростью 80

км/ч, для углов поворота рулевого колеса, не превышающих 50∘, и бокового ускоре-
ния корпуса не более 5 м/с2. Точность математической модели определялась путем
сравнения результатов дорожных испытаний с результатами численного моделирова-
ния. Показано, что относительная точность модели, как для установившегося режи-
ма угловой скорости корпуса, так и времени ее изменения составляет примерно 20%.
Угловая скорость корпуса для рассматриваемых движений близка к результатам мо-
делирования, что говорит о приемлемости используемой модели.

Проблема использования моделей аппаратов, включающих динамику колес, за-
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ключается в том, что их вращение обычно происходит гораздо скорее поперечных и
угловых движений корпуса аппарата (на характерных временах порядка 10−2 − 10−3

с и 10−1 с соответственно [65])). В результате модели, учитывающие динамику колес,
требуют интегрирования с малым шагом по времени, что значительно усложняет
или делает невозможными вычисления в реальном времени. В [64] рассматривает-
ся подход, когда вместо непосредственного использования динамических уравнений
автомобиля в реальном времени, в автономном режиме вычисляется набор продоль-
ных, поперечных и угловых скоростей корпуса для различных начальных условий.
Затем проводится аппроксимация области, определяемым этим набором, которая поз-
воляет описать динамику аппарата с использованием интегральной модели, пригод-
ной для реализации в качестве планировщика MPC на интервалах времени большей
протяженности. Другие авторы изучали аналогичные аппроксимации для множества
достижимых ускорений автомобиля. Соответствующие им значения продольных и
поперечных составляющих контактных сил должны оказаться внутри конуса трения
при движении колес без скольжения относительно дороги и вне его в противном слу-
чае [78, 79, 91]. В настоящей работе проблема интегрирования системы дифференци-
альных уравнений с сильным разнесением постоянных времени изменения перемен-
ных решается с применением методов фракционного анализа и теории сингулярных
возмущений (разделения движений) [14, 46], которые дают возможность построить
приближенные модели невысокого порядка, позволяющие исследовать эти перемен-
ные порознь. Такой подход решает проблему интегрирования исходной, жесткой, си-
стемы в реальном времени и дает возможность развивать аналитические подходы к
исследованию движения колесных аппаратов и построению законов управления, в
том числе обеспечивающих безопасность их движения.

Анализ перечисленных в этом разделе работ и анализ литературы, проведенный
в [14,49,53] показывает, что велосипедная модель может быть использована для описа-
ния динамики колесных аппаратов, обладающей следующей совокупностью свойств:

• малые углы наклоны корпуса;

• малые различия между характеристиками сцепления левых и правых колес од-
ной оси с опорной плоскостью;

• малые углы поворота передних колес;

• малые углы увода колес;

• небольшие поперечная и угловая скорости корпуса по сравнению с его продоль-
ной скоростью и угловой скоростью вращения колес соответственно.

Указанные предположения используются при решении задач, рассматриваемых в
главе 1 настоящей работы.
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1.2 Постановка задачи и математическая модель

Рассмотрим [15–18, 44] движение двухосного четырехколесного аппа-
рата по горизонтальной однородной плоскости. В результате блокировки
или пробуксовки колеса одной из осей аппарата теряют сцепление с опор-
ной плоскостью (начинают скользить), что может привести к его заносу.

Рис. 1.3. Велосипедная модель четырехко-
лесного аппарата

Будем изучать начальную стадию дина-
мики аппарата после завершения про-
цессов блокировки или пробуксовки ко-
лес [22], когда поперечная и угловая ско-
рости его корпуса невелики. В этом слу-
чае силы взаимодействия колес одной
оси аппарата с опорной плоскостью раз-
личаются мало, и для описания заноса
аппарата может быть использована [14,
22, 24, 53] (см. также раздел 1.1) велоси-
педная модель (рис. 1.3), в рамках ко-
торой два передних колеса заменяют од-
ним эквивалентным передним колесом,
два задних – одним задним и пренебре-
гают наклонами его корпуса. Управляе-
мым является переднее колесо, ось зад-
него колеса фиксирована. Будем считать, что колесо аппарата, не потерявшее сцеп-
ление с опорной плоскостью, не проскальзывает относительно нее (при этом на обоб-
щенные координаты и скорости системы накладываются неголономные связи); коле-
со, потерявшее сцепление с опорной плоскостью взаимодействует с ней посредством
сухого трения. Составим уравнения движения исследуемой модели.

Свяжем [12–14, 53] с опорной плоскостью неподвижную систему координат
𝑂𝑥0𝑦0𝑧0, с корпусом аппарата, его первым — передним и вторым — задним коле-
сами — системы координат 𝐶𝑥𝑦𝑧, 𝐴1𝑥1𝑦1𝑧1 и 𝐴2𝑥2𝑦2𝑧2 соответственно. Оси 𝑂𝑧0, 𝐶𝑧,
𝐴1𝑧1 и 𝐴2𝑧2 направлены по вертикали; оси 𝐶𝑥, 𝐴1𝑥1 и 𝐴2𝑥2 — вдоль продольных осей
симметрии корпуса и колес соответственно. Положение аппарата определяется декар-
товыми координатами 𝑋, 𝑌 точки 𝐶 в системе координат 𝑂𝑥0𝑦0𝑧0, углом Ψ поворота
его корпуса вокруг оси 𝐶𝑧 (углом курса), углами Θ1 и Θ2 поворота переднего и зад-
него колес вокруг осей 𝐴1𝑦1 и 𝐴2𝑦2 их вращения и углом ∆ поворота переднего колеса
относительно корпуса вокруг оси 𝐴1𝑧1. Рассматривая случай, когда отношение масс
колеса, механизма рулевого управления и двигателя к массе аппарата мало, будем
далее предполагать, что центр масс аппарата совпадает с точкой 𝐶.

Составим уравнения движения велосипедной модели аппарата из уравнений дви-
жения точки 𝐶 в проекциях на оси трехгранника 𝐶𝑥𝑦𝑧, уравнений изменения его ки-
нетического момента относительно точки 𝐶 в проекциях на оси 𝐶𝑦 и 𝐶𝑧, а также урав-
нений изменения кинетического момента переднего колеса относительно осей 𝐴1𝑦1,
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𝐴1𝑧1, заднего колеса относительно оси 𝐴2𝑦2 и кинематических соотношений [12–14,53]

𝑀�̇�𝑥 = 𝑃𝑥1 cos ∆ − 𝑃𝑦1 sin ∆ + 𝑃𝑥2 +𝑀𝑉𝑦Ω𝑧 + 𝐹𝑥

𝑀�̇�𝑦 = 𝑃𝑥1 sin ∆ + 𝑃𝑦1 cos ∆ + 𝑃𝑦2 −𝑀𝑉𝑥Ω𝑧 + 𝐹𝑦

𝑁1 +𝑁2 −𝑀𝑔 = 0

−𝐴𝑁1 +𝐵𝑁2 − (𝑃𝑥1 cos ∆ − 𝑃𝑦1 sin ∆ + 𝑃𝑥2)𝐻 = 0

𝐼𝑧Ω̇𝑧 = (𝑃𝑥1 sin ∆ + 𝑃𝑦1 cos ∆)𝐴− 𝑃𝑦2𝐵 +𝑀𝑧 +𝑀𝑆1 +𝑀𝑆2

𝐼1Ω̇1 = −𝑃𝑥1𝑅 + 𝐿1, 𝐼2Ω̇2 = −𝑃𝑥2𝑅 + 𝐿2

𝐼𝑧1(Ω̇Δ + Ω̇𝑧) = 𝑀Δ +𝑀𝑆1

�̇� = 𝑉𝑥 cos Ψ − 𝑉𝑦 sin Ψ, �̇� = 𝑉𝑥 sin Ψ + 𝑉𝑦 cos Ψ

Ψ̇ = Ω𝑧, Θ̇1 = Ω1, Θ̇2 = Ω2, ∆̇ = ΩΔ

(1.2.1)

Точкой обозначено дифференцирование по времени 𝑇 ; 𝑀 — масса аппарата; 𝐼𝑧 —
его момент инерции относительно оси 𝐶𝑧; 𝐼𝑖 = 𝑚𝜌2𝑖 (𝑖 = 1, 2), 𝐼𝑧1 = 𝑚𝜌2𝑧1 — осевые
моменты инерции колес и момент инерции переднего колеса относительно оси 𝐴1𝑧1;
𝑚, 𝜌𝑖, 𝜌𝑧1 — масса колеса и соответствующие радиусы инерции; 𝑅 — радиус колес; 𝐴
и 𝐵 — продольные расстояния от точки 𝐶 до осей 𝐴1𝑦1 и 𝐴2𝑦2; 𝐻 — высота точки
𝐶 над опорной плоскостью 𝑂𝑥0𝑦0; 𝑃𝑥𝑖, 𝑃𝑦𝑖 и 𝑁𝑖 (𝑖 = 1, 2) — проекции касательной
и нормальной составляющих контактных сил взаимодействия 𝑖-го колеса с опорной
плоскостью на оси 𝐴𝑖𝑥𝑖, 𝐴𝑖𝑦𝑖 и 𝐴𝑖𝑧𝑖 трехгранника 𝐴𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖; 𝐿𝑖 — момент со стороны
двигателя и тормозных колодок, приложенный к 𝑖-му колесу по направлению оси
𝐴𝑖𝑦𝑖; 𝑀Δ — момент рулевого привода, приложенный к переднему колесу по направ-
лению оси 𝐴1𝑧1; 𝑀𝑆𝑖 — проекция момента трения верчения в области контакта 𝑖-го
колеса с опорной плоскостью на ось 𝐴𝑖𝑧𝑖; 𝐹𝑥, 𝐹𝑦, 𝑀𝑧 — проекции внешних возмущаю-
щих сил и моментов (для простоты считается, что равнодействующая 𝐹𝑥 продольных
сил приложена в точке 𝐶); 𝑔 — ускорение свободного падения2. При выбранном на-
правлении движения далее будем полагать 𝑉𝑥(0) > 0. Как и в работах [14, 22, 24], в
силу условий

𝑚≪𝑀, 𝐼𝑖, 𝐼𝑧1 ≪ 𝐼𝑧 (1.2.2)

при записи уравнений изменения кинетического момента аппарата не учитывают-
ся проекции кинетических моментов его колес. (Второе неравенство (1.2.2) вытека-
ет из первого в силу конечности радиусов инерции составляющих рассматриваемой
системы.)

2В настоящей работе используются те же обозначения, что и в [12–14,53].
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Используя велосипедную модель, ограничимся случаем малых поперечной и угло-
вой скоростей корпуса аппарата, а также углов поворота его передних колес относи-
тельно корпуса (вокруг вертикальных осей) (см. раздел 1.1) и будем рассматривать
следующие диапазоны изменения этих переменных

|𝑉𝑦| ∼ |Ω𝑧|(𝐴+𝐵) . 𝑉𝑥|∆|, |∆| ≪ 1 (1.2.3)

Вывод уравнений (1.2.1) и обсуждение погрешности сделанных предположений,
включая возможность пренебрежения гироскопическим моментом вала двигателя,
можно провести при помощи (1.2.2) и (1.2.3) по аналогии с [53].

Из третьего и четвертого уравнений системы (1.2.1) следуют выражения, связы-
вающие нормальные реакции с касательными составляющими контактных сил

𝑁1 =
𝑀𝑔𝐵 − (𝑃𝑥1 cos ∆ − 𝑃𝑦1 sin ∆ + 𝑃𝑥2)𝐻

𝐴+𝐵
, 𝑁2 = 𝑀𝑔 −𝑁1 (1.2.4)

Будем рассматривать значения

𝑁1, 𝑁2 > 0 (1.2.5)

отвечающие движению аппарата без отрыва колес от опорной плоскости.

Для описания скольжения колес аппарата по опорной плоскости в работе рас-
сматриваются две модели сухого трения: традиционная модель кулонова трения и
модель поликомпонентного сухого трения В.Ф. Журавлёва [3,30,34]. При небольших
угловых скоростях Ω𝑧, ΩΔ вращения корпуса аппарата и его переднего колеса вокруг
вертикальной оси первая модель применима в случае пренебрежимо малых областей
контакта его колес с опорной плоскостью, вторая позволяет учесть ее размеры.

Для модели трения Кулона [5, 10, 26] выражения для касательных составляющих
контактных сил, действующих на 𝑖-е колесо аппарата, имеют вид [14,22,53]

𝑃𝑥𝑖 = −𝜅𝑥𝑖𝑁𝑖
𝑈𝑥𝑖√︁

𝑈2
𝑥𝑖 + 𝑈2

𝑦𝑖

, 𝑃𝑦𝑖 = −𝜅𝑦𝑖𝑁𝑖
𝑈𝑦𝑖√︁

𝑈2
𝑥𝑖 + 𝑈2

𝑦𝑖

(1.2.6)

𝑈𝑥1 = 𝑉𝑥 cos ∆ + (𝑉𝑦 + Ω𝑧𝐴) sin ∆ − Ω1𝑅

𝑈𝑦1 = −𝑉𝑥 sin ∆ + (𝑉𝑦 + Ω𝑧𝐴) cos ∆

𝑈𝑥2 = 𝑉𝑥 − Ω2𝑅, 𝑈𝑦2 = 𝑉𝑦 − Ω𝑧𝐵

(1.2.7)

где 𝜅𝑥𝑖 и 𝜅𝑦𝑖 — коэффициенты кулонова трения скольжения в продольном и попе-
речном направлениях к плоскости симметрии 𝑖-го колеса; 𝑁𝑖 определены в (1.2.4)
и (1.2.5); 𝑈𝑥𝑖 и 𝑈𝑦𝑖 — проекции скорости точки контакта 𝑖-го колеса с опорной плос-
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костью 𝑂𝑥0𝑦0 на оси 𝐴𝑖𝑥𝑖 и 𝐴𝑖𝑦𝑖 соответственно. Входящие в систему (1.2.1) моменты
верчения 𝑀𝑆𝑖 полагаются равными нулю.

Далее будем считать коэффициенты трения одинаковыми:

𝜅𝑥𝑖 = 𝜅𝑦𝑖 = 𝜅 (𝑖 = 1, 2) (1.2.8)

Для модели поликомпонентного сухого трения В.Ф. Журавлёва касательные со-
ставляющие контактных сил и моменты верчения вычисляются по формулам, по-
строенным в [3] для области контакта, которая представляет собой круг радиуса

𝑟 ≪ 𝑅 (1.2.9)

𝑃𝑥𝑖 = −𝜅𝑁𝑖
𝑈𝑥𝑖√︁

𝑈2
𝑥𝑖 + 𝑈2

𝑦𝑖 + 𝛽|Ω𝑧|𝑟
, 𝑃𝑦𝑖 = −𝜅𝑁𝑖

𝑈𝑦𝑖√︁
𝑈2
𝑥𝑖 + 𝑈2

𝑦𝑖 + 𝛽|Ω𝑧|𝑟

𝑀𝑆𝑖 = −𝛾𝜅𝑁𝑖
Ω𝑧𝑟

2

𝛼
√︁
𝑈2
𝑥𝑖 + 𝑈2

𝑦𝑖 + |Ω𝑧|𝑟
(1.2.10)

𝛼 = 2

1∫︁
0

𝜌2𝜎(𝜌)𝑑𝜌/

1∫︁
0

𝜌3𝜎(𝜌)𝑑𝜌, 𝛽 = 2

1∫︁
0

𝜌𝜎(𝜌)𝑑𝜌/

1∫︁
0

𝜎(𝜌)𝑑𝜌, 𝛾 = 2𝜋𝑟3
1∫︁

0

𝜌2𝜎(𝜌)𝑑𝜌

𝜌 = 𝜒/𝑟; 𝜒 — расстояние от точки области контакта до центра области контакта;
𝜎(𝜌) — распределение нормальных давлений по области контакта. Выражения для
𝑈𝑥𝑖 и 𝑈𝑦𝑖 были введены при записи формул (1.2.7). Для равномерного распределения
нормальных давлений по области контакта

𝜎(𝜌) =
𝑁𝑖

𝜋𝑟2
, 𝛼 =

8

3
, 𝛽 = 1, 𝛾 =

2

3
(1.2.11)

Для распределения нормальных давлений по закону Герца [98], используемого в [3,28]
при анализе динамики колеса,

𝜎(𝜌) =
3𝑁𝑖

2𝜋𝑟2

√︀
1 − 𝜌2, 𝛼 =

15𝜋

16
, 𝛽 =

8

3𝜋
, 𝛾 =

𝜋

16
(1.2.12)

Для параболического распределения нормальных давлений

𝜎(𝜌) =
2𝑁𝑖

𝜋𝑟2
(1 − 𝜌2), 𝛼 =

16

5
, 𝛽 =

3

4
, 𝛾 =

8

15
(1.2.13)

Сравнение формул (1.2.11)–(1.2.13) показывает, что для трех часто рассматриваемых
случаев распределения нормальных давлений входящие в (1.2.10) постоянные 𝛼, 𝛽, 𝛾
имеют одинаковые порядки величин. Выражения (1.2.6) получаются из (1.2.10) при
𝛼, 𝛽, 𝛾 = 0.

Блокировка 𝑖-го колеса происходит при подаче тормозного момента 𝐿𝑖 < 0 , по
величине превосходящего максимальное значение момента продольной составляю-
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щей контактной силы, которое будем считать равным моменту силы кулонова трения
скольжения: |𝐿𝑖| > 𝜅𝑁𝑖𝑅. При этом получим Ω𝑖 → 0. Выражения для продольных и
поперечных составляющих 𝑃𝑥𝑖, 𝑃𝑦𝑖 контактных сил, действующих на заблокирован-
ное колесо, будем вычислять из выражений (1.2.6), (1.2.7) при Ω𝑖 = 0. Продольная
составляющая скорости точки контакта заблокированного колеса с опорной плоско-
стью положительна:

𝑈𝑥𝑖 > 0 (1.2.14)

соответственно, 𝑃𝑥𝑖 < 0.

Пробуксовка 𝑖-го колеса происходит в результате подачи разгонного момента
𝐿𝑖 > 0 , превосходящего максимальное значение момента продольной составляющей
контактной силы: 𝐿𝑖 > 𝜅𝑁𝑖𝑅. Это приводит к разгону колеса с проскальзыванием, до
угловой скорости пробуксовки Ω0

𝑖 =const, определяемой характеристиками двигате-
ля аппарата. Выражения для продольных и поперечных составляющих контактных
сил, действующих на пробуксовывающее колесо, получаются из (1.2.6), (1.2.7) при
Ω𝑖 = Ω0

𝑖 . Продольная составляющая скорости точки контакта пробуксовывающего
колеса с опорной плоскостью отрицательна:

𝑈𝑥𝑖 < 0 (1.2.15)

при этом продольная составляющая контактной силы на этом колесе направлена впе-
ред по ходу движения аппарата: 𝑃𝑥𝑖 > 0.

Уравнение 𝐼𝑖Ω̇𝑖 = −𝑃𝑥𝑖𝑅 + 𝐿𝑖 системы (1.2.1) после завершения быстрых процес-
сов блокировки (пробуксовки) следует исключить из рассмотрения, так как значение
угловой скорости 𝑖-го колеса становится постоянным: Ω𝑖 = 0 или Ω𝑖 = Ω0

𝑖 при блоки-
ровке или пробуксовке соответственно.

Процессы блокировки или пробуксовки, в ходе которых изменяются продольные
составляющие 𝑈𝑥𝑖 скоростей точек контакта колес с опорной плоскостью, происходит
существенно быстрее процесса изменения переменных 𝑉𝑦, Ω𝑧 и 𝑈𝑦𝑖, определяющих
поперечную и угловую динамику корпуса аппарата, а также изменение поперечных
составляющих точек контакта колес с опорной плоскостью. Это нетрудно показать
при помощи подходов из раздела 2.3 или [14,53].

Как указывалось во Введении, движение, для которого колеса не заблокирован-
ной или не пробуксовывающей оси сохраняют сцепление с опорной плоскостью, рас-
сматривается в рамках модели непроскальзывания, а контакт заблокированных или
пробуксовывающих колес — в рамках модели (1.2.6), (1.2.7) трения Кулона. Случай,
когда все колеса аппарата теряют сцепление с опорной плоскостью, рассматривается
как при помощи модели (1.2.6), (1.2.7), так и в рамках модели (1.2.9)–(1.2.13) поли-
компонентного сухого трения В.Ф. Журавлёва.

Выражения для касательных составляющих контактной силы на непроскальзы-
вающем колесе и соответствующие уравнения движения модели получаются при по-
мощи метода составления уравнений Лагранжа с множителями [5, 7, 10,26].
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Рассмотрим механическую систему с голономными, стационарными, идеальны-
ми связями, положение которой описывается вектором обобщенных координат q =

(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)𝑇 (𝑇 — знак транспонирования). Динамические свойства системы задают-

ся ее кинетической энергией T =
1

2
q̇𝑇A(q)q̇ (A(q) — симметрическая, положительно

определенная матрица инерционных коэффициентов) и вектором обобщенных сил
Q = (𝑄1, . . . , 𝑄𝑛)𝑇 , включающим потенциальные силы.

Наложим на систему 𝑚 дополнительных неголономных связей

f = C(q)q̇ = 0, f = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑚)𝑇 , C = || 𝑐𝑘𝑖(q) ||

𝑚 ≤ 𝑛 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛; 𝑘 = 1, . . . ,𝑚)

(1.2.16)

Уравнения движения системы со связями (1.2.16), получившие название уравне-
ний Лагранжа с множителями, имеют вид [5,10,26]

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕T

𝜕q̇

)︂𝑇

−
(︂
𝜕T

𝜕q

)︂𝑇

= Q + C𝑇𝜆 (1.2.17)

Система (1.2.17), которая решается совместно с уравнением связей (1.2.16), образо-
вана 2𝑛 + 𝑚 уравнениями для отыскания 2𝑛 неизвестных обобщенных координат и
скоростей q и q̇, а также 𝑚 неопределенных множителей 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑚)𝑇 .

В задаче, которая рассматривается в настоящей работе, вектор динамических пе-
ременных имеет вид �̇� = (𝑉𝑥, 𝑉𝑦,Ω𝑧,Ω1,ΩΔ,Ω2)

𝑇 . Связи (1.2.16), которые в соответ-
ствии с (1.2.7) имеют вид

𝑓1 = 𝑈𝑥𝑖 = 0, 𝑓2 = 𝑈𝑦𝑖 = 0 (1.2.18)

запрещают проскальзывание 𝑖-го колеса, не потерявшего сцепление с опорной плоско-
стью. Соответствующие (1.2.17) уравнения могут быть приведены [14] к виду (1.2.1),
где неизвестные функции времени 𝜆1, 𝜆2 — реакции связей — представляют со-
бой выражения для касательных составляющих контактной силы [14], действующей
на непроскальзывающее колесо: 𝜆1 = 𝑃𝑥𝑖, 𝜆2 = 𝑃𝑦𝑖. Область применимости моде-
ли (1.2.17), (1.2.18) определяется неравенством(︂

𝑃𝑥𝑖

𝜅𝑥𝑖𝑁𝑖

)︂2

+

(︂
𝑃𝑦𝑖

𝜅𝑦𝑖𝑁𝑖

)︂2

< 1 (1.2.19)

при выполнении которого вектор контактной силы на непроскальзывающем 𝑖-м ко-
лесе находится внутри конуса трения, построенного в его точке контакта с опорной
плоскостью.

Возможность использования уравнений Лагранжа с множителями в рассматри-
ваемой задаче может быть обоснована [14, 24, 53] путем проведения предельного пе-
рехода в свободной от связей (1.2.18) системе, где за счет предположения о малой
деформируемости 𝑖-го колеса при взаимодействии с опорной плоскостью допускают-
ся его малые смещения (см. (2.2.7), (2.2.11), (2.2.13) и рис. 2.3 а), к бесконечным
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значениям жесткости колеса. Такое обоснование справедливо [3] при небольших уг-
ловых скоростях верчения колес в областях контакта с опорной плоскостью в пре-
небрежении неравномерностью распределения касательных напряжений в области
взаимодействия.

1.3 Движение аппарата при заносе одной из осей

1.3.1 Занос передней оси аппарата с заблокированными перед-
ними колесами

1.3.1.1 Математическая модель

В случае движения аппарата с заблокированным передним колесом (его контакт
с опорной плоскостью описывается моделью кулонова трения) и задним колесом, не
потерявшем сцепление с опорной плоскостью, связи, запрещающие проскальзывание

этого колеса, имеют вид f =
(︁
𝑓1, 𝑓2

)︁𝑇

= 0, где, в соответствии с (1.2.18) и двумя
последними выражениями (1.2.7),

𝑓1 = 𝑈𝑥2 = 𝑉𝑥 − Ω2𝑅 = 0, 𝑓2 = 𝑈𝑦2 = 𝑉𝑦 − Ω𝑧𝐵 = 0 (1.3.1)

Вычислим матрицу

(︂
𝜕f
𝜕�̇�

)︂𝑇

=

⎛⎜⎜⎝
𝜕𝑓1
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑓1
𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑓1
𝜕Ω𝑧

𝜕𝑓1
𝜕Ω1

𝜕𝑓1
𝜕ΩΔ

𝜕𝑓1
𝜕Ω2

𝜕𝑓2
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑓2
𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑓2
𝜕Ω𝑧

𝜕𝑓2
𝜕Ω1

𝜕𝑓2
𝜕ΩΔ

𝜕𝑓2
𝜕Ω2

⎞⎟⎟⎠
𝑇

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0

0 1

0 −𝐵
0 0

0 0

−𝑅 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(1.3.2)

При наличии двух связей (1.3.1) вектор 𝜆 неопределенных множителей Лагранжа

(реакций связей) содержит две компоненты 𝜆 =
(︁
𝜆1, 𝜆2

)︁𝑇

.

Из (1.3.2) следует соотношение

(︂
𝜕f
𝜕�̇�

)︂𝑇

𝜆 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1
𝜆2

−𝐵𝜆2
0

0

−𝑅𝜆1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(1.3.3)

В соответствии с (1.2.1), (1.2.17), (1.3.3), уравнения Лагранжа с множителями,
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определяющие динамику аппарата в рассматриваемом случае, записываются в форме

𝑀�̇�𝑥 = 𝑃𝑥1 cos ∆ − 𝑃𝑦1 sin ∆ +𝑀𝑉𝑦Ω𝑧 + 𝐹𝑥 + 𝜆1

𝑀�̇�𝑦 = 𝑃𝑥1 sin ∆ + 𝑃𝑦1 cos ∆ −𝑀𝑉𝑥Ω𝑧 + 𝐹𝑦 + 𝜆2

𝐼𝑧Ω̇𝑧 + 𝐼𝑧1Ω̇Δ = (𝑃𝑥1 sin ∆ + 𝑃𝑦1 cos ∆)𝐴+𝑀𝑧 − 𝜆2𝐵

𝐼𝑧1(Ω̇Δ + Ω̇𝑧) = 𝑀Δ

𝐼2Ω̇2 = 𝐿2 − 𝜆1𝑅

(1.3.4)

Система уравнений (1.3.4) решается совместно с уравнениями связей (1.3.1).

Будем рассматривать 𝑉𝑥, Ω𝑧, ∆ в качестве независимых переменных и исключим
из системы (1.3.1), (1.3.4) зависимые переменные — поперечную составляющую 𝑉𝑦

скорости центра масс аппарата и угловую скорость Ω2 вращения заднего колеса, а
также реакции связей 𝜆1 и 𝜆2, равные, соответственно, продольной и поперечной
составляющим 𝑃𝑥2 и 𝑃𝑦2 контактной силы на непроскальзывающем заднем колесе.
Для этого продифференцируем уравнения связей (1.3.1) по времени

�̇�𝑥 = Ω̇2𝑅, �̇�𝑦 = Ω̇𝑧𝐵 (1.3.5)

Из уравнений (1.3.4), (1.3.5) получаем выражения для реакций связей

𝜆1 = 𝑃𝑥2 =
𝑀𝑅2

𝑀𝑅2 + 𝐼2

[︂
𝐿2

𝑅
− 𝐼2
𝑀𝑅2

(𝑃𝑥1 cos ∆ − 𝑃𝑦1 sin ∆ +𝑀𝑉𝑦Ω𝑧 + 𝐹𝑥)

]︂

𝜆2 = 𝑃𝑦2 =
𝐼𝑧 − 𝐼𝑧1

𝐼𝑧 − 𝐼𝑧1 +𝑀𝐵2

[︂
(𝑃𝑥1 sin ∆ + 𝑃𝑦1 cos ∆)

(︂
𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧 + 𝐼𝑧1

𝐼𝑧 − 𝐼𝑧1

)︂
+

+
𝑀𝐵

𝐼𝑧 − 𝐼𝑧1
(𝑀𝑧 −𝑀Δ) +𝑀𝑉𝑥Ω𝑧 − 𝐹𝑦

]︂
(1.3.6)

Учитывая неравенство (1.2.2), пренебрежем малыми слагаемыми 𝑂(𝜇), 𝜇 = 𝑚/𝑀 , в
частности 𝑀Δ [22, 24,53], тогда выражения (1.3.6) примут вид

𝜆1 = 𝑃𝑥2 =
𝐿2

𝑅
(1.3.7)

𝜆2 = 𝑃𝑦2 =
𝐼𝑧

𝐼𝑧 +𝑀𝐵2

[︂
(𝑃𝑥1 sin ∆ + 𝑃𝑦1 cos ∆)

(︂
𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧

𝐼𝑧

)︂
+
𝑀𝐵

𝐼𝑧
𝑀𝑧 +𝑀𝑉𝑥Ω𝑧 − 𝐹𝑦

]︂
Подставив (1.3.7) в (1.3.4), учитывая (1.2.2) и первое выражение (1.2.4), получим

уравнения движения велосипедной модели аппарата с заблокированным передним и
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непроскальзывающим задним колесом

𝑀�̇�𝑥 = 𝑃𝑥1 cos ∆ − 𝑃𝑦1 sin ∆ +𝑀Ω2
𝑧𝐵 + 𝐹𝑥 +

𝐿2

𝑅

(𝐼𝑧 +𝑀𝐵2)Ω̇𝑧 = (𝑃𝑥1 sin ∆ + 𝑃𝑦1 cos ∆)(𝐴+𝐵) −𝐵(𝑀𝑉𝑥Ω𝑧 − 𝐹𝑦) +𝑀𝑧

�̇� = 𝑉𝑥 cos Ψ − Ω𝑧𝐵 sin Ψ, �̇� = 𝑉𝑥 sin Ψ + Ω𝑧𝐵 cos Ψ, Ψ̇ = Ω𝑧

𝑃𝑥1 = −𝜅𝑁1
𝑈𝑥1√︁

𝑈2
𝑥1 + 𝑈2

𝑦1

, 𝑃𝑦1 = −𝜅𝑁1
𝑈𝑦1√︁

𝑈2
𝑥1 + 𝑈2

𝑦1

𝑈𝑥1 = 𝑉𝑥 cos ∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵) sin ∆

𝑈𝑦1 = −𝑉𝑥 sin ∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵) cos ∆

𝑁1 =
𝑀𝑔𝐵 − (𝑃𝑥1 cos ∆ − 𝑃𝑦1 sin ∆ + 𝐿2/𝑅)𝐻

𝐴+𝐵

(1.3.8)

Переменные 𝑉𝑦, Ω2 определяются уравнениями (1.3.1), нормальная реакция 𝑁2 —
вторым выражением (1.2.4), касательные составляющие 𝑃𝑥2, 𝑃𝑦2 контактной силы на
заднем колесе аппарата — выражениями (1.3.7). Угол ∆ поворота передних колес
далее рассматривается как управление.

В соответствии со вторым уравнением (1.3.1) уменьшение переменной |Ω𝑧| вле-
чет за собой уменьшение переменной |𝑉𝑦|. Поэтому при исследовании системы (1.3.8)
уменьшение переменной |Ω𝑧| будет трактоваться как уменьшение заноса аппарата.

1.3.1.2 Фазовая плоскость модели при постоянном угле поворота перед-
него колеса и отсутствии внешних воздействий

Проведем исследование динамических уравнений системы (1.3.8). Для упрощения
дальнейшего исследования, как и в [14,22], будем рассматривать свободное движение
аппарата

𝐿2 = 0 (1.3.9)

пренебрегать внешними возмущающими силами и моментами

𝐹𝑦 = 0, 𝐹𝑥 = 0, 𝑀𝑧 = 0 (1.3.10)

и, в рамках условий (1.2.3), пренебрегать членами второго и более высоких порядков
малости по переменным ∆, Ω𝑧.

При изучении задачи можно выделить три случая:

1) |𝑈𝑥1| ≫ |𝑈𝑦1| (проскальзывание переднего колеса в продольном направлении
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существенно больше проскальзывания в поперечном направлении — движение близ-
кое к скольжению переднего колеса в продольном направлении). Тогда из (1.2.3) и
выражений для 𝑈𝑥1, 𝑈𝑦1 из (1.3.8) получим неравенство

𝑉𝑥 ≫ | − 𝑉𝑥∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵)| ∼ 𝑉𝑥|∆| (1.3.11)

Из выражений для 𝑃𝑥1, 𝑃𝑦1 системы (1.3.8), выражений для 𝑃𝑥2, 𝑃𝑦2 из (1.3.7), усло-
вия (1.3.9) и неравенства (1.3.11) получим неравенство |𝑃𝑥1| ≫ |𝑃𝑦1| ∼ |𝑃𝑦2| и равен-
ство 𝑃𝑥2 = 0, при выполнении которых аппарат движется, в основном, в продольном
направлении с малыми поперечной и угловой скоростями корпуса.

2) |𝑈𝑥1| ∼ |𝑈𝑦1| (проскальзывания переднего колеса в продольном и поперечном
направлениях соизмеримы). Здесь из (1.2.3), (1.3.8) следует

𝑉𝑥 ∼ | − 𝑉𝑥∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵)| ∼ 𝑉𝑥|∆| (1.3.12)

При выполнении условий (1.2.3) приближенное соотношение (1.3.12), из которого при
помощи выражений для 𝑃𝑥1, 𝑃𝑦1 системы (1.3.8) вытекает оценка |𝑃𝑥1| ∼ |𝑃𝑦1|, не
может быть реализовано.

3) |𝑈𝑥1| ≪ |𝑈𝑦1| (проскальзывание переднего колеса в продольном направлении су-
щественно меньше проскальзывания в поперечном направлении — движение близкое
к скольжению переднего колеса в поперечном направлении). При выполнении этого
неравенства получим

𝑉𝑥 ≪ | − 𝑉𝑥∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵)| ∼ 𝑉𝑥|∆| (1.3.13)

Неравенство (1.3.13), из которого следует неравенство |𝑃𝑥1| ≪ |𝑃𝑦1|, также не может
быть реализовано при выполнении условий (1.2.3).

В рамках условий (1.3.11) использование велосипедной модели, справедливой для
движений с небольшими значениями поперечной и угловой скоростей корпуса аппа-
рата, корректно.

В соответствии с выражениями 𝑈𝑥1, 𝑈𝑦1 из (1.3.8) на указанном уровне точности
имеем√︁

𝑈2
𝑥1 + 𝑈2

𝑦1 =
√︀
𝑉 2
𝑥 + (−𝑉𝑥∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵))2 =

√︀
𝑉 2
𝑥 = 𝑉𝑥 (1.3.14)

следовательно,
𝑈𝑥1√︁

𝑈2
𝑥1 + 𝑈2

𝑦1

= 1

Таким образом, входящее в (1.3.8) выражение для продольной составляющей кон-
тактной силы на переднем колесе имеет вид

𝑃𝑥1 = −𝜅𝑁1 (1.3.15)

В силу (1.2.5) справедливо неравенство 𝑃𝑥1 < 0.

Вычислим далее
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𝑈𝑦1√︁
𝑈2
𝑥1 + 𝑈2

𝑦1

=
−𝑉𝑥∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵)

𝑉𝑥
= −∆ +

Ω𝑧(𝐴+𝐵)

𝑉𝑥

Тем самым входящее в (1.3.8) выражение для поперечной составляющей контакт-
ной силы на переднем колесе записывается в форме

𝑃𝑦1 = −𝜅𝑁1

(︂
−∆ +

Ω𝑧(𝐴+𝐵)

𝑉𝑥

)︂
(1.3.16)

В силу (1.3.11), (1.3.15), (1.3.16) величина поперечной составляющей силы куло-
нова трения на переднем колесе аппарата, имеющая порядок 𝜅𝑁1|∆|, остается суще-
ственно меньше величины 𝜅𝑁1 продольной составляющей этой силы.

Из выражения (1.3.16) на указанном уровне точности следует равенство 𝑃𝑦1∆ = 0

подстановка которого в последнее равенство системы (1.3.8) при учете (1.3.9), (1.3.15)
дает равенство

𝑁1 =
𝑀𝑔𝐵 − (−𝜅𝑁1)𝐻

𝐴+𝐵

из которого вытекает выражение для нормальной реакции на переднем колесе аппа-
рата

𝑁1 =
𝑀𝑔𝐵

𝐴+𝐵 − 𝜅𝐻
(1.3.17)

В соответствии со вторым выражением (1.2.4) и формулой (1.3.17) выполнение
условий (1.2.5) обеспечивается за счет неравенства 𝜅 < 1, справедливого для любых
реальных взаимодействующих поверхностей, и неравенства

𝐴− 𝜅𝐻 > 0 (1.3.18)

которое далее будем считать выполненным.

Таким образом, линеаризованные по переменным ∆ и Ω𝑧 динамические уравне-
ния системы (1.3.8), которые описывают изменение продольной скорости центра масс
аппарата и его вращение вокруг точки контакта заднего колеса, не потерявшего сцеп-
ление с опорной плоскостью, имеют вид

𝑀�̇�𝑥 = −𝜅𝑁1, (𝐼𝑧 +𝑀𝐵2)Ω̇𝑧 = 𝐹 (𝑉𝑥,Ω𝑧)

𝑁1 =
𝑀𝑔𝐵

𝐴+𝐵 − 𝜅𝐻
, 𝐹 (𝑉𝑥,Ω𝑧) = −𝜅𝑁1

Ω𝑧(𝐴+𝐵)2

𝑉𝑥
−𝑀𝐵𝑉𝑥Ω𝑧

(1.3.19)

После линеаризации условие (1.2.14) для 𝑖 = 1 принимает форму

𝑉𝑥 > 0 (1.3.20)
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Система (1.3.19), правые части которой не зависят от ∆, совпадает с аналогичной
системой из [14, 22], составленной для случая ∆ = 0, после линеаризации последней
по переменной Ω𝑧. Таким образом, на уровне точности системы (1.3.19) поворот за-
блокированных передних колес аппарата вокруг вертикальной оси не влияет на его
занос.

Система (1.3.19) допускает исследование методом фазовой плоскости. Для постро-
ения фазового портрета воспользуемся методом изоклин. Поскольку второе уравне-
ние системы (1.3.19) не изменяется при изменении знака Ω𝑧, ее фазовые траектории
на плоскости 𝑉𝑥, Ω𝑧 симметричны относительно оси 𝑉𝑥. Правая часть первого урав-
нения системы (1.3.19) постоянна и строго отрицательна, следовательно, продольная
скорость 𝑉𝑥 аппарата убывает в ходе равнозамедленного движения.

Рассмотрим уравнение 𝐹 (𝑉𝑥,Ω𝑧) = 0. На кривой, задаваемой этим уравнением,
касательные к фазовым траекториям горизонтальны: 𝑑Ω𝑧/𝑑𝑉𝑥 = 0. Указанное урав-
нение можно записать в виде

Ω𝑧

[︂
−𝜅𝑁1

(𝐴+𝐵)2

𝑉𝑥
−𝑀𝐵𝑉𝑥

]︂
= 0 (1.3.21)

Рис. 1.4. Качественное поведение фа-
зовых траекторий модели заноса ап-
парата с заблокированным передним
колесом

Выражение в квадратных скобках в (1.3.21)
отрицательно (нормальная реакция 𝑁1

и продольная скорость 𝑉𝑥 аппарата име-
ют положительный знак в силу нера-
венств (1.2.5), (1.3.20)), следовательно, при
Ω𝑧 = 0 касательные к фазовым траекториям
горизонтальны.

Если угловая скорость корпуса аппарата
отрицательна Ω𝑧 < 0, то справедливо нера-
венство 𝐹 (𝑉𝑥,Ω𝑧) > 0, подстановка которого
во второе уравнение системы (1.3.19) показы-
вает, что угловая скорость Ω𝑧 корпуса аппа-
рата монотонно возрастает. В силу симметрии
фазового портрета в области Ω𝑧 > 0 перемен-
ная Ω𝑧 монотонно убывает. Таким образом, в
ходе движения аппарата с заблокированным
передним колесом переменные 𝑉𝑥, |Ω𝑧| моно-
тонно убывают, т.е. занос аппарата уменьша-
ется. Фазовый портрет системы уравнений (1.3.19) показан на рис. 1.4.

1.3.1.3 Область применимости фазового портрета

Обсудим область применимости построенного фазового портрета (рис. 1.4).

В соответствии с неравенством (1.2.19) для 𝑖 = 2 и допущением (1.2.8) условие,
ограничивающее область корректного использования модели (1.3.8), в рамках ко-
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торой заднее колесо аппарата не проскальзывает относительно опорной плоскости,
имеет вид(︂

𝑃𝑥2

𝜅𝑁2

)︂2

+

(︂
𝑃𝑦2

𝜅𝑁2

)︂2

< 1 (1.3.22)

Выражение для 𝑁2 определяется с использованием второго выражения (1.2.4) и фор-
мулы (1.3.17). Поскольку в силу первого выражения (1.3.7) и условия (1.3.9) про-
дольная составляющая контактной силы на заднем колесе равна нулю: 𝑃𝑥2 = 0, нера-
венство (1.3.22) принимает вид (𝑃𝑦2)

2 < (𝜅𝑁2)
2, из которого при выполнении (1.2.5)

вытекает неравенство

|𝑃𝑦2| < 𝜅𝑁2 (1.3.23)

Как и ранее, при решении неравенства (1.3.23) воспользуемся предположени-
ем (1.2.3) и запишем выражение 𝑃𝑦2, пренебрегая членами второго и более высоких
порядков малости по переменным Ω𝑧, ∆.

Из второго выражения (1.3.7) и формул (1.3.15), (1.3.16) в силу допущений (1.3.10)
выражение для поперечной составляющей контактной силы на заднем колесе прини-
мает вид

𝑃𝑦2 =
𝐼𝑧

𝐼𝑧 +𝑀𝐵2

(︂
−𝜅𝑁1

Ω𝑧(𝐴+𝐵)

𝑉𝑥
· (𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧)

𝐼𝑧
+𝑀𝑉𝑥Ω𝑧

)︂
(1.3.24)

В силу постоянства значения нормальной реакции 𝑁2 и выражения (1.3.24) нера-
венство (1.3.23) не изменяется при изменении знака переменной Ω𝑧. Следовательно,
область фазовой плоскости 𝑉𝑥, Ω𝑧, отвечающая выполнению неравенства (1.3.23), сим-
метрична относительно оси 𝑉𝑥. В соответствии с (1.3.24) условие 𝑃𝑦2 = 0 равносильно
уравнению

Ω𝑧

(︀
−𝜅𝑁1(𝐴+𝐵)(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧) +𝑀𝐼𝑧𝑉

2
𝑥

)︀
= 0

решениями которого, отвечающими условию (1.3.20)), являются

Ω𝑧 = 0, 𝑉𝑥 = 𝑉 (0)
𝑥 =

√︃
𝜅𝑁1(𝐴+𝐵)(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧)

𝑀𝐼𝑧
(1.3.25)

Неравенство (1.3.23) выполняется во всех точках прямых (1.3.25). Второе реше-
ние (1.3.25) существует в случае

𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧 > 0 (1.3.26)

Далее будут рассматриваться аппараты, для которых неравенство (1.3.26) выполне-
но. Для типовых значений параметров автомобиля левая часть (1.3.26) принимает
положительные значения [14, 49, 53]. Например, при значениях параметров, взятых
из [14, 49, 53], 𝑀 = 1000 кг, 𝐴 = 𝐵 = 1, 5 м, 𝐼𝑧 = 1000 кг·м2 левая часть неравен-
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ства (1.3.26) принимает значение 1250 кг·м2.

В силу отмеченного выше свойства симметрии области выполнения неравен-
ства (1.3.23) для отыскания этой области достаточно рассмотреть случай выполнения
неравенства

0 < 𝑃𝑦2 < 𝜅𝑁2 (1.3.27)

Область выполнения неравенств (1.3.27), ограниченная кривыми

𝑉𝑥 = 𝑉 (0)
𝑥 , Ω𝑧 = 0, Ω𝑧 = Σ(𝑉𝑥) =

(𝐼𝑧 +𝑀𝐵2)𝜅𝑁2𝑉𝑥
𝑀𝐼𝑧𝑉 2

𝑥 − 𝜅𝑁1(𝐴+𝐵)(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧)

заштрихована на рис. 1.5 (a). Область выполнения неравенств

−𝜅𝑁2 < 𝑃𝑦2 < 0 (1.3.28)

симметричная заштрихованной на рис. 1.5 (a) области, показана на рис. 1.5 (б).

Область применимости модели (1.3.19) и построенного на рис. 1.4 фазового порт-
рета получается путем объединения заштрихованных на рис. 1.5 (a), рис. 1.5 (б) об-
ластей с отвечающей условию (1.2.3) областью

|Ω𝑧| .
𝑉𝑥|∆|
𝐴+𝐵

(1.3.29)

а) б)

Рис. 1.5. Решение неравенства 0 < 𝑃𝑦2 < 𝜅𝑁2 (а) и −𝜅𝑁2 < 𝑃𝑦2 < 0 (б) для случая
заноса аппарата с заблокированным передним колесом

Область, отвечающая выполнению условий (1.3.20)), (1.3.23) и (1.3.29), показана
на рис. 1.6 для случая постоянного значения угла ∆.

Фазовый портрет системы уравнений (1.3.19) с учетом ее области применимости
для случая ∆ = const показан на рис. 1.7. Вне этой области систему (1.3.19) следует
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использовать с осторожностью.

Рис. 1.6. Качественный вид области применимости модели заноса аппарата с забло-
кированным передним колесом для случая ∆ = const

Рис. 1.7. Качественный вид фазовых траекторий модели заноса аппарата с заблокиро-
ванным передним колесом в области применимости модели, построенной для случая
∆ = const

1.3.2 Занос передней оси аппарата с пробуксовывающими пе-
редними колесами

1.3.2.1 Математическая модель

Модель заноса аппарата с пробуксовывающим передним колесом и задним ко-
лесом, не потерявшим сцепление с опорной плоскостью, получается по аналогии с
моделью, построенной в разделе 1.3.1 для случая блокировки переднего колеса. Как
и ранее, при составлении уравнений Лагранжа с множителями связями служат усло-
вия (1.3.1) непроскальзывания заднего колеса аппарата. Отличие полученной систе-
мы от системы (1.3.8) состоит в выражениях для касательных составляющих 𝑃𝑥1,
𝑃𝑦1 контактной силы взаимодействия переднего колеса с опорной плоскостью. Урав-
нения движения велосипедной модели, как и (1.3.8), полученные в пренебрежении

38



слагаемыми 𝑂(𝜇), в данном случае имеют вид

𝑀�̇�𝑥 = 𝑃𝑥1 cos ∆ − 𝑃𝑦1 sin ∆ +𝑀Ω2
𝑧𝐵 + 𝐹𝑥 +

𝐿2

𝑅

(𝐼𝑧 +𝑀𝐵2)Ω̇𝑧 = (𝑃𝑥1 sin ∆ + 𝑃𝑦1 cos ∆)(𝐴+𝐵) −𝐵(𝑀𝑉𝑥Ω𝑧 − 𝐹𝑦) +𝑀𝑧

�̇� = 𝑉𝑥 cos Ψ − Ω𝑧𝐵 sin Ψ, �̇� = 𝑉𝑥 sin Ψ + Ω𝑧𝐵 cos Ψ, Ψ̇ = Ω𝑧

𝑃𝑥1 = −𝜅𝑁1
𝑈𝑥1√︁

𝑈2
𝑥1 + 𝑈2

𝑦1

, 𝑃𝑦1 = −𝜅𝑁1
𝑈𝑦1√︁

𝑈2
𝑥1 + 𝑈2

𝑦1

𝑈𝑥1 = 𝑉𝑥 cos ∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵) sin ∆ − Ω0
1𝑅

𝑈𝑦1 = −𝑉𝑥 sin ∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵) cos ∆

𝑁1 =
𝑀𝑔𝐵 − (𝑃𝑥1 cos ∆ − 𝑃𝑦1 sin ∆ + 𝐿2/𝑅)𝐻

𝐴+𝐵

(1.3.30)

Переменные 𝑉𝑦, Ω2 определяются уравнениями (1.3.1), нормальная реакция 𝑁2 —
вторым выражением (1.2.4), касательные составляющие 𝑃𝑥2, 𝑃𝑦2 контактной силы на
заднем колесе аппарата — выражениями (1.3.7).

Как и ранее при анализе системы (1.3.8) уменьшение переменной |Ω𝑧| рассматри-
вается как уменьшение заноса аппарата.

1.3.2.2 Фазовая плоскость модели при постоянном угле поворота
переднего колеса и отсутствии внешних воздействий

Проведем исследование динамических уравнений системы (1.3.30). Как и в
разделе 1.3.1 при анализе системы (1.3.8) будем считать выполненными усло-
вия (1.2.8), (1.3.9), (1.3.10) и пренебрегать членами второго и более высоких порядков
малости по переменным ∆, Ω𝑧, удовлетворяющим условию (1.2.3).

При изучении задачи, как и в разделе 1.3.1.2, можно выделить три случая:

1) |𝑈𝑥1| ≫ |𝑈𝑦1| (проскальзывание переднего колеса в продольном направлении
существенно больше проскальзывания в поперечном направлении — движение близ-
кое к скольжению переднего колеса в продольном направлении). Тогда из (1.2.3) и
выражений для 𝑈𝑥1, 𝑈𝑦1 из (1.3.30) получим неравенство

|𝑉𝑥 − Ω0
1𝑅| ≫ | − 𝑉𝑥∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵)| ∼ 𝑉𝑥|∆| (1.3.31)

Из выражений для 𝑃𝑥1, 𝑃𝑦1 системы (1.3.30), выражений для 𝑃𝑥2, 𝑃𝑦2 из (1.3.7), усло-
вия (1.3.9) и неравенства (1.3.31) получим неравенство |𝑃𝑥1| ≫ |𝑃𝑦1| ∼ |𝑃𝑦2| и равен-
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ство 𝑃𝑥2 = 0, при выполнении которых аппарат движется, в основном, в продольном
направлении с малыми поперечной и угловой скоростями корпуса.

2) |𝑈𝑥1| ∼ |𝑈𝑦1| (проскальзывания переднего колеса в продольном и поперечном
направлениях соизмеримы). Здесь из (1.2.3), (1.3.30) следует

|𝑉𝑥 − Ω0
1𝑅| ∼ | − 𝑉𝑥∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵)| ∼ 𝑉𝑥|∆| (1.3.32)

В этом случае, как и выше, справедливо равенство 𝑃𝑥2 = 0, величины поперечных 𝑃𝑦1,
𝑃𝑦2 и продольной 𝑃𝑥1 сил соизмеримы (являются величинами порядка 𝜅𝑁1/

√
2), та-

ким образом, занос аппарата начинает развиваться, что приводит к росту поперечной
и угловой скоростей его корпуса.

3) |𝑈𝑥1| ≪ |𝑈𝑦1| (проскальзывание переднего колеса в продольном направлении су-
щественно меньше проскальзывания в поперечном направлении — движение близкое
к скольжению переднего колеса в поперечном направлении). При выполнении этого
неравенства получим

|𝑉𝑥 − Ω0
1𝑅| ≪ | − 𝑉𝑥∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵)| ∼ 𝑉𝑥|∆| (1.3.33)

В рассматриваемом случае имеем 𝑃𝑥2 = 0, |𝑃𝑥1| ≪ |𝑃𝑦1| ∼ |𝑃𝑦2|, т.е. занос аппара-
та интенсивно развивается, что приводит к быстрому росту поперечной и угловой
скоростей его корпуса.

Поскольку при решении задачи используется велосипедная модель, справедливая
для движений с небольшими значениями поперечной и угловой скоростей корпуса
аппарата, как и ранее, ограничимся рассмотрением первого случая.

В соответствии с выражениями 𝑈𝑥1, 𝑈𝑦1 из (1.3.30) и условием (1.2.15) для 𝑖 = 1

на указанном уровне точности имеем√︁
𝑈2
𝑥1 + 𝑈2

𝑦1 =
√︁

(𝑉𝑥 − Ω0
1𝑅)2 + (−𝑉𝑥∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵))2 = |𝑉𝑥 − Ω0

1𝑅| (1.3.34)

𝑈𝑥1 = 𝑉𝑥 − Ω0
1𝑅 < 0 (1.3.35)

Из (1.3.34), (1.3.35) следует
𝑈𝑥1√︁

𝑈2
𝑥1 + 𝑈2

𝑦1

=
𝑉𝑥 − Ω0

1𝑅

|𝑉𝑥 − Ω0
1𝑅|

= −1

Таким образом, входящее в (1.3.30) выражение для продольной составляющей
контактной силы на переднем колесе имеет вид

𝑃𝑥1 = 𝜅𝑁1 (1.3.36)

В силу (1.2.5) справедливо неравенство 𝑃𝑥1 > 0.

Используя (1.3.30), (1.3.34), (1.3.35), по аналогии получим
𝑈𝑦1√︁

𝑈2
𝑥1 + 𝑈2

𝑦1

=
−𝑉𝑥∆ + Ω𝑧(𝐴+𝐵)

|𝑉𝑥 − Ω0
1𝑅|

= −𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)

Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥

Тем самым входящее

40



в (1.3.30) выражение для поперечной составляющей контактной силы на переднем
колесе записывается в форме

𝑃𝑦1 = 𝜅𝑁1
𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)

Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥

(1.3.37)

В силу (1.3.31), (1.3.36), (1.3.37) величина поперечной составляющей силы куло-
нова трения на переднем колесе аппарата, имеющая порядок 𝜅𝑁1|∆|, остается суще-
ственно меньше величины 𝜅𝑁1 продольной составляющей этой силы.

Из выражения (1.3.37) на указанном уровне точности следует равенство 𝑃𝑦1∆ =

0, при подстановке которого в последнее равенство системы (1.3.30) при уче-
те (1.3.9), (1.3.36) имеем

𝑁1 =
𝑀𝑔𝐵

𝐴+𝐵 + 𝜅𝐻
(1.3.38)

В соответствии со вторым выражением (1.2.4) и формулой (1.3.38) в рассматривае-
мом случае для выполнения условий (1.2.5) не нужно привлекать дополнительные
ограничения, как это делалось в разделе 1.3.1 (см. формулу (1.3.18)).

Таким образом, линеаризованные по переменным ∆ и Ω𝑧 динамические уравне-
ния системы (1.3.30) для переменных 𝑉𝑥 и Ω𝑧 (аналоги уравнений (1.3.19) в случае
пробуксовки переднего колеса аппарата) имеют вид

𝑀�̇�𝑥 = 𝜅𝑁1, (𝐼𝑧 +𝑀𝐵2)Ω̇𝑧 = 𝐹 (𝑉𝑥,Ω𝑧,∆)

𝑁1 =
𝑀𝑔𝐵

𝐴+𝐵 + 𝜅𝐻

𝐹 (𝑉𝑥,Ω𝑧,∆) = 𝜅𝑁1
Ω0

1𝑅∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)

Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥

(𝐴+𝐵) −𝑀𝐵𝑉𝑥Ω𝑧

(1.3.39)

В отличие от системы (1.3.19), правая часть второго уравнения системы (1.3.39)
зависит от переменной ∆. При подстановке в (1.3.39) значения ∆ = 0 получаем си-
стему

𝑀�̇�𝑥 = 𝜅𝑁1

(𝐼𝑧 +𝑀𝐵2)Ω̇𝑧 = −𝜅𝑁1Ω𝑧(𝐴+𝐵)2

Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥

−𝑀𝐵𝑉𝑥Ω𝑧

(1.3.40)

которая совпадает с аналогичной системой из [14, 22] после линеаризации последней
по переменной Ω𝑧.

Будем далее рассматривать случай

∆ = const (1.3.41)
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При выполнении условия (1.3.41) система (1.3.39) допускает исследование методом
фазовой плоскости. Для построения фазового портрета также воспользуемся мето-
дом изоклин. Поскольку правая часть первого уравнения системы (1.3.39) постоянна
и строго положительна, продольная скорость 𝑉𝑥 аппарата возрастает в ходе равно-
ускоренного движения.

Рассмотрим уравнение 𝐹 (𝑉𝑥,Ω𝑧,∆) = 0, которое задает кривую с горизонтальны-
ми касательными к фазовым траекториям. Разрешив его относительно переменной
Ω𝑧, получим

Ω𝑧 = 𝐺(𝑉𝑥,∆) =
𝜅𝑁1(𝐴+𝐵)Ω0

1𝑅∆

𝜅𝑁1(𝐴+𝐵)2 +𝑀𝐵𝑉𝑥(Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥)

(1.3.42)

Построим графики функции Ω𝑧 = 𝐺(𝑉𝑥,∆), задаваемой выражением (1.3.42) для
значений ∆ < 0 и ∆ > 0.

Уравнения вертикальных асимптот графиков (1.3.42) имеют вид

𝑉𝑥 =
𝑀𝐵Ω0

1𝑅±
√︀
𝑀𝐵 (𝑀𝐵(Ω0

1𝑅)2 + 4𝜅𝑁1(𝐴+𝐵))

2𝑀𝐵

Поскольку выражение под знаком корня положительно, полученные уравнения за-
дают две асимптоты: 𝑉𝑥 = 𝑉 *

𝑥 и 𝑉𝑥 = 𝑉 **
𝑥 , отвечающие знакам «−» и «+» перед

квадратным корнем

𝑉 *
𝑥 < 0, 𝑉 **

𝑥 > Ω0
1𝑅 (1.3.43)

Асимптоты (1.3.43) расположены за пределами области допустимых значений пере-
менной 𝑉𝑥, которая в соответствии с (1.3.31), (1.3.35) определяется неравенствами

0 < 𝑉𝑥 ≪ Ω0
1𝑅 (1.3.44)

Тем самым знаменатель правой части (1.3.42) положительный, в результате чего име-
ем

sgn𝐺(𝑉𝑥,∆) = sgn∆ (1.3.45)

Для нахождения экстремумов, а также промежутков возрастания и убывания
функции (1.3.42) по переменной 𝑉𝑥 вычислим ее производную

𝑑Ω𝑧(𝑉𝑥,∆)

𝑑𝑉𝑥
=

−𝜅𝑁1∆(𝐴+𝐵)Ω0
1𝑅(𝑀𝐵Ω0

1𝑅− 2𝑀𝐵𝑉𝑥)

(𝜅𝑁1(𝐴+𝐵)2 +𝑀𝐵𝑉𝑥Ω0
1𝑅−𝑀𝐵𝑉 2

𝑥 )2

Решением уравнения 𝑑Ω𝑧(𝑉𝑥,∆)/𝑑𝑉𝑥 = 0 служит 𝑉𝑥 = Ω0
1𝑅/2 — точка локального

экстремума функции (1.3.42)

Ω𝑧

(︂
Ω0

1𝑅

2
,∆

)︂
=

4𝜅𝑁1∆(𝐴+𝐵)Ω0
1𝑅

4𝜅𝑁1(𝐴+𝐵)2 +𝑀𝐵(Ω0
1𝑅)2

(1.3.46)
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При ∆ < 0 указанный экстремум является максимумом, при ∆ > 0 — минимумом. В
обоих случаях точка экстремума принадлежит области (1.3.29).

В соответствии с формулой (1.3.45) функция (1.3.42) не имеет нулей.

Рис. 1.8. Качественное поведение фа-
зовых траекторий модели заноса ап-
парата с пробуксовывающим перед-
ним колесом при фиксированном зна-
чении ∆ = 0 [14, 22]

При ∆ = 0 фазовый портрет соответствую-
щей (1.3.39) системы (1.3.40) симметричен от-
носительно оси 𝑉𝑥; переменная 𝑉𝑥 возрастает,
переменная |Ω𝑧| убывает [14,22] (рис. 1.8).

Из второго уравнения (1.3.39) следует,
что при положительных значениях функции
𝐹 (𝑉𝑥,Ω𝑧,∆) угловая скорость Ω𝑧 корпуса ап-
парата возрастает, при отрицательных зна-
чениях — убывает. Фазовый портрет систе-
мы уравнений (1.3.39) в случае ∆ < 0

представлен на рис. 1.9 (а). График функ-
ции (1.3.42) показан штрихпунктирной кри-
вой. Знаками «+» и «−» отмечены разделя-
емые кривой (1.3.42) области фазовой плоско-
сти, где функция 𝐹 (𝑉𝑥,Ω𝑧,∆) имеет положи-
тельные и отрицательные знаки соответствен-
но. В этих областях справедливы неравенства 𝑑Ω𝑧/𝑑𝑉𝑥 > 0 и 𝑑Ω𝑧/𝑑𝑉𝑥 < 0.

Для ∆ ̸= 0 фазовый портрет системы (1.3.39) теряет свойство симметрии.

В случае ∆ < 0 при начальных значениях переменной Ω𝑧, заданных в области
Ω𝑧 > 0, переменная Ω𝑧, как и в случае ∆ = 0, убывает, т.е. занос аппарата уменьша-
ется. Если начальные значения переменной Ω𝑧 выбраны в области Ω𝑧 < 0, то она оста-
ется отрицательной; если эти начальные значения находятся в области Ω𝑧 < 𝐺(𝑉𝑥,∆),
где функция 𝐺(𝑉𝑥,∆) определена формулой (1.3.42), то переменная Ω𝑧 во все время
движения не превышает значения (1.3.46). Из (1.3.39) получим формулу

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥
=

𝑀

𝐼𝑧 +𝑀𝐵2
· ∆(𝐴+𝐵)Ω0

1𝑅𝜅𝑔 − Ω𝑧(𝐴+𝐵)2𝜅𝑔 − 𝑉𝑥Ω𝑧(𝐴+𝐵 + 𝜅𝐻)(Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥)

(Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥)𝜅𝑔

(1.3.47)

из с которой с учетом неравенств (1.3.44) при любых фиксированных значениях
∆ = −𝑑 < 0, 𝑉𝑥 = 𝑣 и |Ω𝑧| = 𝑤 следует⃒⃒⃒⃒

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,Ω𝑧=𝑤

>

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,Ω𝑧=−𝑤

(1.3.48)

Тем самым при ∆ < 0 изменение переменной Ω𝑧 в области Ω𝑧 > 0 происходит быстрее,
чем в области Ω𝑧 < 0.

Аналогично рассматривается случай ∆ > 0. В силу того, что правая часть второго
уравнения системы (1.3.39) не изменяется при одновременном изменении знаков ∆
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и Ω𝑧, соответствующий фазовый портрет системы (1.3.39) симметричен фазовому
портрету на рис. 1.9 (а) относительно оси 𝑉𝑥 (рис. 1.9 (б)).

а) б)

Рис. 1.9. Качественное поведение фазовых траекторий модели заноса аппарата с про-
буксовывающим передним колесом при фиксированном значении ∆ < 0 (а) и ∆ > 0
(б)

Сравнить скорости уменьшения заноса в каждом из случаев можно путем срав-
нения значений 𝑑Ω𝑧/𝑑𝑉𝑥 при ∆ ̸= 0 и при ∆ = 0. Из формулы (1.3.47) имеем

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=0

=
𝑀

𝐼𝑧 +𝑀𝐵2
· −Ω𝑧(𝐴+𝐵)2𝜅𝑔 − 𝑉𝑥Ω𝑧(𝐴+𝐵 + 𝜅𝐻)(Ω0

1𝑅− 𝑉𝑥)

(Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥)𝜅𝑔

(1.3.49)

Сопоставляя выражения (1.3.47) и (1.3.49), получаем

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥
=
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=0

+
𝑀Ω0

1𝑅(𝐴+𝐵)∆

(𝐼𝑧 +𝑀𝐵2)(Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥)

(1.3.50)

Откуда с учетом неравенств (1.3.44), формул (1.3.49), (1.3.50) и свойства симметрии
фазовых портретов на рис. 1.9 (а, б) относительно оси 𝑉𝑥 при любых фиксированных
значениях |∆| = 𝑑, 𝑉𝑥 = 𝑣 и |Ω𝑧| = 𝑤 получаем

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=0,|Ω𝑧 |=𝑤

<

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,Ω𝑧=𝑤

=
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=𝑑,Ω𝑧=−𝑤

(1.3.51)

Проведенное исследование показывает, что при выполнении условия

sgnΩ𝑧 = −sgn∆ (1.3.52)

отвечающего «повороту руля (передних колес) в сторону заноса задней оси», занос
аппарата, как и в случае ∆ = 0, уменьшается, но скорее, чем при неповернутых пе-
редних колесах. Рассогласование между скоростями убывания переменной |Ω𝑧| опре-

44



деляется вторым слагаемым правой части равенства (1.3.50).

Анализ фазовых портретов на рис. 1.9 (а, б) позволяет сформировать алгоритм
эффективного подавления заноса аппарата с пробуксовывающими передними коле-
сами. Следует повернуть их в сторону смещения задней оси аппарата (обеспечить
выполнение условия (1.3.52)), и при достижении переменной Ω𝑧 близких к нулю или
нулевых значений повернуть передние колеса в противоположную сторону и зафик-
сировать их вдоль корпуса, обеспечив выполнение условия ∆ = 0. Для близких к
нулю значений переменной |Ω𝑧| это обеспечит дальнейшее уменьшение заноса аппа-
рата, а также уменьшение величины |𝑉𝑦| угловой скорости корпуса аппарата; для
Ω𝑧 = 0 получим |𝑉𝑦| = 0, т.е. занос аппарата прекратится. Если при изменении знака
угловой скорости аппарата оставить угол поворота передних колес прежним, то занос
аппарата начнет увеличиваться.

Результаты проведенного анализа отвечают принятым в теории вождения авто-
мобиля рекомендациям «поворачивать руль в сторону заноса задней оси» (рис. 1.1), а
полученные формулы позволяют сформировать эффективный алгоритм работ систем
управления аппаратом. Их достоверность подтверждается сравнением с результатами
численного моделирования [14,53].

Приведем численные результаты для параметров и динамических характеристик
автомобиля, взятых из [53]. Для удобства сравнения запишем (1.3.50) в виде

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥
=

𝑀(𝐴+𝐵)

(𝐼𝑧 +𝑀𝐵2)(Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥)𝜅𝑔

×

×
[︂
−Ω𝑧

(︂
(𝐴+𝐵)𝜅𝑔 + 𝑉𝑥

(︂
1 + 𝜅

𝐻

𝐴+𝐵

)︂
(Ω0

1𝑅− 𝑉𝑥)

)︂
+ Ω0

1𝑅∆𝜅𝑔

]︂ (1.3.53)

Например, при значениях Ω0
1𝑅 = 40 м/с, 𝜅 = 0, 8 выражение Ω0

1𝑅∆𝜅𝑔 ≈ 320∆ м2/c3

имеет тот же порядок, что и первое слагаемое в квадратных скобках, следовательно,
правильный выбор значения ∆ в зависимости от значений динамических переменных
𝑉𝑥 и Ω𝑧 позволяет прекратить занос аппарата. В качестве примера возьмем 𝑀 = 1000

кг, 𝐼𝑧 = 1000 кг·м2, 𝐴 = 𝐵 = 1, 5 м, 𝐻 = 1 м, зафиксировав значение 𝑉𝑥 = 20 м/с. Для
случая ∆ = 0 правая часть выражения (1.3.53) приблизительно равна −3 с/м · Ω𝑧,
для случая ∆ ̸= 0 — −3 с/м · Ω𝑧 + 2 · 1/м · ∆.

1.3.2.3 Область применимости фазового портрета

Аналогично рассмотренному в разделе 1.3.1 случаю, условие, ограничивающее
область корректного использования модели (1.3.30), в рамках которой заднее коле-
со аппарата не проскальзывает относительно опорной плоскости, имеет вид (1.3.23).
Выражение для 𝑁2 определяется с использованием второго выражения (1.2.4) и фор-
мулы (1.3.38).

Из второго выражения (1.3.7) и формул (1.3.36), (1.3.37), построенных с использо-
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ванием предположения (1.2.3), в силу допущений (1.3.10) выражение для поперечной
составляющей контактной силы на заднем колесе принимает вид

𝑃𝑦2 =
𝐼𝑧

𝐼𝑧 +𝑀𝐵2

(︂
𝜅𝑁1

(Ω0
1𝑅∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵))

Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥

· (𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧)

𝐼𝑧
+𝑀𝑉𝑥Ω𝑧

)︂
(1.3.54)

где выражение для 𝑁1 вычисляется по формуле (1.3.38), переменная ∆ отвечает усло-
вию (1.3.41).

Решением неравенства (1.3.23) служит область плоcкости 𝑉𝑥, Ω𝑧, лежащая на пе-
ресечении областей 𝑃𝑦2 < 𝜅𝑁2 и 𝑃𝑦2 > −𝜅𝑁2. Для удобства их построения и анализа
введем обозначения

𝒜(𝑉𝑥) = −𝜅𝑁1(𝐴+𝐵)(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧) +𝑀𝐼𝑧𝑉𝑥(Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥)

ℬ(𝑉𝑥,∆) =
𝜅𝑁2(𝐼𝑧 +𝑀𝐵2)(Ω0

1𝑅− 𝑉𝑥) − 𝜅𝑁1∆Ω0
1𝑅(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧)

𝒜(𝑉𝑥)

𝒞(𝑉𝑥,∆) =
−𝜅𝑁2(𝐼𝑧 +𝑀𝐵2)(Ω0

1𝑅− 𝑉𝑥) − 𝜅𝑁1∆Ω0
1𝑅(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧)

𝒜(𝑉𝑥)

(1.3.55)

Выразив из уравнения 𝑃𝑦2 = 𝜅𝑁2 переменную Ω𝑧, получим

Ω𝑧 = ℬ(𝑉𝑥,∆) (1.3.56)

В силу выражений (1.3.54)–(1.3.56) условие 𝑃𝑦2 < 𝜅𝑁2 равносильно условиям

𝒜(𝑉𝑥) > 0, Ω𝑧 < ℬ(𝑉𝑥,∆) или 𝒜(𝑉𝑥) < 0, Ω𝑧 > ℬ(𝑉𝑥,∆) (1.3.57)

Аналогично, выразив из уравнения 𝑃𝑦2 = −𝜅𝑁2 переменную Ω𝑧, имеем

Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) (1.3.58)

В силу выражений (1.3.54), (1.3.55), (1.3.58) условие 𝑃𝑦2 > −𝜅𝑁2 равносильно усло-
виям

𝒜(𝑉𝑥) > 0, Ω𝑧 > 𝒞(𝑉𝑥,∆) или 𝒜(𝑉𝑥) < 0, Ω𝑧 < 𝒞(𝑉𝑥,∆) (1.3.59)

Решим неравенства (1.3.57), (1.3.59) графически для случая ∆ < 0. Построим
графики функций Ω𝑧 = ℬ(𝑉𝑥,∆) и Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) на плоскости 𝑉𝑥, Ω𝑧. Они име-
ют единственную точку пересечения (Ω0

1𝑅; Ω0
1𝑅∆/(𝐴 + 𝐵)), через которую проходит

прямая Ω𝑧 = 𝑉𝑥∆/(𝐴 + 𝐵), определяющая ограничение значений переменной Ω𝑧 в
силу (1.3.29), (1.3.41).

Вертикальные асимптоты графиков функций (1.3.56), (1.3.58) находятся из урав-
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нения 𝒜(𝑉𝑥) = 0

𝑉𝑥 = 𝑉 *
𝑥 =

Ω0
1𝑅

2
−

√︀
(𝑀𝐼𝑧Ω0

1𝑅)2 − 4𝑀𝐼𝑧𝜅𝑁1(𝐴+𝐵)(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧)

2𝑀𝐼𝑧

𝑉𝑥 = 𝑉 **
𝑥 =

Ω0
1𝑅

2
+

√︀
(𝑀𝐼𝑧Ω0

1𝑅)2 − 4𝑀𝐼𝑧𝜅𝑁1(𝐴+𝐵)(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧)

2𝑀𝐼𝑧

(1.3.60)

Будем рассматривать достаточно большие значения Ω0
1 угловой скорости пробуксовки

переднего колеса аппарата, при которых подкоренные выражения в (1.3.60) положи-
тельны. Тогда справедливы неравенства

0 < 𝑉 *
𝑥 < 𝑉 **

𝑥 < Ω0
1𝑅 (1.3.61)

График Ω𝑧 = ℬ(𝑉𝑥,∆) имеет локальный минимум в точке(︂
Ω0

1𝑅

2
;
2𝜅𝑁2(𝐼𝑧 +𝑀𝐵2)Ω0

1𝑅− 4𝜅𝑁1∆Ω0
1𝑅(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧)

−4𝜅𝑁1(𝐴+𝐵)(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧) +𝑀𝐼𝑧(Ω0
1𝑅)2

)︂
график Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) локальный максимум — в точке

(︂
Ω0

1𝑅

2
;
−2𝜅𝑁2(𝐼𝑧 +𝑀𝐵2)Ω0

1𝑅− 4𝜅𝑁1∆Ω0
1𝑅(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧)

−4𝜅𝑁1(𝐴+𝐵)(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧) +𝑀𝐼𝑧(Ω0
1𝑅)2

)︂
Область применимости модели (1.3.39) и построенных на рис. 1.9 (а, б)

фазовых портретов получается путем пересечения области выполнения нера-
венств (1.3.57), (1.3.59) с отвечающей предположению (1.2.3) областью (1.3.29). Учи-
тывая условия (1.3.31), (1.3.61), для случая ∆ < 0 имеем область применимости, пока-
занную штриховкой на рис. 1.10 (а). Графики функций Ω𝑧 = ℬ(𝑉𝑥,∆) и Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆),
определенных выражениями (1.3.56), (1.3.58), отмечены штрихпунктиром. Пунктир-
ными линиями отмечены асимптоты 𝑉 *

𝑥 , 𝑉 **
𝑥 , определенные выражениями (1.3.60), а

также прямая 𝑉𝑥 = Ω0
1𝑅; область применимости ограничена справа («с избытком»)

сплошной вертикальной линией, отвечающей условию (1.3.31).

Заметим, что выражения (1.3.55) при любом фиксированном значении |∆| = 𝑑

удовлетворяют неравенствам

ℬ(𝑉𝑥,∆)|Δ=−𝑑 = − 𝒞(𝑉𝑥,∆)|Δ=𝑑 , ℬ(𝑉𝑥,∆)|Δ=𝑑 = − 𝒞(𝑉𝑥,∆)|Δ=−𝑑

Следовательно, графики функций Ω𝑧 = ℬ(𝑉𝑥,∆) и Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) в случае ∆ > 0

симметричны относительно оси 𝑉𝑥 соответствующим графикам Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) и
Ω𝑧 = ℬ(𝑉𝑥,∆) в случае ∆ < 0. (Тот же вывод может быть сделан непосредственно
из неравенства (1.3.23), которое в силу (1.3.54) и постоянства значения нормальной
реакции 𝑁2 не изменяется при одновременном изменении знаков ∆ и Ω𝑧.) Область
применимости фазового портрета системы (1.3.39) в случае ∆ > 0 показана штрихов-
кой на рис. 1.10 (б). Из рис. 1.10 (а), (б) следует, что области применимости одинаковы
для случаев ∆ < 0 и ∆ > 0.
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а) б)

Рис. 1.10. Качественный вид области применимости модели заноса аппарата с пробук-
совывающим передним колесом при фиксированном значении ∆ < 0 (а) и ∆ > 0 (б)

Фазовый портрет системы уравнений (1.3.39) с учетом ее области применимости
для случаев ∆ < 0 и ∆ > 0 показан на рис. 1.11 За пределами этой области систе-
му (1.3.39) следует использовать с осторожностью.

а) б)

Рис. 1.11. Качественный вид фазовых траекторий модели заноса аппарата с пробук-
совывающим передним колесом в области применимости модели при фиксированном
значении ∆ < 0 (а) и ∆ > 0 (б)

1.3.3 Занос задней оси аппарата с заблокированными задними
колесами

1.3.3.1 Математическая модель

Перейдем к рассмотрению движения аппарата с заблокированным задним колесом
и передним колесом, не потерявшем сцепление с опорной плоскостью. В этом случае
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связи, запрещающие проскальзывание переднего колеса, имеют вид

f =
(︁
𝑓1, 𝑓2

)︁𝑇

= 0

где, в соответствии с первыми двумя выражениями (1.2.7),

𝑓1 = 𝑈𝑥1 = 𝑉𝑥 cos ∆ + (𝑉𝑦 + Ω𝑧𝐴) sin ∆ − Ω1𝑅 = 0

𝑓2 = 𝑈𝑦1 = −𝑉𝑥 sin ∆ + (𝑉𝑦 + Ω𝑧𝐴) cos ∆ = 0

(1.3.62)

Вычислим матрицу

(︂
𝜕f
𝜕�̇�

)︂𝑇

=

⎛⎜⎜⎝
𝜕𝑓1
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑓1
𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑓1
𝜕Ω𝑧

𝜕𝑓1
𝜕Ω1

𝜕𝑓1
𝜕ΩΔ

𝜕𝑓1
𝜕Ω2

𝜕𝑓2
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑓2
𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑓2
𝜕Ω𝑧

𝜕𝑓2
𝜕Ω1

𝜕𝑓2
𝜕ΩΔ

𝜕𝑓2
𝜕Ω2

⎞⎟⎟⎠
𝑇

=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos ∆ − sin ∆

sin ∆ cos ∆

𝐴 sin ∆ 𝐴 cos ∆

−𝑅 0

0 0

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(1.3.63)

При наличии двух связей (1.3.62) вектор 𝜆 неопределенных множителей Лагранжа

(реакций связей) содержит две компоненты: 𝜆 =
(︁
𝜆1, 𝜆2

)︁𝑇

.

Из (1.3.63) следует соотношение

(︂
𝜕f
𝜕�̇�

)︂𝑇

𝜆 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 cos ∆ − 𝜆2 sin ∆

𝜆1 sin ∆ + 𝜆2 cos ∆

𝐴(𝜆1 sin ∆ + 𝜆2 cos ∆)

−𝑅𝜆1
0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(1.3.64)

В соответствии с (1.2.1), (1.2.17), (1.3.64), уравнения Лагранжа с множителями,
определяющие динамику аппарата в рассматриваемом случае, записываются в форме

𝑀�̇�𝑥 = 𝜆1 cos ∆ − 𝜆2 sin ∆ + 𝑃𝑥2 +𝑀𝑉𝑦Ω𝑧 + 𝐹𝑥

𝑀�̇�𝑦 = 𝜆1 sin ∆ + 𝜆2 cos ∆ + 𝑃𝑦2 −𝑀𝑉𝑥Ω𝑧 + 𝐹𝑦

𝐼𝑧Ω̇𝑧 = (𝜆1 sin ∆ + 𝜆2 cos ∆)𝐴− 𝑃𝑦2𝐵 +𝑀𝑧

(1.3.65)
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𝐼1Ω̇1 = 𝐿1 − 𝜆1𝑅

𝐼𝑧1

(︁
Ω̇Δ + Ω̇𝑧

)︁
= 𝑀Δ

Система уравнений (1.3.65) решается совместно с уравнениями связей (1.3.62).

Как и в разделах 1.3.1, 1.3.2, будем рассматривать 𝑉𝑥, Ω𝑧, ∆ в качестве независи-
мых переменных и исключим из системы (1.3.62), (1.3.65) зависимые переменные —
поперечную составляющую 𝑉𝑦 скорости центра масс аппарата и угловую скорость Ω1

вращения переднего колеса, а также реакции связей 𝜆1 и 𝜆2, равные, соответственно,
продольной и поперечной составляющим 𝑃𝑥1 и 𝑃𝑦1 контактной силы на непроскальзы-
вающем переднем колесе. Для этого продифференцируем уравнения связей (1.3.62)
по времени

�̇�𝑥 cos ∆ + (�̇�𝑦 + Ω̇𝑧𝐴) sin ∆ − Ω̇1𝑅 = 0

−�̇�𝑥 sin ∆ + (�̇�𝑦 + Ω̇𝑧𝐴) cos ∆ − Ω1𝑅∆̇ = 0

(1.3.66)

Из уравнений (1.3.65), (1.3.66) получаем выражения для реакций связей

𝜆1 = 𝑃𝑥1 =
𝐿1

𝑅
(1.3.67)

𝜆2 = 𝑃𝑦1 =
𝑃𝑥2𝐼𝑧 sin ∆ + 𝑃𝑦2(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧) cos ∆ − 𝑃𝑥1𝑀𝐴2 sin ∆ cos ∆

𝑀𝐴2 cos2 ∆ + 𝐼𝑧
+

+
(𝑀𝑉𝑥Ω𝑧 cos ∆ +𝑀𝑉𝑦Ω𝑧 sin ∆ +𝑀Ω1ΩΔ𝑅 + 𝐹𝑥 sin ∆ − 𝐹𝑦 cos ∆)𝐼𝑧

𝑀𝐴2 cos2 ∆ + 𝐼𝑧
+

+
−𝑀𝐴(𝑀𝑧 −𝑀Δ) cos ∆

𝑀𝐴2 cos2 ∆ + 𝐼𝑧

Как и в разделе 1.3.1, вывод формул (1.3.67) проводился в пренебрежении малы-
ми слагаемыми 𝑂(𝜇), 𝜇 = 𝑚/𝑀 , в частности 𝑀Δ, в случае выполнения неравен-
ства (1.2.2).

Подставив (1.3.67) в (1.3.65) и учитывая второе выражение (1.2.4), получим урав-
нения движения велосипедной модели аппарата с заблокированным задним и непро-
скальзывающим передним колесом

𝑀�̇�𝑥 = 𝐿1 cos ∆/𝑅− 𝑃𝑦1 sin ∆ + 𝑃𝑥2 −𝑀(𝑉𝑥 tg ∆ − Ω𝑧𝐴)Ω𝑧 + 𝐹𝑥

𝐼𝑧Ω̇𝑧 = (𝑃𝑥1 sin ∆ + 𝑃𝑦1 cos ∆)𝐴− 𝑃𝑦2𝐵 +𝑀𝑧

�̇� = 𝑉𝑥 cos Ψ − (𝑉𝑥 tg ∆ − Ω𝑧𝐴) sin Ψ

�̇� = 𝑉𝑥 sin Ψ + (𝑉𝑥 tg ∆ − Ω𝑧𝐴) cos Ψ, Ψ̇ = Ω𝑧

(1.3.68)
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𝑃𝑥2 = −𝜅𝑁2
𝑈𝑥2√︁

𝑈2
𝑥2 + 𝑈2

𝑦2

, 𝑃𝑦2 = −𝜅𝑁2
𝑈𝑦2√︁

𝑈2
𝑥1 + 𝑈2

𝑦2

𝑈𝑥2 = 𝑉𝑥, 𝑈𝑦2 = 𝑉𝑥 tg ∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)

𝑁2 =
𝑀𝑔𝐴+ (𝐿1 cos ∆/𝑅− 𝑃𝑦1 sin ∆ + 𝑃𝑥2)𝐻

𝐴+𝐵

Переменные 𝑉𝑦, Ω1 определяются из соотношений (1.3.62)

𝑉𝑦 = 𝑉𝑥 tg ∆ − Ω𝑧𝐴, Ω1 = 𝑉𝑥/(𝑅 cos ∆) (1.3.69)

нормальная реакция 𝑁1 — первым выражением (1.2.4), касательные составляющие
𝑃𝑥1, 𝑃𝑦1 контактной силы на переднем колесе аппарата — выражениями (1.3.67). Как
и в разделах 1.3.1 и 1.3.2, угол ∆ поворота передних колес рассматривается как управ-
ление.

Из первого равенства (1.3.69) следует, что, в отличие от рассмотренных в разде-
лах 1.3.1, 1.3.2 случаев заноса аппарата с заблокированными или пробуксовывающи-
ми передними колесами, при ∆ ̸= 0 убывание переменной |Ω𝑧| в общем случае не
влечет за собой убывание переменной |𝑉𝑦|. Поэтому занос аппарата следует изучать
с учетом изменения обеих этих переменных.

1.3.3.2 Фазовая плоскость модели при постоянном угле поворота
переднего колеса и отсутствии внешних воздействий

Проведем исследование динамических уравнений системы (1.3.68). Для упроще-
ния дальнейшего исследования, как и при анализе систем (1.3.8) и (1.3.30) в раз-
делах 1.3.1 и 1.3.2, будем считать выполненными условия (1.3.10), (1.2.8), условие
свободного движения аппарата

𝐿1 = 0 (1.3.70)

и пренебрегать членами второго и более высоких порядков малости по переменным
∆, Ω𝑧, удовлетворяющим условию (1.2.3).

При изучении задачи, как и ранее в разделах 1.3.1.2, 1.3.2.2, можно выделить три
случая:

1) |𝑈𝑥2| ≫ |𝑈𝑦2| (проскальзывание заднего колеса в продольном направлении су-
щественно больше проскальзывания в поперечном направлении — движение близкое
к скольжению заднего колеса в продольном направлении). Тогда из (1.2.3) и выра-
жений 𝑈𝑥2, 𝑈𝑦2 из (1.3.68) получим неравенство (1.3.11). В рамках условий (1.3.11)
использование велосипедной модели, справедливой для движений с небольшими зна-
чениями поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата, корректно.

Из выражений для 𝑃𝑥2, 𝑃𝑦2 системы (1.3.68), выражений для 𝑃𝑥1, 𝑃𝑦1 из (1.3.67),
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условий (1.3.10), (1.3.70), неравенства (1.3.11) для малых значений |𝑀Δ| получим
неравенство |𝑃𝑥2| ≫ |𝑃𝑦2| ∼ |𝑃𝑦1| и равенство 𝑃𝑥1 = 0, при выполнении которых
аппарат движется, в основном, в продольном направлении с малыми поперечной и
угловой скоростями корпуса.

2) |𝑈𝑥2| ∼ |𝑈𝑦2| (проскальзывания заднего колеса в продольном и поперечном на-
правлениях соизмеримы). Здесь из (1.2.3) и выражений 𝑈𝑥2, 𝑈𝑦2 из (1.3.68) следует
приближенное соотношение (1.3.12), которое не может быть реализовано при выпол-
нении условий (1.2.3).

3) |𝑈𝑥2| ≪ |𝑈𝑦2| (проскальзывание заднего колеса в продольном направлении суще-
ственно меньше проскальзывания в поперечном направлении — движение близкое к
скольжению заднего колеса в поперечном направлении). При выполнении этого нера-
венства получим неравенство (1.3.13), которое так же не может быть реализовано при
выполнении условий (1.2.3).

В соответствии с выражениями 𝑈𝑥2, 𝑈𝑦2 из (1.3.68) на указанном уровне точности
имеем√︁

𝑈2
𝑥2 + 𝑈2

𝑦2 =
√︀
𝑉 2
𝑥 + (𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵))2 =

√︀
𝑉 2
𝑥 = 𝑉𝑥 (1.3.71)

следовательно,
𝑈𝑥2√︁

𝑈2
𝑥2 + 𝑈2

𝑦2

= 1

Таким образом, входящее в (1.3.68) выражение для продольной составляющей
контактной силы на заднем колесе имеет вид

𝑃𝑥2 = −𝜅𝑁2 (1.3.72)

В силу (1.2.5) справедливо неравенство 𝑃𝑥2 < 0.

Вычислим далее
𝑈𝑦2√︁

𝑈2
𝑥2 + 𝑈2

𝑦2

=
𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)

𝑉𝑥
= ∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)

𝑉𝑥

Тем самым входящее в (1.3.68) выражение для поперечной составляющей контакт-
ной силы на заднем колесе записывается в форме

𝑃𝑦2 = −𝜅𝑁2

(︂
∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)

𝑉𝑥

)︂
(1.3.73)

В силу (1.3.11), (1.3.72), (1.3.73) величина поперечной составляющей силы кулоно-
ва трения на заднем колесе аппарата, имеющая порядок 𝜅𝑁2|∆|, остается существенно
меньше величины 𝜅𝑁2 продольной составляющей этой силы.

Из выражений (1.3.67), (1.3.73) для малых значений |𝑀Δ| на указанном уровне
точности следует равенство 𝑃𝑦1∆ = 0, подстановка которого в последнее равенство
системы (1.3.68) при учете (1.3.70), (1.3.72), дает выражение для нормальной реакции
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на заднем колесе аппарата

𝑁2 =
𝑀𝑔𝐴

𝐴+𝐵 + 𝜅𝐻
(1.3.74)

В соответствии со вторым выражением (1.2.4) и формулой (1.3.74) в рассматривае-
мом случае для выполнения условий (1.2.5) не нужно привлекать дополнительные
ограничения вида (1.3.18).

Таким образом, линеаризованные по переменным ∆ и Ω𝑧 динамические уравнения
системы (1.3.68), которые описывают изменение продольной скорости центра масс
корпуса аппарата и его вращение вокруг точки контакта переднего колеса, не поте-
рявшего сцепление с опорной плоскостью, имеют вид

𝑀�̇�𝑥 = −𝜅𝑁2, (𝐼𝑧 +𝑀𝐴2)Ω̇𝑧 = Φ(𝑉𝑥,Ω𝑧,∆)

𝑁2 =
𝑀𝑔𝐴

𝐴+𝐵 + 𝜅𝐻
, Φ(𝑉𝑥,Ω𝑧,∆) = 𝜅𝑁2

(︂
𝐵∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)2

𝑉𝑥

)︂
+𝑀𝐴𝑉𝑥Ω𝑧

(1.3.75)

Первое соотношение (1.3.69), описывающее изменение поперечной скорости центра
масс корпуса аппарата, после линеаризации записывается в форме

𝑉𝑦 = 𝑉𝑥∆ − Ω𝑧𝐴 (1.3.76)

При подстановке в (1.3.75), (1.3.76) значения ∆ = 0 получаем систему

𝑀�̇�𝑥 = −𝜅𝑁2

(𝐼𝑧 +𝑀𝐴2)Ω̇𝑧 = −𝜅𝑁2
Ω𝑧(𝐴+𝐵)2

𝑉𝑥
+𝑀𝐴𝑉𝑥Ω𝑧

(1.3.77)

которая совпадает с аналогичной системой из [14, 22] после линеаризации последней
по переменной Ω𝑧.

Как и в разделе 1.3.2 будем далее рассматривать случай (1.3.41) постоянства угла
поворота переднего колеса аппарата, когда система (1.3.75) допускает исследование
методом фазовой плоскости. Для построения фазового портрета, как и ранее, вос-
пользуемся методом изоклин.

Как и для случая блокировки переднего колеса, правая часть первого уравнения
системы (1.3.75) постоянна и строго отрицательна, что отвечает убыванию продоль-
ной скорости 𝑉𝑥 аппарата в ходе равнозамедленного движения.

Рассмотрим уравнение Φ(𝑉𝑥,Ω𝑧,∆) = 0, определяющее кривую с горизонтальны-
ми касательными к фазовым траекториям: 𝑑Ω𝑧/𝑑𝑉𝑥 = 0. Разрешив это уравнение
относительно переменной Ω𝑧, получим

Ω𝑧 = 𝑆(𝑉𝑥,∆) = − 𝜅𝑁2𝐵𝑉𝑥∆

𝑀𝐴𝑉 2
𝑥 − 𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)2

(1.3.78)
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Построим графики функции Ω𝑧 = 𝑆(𝑉𝑥,∆), определяемой выражением (1.3.78)
для значений ∆ < 0 и ∆ > 0. Уравнение для отыскания вертикальных асимптот этих
графиков имеет вид

𝑉 2
𝑥 =

𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)2

𝑀𝐴
(1.3.79)

Поскольку правая часть выражения (1.3.79) положительна с учетом (1.3.20) получаем
асимптоту

𝑉𝑥 = 𝑉 *
𝑥 = (𝐴+𝐵)

√︂
𝜅𝑁2

𝑀𝐴
(1.3.80)

Для нахождения экстремумов, а также промежутков возрастания и убывания
функции Ω𝑧 = 𝑆(𝑉𝑥,∆) относительно переменной 𝑉𝑥 вычислим ее производную

𝑑Ω𝑧(𝑉𝑥,∆)

𝑑𝑉𝑥
=
𝜅𝑁2∆𝐵(𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)2 +𝑀𝐴𝑉 2

𝑥 )

(𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)2 −𝑀𝐴𝑉 2
𝑥 )2

(1.3.81)

Из выражения (1.3.81) следует равенство

sgn
(︂
𝑑Ω𝑧(𝑉𝑥,∆)

𝑑𝑉𝑥

)︂
= sgn∆ (1.3.82)

Таким образом, функция Ω𝑧 = 𝑆(𝑉𝑥,∆), определяемая соотношением (1.3.78), не
имеет экстремумов: при значениях ∆ > 0 она возрастает, при значениях ∆ < 0 —
убывает.

Из второго уравнения (1.3.75) следует, что при положитель-
ных значениях функции Φ(𝑉𝑥,Ω𝑧,∆) угловая скорость Ω𝑧 корпу-
са аппарата возрастает, при отрицательных значениях — убывает.

Рис. 1.12. Качественное поведение фа-
зовых траекторий модели заноса ап-
парата с заблокированным задним ко-
лесом при фиксированном значении
∆ = 0 [14, 22]

При ∆ = 0 фазовый портрет соответству-
ющей (1.3.75) системы (1.3.77) симметричен
относительно оси 𝑉𝑥; переменная 𝑉𝑥 моно-
тонно убывает, переменная |Ω𝑧| при доста-
точно больших значениях переменной 𝑉𝑥 >

𝑉 *
𝑥 возрастает (здесь занос аппарата увели-

чивается), при 𝑉𝑥 < 𝑉 *
𝑥 — убывает (здесь

в силу равенства (1.3.76) для ∆ = 0 занос
уменьшается) (рис. 1.12).

Фазовый портрет системы уравне-
ний (1.3.75) в случае ∆ < 0 показан на
рис. 1.13 (а). Знаками «+» и «−» отмечены
области между ветвями графика функ-
ции (1.3.78), где функция Φ(𝑉𝑥,Ω𝑧,∆) имеет
положительные и отрицательные знаки, что
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отвечает, соответственно, возрастанию и убыванию переменной Ω𝑧 и выполнению
неравенств 𝑑Ω𝑧/𝑑𝑉𝑥 < 0 и 𝑑Ω𝑧/𝑑𝑉𝑥 > 0.

В случае ∆ < 0 фазовый портрет системы (1.3.75) теряет свойство симметрии. В
области 0 < Ω𝑧 < 𝑆(𝑉𝑥,∆), в отличие от случая ∆ = 0, переменная Ω𝑧 убывает во все
время движения (в силу (1.3.52)) и равенства (1.3.76) при этом убывает и перемен-
ная |𝑉𝑦|, т.е. занос аппарата уменьшается); в остальных областях фазовой плоскости
поведение переменной |Ω𝑧| в зависимости от переменной 𝑉𝑥 схоже со случаем ∆ = 0.
Из (1.3.75) следует формула

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥
= − 𝑀

𝐼𝑧 +𝑀𝐴2
· 𝜅𝑁2𝐵𝑉𝑥∆ + Ω𝑧 [𝑀𝐴𝑉 2

𝑥 − 𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)2]

𝜅𝑁2𝑉𝑥
(1.3.83)

Выражение в квадратных скобках положительно при 𝑉𝑥 > 𝑉 *
𝑥 и отрицательно при

𝑉𝑥 < 𝑉 *
𝑥 , где выражение для 𝑉 **

𝑥 определено второй формулой (1.3.80). Рассмотрим
оба случая. В соответствии с (1.3.83) при любых фиксированных значениях ∆ = −𝑑 <
0, 𝑉𝑥 = 𝑣 и |Ω𝑧| = 𝑤 следуют неравенства⃒⃒⃒⃒

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑣>𝑉 *

𝑥 ,Ω𝑧=𝑤

<
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑣>𝑉 *

𝑥 ,Ω𝑧=−𝑤

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑣<𝑉 *

𝑥 ,Ω𝑧=𝑤

>

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑣<𝑉 *

𝑥 ,Ω𝑧=−𝑤

(1.3.84)

Тем самым в случае ∆ < 0 при 𝑉𝑥 > 𝑉 *
𝑥 возрастание переменной |Ω𝑧| в области Ω𝑧 > 0

происходит медленнее, чем в области Ω𝑧 < 0; при 𝑉𝑥 < 𝑉 *
𝑥 убывание переменной |Ω𝑧|

в области Ω𝑧 > 0 происходит быстрее, чем в области Ω𝑧 < 0.

Аналогично рассматривается случай ∆ > 0. Поскольку второе уравнение систе-
мы (1.3.75) не изменяется при одновременном изменении знаков ∆ и Ω𝑧, соответству-
ющий фазовый портрет системы (1.3.75) симметричен фазовому портрету на рис. 1.13
(б) относительно оси 𝑉𝑥 (рис. 1.13 (а)).

Приведем количественные оценки, позволяющие выяснить как поворот переднего
колеса аппарата вокруг вертикальной оси 𝐴1𝑧1 влияет на развитие его заноса. Для
этого, как и в разделе 1.3.2, сравним значения 𝑑Ω𝑧/𝑑𝑉𝑥 при ∆ ̸= 0 и при ∆ = 0. Из
формулы (1.3.83) имеем

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=0

=
𝑀

𝐼𝑧 +𝑀𝐴2
· Ω𝑧 (𝑀𝐴𝑉 2

𝑥 − 𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)2)

−𝜅𝑁2𝑉𝑥
(1.3.85)

Сопоставляя выражения (1.3.83) и (1.3.85), получаем

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥
=
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=0

− 𝑀𝐵∆

𝐼𝑧 +𝑀𝐴2
(1.3.86)
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С учетом симметрии фазовых портретов системы (1.3.75) при ∆ < 0 и ∆ > 0

относительно оси 𝑉𝑥 нетрудно заметить, что при любых фиксированных значениях
|∆| = 𝑑, 𝑉𝑥 = 𝑣 и |Ω𝑧| = 𝑤⃒⃒⃒⃒

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=0,Ω𝑧=𝑤>𝑆(𝑉𝑥,Δ)

>

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,Ω𝑧=𝑤>𝑆(𝑉𝑥,Δ)

=
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=𝑑,Ω𝑧=−𝑤<𝑆(𝑉𝑥,Δ)⃒⃒⃒⃒

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=0,𝑣<𝑉 *

𝑥 ,|Ω𝑧 |=𝑤

<
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑣<𝑉 *

𝑥 ,Ω𝑧=𝑤

=

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=𝑑,𝑣<𝑉 *

𝑥 ,Ω𝑧=−𝑤

(1.3.87)

а) б)

Рис. 1.13. Качественное поведение фазовых траекторий модели заноса аппарата с
заблокированным задним колесом при фиксированном значении ∆ < 0 (а) и ∆ > 0 (б)

Анализ рис. 1.12–1.13 и неравенств (1.3.84) показывает, что при выполнении усло-
вия (1.3.52) («повороте переднего колеса велосипедной модели аппарата в сторону
заноса задней оси») увеличение переменной |Ω𝑧| в целом будет происходить менее
интенсивно, а уменьшение — более интенсивно, чем при неповернутых передних ко-
лесах. В отличие от случая ∆ = 0, когда при 𝑉𝑥 > 𝑉 *

𝑥 переменная |Ω𝑧| возрастает, при
значениях ∆ ̸= 0, выбранных в соответствии с (1.3.52), и |Ω𝑧| < |𝑆(𝑉𝑥,∆)| переменная
|Ω𝑧| будет уменьшаться.

Если знаки Ω𝑧 и ∆ совпадают («повернуть передние колеса против заноса задней
оси»), то практически во все время движения аппарата переменная |Ω𝑧| при сколь
угодно малых начальных значениях будет увеличиваться, скорость ее изменения в
целом будет выше, чем в случае выполнения условия (1.3.52). Рассогласование между
скоростями изменения переменной |Ω𝑧| определяется вторым слагаемым в правой
части равенства (1.3.86), изменение переменной |𝑉𝑦| может быть найдено из (1.3.76).
Нарушение условия (1.3.52) приводит к более опасному протеканию заноса аппарата.
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Алгоритм эффективного подавления заноса аппарата с заблокированными зад-
ними колесами схож с алгоритмом, сформированным в конце раздела 1.3.2. Следует
повернуть передние колеса в сторону смещения задней оси в соответствии с услови-
ем (1.3.52), и при достижении переменной Ω𝑧 близких к нулю или нулевых значений
повернуть передние колеса в противоположную сторону и зафиксировать их вдоль
корпуса, обеспечив выполнение условия ∆ = 0. Это уменьшит значение поперечной
скорости 𝑉𝑦 ≈ 𝑉𝑥∆ корпуса аппарата до близких к нулю значений 𝑉𝑦 ≈ −Ω𝑧𝐴 ≈ 0,
т.е. обеспечит существенное уменьшение заноса. Если в момент прямолинейного по-
ложения передних колес аппарата переменная |Ω𝑧| не достигла нулевых значений и
снова начинает возрастать, следует как можно скорее повторно повернуть передние
колеса аппарата в сторону заноса его задней оси. Для уменьшения угловой скорости
𝑉𝑦 корпуса аппарата при небольших значениях |Ω𝑧| величину угла поворота передних
колес следует уменьшить по сравнению с ее первоначальным значением, исходя из
условия

∆ ≈ Ω𝑧𝐴

𝑉𝑥
(1.3.88)

Указанные циклы следует повторять вплоть до прекращения заноса аппарата.

Результаты проведенного анализа отвечают принятым в теории вождения авто-
мобиля рекомендациям «поворачивать руль в сторону заноса задней оси» (рис. 1.1), а
полученные формулы позволяют сформировать эффективный алгоритм работ систем
управления аппаратом. Их достоверность подтверждается сравнением с результатами
численного моделирования [14,53].

Приведем численные результаты для параметров и динамических характеристик
автомобиля, взятых из [53]. Для удобства сравнения запишем (1.3.86) в виде

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥
= − 𝑀

𝐼𝑧 +𝑀𝐴2

[︂
Ω𝑧 (𝑀𝐴𝑉 2

𝑥 − 𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)2)

𝜅𝑁2𝑉𝑥
+𝐵∆

]︂
(1.3.89)

Слагаемые в квадратных скобках имеют одинаковые порядки, следовательно, пра-
вильный выбор значения ∆ в зависимости от значений динамических переменных 𝑉𝑥
и Ω𝑧 позволяет прекратить занос аппарата. В качестве примера возьмем Ω0

1𝑅 = 40

м/с, 𝜅 = 0, 8, 𝑀 = 1000 кг, 𝐼𝑧 = 1000 кг·м2, 𝐴 = 𝐵 = 1, 5 м, 𝐻 = 1 м, зафикси-
ровав значение 𝑉𝑥 = 20 м/с. Для случая ∆ = 0 правая часть выражения (1.3.53)
приблизительно равна −1, 5 с/м ·Ω𝑧, для случая ∆ ̸= 0 — −1, 5 с/м ·Ω𝑧 −0, 5 · 1/м ·∆.

1.3.3.3 Область применимости фазового портрета

Построим область применимости фазовых портретов на рис. 1.13 (а, б).

В соответствии с неравенством (1.2.19) для 𝑖 = 1 и допущением (1.2.8) условие,
ограничивающее область корректного использования модели (1.3.68), в рамках кото-
рой переднее колесо аппарата не проскальзывает относительно опорной плоскости,
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имеет вид(︂
𝑃𝑥1

𝜅𝑁1

)︂2

+

(︂
𝑃𝑦1

𝜅𝑁1

)︂2

< 1 (1.3.90)

Выражение для 𝑁1 определяется из второго выражения (1.2.4) и формулы (1.3.74).
Поскольку в силу условия (1.3.70) и первого выражения (1.3.67) продольная составля-
ющая контактной силы на переднем колесе равна нулю 𝑃𝑥1 = 0, неравенство (1.3.90)
принимает вид (𝑃𝑦1)

2 < (𝜅𝑁1)
2, из которого при выполнении (1.2.5) вытекает нера-

венство

|𝑃𝑦1| < 𝜅𝑁1 (1.3.91)

Аналогично разделам 1.3.1, 1.3.2, при решении неравенства (1.3.91) воспользуемся
предположением (1.2.3) и запишем выражение 𝑃𝑦1, пренебрегая членами второго и
более высоких порядков малости по переменным Ω𝑧, ∆.

Из второго выражения (1.3.67) и формул (1.3.72), (1.3.73), построенных с использо-
ванием предположения (1.2.3), в силу допущений (1.3.10) выражение для поперечной
составляющей контактной силы на переднем колесе принимает вид

𝑃𝑦1 =
𝐼𝑧

𝐼𝑧 +𝑀𝐴2

(︂
𝜅𝑁2

Ω𝑧(𝐴+𝐵)(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧) −𝑀𝐴𝐵𝑉𝑥∆

𝐼𝑧𝑉𝑥
+𝑀𝑉𝑥Ω𝑧

)︂
(1.3.92)

где выражение для 𝑁2 определяется из (1.3.74), переменная ∆ отвечает усло-
вию (1.3.41).

Решением неравенства (1.3.91) служит область плоcкости 𝑉𝑥, Ω𝑧, лежащая на пе-
ресечении областей 𝑃𝑦1 < 𝜅𝑁1 и 𝑃𝑦1 > −𝜅𝑁1. Для удобства их построения и анализа
введем обозначения

𝒜(𝑉𝑥) = 𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧) +𝑀𝐼𝑧𝑉
2
𝑥

ℬ̃(𝑉𝑥,∆) =
𝑉𝑥(𝜅𝑁1(𝐼𝑧 +𝑀𝐴2) + 𝜅𝑁2𝑀𝐴𝐵∆)

𝒜(𝑉𝑥)

𝒞(𝑉𝑥,∆) =
𝑉𝑥(−𝜅𝑁1(𝐼𝑧 +𝑀𝐴2) + 𝜅𝑁2𝑀𝐴𝐵∆)

𝒜(𝑉𝑥)

(1.3.93)

Учитывая условия (1.2.5), (1.3.26), имеем

𝒜(𝑉𝑥) > 0 (1.3.94)

Выразив из уравнения 𝑃𝑦1 = 𝜅𝑁1 переменную Ω𝑧, получим

Ω𝑧 = ℬ̃(𝑉𝑥,∆) (1.3.95)
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В силу выражений (1.3.92) – (1.3.95) условие 𝑃𝑦1 < 𝜅𝑁1 равносильно условию

Ω𝑧 < ℬ̃(𝑉𝑥,∆) (1.3.96)

Аналогично, выразив из уравнения 𝑃𝑦1 = −𝜅𝑁1 переменную Ω𝑧, имеем

Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) (1.3.97)

В силу выражений (1.3.92) – (1.3.94), (1.3.97) условие 𝑃𝑦1 > −𝜅𝑁1 равносильно усло-
вию

Ω𝑧 > 𝒞(𝑉𝑥,∆) (1.3.98)

Из последнего неравенства (1.2.3), (1.3.94) и условия (1.3.20) следуют неравенства

ℬ̃(𝑉𝑥,∆) > 0, 𝒞(𝑉𝑥,∆) < 0 (1.3.99)

Решим неравенства (1.3.96), (1.3.98) графически для случая ∆ < 0. Построим
графики функций Ω𝑧 = ℬ̃(𝑉𝑥,∆) и Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) на плоскости 𝑉𝑥, Ω𝑧. Они имеют
единственную точку пересечения в начале координат. При 𝑉𝑥 → ∞, имеем

ℬ̃(𝑉𝑥,∆) → 0, 𝒞(𝑉𝑥,∆) → 0

Область применимости модели (1.3.75) и построенных на рис. 1.13 (а, б)
фазовых портретов получается путем пересечения области выполнения нера-
венств (1.3.96), (1.3.98) с отвечающей предположению (1.2.3) областью (1.3.29). Таким
образом, для случая ∆ < 0 получим область применимости, показанную штриховкой
на рис. 1.14 (а).

Для построения графиков функций (1.3.95), (1.3.97) в случае ∆ > 0 заметим,
что выражения (1.3.93) при любом фиксированном значении |∆| = 𝑑 удовлетворяют
неравенствам

ℬ̃(𝑉𝑥,∆)
⃒⃒⃒
Δ=−𝑑

= − 𝒞(𝑉𝑥,∆)
⃒⃒⃒
Δ=𝑑

, ℬ̃(𝑉𝑥,∆)
⃒⃒⃒
Δ=𝑑

= − 𝒞(𝑉𝑥,∆)
⃒⃒⃒
Δ=−𝑑

Следовательно, графики функций Ω𝑧 = ℬ̃(𝑉𝑥,∆) и Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) в случае ∆ > 0

симметричны относительно оси 𝑉𝑥 графикам Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) и Ω𝑧 = ℬ̃(𝑉𝑥,∆) в случае
∆ < 0. (Тот же вывод может быть сделан непосредственно из неравенства (1.3.91),
которое в силу (1.3.92) и постоянства значения нормальной реакции 𝑁1 не изменяет-
ся при одновременном изменении знаков ∆ и Ω𝑧.) Область применимости фазового
портрета системы (1.3.75) в случае ∆ > 0 показана штриховкой на рис. 1.14 (б).

Фазовый портрет системы уравнений (1.3.75) с учетом ее области применимости
для случаев ∆ < 0 и ∆ > 0 показан на рис. 1.15(а, б) (по сравнению с рис. 1.13 (а, б)
масштаб искажен). За пределами этой области модель (1.3.75) следует использовать
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с осторожностью.

а) б)

Рис. 1.14. Качественный вид области применимости модели заноса аппарата с забло-
кированным задним колесом при фиксированном значении ∆ < 0 (а) и ∆ > 0 (б)

а) б)

Рис. 1.15. Качественный вид фазовых траекторий модели заноса аппарата с забло-
кированным задним колесом в области применимости модели при фиксированном
значении ∆ < 0 (а) и ∆ > 0 (б)

1.3.4 Занос задней оси аппарата с пробуксовывающими зад-
ними колесами

1.3.4.1 Математическая модель

Модель заноса велосипедной модели аппарата с пробуксовывающим задним коле-
сом и передним колесом, не потерявшим сцепление с опорной плоскостью, получается
по аналогии с моделью, построенной в разделе 1.3.3 для случая блокировки заднего
колеса.
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Как и ранее, при составлении уравнений Лагранжа с множителями связями слу-
жат условия (1.3.62) непроскальзывания переднего колеса аппарата. Отличие полу-
ченной системы от системы (1.3.68) состоит в выражениях для касательных составля-
ющих 𝑃𝑥2, 𝑃𝑦2 контактной силы взаимодействия заднего колеса с опорной плоскостью,
в соответствии с формулами (1.2.6) они вычисляются при значении Ω2 = Ω0

2. Урав-
нения движения велосипедной модели, как и ранее, полученные в пренебрежении
слагаемыми 𝑂(𝜇), в данном случае имеют вид

𝑀�̇�𝑥 = 𝐿1 cos ∆/𝑅− 𝑃𝑦1 sin ∆ + 𝑃𝑥2 −𝑀(𝑉𝑥 tg ∆ − Ω𝑧𝐴)Ω𝑧 + 𝐹𝑥

𝐼𝑧Ω̇𝑧 = (𝑃𝑥1 sin ∆ + 𝑃𝑦1 cos ∆)𝐴− 𝑃𝑦2𝐵 +𝑀𝑧

�̇� = 𝑉𝑥 cos Ψ − (𝑉𝑥 tg ∆ − Ω𝑧𝐴) sin Ψ

�̇� = 𝑉𝑥 sin Ψ + (𝑉𝑥 tg ∆ − Ω𝑧𝐴) cos Ψ, Ψ̇ = Ω𝑧

𝑃𝑥2 = −𝜅𝑁2
𝑈𝑥2√︁

𝑈2
𝑥2 + 𝑈2

𝑦2

, 𝑃𝑦2 = −𝜅𝑁2
𝑈𝑦2√︁

𝑈2
𝑥1 + 𝑈2

𝑦2

𝑈𝑥2 = 𝑉𝑥 − Ω0
2𝑅, 𝑈𝑦2 = 𝑉𝑥 tg ∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)

𝑁2 =
𝑀𝑔𝐴+ (𝐿1 cos ∆/𝑅− 𝑃𝑦1 sin ∆ + 𝑃𝑥2)𝐻

𝐴+𝐵

(1.3.100)

Как и при составлении системы (1.3.68) переменные 𝑉𝑦, Ω1 определяются уравне-
ниями (1.3.69), нормальная реакция 𝑁1 — вторым выражением (1.2.4), касательные
составляющие 𝑃𝑥1, 𝑃𝑦1 контактной силы на переднем колесе аппарата — выражения-
ми (1.3.67).

1.3.4.2 Фазовая плоскость модели при постоянном угле поворота
переднего колеса и отсутствии внешних воздействий

Проведем исследование динамических уравнений системы (1.3.100). Как и в
разделе 1.3.3 при анализе системы (1.3.68) будем считать выполненными усло-
вия (1.2.8), (1.3.10), (1.3.70) и пренебрегать членами второго и более высоких порядков
малости по переменным ∆, Ω𝑧, удовлетворяющим условию (1.2.3).

При изучении задачи, как и ранее в разделах 1.3.1.2–1.3.3.2 можно выделить три
случая:

1) |𝑈𝑥2| ≫ |𝑈𝑦2| (проскальзывание заднего колеса в продольном направлении су-
щественно больше проскальзывания в поперечном направлении — движение близкое
к скольжению заднего колеса в продольном направлении). Тогда из (1.2.3) и выра-
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жений для 𝑈𝑥2, 𝑈𝑦2 из (1.3.100) получим неравенство

|𝑉𝑥 − Ω0
2𝑅| ≫ |𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)| ∼ 𝑉𝑥|∆| (1.3.101)

Из выражений для 𝑃𝑥2, 𝑃𝑦2 системы (1.3.100), выражений для 𝑃𝑥1, 𝑃𝑦1 из (1.3.67),
условий, (1.3.10) (1.3.70) и неравенства (1.3.101) в случае малых значений 𝑀Δ полу-
чим неравенство |𝑃𝑥2| ≫ |𝑃𝑦2| ∼ |𝑃𝑦1| и равенство 𝑃𝑥1 = 0, при выполнении которых
аппарат движется, в основном, в продольном направлении с малыми поперечной и
угловой скоростями корпуса.

2) |𝑈𝑥2| ∼ |𝑈𝑦2| (проскальзывания заднего колеса в продольном и поперечном на-
правлениях соизмеримы). Здесь из (1.2.3), (1.3.100) следует

|𝑉𝑥 − Ω0
2𝑅| ∼ |𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)| ∼ 𝑉𝑥|∆| (1.3.102)

В этом случае, как и выше, справедливо равенство 𝑃𝑥1 = 0, величины поперечных 𝑃𝑦1,
𝑃𝑦2 и продольной 𝑃𝑥2 сил соизмеримы (являются величинами порядка 𝜅𝑁2/

√
2), та-

ким образом, занос аппарата начинает развиваться, что приводит к росту поперечной
и угловой скоростей его корпуса.

3) |𝑈𝑥2| ≪ |𝑈𝑦2| (проскальзывание заднего колеса в продольном направлении су-
щественно меньше проскальзывания в поперечном направлении — движение близкое
к скольжению заднего колеса в поперечном направлении). При выполнении этого
неравенства получим

|𝑉𝑥 − Ω0
2𝑅| ≪ |𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)| ∼ 𝑉𝑥|∆| (1.3.103)

В рассматриваемом случае имеем 𝑃𝑥1 = 0, |𝑃𝑥2| ≪ |𝑃𝑦2| ∼ |𝑃𝑦1|, т.е. занос аппара-
та интенсивно развивается, что приводит к быстрому росту поперечной и угловой
скоростей его корпуса.

Поскольку при решении задачи используется велосипедная модель, справедливая
для движений с небольшими значениями поперечной и угловой скоростей корпуса
аппарата, как и ранее, ограничимся рассмотрением первого случая.

В соответствии с выражениями 𝑈𝑥2, 𝑈𝑦2 из (1.3.100) и условием (1.2.15) для 𝑖 = 2

на указанном уровне точности имеем√︁
𝑈2
𝑥2 + 𝑈2

𝑦2 =
√︁

(𝑉𝑥 − Ω0
2𝑅)2 + (𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵))2 = |𝑉𝑥 − Ω0

2𝑅| (1.3.104)

𝑈𝑥2 = 𝑉𝑥 − Ω0
2𝑅 < 0 (1.3.105)

Из (1.3.104), (1.3.105) следует
𝑈𝑥2√︁

𝑈2
𝑥2 + 𝑈2

𝑦2

=
𝑉𝑥 − Ω0

2𝑅

|𝑉𝑥 − Ω0
2𝑅|

= −1

Таким образом, входящее в (1.3.100) выражение для продольной составляющей
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контактной силы на заднем колесе имеет вид

𝑃𝑥2 = 𝜅𝑁2 (1.3.106)

В силу (1.2.5) справедливо неравенство 𝑃𝑥2 > 0.

Используя (1.3.100), (1.3.104), (1.3.105), по аналогии получим
𝑈𝑦2√︁

𝑈2
𝑥2 + 𝑈2

𝑦2

=
𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)

|𝑉𝑥 − Ω0
2𝑅|

=
𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)

Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥

Тем самым входящее в (1.3.100) выражение для поперечной составляющей кон-
тактной силы на заднем колесе записывается в форме

𝑃𝑦2 = −𝜅𝑁2

(︂
𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)

Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥

)︂
(1.3.107)

В силу (1.3.101), (1.3.106), (1.3.107) величина поперечной составляющей силы ку-
лонова трения на заднем колесе аппарата, имеющая порядок 𝜅𝑁2|∆|, остается суще-
ственно меньше величины 𝜅𝑁2 продольной составляющей этой силы.

Из выражения (1.3.107) на указанном уровне точности следует равенство
𝑃𝑦2∆ = 0, подстановка которого в последнее равенство системы (1.3.100) при уче-
те (1.3.67), (1.3.70), (1.3.106) для малых значений 𝑀Δ дает выражение для нормаль-
ной реакции на заднем колесе аппарата

𝑁2 =
𝑀𝑔𝐴

𝐴+𝐵 − 𝜅𝐻
(1.3.108)

В соответствии со вторым выражением (1.2.4) и формулой (1.3.108) в рассматрива-
емом случае для выполнения условий (1.2.5) следует привлечь ограничение (1.3.18),
как это делалось в разделе 1.3.1.

Таким образом, линеаризованные по переменным ∆ и Ω𝑧 динамические уравне-
ния системы (1.3.100) для переменных 𝑉𝑥 и Ω𝑧 (аналоги уравнений (1.3.75) в случае
пробуксовки заднего колеса аппарата) имеют вид

𝑀�̇�𝑥 = 𝜅𝑁2, (𝐼𝑧 +𝑀𝐴2)Ω̇𝑧 = Φ̃(𝑉𝑥,Ω𝑧,∆)

𝑁2 =
𝑀𝑔𝐴

𝐴+𝐵 − 𝜅𝐻

Φ̃(𝑉𝑥,Ω𝑧,∆) = 𝜅𝑁2

(︂
𝐴∆ +

𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵)

Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥

(𝐴+𝐵)

)︂
+𝑀𝐴𝑉𝑥Ω𝑧

(1.3.109)

Изменение поперечной скорости 𝑉𝑦 центра масс корпуса аппарата описывается соот-
ношением (1.3.76).

При подстановке в (1.3.109), (1.3.76) значения ∆ = 0 получаем систему

𝑀�̇�𝑥 = 𝜅𝑁2 (1.3.110)
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(𝐼𝑧 +𝑀𝐴2)Ω̇𝑧 = −𝜅𝑁2
Ω𝑧(𝐴+𝐵)2

𝑉𝑥 − Ω0
2𝑅

+𝑀𝐴𝑉𝑥Ω𝑧

которая совпадает с аналогичной системой из [14, 22] после линеаризации последней
по переменной Ω𝑧.

Как и в разделах 1.3.2, 1.3.3 будем рассматривать случай (1.3.41) постоянства
угла поворота переднего колеса аппарата, когда система (1.3.109) допускает исследо-
вание методом фазовой плоскости. Для построения фазового портрета воспользуемся
методом изоклин.

Как и в рассмотренном в разделе 1.3.2 случае заноса аппарата с пробуксоваваю-
щим передним колесом, правая часть первого уравнения системы (1.3.109) постоянна
и строго положительна, что отвечает возрастанию продольной скорости 𝑉𝑥 аппарата
в ходе равноускоренного движения. Тем самым здесь, в отличие от случая блоки-
ровки заднего колеса модели, при выполнении условия (1.3.52) убывание переменной
|Ω𝑧| не гарантирует убывание переменной |𝑉𝑦|.

Разрешив уравнение Φ̃(𝑉𝑥,Ω𝑧,∆) = 0, определяющее кривую с горизонтальными
касательными к фазовым траекториям системы (1.3.109) на плоскости 𝑉𝑥, Ω𝑧 отно-
сительно переменной Ω𝑧, получим

Ω𝑧 = 𝑄(𝑉𝑥,∆) =
𝜅𝑁2∆(𝐴Ω0

2𝑅 + 𝑉𝑥𝐵)

𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)2 −𝑀𝐴𝑉𝑥(Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥)

(1.3.111)

Построим графики функции Ω𝑧 = 𝑄(𝑉𝑥,∆), определяемой выражением (1.3.111)
для значений ∆ < 0 и ∆ > 0.

Рассмотрим наиболее опасный случай заноса аппарата, отвечающий достаточно
большим значениям угловой скорости Ω0

2 пробуксовки его заднего колеса, когда гра-
фик функции (1.3.111) имеет вертикальные асимптоты

𝑉𝑥 = 𝑉 *
𝑥 =

𝑀𝐴Ω0
2𝑅−

√︀
(𝑀𝐴Ω0

2𝑅)2 − 4𝑀𝐴𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)2

2𝑀𝐴

𝑉𝑥 = 𝑉 **
𝑥 =

𝑀𝐴Ω0
2𝑅 +

√︀
(𝑀𝐴Ω0

2𝑅)2 − 4𝑀𝐴𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)2

2𝑀𝐴

(1.3.112)

расположенные в пределах области допустимых значений переменной 𝑉𝑥, которая в
соответствии с (1.3.101), (1.3.105) определяется неравенствами

0 < 𝑉𝑥 ≪ Ω0
2𝑅 (1.3.113)

Для нахождения экстремумов, а также промежутков возрастания и убывания
функции (1.3.111) по переменной 𝑉𝑥 вычислим ее производную

𝑑Ω𝑧(𝑉𝑥,∆)

𝑑𝑉𝑥
=

−𝜅𝑁2𝑀𝐴𝐵∆𝑉 2
𝑥 − 2𝜅𝑁2𝑀𝐴2Ω0

2𝑅∆𝑉𝑥 + (𝜅𝑁2)
2(𝐴+𝐵)2𝐵∆

(𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)2 −𝑀𝐴𝑉𝑥(Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥))

2 +

64



+
𝜅𝑁2𝑀𝐴2(Ω0

2𝑅)2∆

(𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)2 −𝑀𝐴𝑉𝑥(Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥))

2 (1.3.114)

Приравняв выражение 𝑑Ω𝑧(𝑉𝑥,∆)/𝑑𝑉𝑥 нулю, получим единственный локальный экс-
тремум 𝑉𝑥 = 𝑉 0

𝑥 , принадлежащий области (1.3.105) графика функции (1.3.111)

𝑉 0
𝑥 = −𝐴Ω0

2𝑅

𝐵
+

1

𝐵

√︃
(𝐴+𝐵)

(︂
𝐴(Ω0

2𝑅)2 + (𝐴+𝐵)
𝜅𝑁2𝐵

2

𝑀𝐴

)︂
(1.3.115)

Сравнивая выражения (1.3.112), (1.3.115), имеем

𝑉 *
𝑥 < 𝑉 0

𝑥 < 𝑉 **
𝑥 (1.3.116)

При 𝑉𝑥 = 0 функция (1.3.111) принимает значение 𝑄(0,∆) = 𝐴Ω0
2𝑅∆/(𝐴+𝐵)2.

Из второго уравнения (1.3.109) следует, что при положительных значениях функ-
ции Φ̃(𝑉𝑥,Ω𝑧,∆) угловая скорость Ω𝑧 корпуса аппарата возрастает, при отрицатель-
ных значениях — убывает.

Рис. 1.16. Качественное поведение фа-
зовых траекторий модели заноса ап-
парата с пробуксовывающим задним
колесом при фиксированном значении
∆ = 0 [14, 22]

При ∆ = 0 фазовый портрет соответству-
ющей (1.3.109) системы (1.3.110) симметри-
чен относительно оси 𝑉𝑥; в областях 𝑉𝑥 < 𝑉 *

𝑥

и 𝑉𝑥 > 𝑉 **
𝑥 переменная |Ω𝑧| убывает (в си-

лу равенства (1.3.76) для ∆ = 0 здесь занос
уменьшается), в области 𝑉 *

𝑥 < 𝑉𝑥 < 𝑉 **
𝑥 —

возрастает, что говорит о развитии заноса
аппарата [14,22] (рис. 1.16).

Фазовый портрет системы уравне-
ний (1.3.109) в случае ∆ < 0 показан на
рис. 1.17 (а). График функции (1.3.111)
показан штрихпунктирной кривой, его
асимптоты (1.3.112) — пунктиром. Знаками
«+» и «−» отмечены области между вет-
вями графика функции (1.3.111), где функция Φ̃(𝑉𝑥,Ω𝑧,∆) имеет положительные
и отрицательные знаки, что отвечает, соответственно, возрастанию и убыванию
переменной Ω𝑧 и выполнению неравенств 𝑑Ω𝑧/𝑑𝑉𝑥 > 0 и 𝑑Ω𝑧/𝑑𝑉𝑥 < 0.

В случае ∆ < 0 фазовый портрет системы (1.3.109) теряет свойство симметрии.
В области 0 < Ω𝑧 < 𝑄(𝑉𝑥,∆) переменная Ω𝑧, в отличие от случая ∆ = 0, убывает
во все время движения аппарата (т.е. его занос уменьшается); в остальных областях
фазовой плоскости поведение переменной |Ω𝑧| в зависимости от переменной 𝑉𝑥 схоже
со случаем ∆ = 0. Из (1.3.109) следует формула

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥
=

𝑀

𝐼𝑧 +𝑀𝐴2

(︂
∆ · 𝐴Ω0

2𝑅 + 𝑉𝑥𝐵

Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥

+ Ω𝑧

(︂
𝑀𝐴𝑉𝑥
𝜅𝑁2

− (𝐴+𝐵)2

Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥

)︂)︂
(1.3.117)
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а) б)

Рис. 1.17. Качественное поведение фазовых траекторий модели заноса аппарата с про-
буксовывающим задним колесом при фиксированном значении ∆ < 0 (а) и ∆ > 0 (б)

Слагаемое, входящее в (1.3.117) с множителем ∆, положительно; слагаемое с множи-
телем Ω𝑧 отрицательно в областях 𝑉𝑥 < 𝑉 *

𝑥 и 𝑉𝑥 > 𝑉 **
𝑥 и положительно в области

𝑉 *
𝑥 < 𝑉𝑥 < 𝑉 **

𝑥 , где выражения для 𝑉 *
𝑥 , 𝑉 **

𝑥 определены формулами (1.3.112). В
соответствии с неравенством (1.3.113) и формулой (1.3.117) любых фиксированных
значениях ∆ = −𝑑 < 0, 𝑉𝑥 = 𝑣 и |Ω𝑧| = 𝑤 следуют неравенства⃒⃒⃒⃒

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑉 *

𝑥 <𝑣<𝑉 **
𝑥 ,Ω𝑧=𝑤

<

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑉 *

𝑥 <𝑣<𝑉 **
𝑥 ,Ω𝑧=−𝑤⃒⃒⃒⃒

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑣<𝑉 *

𝑥 ,Ω𝑧=𝑤

>

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑣<𝑉 *

𝑥 ,Ω𝑧=−𝑤⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑣>𝑉 **

𝑥 ,Ω𝑧=𝑤

>

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑣>**

𝑥 ,Ω𝑧=−𝑤

(1.3.118)

Тем самым в случае ∆ < 0 при 𝑉 *
𝑥 < 𝑉𝑥 < 𝑉 **

𝑥 изменение переменной Ω𝑧 в области
Ω𝑧 > 0 (в частности, возрастание ее величины при Ω𝑧 > 𝑄(𝑉𝑥,∆)) происходит мед-
леннее, чем в области Ω𝑧 < 0; при 𝑉𝑥 < 𝑉 *

𝑥 или 𝑉𝑥 > 𝑉 **
𝑥 изменение переменной Ω𝑧

в области Ω𝑧 > 0 происходит быстрее, чем в области Ω𝑧 < 0 (в частности, убывание
|Ω𝑧| при Ω𝑧 < 𝑄(𝑉𝑥,∆)).

Аналогично рассматривается случай ∆ > 0. Поскольку правая часть второго урав-
нения системы (1.3.109) не изменяется при одновременном изменении знаков ∆ и Ω𝑧,
соответствующий фазовый портрет системы (1.3.109) симметричен фазовому портре-
ту на рис. 1.17 (б) относительно оси 𝑉𝑥 (рис. 1.17 (а)).

Приведем количественные оценки, позволяющие выяснить как поворот переднего
колеса аппарата вокруг вертикальной оси 𝐴1𝑧1 влияет на развитие его заноса. Для
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этого, как и в разделах 1.3.2, 1.3.3, сравним значения 𝑑Ω𝑧/𝑑𝑉𝑥 при ∆ ̸= 0 и при ∆ = 0.
Из формулы (1.3.117) имеем

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=0

=
𝑀Ω𝑧

𝐼𝑧 +𝑀𝐴2

(︂
𝑀𝐴𝑉𝑥
𝜅𝑁2

− (𝐴+𝐵)2

Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥

)︂
(1.3.119)

Сопоставляя выражения (1.3.117) и (1.3.119), получаем

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥
=
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=0

+
𝑀∆

𝐼𝑧 +𝑀𝐴2

(︂
𝐴Ω0

2𝑅 + 𝑉𝑥𝐵

Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥

)︂
(1.3.120)

С учетом симметрии фазовых портретов системы (1.3.109) при ∆ < 0 и ∆ > 0

относительно оси 𝑉𝑥 нетрудно показать, что при любых фиксированных значениях
|∆| = 𝑑, 𝑉𝑥 = 𝑣 и |Ω𝑧| = 𝑤⃒⃒⃒⃒

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=0,𝑣<𝑉 *

𝑥 ,|Ω𝑧 |=𝑤

<

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑣<𝑉 *

𝑥 ,Ω𝑧=𝑤

=
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=𝑑,𝑣<𝑉 *

𝑥 ,Ω𝑧=−𝑤⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=0,𝑣>𝑉 **

𝑥 ,|Ω𝑧 |=𝑤

<

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,𝑣>𝑉 **

𝑥 ,Ω𝑧=𝑤

=
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=𝑑,𝑣>𝑉 **

𝑥 ,Ω𝑧=−𝑤

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=0,Ω𝑧=𝑤>𝑄(𝑉𝑥,Δ)

>
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒
Δ=−𝑑,Ω𝑧=𝑤>𝑄(𝑉𝑥,Δ)

=

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Δ=𝑑,Ω𝑧=−𝑤<𝑄(𝑉𝑥,Δ)

(1.3.121)

Анализ рис. 1.16, 1.17 (а, б) и неравенств (1.3.118) показывает, что при выпол-
нении условия (1.3.52) («повороте переднего колеса велосипедной модели аппарата
в сторону заноса задней оси») увеличение |Ω𝑧| будет происходить менее интенсивно,
а уменьшение — более интенсивно, чем при неповернутых передних колесах. Если
знаки Ω𝑧 и ∆ совпадают («повернуть переднее колесо против заноса задней оси»),
то практически во все время движения аппарата переменная |Ω𝑧| при сколь угодно
малых начальных значениях будет увеличиваться, скорость ее изменения будет вы-
ше, чем в случае выполнения условия (1.3.52). Рассогласование между скоростями
изменения переменной |Ω𝑧| определяется вторым слагаемым в правой части (1.3.120),
изменение |𝑉𝑦| может быть найдено из (1.3.76).

Алгоритм эффективного подавления заноса аппарата с пробуксовывающими зад-
ними колесами, состоящий в повторении поворотов передних колес в сторону заноса
задней оси вплоть до полного его прекращения, повторяет алгоритм, приведенный в
разделе 1.3.3.

Результаты проведенного анализа отвечают принятым в теории вождения авто-
мобиля рекомендациям «поворачивать руль в сторону заноса задней оси» (рис. 1.1), а
полученные формулы позволяют сформировать эффективный алгоритм работ систем
управления аппаратом. Их достоверность подтверждается сравнением с результатами
численного моделирования [14,53]. Приведем численные результаты для параметров
и динамических характеристик автомобиля, взятых из [53]. Для удобства сравнения
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запишем (1.3.120) в виде

𝑑Ω𝑧

𝑑𝑉𝑥
=

𝑀

𝐼𝑧 +𝑀𝐴2

[︂
Ω𝑧

(︂
𝑀𝐴𝑉𝑥
𝜅𝑁2

− (𝐴+𝐵)2

Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥

)︂
+ ∆

(︂
𝐴Ω0

2𝑅 + 𝑉𝑥𝐵

Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥

)︂]︂
(1.3.122)

Слагаемые в квадратных скобках имеют одинаковые порядки, следовательно, пра-
вильный выбор значения ∆ в зависимости от значений динамических переменных 𝑉𝑥
и Ω𝑧 позволяет прекратить занос аппарата. В качестве примера, как и ранее, возьмем
Ω0

1𝑅 = 40 м/с, 𝜅 = 0, 8, 𝑀 = 1000 кг, 𝐼𝑧 = 1000 кг·м2, 𝐴 = 𝐵 = 1, 5 м, 𝐻 = 1 м, зафик-
сировав значение 𝑉𝑥 = 20 м/с. Для случая ∆ = 0 правая часть выражения (1.3.122)
приблизительно равна 1, 5 с/м · Ω𝑧, для случая ∆ ̸= 0 —
1, 5 с/м · Ω𝑧 + 1, 4 · 1/м · ∆.

1.3.4.3 Область применимости фазового портрета

Аналогично рассмотренному в разделе 1.3.3 случаю, условие, ограничивающее об-
ласть корректного использования модели (1.3.100), в рамках которой переднее коле-
со аппарата не проскальзывает относительно опорной плоскости, имеет вид (1.3.91).
Выражение для 𝑁1 определяется с использованием второго выражения (1.2.4) и фор-
мулы (1.3.108).

Из второго выражения (1.3.67) и формул (1.3.106), (1.3.107), построенных с ис-
пользованием предположения (1.2.3), в силу допущений (1.3.10) выражение для по-
перечной составляющей контактной силы на переднем колесе принимает вид

𝑃𝑦1 =
𝐼𝑧

𝐼𝑧 +𝑀𝐴2

(︂
𝜅𝑁2∆ − 𝜅𝑁2

(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧)

𝐼𝑧

(𝑉𝑥∆ − Ω𝑧(𝐴+𝐵))

Ω0
1𝑅− 𝑉𝑥

+𝑀𝑉𝑥Ω𝑧

)︂
(1.3.123)

где выражение для 𝑁2 вычисляется по формуле (1.3.108), переменная ∆ отвечает
условию (1.3.41).

Решением неравенства (1.3.91) служит область плоcкости 𝑉𝑥, Ω𝑧, лежащая на пе-
ресечении областей 𝑃𝑦1 < 𝜅𝑁1 и 𝑃𝑦1 > −𝜅𝑁1. Для удобства их построения и анализа
введем обозначения

𝒜(𝑉𝑥) = 𝜅𝑁2(𝐴+𝐵)(𝑀𝐴𝐵 − 𝐼𝑧) +𝑀𝐼𝑧𝑉𝑥(Ω0
2𝑅− 𝑉𝑥)

ℬ̄(𝑉𝑥,∆) =
𝜅𝑁1(𝐼𝑧 +𝑀𝐴2)(Ω0

2𝑅− 𝑉𝑥) + 𝜅𝑁2∆(𝑀𝐴𝐵𝑉𝑥 − 𝐼𝑧Ω
0
2𝑅)

𝒜(𝑉𝑥)

𝒞(𝑉𝑥,∆) =
−𝜅𝑁1(𝐼𝑧 +𝑀𝐴2)(Ω0

2𝑅− 𝑉𝑥) + 𝜅𝑁2∆(𝑀𝐴𝐵𝑉𝑥 − 𝐼𝑧Ω
0
2𝑅)

𝒜(𝑉𝑥)

(1.3.124)

Учитывая условия (1.2.5), (1.3.26), (1.3.113), имеем

𝒜(𝑉𝑥) > 0 (1.3.125)
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Выразив из уравнения 𝑃𝑦1 = 𝜅𝑁1 переменную Ω𝑧, получим

Ω𝑧 = ℬ̄(𝑉𝑥,∆) (1.3.126)

В силу выражений (1.3.123)–(1.3.126) условие 𝑃𝑦1 < 𝜅𝑁1 равносильно условию

Ω𝑧 < ℬ̄(𝑉𝑥,∆) (1.3.127)

Аналогично, выразив из уравнения 𝑃𝑦1 = −𝜅𝑁1 переменную Ω𝑧, имеем

Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) (1.3.128)

В силу выражений (1.3.123)–(1.3.125), (1.3.128) условие 𝑃𝑦1 > −𝜅𝑁1 равносильно усло-
вию

Ω𝑧 > 𝒞(𝑉𝑥,∆) (1.3.129)

Из последнего неравенства (1.2.3) и неравенств (1.3.113), (1.3.125) следуют нера-
венства

ℬ̄(𝑉𝑥,∆) > 0, 𝒞(𝑉𝑥,∆) < 0 (1.3.130)

Построим графики функций Ω𝑧 = ℬ̄(𝑉𝑥,∆) и Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) на плоскости 𝑉𝑥, Ω𝑧.
Они имеют единственную точку пересечения (Ω0

2𝑅; Ω0
2𝑅∆/(𝐴 + 𝐵)), через которую

проходит прямая Ω𝑧 = 𝑉𝑥∆/(𝐴+𝐵), определяющая ограничение значений переменной
Ω𝑧 в силу (1.3.29), (1.3.41).

Решим неравенства (1.3.127), (1.3.129) графически для случая ∆ < 0. Область
применимости модели (1.3.109) и построенных на рис. 1.17 (а, б) фазовых портретов,
получается путем пересечения области выполнения неравенств (1.3.127), (1.3.129) с
отвечающей предположению (1.2.3) областью (1.3.29). Учитывая условие (1.3.101),
для случая ∆ < 0 имеем область применимости, показанную штриховкой на рис. 1.18
(а). Пунктирной линией показана прямая 𝑉𝑥 = Ω0

2𝑅; область применимости огра-
ничена справа («с избытком») сплошной вертикальной линией, отвечающей усло-
вию (1.3.101).

Для построения графиков функций (1.3.126), (1.3.128) в случае ∆ > 0 заметим,
что выражения (1.3.124) при любом фиксированном значении |∆| = 𝑑 удовлетворяют
неравенствам

ℬ̄(𝑉𝑥,∆)
⃒⃒
Δ=−𝑑

= − 𝒞(𝑉𝑥,∆)
⃒⃒
Δ=𝑑

, ℬ̄(𝑉𝑥,∆)
⃒⃒
Δ=𝑑

= − 𝒞(𝑉𝑥,∆)
⃒⃒
Δ=−𝑑

Следовательно, графики функций Ω𝑧 = ℬ̄(𝑉𝑥,∆) и Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) в случае ∆ > 0

симметричны относительно оси 𝑉𝑥 соответствующим графикам Ω𝑧 = 𝒞(𝑉𝑥,∆) и
Ω𝑧 = ℬ̄(𝑉𝑥,∆) в случае ∆ < 0. (Тот же вывод может быть сделан непосредственно
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из неравенства (1.3.91), которое в силу (1.3.123) и постоянства значения нормальной
реакции 𝑁1 не изменяется при одновременном изменении знаков ∆ и Ω𝑧.) Область
применимости фазового портрета системы (1.3.109) в случае ∆ > 0 показана штри-
ховкой на рис. 1.18 (б). Из рис. 1.18 (а, б) следует, что области одинаковы для случаев
∆ < 0 и ∆ > 0.

а) б)

Рис. 1.18. Качественный вид области применимости модели заноса аппарата с про-
буксовывающим задним колесом при фиксированном значении ∆ < 0 (а) и ∆ > 0 (б)

Фазовый портрет системы уравнений (1.3.109) с учетом ее области применимо-
сти для случаев ∆ < 0 и ∆ > 0 показан на рис. 1.19. За пределами этой области
модель (1.3.109) следует использовать с осторожностью.

а) б)

Рис. 1.19. Качественный вид фазовых траекторий модели заноса аппарата с пробук-
совывающим задним колесом в области применимости модели при фиксированном
значении ∆ < 0 (а) и случай ∆ > 0 (б)
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1.4 Движение аппарата при заносе обеих осей.
Модель сухого трения Кулона

1.4.1 Нормализация уравнений движения

В этом разделе рассматривается занос четырехколесного аппарата, в ходе кото-
рого колеса обеих его осей теряют сцепление с опорной плоскостью. Колеса, поте-
рявшие сцепление с опорной плоскостью, взаимодействует с ней посредством сухого
трения. Для описания такого взаимодействия в этом разделе будет рассмотрена мо-
дель сухого трения Кулона. Для описания заноса, как и ранее, используется велоси-
педная модель, определенная в разделе 1.2. После учета упрощающих предположе-
ний (1.2.3), (1.2.8), (1.3.10), (1.3.41) линеаризованные по переменной ∆ динамические
уравнения системы (1.2.1) принимают вид

𝑀�̇�𝑥 = 𝑃𝑥1 − 𝑃𝑦1∆ + 𝑃𝑥2

𝑀�̇�𝑦 = 𝑃𝑥1∆ + 𝑃𝑦1 + 𝑃𝑦2 −𝑀𝑉𝑥Ω𝑧

𝐼𝑧Ω̇𝑧 = (𝑃𝑥1∆ + 𝑃𝑦1)𝐴− 𝑃𝑦2𝐵

𝐼𝑠Ω̇𝑠 = −𝑃𝑥𝑠𝑅

(1.4.1)

Индекс 𝑖 = 𝑠 отвечает номеру не заблокированного и не пробуксовывающего колеса.
Выражения для продольных и поперечных составляющих контактных сил, действую-
щих на это колесо, имеют вид (1.2.6), где выражения (1.2.7) заменяются их линейными
аналогами

𝑈𝑥1 = 𝑉𝑥 − Ω1𝑅, 𝑈𝑥2 = 𝑉𝑥 − Ω2𝑅

𝑈𝑦1 = −𝑉𝑥∆ + 𝑉𝑦 + Ω𝑧𝐴, 𝑈𝑦2 = 𝑉𝑦 − Ω𝑧𝐵

(1.4.2)

Выражения для касательных составляющих контактных сил, действующих на
заблокированное или пробуксовывающее 𝑙-е колесо, получаются из выраже-
ний (1.2.6), (1.4.2) при значениях 𝑖 = 𝑙, Ω𝑙 = 0 и Ω𝑙 = Ω0

𝑙 соответственно.

Выражения (1.2.4) для нормальных реакций в точках контакта колес аппарата с
опорной плоскостью после линеаризации по переменной ∆ записываются в форме

𝑁1 =
𝑀𝑔𝐵 − (𝑃𝑥1 − 𝑃𝑦1∆ + 𝑃𝑥2)𝐻

𝐴+𝐵
, 𝑁2 = 𝑀𝑔 −𝑁1 (1.4.3)

При выполнении условий (1.2.2), (1.2.3) система (1.2.6), (1.4.1)–(1.4.3) может быть
упрощена с применением асимптотических методов разделения движений [14, 22, 24,
46,53]. Проведем нормализацию [14,46] системы (1.2.6), (1.4.1)–(1.4.3), заменив пере-
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менные и время их безразмерными аналогами

𝑇 = 𝑇*𝑡, ∆ = ∆*𝛿, 𝑉𝑥 = 𝑉𝑥*𝑣𝑥, 𝑉𝑦 = 𝑉𝑦*𝑣𝑦, Ω𝑧 = Ω𝑧*𝜔𝑧

Ω𝑖 = Ω𝑖*𝜔𝑖, 𝑃𝑥𝑖 = 𝑃𝑥𝑖*𝑝𝑥𝑖, 𝑃𝑦𝑖 = 𝑃𝑦𝑖*𝑝𝑦𝑖, 𝑁𝑖 = 𝑁𝑖*𝑛𝑖

𝑈𝑥𝑖 = 𝑈𝑥𝑖*𝑢𝑥𝑖, 𝑈𝑦𝑖 = 𝑈𝑦𝑖*𝑢𝑦𝑖 (𝑖 = 1, 2)

(1.4.4)

Нижним индексом * обозначены характерные значения соответствующих постоян-
ных и переменных величин для движения, определяемого условиями (1.2.2), (1.2.3),
в соответствии с которыми параметры и характерные значения переменных систе-
мы (1.2.6), (1.4.1)–(1.4.3) удовлетворяют неравенствам

𝑚

𝑀
= 𝜇≪ 1, ∆* = 𝜀,

𝑉𝑦*
𝑉𝑥*

= 𝜀≪ 1 (1.4.5)

Будем рассматривать 𝜇 и 𝜀 в качестве малых параметров, которые далее будут
устремлены к нулю. Ограничимся случаем выполнения неравенства

0 < 𝜇≪ 𝜀 (1.4.6)

Выберем характерные значения (1.4.4) следующим образом

𝑉𝑥* = Ω𝑖*𝑅 = 𝑈𝑥𝑖* =
√︀
𝑔(𝐴+𝐵), 𝑉𝑦* = Ω𝑧*(𝐴+𝐵) = 𝑈𝑦𝑖* = 𝑉𝑥*∆*

𝑃𝑥𝑖* = 𝑃𝑦𝑖* = 𝑁𝑖* = 𝑀𝑔 (𝑖 = 1, 2)

(1.4.7)

При выполнении условий (1.4.5) составляющие движения аппарата развиваются
в сильно разнесенных временных масштабах. Их оценками служат величины

𝑇1 =
𝑉𝑥*

𝑔
; 𝑇2 = 𝜀

𝑉𝑥*

𝑔
; 𝑇3 = 𝜇

𝑉𝑥*

𝑔
(1.4.8)

где 𝑇1 — постоянная времени изменения продольной (путевой) скорости корпуса ап-
парата 𝑉𝑥 под действием сил порядка его веса; 𝑇2 — постоянная времени изменения
поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата 𝑉𝑦 и Ω𝑧; 𝑇3 — постоянная времени
изменения угловых скоростей Ω𝑠 вращения не заблокированных и не пробуксовыва-
ющих колес вокруг оси 𝐴𝑠𝑦𝑠 (рис. 1.3). В соответствии с условиями (1.4.5), (1.4.6) для
выражений (1.4.8) справедливы неравенства

𝑇1 ≫ 𝑇2 ≫ 𝑇3 (1.4.9)

Для типичных значений параметров легкового автомобиля 𝜇 ∼ 10−2−10−3, тогда при
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движении со скоростями 𝑉𝑥 ∼ 10 м/с имеем 𝑇1 ∼ 1 с, 𝑇2 ∼ 10−1 с, 𝑇3 ∼ 10−2 − 10−3

с. В отличие от изучаемого в разделе 1.3 случая заноса аппарата при потере сцепле-
ния колес одной оси с опорной плоскостью, где переменные 𝑉𝑥, 𝑉𝑦, Ω𝑧 изменялись в
одинаковых временных масштабах, в рассматриваемом случае потери сцепления ко-
лес обеих осей аппарата с опорной плоскостью постоянные времени изменения этих
переменных существенно разнятся.

Рассматривая движение аппарата на характерных временах 𝑇 ∼ 𝑇2 изме-
нения переменных 𝑉𝑦, Ω𝑧, примем 𝑇* = 𝑇2. Нормализованным аналогом систе-
мы (1.2.6), (1.4.1)–(1.4.3) служит сингулярно возмущенная система тихоновского вида
(см. Приложение А) с малыми параметрами [11,14,46] 0 < 𝜇1 = 𝜇/𝜀, 𝜀 ≪ 1

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2

𝜇1𝜔
′
𝑠 = − 1

𝑖2𝑠
𝑝𝑥𝑠

𝑎 =
𝐴

𝐴+𝐵
, 𝑏 =

𝐵

𝐴+𝐵
, ℎ =

𝐻

𝐴+𝐵
, 𝑖𝑧 =

𝜌𝑧
𝐴+𝐵

, 𝑖𝑠 =
𝜌𝑠
𝑅

𝑝𝑥𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝑢𝑥𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2
, 𝑝𝑦𝑖 = −𝜅𝑛𝑖

𝜀𝑢𝑦𝑖√︀
𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2

(𝑖 = 1, 2)

𝑢𝑥1 = 𝑣𝑥 − 𝜔1, 𝑢𝑥2 = 𝑣𝑥 − 𝜔2

𝑢𝑦1 = −𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎, 𝑢𝑦2 = 𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

𝑛1 = 𝑏− (𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)ℎ, 𝑛2 = 1 − 𝑛1

(1.4.10)

Штрихом обозначены производные по безразмерному времени 𝑡.

Выражения для касательных составляющих контактных сил на заблокированном
или пробуксовывающем 𝑙-м колесе получаются из соответствующих выражений си-
стемы (1.4.10) при значениях 𝑖 = 𝑙 и 𝜔𝑙 = 0 или 𝜔𝑙 = 𝜔0

𝑙 = Ω0
𝑙𝑅/𝑉𝑥* соответственно.

В безразмерных переменных ограничение (1.2.3) значений |𝑉𝑦|, |Ω𝑧|, |∆| принимает
форму

|𝑣𝑦| ∼ |𝜔𝑧| . 𝑣𝑥|𝛿|, |𝛿| . 1 (1.4.11)
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1.4.2 Занос обеих осей аппарата с заблокированными или про-
буксовывающими передними колесами

Рассмотрим случай 𝑙 = 1, 𝑠 = 2 заноса аппарата при блокировке или пробук-
совке передних колес, в ходе которого задние колеса теряют сцепление с опорной
плоскостью. В случае блокировки передних колес нормализованная система (1.4.10)
принимает вид

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2

𝜇1𝜔
′
2 = − 1

𝑖22
𝑝𝑥2

𝑝𝑥𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝑢𝑥𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2
, 𝑝𝑦𝑖 = −𝜅𝑛𝑖

𝜀𝑢𝑦𝑖√︀
𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2

(𝑖 = 1, 2)

𝑢𝑥1 = 𝑣𝑥, 𝑢𝑥2 = 𝑣𝑥 − 𝜔2, 𝑢𝑦1 = −𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎, 𝑢𝑦2 = 𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

𝑛1 = 𝑏− (𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)ℎ, 𝑛2 = 1 − 𝑛1

(1.4.12)

В случае пробуксовки передних колес аппарата нормализованная система (1.4.10)
записывается в форме

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2

𝜇1𝜔
′
2 = − 1

𝑖22
𝑝𝑥2

𝑝𝑥𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝑢𝑥𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2
, 𝑝𝑦𝑖 = −𝜅𝑛𝑖

𝜀𝑢𝑦𝑖√︀
𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2

(𝑖 = 1, 2)

𝑢𝑥1 = 𝑣𝑥 − 𝜔0
1; 𝑢𝑥2 = 𝑣𝑥 − 𝜔2, 𝑢𝑦1 = −𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎; 𝑢𝑦2 = 𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

𝑛1 = 𝑏− (𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)ℎ, 𝑛2 = 1 − 𝑛1

(1.4.13)
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Проведя вырождение систем (1.4.12), (1.4.13) по малому параметру 𝜇1, и, считая
параметр 𝜀 конечным, получим систему уравнений

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝛿𝑝𝑥1 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2

𝑝𝑥2 = 0

(1.4.14)

Составляющие контактных сил вычисляются из (1.4.12), (1.4.13). Последнее, конечное
уравнение системы (1.4.14) имеет изолированный корень

𝜔2 = 𝑣𝑥 (1.4.15)

отвечающий условию непроскальзывания заднего колеса велосипедной модели аппа-
рата в направлении продольной оси 𝐴2𝑥2 (рис. 1.3).

Для доказательства близости решений исходной (1.4.12), (1.4.13) и вырожденной
систем (1.4.14) воспользуемся теорией Тихонова-Васильевой [11–14,23,46]. (См. При-
ложение А.) Одним из основных условий, обеспечивающих притяжение траекторий
исходной системы к многообразию, на котором развиваются медленные движения в
силу вырожденной системы, служит затухание быстрых движений. Для его проверки
требуется исследовать изолированность, асимптотическую устойчивость по первому
приближению и область влияния точек покоя присоединенной системы, которая по-
лучается из систем (1.4.12), (1.4.13) после замены времени 𝜏 = 𝑡/𝜇1 и последующего
приравнивания слагаемых порядка 𝜇1 к нулю. Присоединенная система, которая в
данном случае сводится к одному скалярному уравнению, имеет вид

𝑑𝜔2

𝑑𝜏
=

1

𝑖22
𝜅𝑛2

𝑣𝑥 − 𝜔2√︀
(𝑣𝑥 − 𝜔2)2 + 𝜀2(𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏)2 (1.4.16)

Здесь медленные по сравнению с переменной 𝜔2 переменные 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 считаются
постоянными. Проведя линеаризацию уравнения (1.4.16) около точки покоя (1.4.15),
получим уравнение

𝑑∆𝜔2

𝑑𝜏
= − 1

𝑖22
𝜅𝑛2

∆𝜔2

𝜀|𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏|
, ∆𝜔2 = 𝜔2 − 𝑣𝑥 (1.4.17)

Через ∆𝜔2 обозначено малое отклонение переменной 𝜔2 от положения равнове-
сия (1.4.15). В соответствии с условием 𝑛2 > 0, следующим из второго условия (1.2.5),
множитель при переменной ∆𝜔2 при значениях 𝑣𝑦 ̸= 𝜔𝑧𝑏 отрицателен, т.е. точка по-
коя (1.4.15) является асимптотически устойчивым по первому приближению.
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Выясним область влияния этой точки покоя, образованную совокупностью на-
чальных значений 𝜔2(0) переменной 𝜔2, для которых решения 𝜔2(𝜏) уравнения (1.4.16)
стремятся к точке покоя (1.4.15). Поскольку уравнение (1.4.16) является скалярным,
оно допускает качественное исследование методами [2, c. 26-27]. Точке (1.4.15) на
плоскости 𝜔2, 𝜏 отвечает горизонтальная прямая 𝜔2 = 𝑣𝑥 (рис. 1.20). Знаками + и
− отмечены области, в которых правая часть уравнения (1.4.16) положительна и от-
рицательна соответственно. Тем самым при значениях начальных условий 𝜔2(0) < 𝑣𝑥

переменная 𝜔2 возрастает, при значениях 𝜔2(0) > 𝑣𝑥 переменная 𝜔2 убывает, асимп-
тотически приближаясь к положению равновесия (рис. 1.20). В силу теоремы суще-
ствования и единственности кривая 𝜔2(𝜏) не может пересечь прямую (1.4.15), сле-
довательно, она асимптотически приближается к ней. Тем самым область влияния
положения равновесия (1.4.15) не ограничена.

Рис. 1.20. Область влияния поло-
жения равновесия (1.4.15) уравне-
ния (1.4.16)

В соответствии с теоремой Тихонова-
Васильевой [11, 12, 14, 23, 46] (см. Приложение
А) рассогласование между решениями исход-
ной системы (1.4.12), (1.4.13) и соответствую-
щей вырожденной системы (1.4.14) оценива-
ется величиной 𝑂(𝜇1) на конечном интервале
времени 𝑡 ∼ 1, отвечающем интервалу 𝑇 ∼ 𝑇2

размерного времени 𝑇 . Для переменной 𝜔2 эта
оценка верна вне пограничного слоя ширины
𝑂(−𝜇1 ln𝜇1).

Рассмотрим систему (1.4.14). При выпол-
нении равенства (1.4.15) нормализованное зна-
чение 𝑝𝑦2 поперечной составляющей контакт-
ной силы на заднем колесе велосипедной моде-
ли аппарата, имеющее порядок 𝜀 при 𝑢𝑥2 ̸= 0,
делается величиной 𝑂(1), т.е. начинает существенно превосходить остальные слагае-
мые во втором и третьем уравнениях. Тем самым по завершении быстрого процесса,
в ходе которого задние колеса аппарата обретают сцепление с опорной плоскостью
в продольном направлении, переменные 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 становятся быстрыми (изменяются на
интервале времени 𝑡 ∼ 1) по сравнению с переменной 𝑣𝑥 (изменяется на интервале
времени 𝑡 ∼ 1/𝜀 (𝑇 ∼ 𝑇1)), и могут быть рассмотрены независимо от нее. Проведем
приближенное исследование этих переменных при помощи метода фазовой плоско-
сти.

Разделив второе уравнение системы (1.4.14) на третье и положив 𝜀 = 0 для случая
𝑣𝑦 ̸= 𝜔𝑧𝑏 получим уравнение

𝑑𝑣𝑦
𝑑𝜔𝑧

=
−𝜅𝑛2sgn(𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏)

𝑏/𝑖2𝑧𝜅𝑛2sgn(𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏)
= −𝑖

2
𝑧

𝑏
(1.4.18)

В соответствии с теоремой Пуанкаре о малом параметре [14, 23, 46] уравне-
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ние (1.4.18) имеет погрешность𝑂(𝜀) на интервале времени 𝑡 ∼ 1. Из уравнения (1.4.18)
после интегрирования вытекает уравнение фазовых траекторий

𝑣𝑦 = −𝑖
2
𝑧

𝑏
𝜔𝑧 + 𝐶1 (1.4.19)

где константа 𝐶1 определяется начальными значениями переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧. Траекто-
рии (1.4.19) показаны на рис. 1.21. Прямая, определяемая уравнением

𝑣𝑦 = 𝜔𝑧𝑏 (1.4.20)

отвечает разрыву правой части уравнения (1.4.18).

Рис. 1.21. Приближенный вид зависимости
между нормализованными значениями по-
перечной и угловой скоростей корпуса ап-
парата с заблокированными или пробуксо-
вывающими передними колесами в случае
заноса обеих его осей

Переход на эту прямую по пря-
мым (1.4.19) происходит быстро, на
временах 𝑡 ∼ 1 изменения перемен-
ных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, 𝜔2. В соответствии с
выражением для переменной 𝑢𝑦2 си-
стем (1.4.12), (1.4.13) уравнение (1.4.20)
отвечает условию непроскальзывания
заднего колеса велосипедной модели
аппарата в поперечном направлении
𝐴2𝑦2 к его плоскости (рис. 1.3). Доопре-
деление решения уравнения (1.4.18) на
этой прямой может быть проведено с
использованием методики исследова-
ния дифференциальных уравнений с
разрывными правыми частями [21,46].

Проведенный анализ показал, что в
рамках рассматриваемой постановки за-
дачи поворот передних колес не влияет
на занос аппарата с заблокированными или пробуксовывающими передними колеса-
ми, в ходе которого колеса задней оси теряют сцепление с опорной плоскостью. При
любых начальных условиях по переменным 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 на временах 𝑡 ∼ 1 (𝑇 ∼ 𝑇2) аппа-
рат входит в режим непроскальзывания задних колес (в продольном и поперечном
направлениях). Дальнейшее движение аппарата развивается по уже рассмотренным
в разделах 1.3.1 и 1.3.2 сценариям заноса при блокировке или пробуксовке передних
колес при непроскальзывающих задних колесах.

1.4.3 Занос обеих осей аппарата с заблокированными или про-
буксовывающими задними колесами

Рассмотрим случай 𝑙 = 2, 𝑠 = 1 заноса аппарата при блокировке или пробуксовке
задних колес, в ходе которого передние колеса потеряли сцепление с опорной плоско-
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стью. В случае блокировки задних колес нормализованная система (1.4.10) принимает
вид

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2

𝜇1𝜔
′
1 = − 1

𝑖21
𝑝𝑥1

𝑝𝑥𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝑢𝑥𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2
, 𝑝𝑦𝑖 = −𝜅𝑛𝑖

𝜀𝑢𝑦𝑖√︀
𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2

(𝑖 = 1, 2)

𝑢𝑥1 = 𝑣𝑥 − 𝜔1, 𝑢𝑥2 = 𝑣𝑥

𝑢𝑦1 = −𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎, 𝑢𝑦2 = 𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

𝑛1 = 𝑏− (𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)ℎ, 𝑛2 = 1 − 𝑛1

(1.4.21)

В случае пробуксовки задних колес аппарата нормализованная система (1.4.10)
записывается в форме

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝛿𝑝𝑥1 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2

𝜇1𝜔
′
1 = − 1

𝑖21
𝑝𝑥1

𝑝𝑥𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝑢𝑥𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2
, 𝑝𝑦𝑖 = −𝜅𝑛𝑖

𝜀𝑢𝑦𝑖√︀
𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2

(𝑖 = 1, 2)

𝑢𝑥1 = 𝑣𝑥 − 𝜔1; 𝑢𝑥2 = 𝑣𝑥 − 𝜔0
2

𝑢𝑦1 = −𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎; 𝑢𝑦2 = 𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

𝑛1 = 𝑏− (𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)ℎ, 𝑛2 = 1 − 𝑛1

(1.4.22)

Проведя вырождение систем (1.4.21), (1.4.22) по малому параметру 𝜇1, и, считая
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параметр 𝜀 конечным, получим систему уравнений

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2

𝑝𝑥1 = 0

(1.4.23)

Выражения для касательных и нормальных составляющих контактных сил вычис-
ляются из (1.4.21) и (1.4.22). Последнее, конечное уравнение системы (1.4.23) имеет
изолированный корень

𝜔1 = 𝑣𝑥 (1.4.24)

отвечающий условию непроскальзывания переднего колеса аппарата в направ-
лении продольной оси 𝐴1𝑥1 (рис. 1.3). В соответствии с теоремой Тихонова-
Васильевой [11, 14, 23, 46] (см. Приложение А) рассогласование между решениями
системы (1.4.21), (1.4.22) и соответствующей вырожденной системы (1.4.23) оценива-
ется величиной 𝑂(𝜇1) на конечном интервале времени 𝑡 ∼ 1, отвечающем интервалу
𝑇 ∼ 𝑇2 размерного времени 𝑇 . Для переменной 𝜔1 эта оценка верна вне пограничного
слоя ширины 𝑂(−𝜇1 ln𝜇1). Проверка условий этой теоремы проводится по аналогии
с тем, как это делалось в разделе 1.4.2.

Рассмотрим систему (1.4.23), которая, как и система (1.4.14), позволяет прибли-
женно исследовать быстрые переменные 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, изменяющиеся на интервале вре-
мени 𝑡 ∼ 1, независимо от медленной переменной 𝑣𝑥, изменяющейся на интервале
𝑡 ∼ 1/𝜀, с использованием метода фазовой плоскости. Разделив второе уравнение
системы (1.4.23) на третье и положив 𝜀 = 0, для случая 𝑣𝑦 ̸= 𝑣𝑥𝛿 − 𝜔𝑧𝑎 получим
уравнение

𝑑𝑣𝑦
𝑑𝜔𝑧

=
−𝜅𝑛1𝑠𝑔𝑛(−𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎)

−𝑎/𝑖2𝑧𝜅𝑛1𝑠𝑔𝑛(−𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎)
=
𝑖2𝑧
𝑎

(1.4.25)

В соответствии с теоремой Пуанкаре о малом параметре [14, 46] уравнение (1.4.25)
имеет погрешность 𝑂(𝜀) на интервале времени 𝑡 ∼ 1.

Из уравнения (1.4.25) следует уравнение фазовых траекторий

𝑣𝑦 =
𝑖2𝑧
𝑎
𝜔𝑧 + 𝐶2 (1.4.26)

где константа 𝐶2 определяется начальными значениями переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧. Траекто-
рии (1.4.26) для различных знаков 𝛿 и для значения 𝛿 = 0 показаны на рис. 1.22–1.23.
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Прямая, определяемая уравнением

𝑣𝑦 = 𝑣𝑥𝛿 − 𝜔𝑧𝑎 (1.4.27)

отвечает разрыву правой части уравнения (1.4.25). Переход на эту прямую по пря-
мым (1.4.26) происходит быстро, на временах 𝑡 ∼ 1 изменения переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧.
Медленная переменная 𝑣𝑥 полагается постоянной, равной своему начальному значе-
нию. Доопределение решения уравнения (1.4.25) может быть проведено с использо-
ванием методики [21,46].

Согласно выражению для переменной 𝑢𝑦1 систем (1.4.21), (1.4.22) уравне-
ние (1.4.27) отвечает условию непроскальзывания переднего колеса велосипедной мо-
дели аппарата в поперечном направлении 𝐴1𝑦1 к его плоскости (рис. 1.3).

Как и в предыдущем разделе, в силу рассматриваемой модели заноса обеих осей
аппарата при любых начальных условиях по переменным 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, 𝜔1 на временах 𝑡 ∼ 1

(𝑇 ∼ 𝑇2) аппарат входит в режим непроскальзывания не заблокированных (не про-
буксовывающих) колес (в продольном и поперечном направлениях), в данном случае
- передних. После того, как передние колеса обрели сцепление с опорной плоско-
стью, движение аппарата развивается по уже рассмотренным в разделах 1.3.3 и 1.3.4
сценариям заноса с заблокированными или пробуксовывающими задними колесами
при непроскальзывающих передних колесах. В отличие от случая заноса обеих осей
аппарата с заблокированными или пробуксовывающими передними колесами из раз-
дела 1.4.2, в рассматриваемом случае, как видно из рис. 1.22 –1.23, нормализованное
значение 𝛿 угла ∆ поворота переднего колеса велосипедной модели аппарата опре-
деляет начальное значение нормализованной переменной 𝜔𝑧 (размерной переменной
Ω𝑧) для указанных сценариев. Исходя из этого, судить о заносе аппарата и возможно-
стях его минимизации в данном случае следует с использованием модели переменной
структуры, составляющие которой рассмотрены в разделах 1.3.3, 1.3.4 и 1.4.3.

В разделах 1.3.3, 1.3.4 при анализе фазовых портретов на рис. 1.15 и 1.19 было
показано: чем меньше начальное значение переменной |Ω𝑧|(|𝜔𝑧|), тем менее интенсив-
но развивается занос; при повороте передних колес аппарата в сторону заноса его
задней оси, т.е. при выполнении условия (1.3.52), безразмерным аналогом которого
служит условие

sgn𝜔𝑧 = −sgn𝛿 (1.4.28)

занос аппарата в целом будет происходить менее интенсивно, либо будет уменьшаться,
в отличии от случаев

𝛿 = 0 (1.4.29)

или

sgn𝜔𝑧 = sgn𝛿 (1.4.30)
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когда передние колеса аппарата не повернуты или повернуты против заноса его зад-
ней оси.

a) б)
Рис. 1.22. Приближенный вид зависимости между нормализованными значениями
поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата с заблокированными или пробук-
совывающими задними колесами при фиксированном значении 𝛿 > 0 (∆ > 0) (а) и
𝛿 < 0 (∆ < 0) (б)

Рис. 1.23. Приближенный вид зависимости
между нормализованными значениями попе-
речной и угловой скоростей корпуса аппара-
та с заблокированными или пробуксовываю-
щими задними колесами при фиксированном
значении 𝛿 = 0 (∆ = 0)

Зафиксируем значение |𝛿| и вы-
ясним, при каком значении sgn𝛿 по-
сле завершения обсуждаемого выше
в этом разделе быстрого этапа за-
носа не заблокированной (не пробук-
совывающей) передней оси аппара-
та, которое происходит после окон-
чания быстрого переходного процес-
са изменения переменной 𝜔1 до зна-
чения (1.4.24), и прихода изображаю-
щей точки фазовой плоскости 𝑣𝑦, 𝜔𝑧

на прямую (1.4.27), полученное значе-
ние |𝜔𝑧| будет принимать минималь-
ное из возможных значений и удовле-
творять условию (1.4.28). Обратимся к
рис. 1.22, 1.23.

На рис. 1.24 показана пря-
мая (1.4.27) для значения 𝛿 = 0

и симметрично расположенные от-
носительно нее прямые (1.4.27),
отвечающие одинаковым величинам и разным знакам угла 𝛿. В соответствии с
рис. 1.22 - 1.23, при выборе любой из перечисленных прямых движение по фазовым
траекториям (1.4.26) происходит по направлению к ней. Анализ рис. 1.24 показывает,
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что при 𝛿 ̸= 0 и начальных значениях переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, находящихся в областях

𝑣𝑦 <
𝑖2𝑧
𝑎
𝜔𝑧 − 𝑣𝑥|𝛿|, 𝜔𝑧 > 0

𝑣𝑦 >
𝑖2𝑧
𝑎
𝜔𝑧 + 𝑣𝑥|𝛿|, 𝜔𝑧 < 0

(1.4.31)

в ходе движения по фазовым траекториям (1.4.26) минимальное значение переменной
|𝜔𝑧| достигается при попадании на прямую (1.4.27), отвечающую условию (1.4.28). В
областях

𝑣𝑦 <
𝑖2𝑧
𝑎
𝜔𝑧 − 𝑣𝑥|𝛿|, 𝜔𝑧 < 0

𝑣𝑦 >
𝑖2𝑧
𝑎
𝜔𝑧 + 𝑣𝑥|𝛿|, 𝜔𝑧 > 0

(1.4.32)

минимальное значение переменной |𝜔𝑧| достигается при попадании на пря-
мую (1.4.27), отвечающую условию (1.4.28).

В областях (1.4.31), (1.4.32) увеличение значения |𝛿| приводит к уменьшению зна-
чения переменной |𝜔𝑧|, при котором соответствующая траектория (1.4.26) попадает
на прямую (1.4.27). Заметим, что при |𝜔𝑧| ≈ 0 величина |𝑣𝑦| ≈ 𝑣𝑥|𝛿| нормализованного
значения поперечной скорости корпуса аппарата может оказаться достаточно боль-
шой. Для ее уменьшения в момент обретения передними колесами аппарата сцепле-
ния с опорной плоскостью следует, в соответствии с рекомендациями в конце разде-
лов 1.3.3, 1.3.4, поставить передние колеса аппарата прямолинейно.

Изображающая точка, движущаяся по прямым

𝑣𝑦 =
𝑖2𝑧
𝑎
𝜔𝑧 ± 𝑣𝑥|𝛿| (1.4.33)

попадает на прямую (1.4.27) при значениях 𝜔𝑧 = 0, 𝑣𝑦 = ±𝑣𝑥|𝛿| ≠ 0. При уменьше-
нии значений |𝛿| значение |𝑣𝑦|, и, следовательно, занос аппарата, уменьшаются. При
начальных значениях переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, заключенных в полосе

𝑖2𝑧
𝑎
𝜔𝑧 − 𝑣𝑥|𝛿| < 𝑣𝑦 <

𝑖2𝑧
𝑎
𝜔𝑧 + 𝑣𝑥|𝛿| (1.4.34)

при попадании на прямую (1.4.27) условие (1.4.28) не может быть выполнено, здесь
занос аппарата в целом будет минимальным при выполнении условия (1.4.29). Если
начальные значения переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 удовлетворяют условию

𝑣𝑦 =
𝑖2𝑧
𝑎
𝜔𝑧 (1.4.35)

в случае (1.4.29) занос аппарата будет полностью погашен на временах 𝑡 ∼ 1.

Все сделанные выводы верны с учетом ограничения (1.4.11), в соответствии с кото-
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Рис. 1.24. Приближенный вид зависимости между нормализованными значениями
поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата с заблокированными или пробук-
совывающими задними колесами при фиксированном значении 𝛿 с учетом области
применимости

рым область применимости рассматриваемой модели движения аппарата находится
внутри круга 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 ≤ 𝑣𝑥|𝛿|, отмеченного на рис. 1.24, и небольшой внешней окрест-
ности. При начальных значениях переменных |𝑣𝑦|, |𝜔𝑧|, принадлежащих этой области
применимости, занос аппарата в целом будет минимальным при значении 𝛿 = 0, т.е.
при неповернутых передних колесах. Поскольку прямая (1.4.35) пересекает область
применимости (1.4.11), занос аппарата может быть полностью прекращен на време-
нах 𝑡 ∼ 1 изменения поперечной и угловой скоростей при попадании на эту прямую.

1.5 Движение аппарата при заносе обеих осей. Мо-

дель поликомпонентного сухого трения Журав-

лёва

1.5.1 Нормализация уравнений движения

В этом разделе рассматривается занос четырехколесного аппарата, в ходе которо-
го колеса обеих его осей теряют сцепление с опорной плоскостью. Колеса, потерявшие
сцепление с опорной плоскостью, взаимодействует с ней посредством сухого трения.
Для описания такого взаимодействия в этом разделе будет рассмотрена модель поли-
компонентного сухого трения В.Ф. Журавлёва [3], учитывающая моменты верчения в
областях контакта колес с опорной плоскостью. После учета сделанных в разделе 1.2
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упрощающих предположений (1.2.3), (1.3.10), (1.2.8) линеаризованные по переменной
∆ динамические уравнения системы (1.2.1) принимают вид

𝑀�̇�𝑥 = 𝑃𝑥1 − 𝑃𝑦1∆ + 𝑃𝑥2

𝑀�̇�𝑦 = 𝑃𝑥1∆ + 𝑃𝑦1 + 𝑃𝑦2 −𝑀𝑉𝑥Ω𝑧

𝐼𝑧Ω̇𝑧 = (𝑃𝑥1∆ + 𝑃𝑦1)𝐴− 𝑃𝑦2𝐵 +𝑀𝑆1 +𝑀𝑆2

𝐼𝑠Ω̇𝑠 = −𝑃𝑥𝑠𝑅

(1.5.1)

Индекс 𝑖 = 𝑠 отвечает номеру не заблокированного и не пробуксовывающего колеса.
Выражения для продольных и поперечных составляющих контактных сил, действу-
ющих на это колесо, имеют вид (1.2.10), где выражения (1.2.7) заменяются их линей-
ными аналогами (1.4.2). Выражения для касательных составляющих контактных сил,
действующих на заблокированное или пробуксовывающее 𝑙-е колесо, получаются из
выражений (1.2.10), (1.4.2) при значениях 𝑖 = 𝑙, Ω𝑙 = 0 или Ω𝑙 = Ω0

𝑙 соответственно.

Выражения (1.2.4) для нормальных реакций в точках контакта колес аппарата
с опорной плоскостью после линеаризации по переменной ∆ записываются в фор-
ме (1.4.3).

Введем малый параметр 𝜀1, характеризующий малость области контакта колеса с
опорной плоскостью

𝜀1 =
𝑟

𝑅
≪ 1 (1.5.2)

Далее ограничимся рассмотрением случая

𝜀≪ 𝜀21 (1.5.3)

При выполнении условий (1.2.2), (1.2.3) система (1.2.6), (1.4.2), (1.4.3), (1.5.1)
может быть упрощена с применением асимптотических методов разделе-
ния движений [14, 22, 24, 46, 53]. Проведем нормализацию [14, 46] систе-
мы (1.2.6), (1.4.2), (1.4.3), (1.5.1), заменив переменные и время их безразмерными
аналогами в соответствии с условиями (1.4.4)–(1.4.9) и выражениями

𝑀𝑆𝑖 = 𝑀𝑆𝑖*𝑚𝑆𝑖, 𝑀𝑆𝑖* = 𝑀𝑔𝑟2/(𝐴+𝐵) (1.5.4)

Рассматривая движение аппарата на характерных временах 𝑇 ∼ 𝑇2 изме-
нения переменных 𝑉𝑦, Ω𝑧, примем 𝑇* = 𝑇2. Нормализованным аналогом си-
стемы (1.2.6), (1.4.2), (1.4.3), (1.5.1) служит сингулярно возмущенная систе-
ма тихоновского вида (см. Приложение А) с малыми параметрами [11, 14, 46]
0 < 𝜇1 = 𝜇/𝜀, 𝜀 ≪ 1, 𝜀1 ≪ 1
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𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2 +

1

𝑖2𝑧
𝜀21𝑐

2(𝑚𝑆1 +𝑚𝑆2)

𝜇1𝜔
′
𝑠 = − 1

𝑖2𝑠
𝑝𝑥𝑠

𝑎 =
𝐴

𝐴+𝐵
, 𝑏 =

𝐵

𝐴+𝐵
, ℎ =

𝐻

𝐴+𝐵
, 𝑐 =

𝑅

𝐴+𝐵

𝑖𝑠 =
𝜌𝑠
𝑅
, 𝑖𝑧 =

𝜌𝑧
𝐴+𝐵

𝑝𝑥𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝑢𝑥𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑝𝑦𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝜀𝑢𝑦𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑚𝑆𝑖 = −𝛾𝜅𝑛𝑖
𝜀𝜀1𝑐𝜔𝑧

𝛼
√︀
𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐|𝜔𝑧|

(𝑖 = 1, 2)

𝑢𝑥1 = 𝑣𝑥 − 𝜔1, 𝑢𝑥2 = 𝑣𝑥 − 𝜔2, 𝑢𝑦1 = −𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎, 𝑢𝑦2 = 𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

𝑛1 = 𝑏− (𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)ℎ, 𝑛2 = 1 − 𝑛1

(1.5.5)

Штрихом обозначены производные по безразмерному времени 𝑡.

Выражения для касательных составляющих контактных сил на заблокированном
или пробуксовывающем 𝑙-м колесе получаются из соответствующих выражений си-
стемы (1.2.6), (1.4.2) при значениях 𝑖 = 𝑙 и 𝜔𝑙 = 0 или 𝜔𝑙 = 𝜔0

𝑙 = Ω0
𝑙 /Ω

0
𝑙* соответствен-

но.

В безразмерных переменных ограничение (1.2.3) значений |𝑉𝑦|, |Ω𝑧|, |∆| принимает
форму (1.4.11).

1.5.2 Занос обеих осей аппарата с заблокированными или про-
буксовывающими передними колесами

Рассмотрим случай 𝑙 = 1, 𝑠 = 2 заноса аппарата при блокировке или пробук-
совке передних колес, в ходе которого задние колеса теряют сцепление с опорной
плоскостью. В случае блокировки передних колес нормализованная система (1.5.5)
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принимает вид

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2 +

1

𝑖2𝑧
𝜀21𝑐

2(𝑚𝑆1 +𝑚𝑆2)

𝜇1𝜔
′
2 = − 1

𝑖22
𝑝𝑥2

𝑝𝑥𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝑢𝑥𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑝𝑦𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝜀𝑢𝑦𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑚𝑆𝑖 = −𝛾𝜅𝑛𝑖
𝜀𝜀1𝑐𝜔𝑧

𝛼
√︀
𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐|𝜔𝑧|

(𝑖 = 1, 2)

𝑢𝑥1 = 𝑣𝑥, 𝑢𝑥2 = 𝑣𝑥 − 𝜔2, 𝑢𝑦1 = −𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎, 𝑢𝑦2 = 𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

𝑛1 = 𝑏− (𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)ℎ, 𝑛2 = 1 − 𝑛1

(1.5.6)

В случае пробуксовки передних колес аппарата нормализованная система (1.5.5)
записывается в форме

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2 +

1

𝑖2𝑧
𝜀21𝑐

2(𝑚𝑆1 +𝑚𝑆2)

𝜇1𝜔
′
2 = − 1

𝑖22
𝑝𝑥2

𝑝𝑥𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝑢𝑥𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑝𝑦𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝜀𝑢𝑦𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑚𝑆𝑖 = −𝛾𝜅𝑛𝑖
𝜀𝜀1𝑐𝜔𝑧

𝛼
√︀
𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐|𝜔𝑧|

(𝑖 = 1, 2)

𝑢𝑥1 = 𝑣𝑥 − 𝜔0
1; 𝑢𝑥2 = 𝑣𝑥 − 𝜔2, 𝑢𝑦1 = −𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎; 𝑢𝑦2 = 𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

𝑛1 = 𝑏− (𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)ℎ, 𝑛2 = 1 − 𝑛1

(1.5.7)
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Проведя вырождение систем (1.5.6), (1.5.7) по малому параметру 𝜇1, и, считая
параметры 𝜀 и 𝜀1 конечными, получим систему уравнений

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝛿𝑝𝑥1 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2 +

1

𝑖2𝑧
𝜀21𝑐

2(𝑚𝑆1 +𝑚𝑆2)

𝑝𝑥2 = 0

(1.5.8)

Система (1.5.8) отличается от системы (1.4.14) для случая кулонова трения наличи-
ем нормализованных моментов верчения 𝑚𝑆1, 𝑚𝑆2 и малого параметра 𝜀1, характе-
ризующего малость области контакта, которые входят в третье уравнение изменения
угловой скорости корпуса аппарата. Выражения для касательных составляющих кон-
тактных сил для модели Журавлёва отличаются от касательных составляющих кон-
тактных сил для случая кулонова трения и определены в (1.5.6) и (1.5.7). Последнее,
конечное уравнение системы (1.5.8) имеет изолированный корень

𝜔2 = 𝑣𝑥 (1.5.9)

отвечающий условию непроскальзывания заднего колеса аппарата в направле-
нии продольной оси 𝐴2𝑥2 (рис. 1.3). В соответствии с теоремой Тихонова-
Васильевой [11, 14, 23, 46] (см. Приложение А) рассогласование между решениями
системы (1.5.6), (1.5.7) и соответствующей вырожденной системы (1.5.8) оценивает-
ся величиной 𝑂(𝜇1) на конечном интервале времени 𝑡 ∼ 1, отвечающем интервалу
𝑇 ∼ 𝑇2 размерного времени 𝑇 . Для переменной 𝜔2 эта оценка верна вне пограничного
слоя ширины 𝑂(−𝜇1 ln𝜇1). Проверка условий этой теоремы проводится по аналогии
с тем, как это делалось в разделах 1.4.2–1.4.3.

Рассмотрим систему (1.5.8), которая, как и системы (1.4.14), (1.4.23), позволяет
приближенно исследовать быстрые переменные 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, изменяющиеся на интервале
времени 𝑡 ∼ 1, независимо от медленной переменной 𝑣𝑥, изменяющейся на интервале
𝑡 ∼ 1/𝜀, с использованием метода фазовой плоскости. Проведя вырождение систе-
мы (1.5.8) по малому параметру 𝜀, и, считая параметр 𝜀1 конечным, получим систему
уравнений

𝑣𝑥 = const, 𝑣′𝑦 = −𝜅𝑛2
𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

|𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏| + 𝜀1𝛽|𝜔𝑧|

𝜔′
𝑧 =

𝑏

𝑖2𝑧
𝜅𝑛2

𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

|𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏| + 𝜀1𝛽|𝜔𝑧|
− 1

𝑖2𝑧
𝛾𝜅𝑛2

𝜀21𝑐
2𝜔𝑧

𝛼|𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏| + 𝜀1𝑐|𝜔𝑧|

(1.5.10)

В соответствии с теоремой Пуанкаре о малом параметре [14,46] система (1.5.10) имеет
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погрешность 𝑂(𝜀) на интервале времени 𝑡 ∼ 1. Если малый параметр 𝜀1 = 0, то есть
считать радиус областей контакта колес с опорной плоскостью пренебрежимо малым
(𝑟 = 0), то получится тот же самый результат, как и для случая традиционной модели
кулонова трения.

Рассмотрим случай 𝜀1 ̸= 0, который соответствует конечному значению радиусу
области контакта колеса с опорной плоскостью (𝑟 ̸= 0), и построим фазовый портрет
системы (1.5.10) с помощью метода изоклин. На прямой

𝑣𝑦 = 𝜔𝑧𝑏 (1.5.11)

обращается в нуль правая часть первого уравнения системы (1.5.10), фазовые тра-
ектории на ней имеют горизонтальные касательные. В соответствии с выражением
для переменной 𝑢𝑦2 систем (1.5.6), (1.5.7) уравнение (1.5.11) отвечает условию непро-
скальзывания заднего колеса велосипедной модели аппарата в поперечном направле-
нии 𝐴2𝑦2 к его плоскости (рис. 1.3). Уравнения кривых, на которых касательные к
фазовым траекториям вертикальны, являются решениями уравнения

(𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏)𝑏

|𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏| + 𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|
− 𝜀21𝑐

2𝛾𝜔𝑧

𝛼|𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏| + 𝜀1𝑐|𝜔𝑧|
= 0 (1.5.12)

при которых обращается в нуль правая часть второго уравнения системы (1.5.10).
Уравнение (1.5.12) можно переписать в виде

(𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏)𝑏 (𝛼|𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏| + 𝜀1𝑐|𝜔𝑧|) = 𝜀21𝑐
2𝛾𝜔𝑧 (|𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏| + 𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|) (1.5.13)

После преобразований уравнение (1.5.13) принимает вид

(𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏)

𝜔𝑧

𝑏

(︂
𝛼
|𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏|

|𝜔𝑧|
+ 𝜀1𝑐

)︂
= 𝜀1𝑐

2𝛾

(︂
|𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏|

|𝜔𝑧|
+ 𝜀1𝑐𝛽

)︂
(1.5.14)

Для простоты решения уравнения (1.5.14) введем обозначение

𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

𝜔𝑧

= 𝑥 (1.5.15)

тогда уравнение (1.5.14) относительно новой переменной записывается в форме

𝑥𝑏(𝛼|𝑥| + 𝜀1𝑐) = 𝜀21𝑐
2𝛾(|𝑥| + 𝜀1𝑐𝛽) (1.5.16)

После раскрытия модуля (|𝑥| = sgn𝑥·𝑥), получим квадратное уравнение относительно
новой переменной 𝑥

𝑏𝛼 · sgn𝑥 · 𝑥2 + (𝜀1𝑏𝑐− 𝜀21𝑐
2𝛾 · 𝑠𝑔𝑛𝑥)𝑥− 𝜀31𝑐

3𝛽𝛾 = 0 (1.5.17)

Решения уравнения (1.5.17) имеют вид

𝑥1 =
𝜀21𝑐

2𝛽𝛾

𝑏
+𝑂(𝜀31), 𝑥2 =

−𝜀1𝑐sgn𝑥
𝛼

+𝑂(𝜀21) (1.5.18)
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Из второго выражения (1.5.18) следует равенство

|𝑥2| =
−𝜀1𝑐
𝛼

+𝑂(𝜀21) (1.5.19)

которое в силу условия (1.5.2) малости параметра 𝜀1 нереализуемо. Возвращаясь к пе-
ременным 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 и пренебрегая членами порядка 𝑂(𝜀31), получаем уравнение кривой,
на которой касательные к фазовым траекториям вертикальны

𝑣𝑦 = 𝜔𝑧𝑏

(︂
1 +

𝜀21𝑐
2𝛽𝛾

𝑏2

)︂
(1.5.20)

Уравнение (1.5.20) линейно, угол наклона прямой зависит от малого параметра 𝜀21.

Приближенный вид зависимости между нормализованными значения-
ми поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата с заблокированны-
ми или пробуксовывающими передними колесами в случае заноса обеих его
осей для модели трения Журавлёва показан на рис. 1.25. Медленная пе-
ременная 𝑣𝑥 полагается постоянной, равной своему начальному значению.

Рис. 1.25. Приближенный вид зависимости
между нормализованными значениями по-
перечной и угловой скоростей корпуса ап-
парата с заблокированными или пробуксо-
вывающими передними колесами в случае
заноса обеих его осей для модели трения
Журавлёва

Поскольку правые части систе-
мы (1.5.10) меняют знак при одновре-
менном изменении знаков переменных
𝑣𝑦 и 𝜔𝑧, траектории фазового портрета
симметричны относительно начала
координат. При начальных условиях
переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, удовлетворяющих
неравенству

𝑣𝑦 > 𝜔𝑧𝑏 (1.5.21)

(т.е. изображающая точка лежит выше
прямой (1.5.11)) правая часть первого
уравнения системы (1.5.10) строго от-
рицательна, следовательно, поперечная
скорость 𝑣𝑦 убывает. Если начальные
условия переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, удовлетворя-
ют неравенству

𝑣𝑦 < 𝜔𝑧𝑏 (1.5.22)

(т.е. изображающая точка лежит ниже
прямой (1.5.11)) правая часть первого уравнения системы (1.5.10) строго положитель-
на, значит, поперечная скорость 𝑣𝑦 возрастает. При начальных условиях переменных
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𝑣𝑦, 𝜔𝑧, удовлетворяющих неравенству

𝑣𝑦 > 𝜔𝑧𝑏

(︂
1 +

𝜀21𝑐
2𝛽𝛾

𝑏2

)︂
(1.5.23)

(т.е. изображающая точка лежит выше прямой (1.5.20)) правая часть второго урав-
нения системы (1.5.10) строго положительна, угловая скорость 𝜔𝑧 возрастает. Если
начальные условия переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, удовлетворяют неравенству

𝑣𝑦 < 𝜔𝑧𝑏

(︂
1 +

𝜀21𝑐
2𝛽𝛾

𝑏2

)︂
(1.5.24)

(т.е. изображающая точка лежит ниже прямой (1.5.20)) правая часть второго урав-
нения системы (1.5.10) строго отрицательна, угловая скорость 𝜔𝑧 убывает.

Анализ фазового портрета (рис. 1.25) показывает, что для модели поликомпонент-
ного сухого трения результат остается тем же, что и для модели кулонова трения:
угол поворота передних колес не влияет на занос обеих осей аппарата с заблокиро-
ванными или пробуксовывающими передними колесами. Однако здесь для любых
начальных условий по переменным 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 имеем 𝑣𝑦 → 0, 𝜔𝑧 → 0 при 𝑡 ∼ 1 (𝑇 ∼ 𝑇2),
таким образом, 𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏 → 0 и 𝑢𝑦2 → 0, т.е. аппарат входит в режим непроскальзы-
вания задних колес (в продольном и поперечном направлениях) на временах 𝑡 ∼ 1, и
его занос полностью прекращается.

Таким образом, в рамках модели поликомпонентного сухого трения Журавлёва,
учитывающей верчение в областях контакта колес с опорной плоскостью, занос ап-
парата уменьшается скорее, чем для модели кулонова трения, которая учитывает
только возможность скольжения колес.

1.5.3 Занос обеих осей аппарата с заблокированными или про-
буксовывающими задними колесами

Рассмотрим случай 𝑙 = 2, 𝑠 = 1 заноса аппарата при блокировке или пробуксовке
задних колес, в ходе которого передние колеса теряют сцепление с опорной плоско-
стью. В случае блокировки задних колес нормализованная система (1.5.5) принимает
вид

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2 +

1

𝑖2𝑧
𝜀21𝑐

2(𝑚𝑆1 +𝑚𝑆2)

𝜇1𝜔
′
1 = − 1

𝑖21
𝑝𝑥1

(1.5.25)
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𝑝𝑥𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝑢𝑥𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑝𝑦𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝜀𝑢𝑦𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑚𝑆𝑖 = −𝛾𝜅𝑛𝑖
𝜀𝜀1𝑐𝜔𝑧

𝛼
√︀
𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐|𝜔𝑧|

(𝑖 = 1, 2)

𝑢𝑥1 = 𝑣𝑥 − 𝜔1, 𝑢𝑥2 = 𝑣𝑥, 𝑢𝑦1 = −𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎, 𝑢𝑦2 = 𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

𝑛1 = 𝑏− (𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)ℎ, 𝑛2 = 1 − 𝑛1

В случае пробуксовки задних колес аппарата нормализованная система (1.5.5)
записывается в форме

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2 +

1

𝑖2𝑧
𝜀21𝑐

2(𝑚𝑆1 +𝑚𝑆2)

𝜇1𝜔
′
1 = − 1

𝑖21
𝑝𝑥1

𝑝𝑥𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝑢𝑥𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑝𝑦𝑖 = −𝜅𝑛𝑖
𝜀𝑢𝑦𝑖√︀

𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑚𝑆𝑖 = −𝛾𝜅𝑛𝑖
𝜀𝜀1𝑐𝜔𝑧

𝛼
√︀
𝑢2𝑥𝑖 + (𝜀𝑢𝑦𝑖)2 + 𝜀𝜀1𝑐|𝜔𝑧|

(𝑖 = 1, 2)

𝑢𝑥1 = 𝑣𝑥 − 𝜔1; 𝑢𝑥2 = 𝑣𝑥 − 𝜔0
2, 𝑢𝑦1 = −𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎; 𝑢𝑦2 = 𝑣𝑦 − 𝜔𝑧𝑏

𝑛1 = 𝑏− (𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿 + 𝑝𝑥2)ℎ, 𝑛2 = 1 − 𝑛1

(1.5.26)

Проведя вырождение систем (1.5.25), (1.5.26) по малому параметру 𝜇1, и, считая
параметры 𝜀 и 𝜀1 конечными, получим систему уравнений

𝑣′𝑥 = 𝜀(𝑝𝑥1 − 𝜀𝑝𝑦1𝛿)

𝑣′𝑦 = 𝜀𝑝𝑥1𝛿 + 𝑝𝑦1 + 𝑝𝑦2 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝜔′
𝑧 =

𝑎

𝑖2𝑧
(𝜀𝛿𝑝𝑥1 + 𝑝𝑦1) −

𝑏

𝑖2𝑧
𝑝𝑦2 +

1

𝑖2𝑧
𝜀21𝑐

2(𝑚𝑆1 +𝑚𝑆2)

𝑝𝑥1 = 0

(1.5.27)
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Система (1.5.27) отличается от системы (1.4.23) для случая кулонова трения нали-
чием нормализованных моментов верчения 𝑚𝑆1, 𝑚𝑆2 и малого параметра 𝜀1, харак-
теризующего малость области контакта, которые входят в третье уравнение измене-
ния угловой скорости корпуса аппарата. Выражения для касательных составляющих
контактных сил для модели Журавлёва отличаются от касательных составляющих
контактных сил для случая кулонова трения и определены последними восемью вы-
ражениями систем (1.5.25) и (1.5.26). Последнее, конечное уравнение системы (1.5.27)
имеет изолированный корень

𝜔1 = 𝑣𝑥 (1.5.28)

отвечающий условию непроскальзывания переднего колеса аппарата в направ-
лении продольной оси 𝐴1𝑥1 (рис. 1.3). В соответствии с теоремой Тихонова-
Васильевой [11, 14, 23, 46] (см. Приложение А) рассогласование между решениями
системы (1.5.25), (1.5.26) и соответствующей вырожденной системы (1.5.27) оценива-
ется величиной 𝑂(𝜇1) на конечном интервале времени 𝑡 ∼ 1, отвечающем интервалу
𝑇 ∼ 𝑇2 размерного времени 𝑇 . Для переменной 𝜔1 эта оценка верна вне пограничного
слоя ширины 𝑂(−𝜇1 ln𝜇1). Проверка условий этой теоремы проводится по аналогии
с тем, как это делалось в разделах 1.4.2–1.4.3.

Рассмотрим систему (1.5.27), которая, как и системы (1.4.14), (1.4.23) (1.5.8), поз-
воляет приближенно исследовать быстрые переменные 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, изменяющиеся на ин-
тервале времени 𝑡 ∼ 1, независимо от медленной переменной 𝑣𝑥, изменяющейся на
интервале 𝑡 ∼ 1/𝜀, с использованием метода фазовой плоскости. Проведя вырождение
системы (1.5.27) по малому параметру 𝜀, и, считая параметр 𝜀1 конечным, получим
систему уравнений

𝑣𝑥 = const, 𝑣′𝑦 = −𝜅𝑛1
−𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎

| − 𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎| + 𝜀1𝛽|𝜔𝑧|
(1.5.29)

𝜔′
𝑧 = − 𝑎

𝑖2𝑧
𝜅𝑛1

−𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎

| − 𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎| + 𝜀1𝛽|𝜔𝑧|
− 1

𝑖2𝑧
𝛾𝜅𝑛1

𝜀21𝑐
2𝜔𝑧

𝛼| − 𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎| + 𝜀1𝑐|𝜔𝑧|

В соответствии с теоремой Пуанкаре о малом параметре [14,46] система (1.5.29) име-
ет погрешность 𝑂(𝜀) на интервале времени 𝑡 ∼ 1. Если малый параметр 𝜀1 = 0, то
есть радиус области контакта колес с опорной плоскостью можно считать пренебре-
жимо малым (𝑟 = 0), результат совпадает с результатом исследования вырожденной
системы в случае традиционной модели кулонова трения.

Рассмотрим случай 𝜀1 ̸= 0, который соответствует ненулевому радиусу области
контакта колеса с опорной плоскостью (𝑟 ̸= 0), и построим фазовый портрет систе-
мы (1.5.29) на плоскости 𝜔𝑧, 𝑣𝑦. На прямой

𝑣𝑦 = −𝜔𝑧𝑎+ 𝑣𝑥𝛿 (1.5.30)

обращается в нуль правая часть первого уравнения системы (1.5.29), а, значит, фа-
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зовые траектории на ней имеют горизонтальные касательные. В соответствии с вы-
ражением для переменной 𝑢𝑦1 систем (1.5.25), (1.5.26) уравнение (1.5.30) отвечает
условию непроскальзывания переднего колеса велосипедной модели аппарата в попе-
речном направлении 𝐴1𝑦1 к его плоскости (рис. 1.3). Уравнения кривых, на которых
касательные к фазовым траекториям вертикальны, являются решениями уравнения

(−𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎)𝑎

| − 𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎| + 𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|
+

𝜀21𝑐
2𝛾𝜔𝑧

𝛼| − 𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎| + 𝜀1𝑐|𝜔𝑧|
= 0 (1.5.31)

при которых обращается в нуль правая часть второго уравнения системы (1.5.29).
Уравнение (1.5.31) можно переписать в виде

(−𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎)𝑎 (𝛼| − 𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎| + 𝜀1𝑐|𝜔𝑧|) =

= −𝜀21𝑐2𝛾𝜔𝑧 (| − 𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎| + 𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|)
(1.5.32)

После преобразований уравнение (1.5.32) принимает вид

(−𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎)

𝜔𝑧

𝑎

(︂
𝛼
| − 𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎|

|𝜔𝑧|
+ 𝜀1𝑐

)︂
=

= −𝜀1𝑐2𝛾
(︂
| − 𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎|

|𝜔𝑧|
+ 𝜀1𝑐𝛽

)︂ (1.5.33)

Для простоты решения уравнения (1.5.33) введем обозначение

−𝑣𝑥𝛿 + 𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎

𝜔𝑧

= 𝑥 (1.5.34)

тогда уравнение (1.5.33) относительно новой переменной записывается в форме

𝑥𝑎(𝛼|𝑥| + 𝜀1𝑐) = −𝜀21𝑐2𝛾(|𝑥| + 𝜀1𝑐𝛽) (1.5.35)

После раскрытия модуля (|𝑥| = sgn𝑥·𝑥), получим квадратное уравнение относительно
новой переменной 𝑥

𝑎𝛼 · sgn𝑥 · 𝑥2 + (𝜀1𝑎𝑐+ 𝜀21𝑐
2𝛾 · 𝑠𝑔𝑛𝑥)𝑥+ 𝜀31𝑐

3𝛽𝛾 = 0 (1.5.36)

Решения уравнения (1.5.36) имеют вид

𝑥1 = −𝜀
2
1𝑐

2𝛽𝛾

𝑎
+𝑂(𝜀31), 𝑥2 =

−𝜀1𝑐sgn𝑥
𝛼

+𝑂(𝜀21) (1.5.37)

Из второго выражения (1.5.37) следует равенство

|𝑥2| =
−𝜀1𝑐
𝛼

+𝑂(𝜀21) (1.5.38)

которое в силу условия (1.5.2) малости параметра 𝜀1 нереализуемо. Возвращаясь к пе-
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ременным 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 и пренебрегая членами порядка 𝑂(𝜀31), получаем уравнение кривой,
на которой касательные к фазовым траекториям вертикальны

𝑣𝑦 = −𝜔𝑧𝑎

(︂
1 +

𝜀21𝑐
2𝛽𝛾

𝑎2

)︂
+ 𝑣𝑥𝛿 (1.5.39)

Уравнение (1.5.39) линейно, угол наклона соответствующей прямой зависит от малого
параметра 𝜀21.

Приближенный вид зависимости между нормализованными значениями попереч-
ной и угловой скоростей корпуса аппарата с заблокированными или пробуксовываю-
щими задними колесами в случае заноса обеих его осей для модели трения Журавлёва
при фиксированном значении 𝛿 > 0 (∆ > 0) и 𝛿 < 0 (∆ < 0) показан на рис. 1.26 (а) и
(б) соответственно. Медленная переменная 𝑣𝑥 полагается постоянной, равной своему
начальному значению.

a) б)
Рис. 1.26. Приближенный вид зависимости между нормализованными значениями
поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата с заблокированными или пробук-
совывающими задними колесами для модели трения Журавлёва при фиксированном
значении 𝛿 > 0 (∆ > 0) (а) и 𝛿 < 0 (∆ < 0) (б)

При начальных условиях переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, удовлетворяющих неравенству

𝑣𝑦 > −𝜔𝑧𝑎+ 𝑣𝑥𝛿 (1.5.40)

(т.е. изображающая точка лежит выше прямой (1.5.30)) правая часть первого урав-
нения системы (1.5.29) строго отрицательна, следовательно, поперечная скорость 𝑣𝑦
убывает. Если начальные условия переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, удовлетворяют неравенству

𝑣𝑦 < −𝜔𝑧𝑎+ 𝑣𝑥𝛿 (1.5.41)

(т.е. изображающая точка лежит ниже прямой (1.5.30)) правая часть первого уравне-
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ния системы (1.5.29) строго положительна, значит, поперечная скорость 𝑣𝑦 возрастает.
При начальных условиях переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, удовлетворяющих неравенству

𝑣𝑦 > −𝜔𝑧𝑎

(︂
1 +

𝜀21𝑐
2𝛽𝛾

𝑎2

)︂
+ 𝑣𝑥𝛿 (1.5.42)

(т.е. изображающая точка лежит выше прямой (1.5.39)) правая часть второго урав-
нения системы (1.5.29) строго отрицательна, угловая скорость 𝜔𝑧 убывает. Если на-
чальные условия переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, удовлетворяют неравенству

𝑣𝑦 < −𝜔𝑧𝑎

(︂
1 +

𝜀21𝑐
2𝛽𝛾

𝑎2

)︂
+ 𝑣𝑥𝛿 (1.5.43)

(т.е. изображающая точка лежит ниже прямой (1.5.39)) правая часть второго урав-
нения системы (1.5.29) строго положительна, угловая скорость 𝜔𝑧 возрастает.

Рис. 1.27. Приближенный вид зависимо-
сти между нормализованными значения-
ми поперечной и угловой скоростей кор-
пуса аппарата с заблокированными или
пробуксовывающими задними колесами
для модели трения Журавлёва при фик-
сированном значении 𝛿 = 0 (∆ = 0)

Проведенный анализ фазовых плоско-
стей (рис. 1.26, 1.27) показал, что как в
рамках модели поликомпонентного сухо-
го трения, так и в рамках модели кулоно-
ва трения поворот передних колес влияет
на занос обеих осей аппарата с заблокиро-
ванными или пробуксовывающими задни-
ми колесами. Для любых начальных усло-
вий по переменным 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 имеем

𝑣𝑦 → 𝑣𝑥𝛿, 𝜔𝑧 → 0 (1.5.44)

на временах 𝑡 ∼ 1 (𝑇 ∼ 𝑇2), т.е.
𝑣𝑦 + 𝜔𝑧𝑎 − 𝑣𝑥𝛿 → 0. Таким образом, как и
в разделах 1.4.2, 1.4.3 (для модели трения
Кулона) и 1.5.2 (для модели трения Жу-
равлёва), в силу рассматриваемой модели
заноса обеих осей аппарата, он входит в
режим непроскальзывания не заблокиро-
ванных (не пробуксовывающих) колес (в
продольном и поперечном направлениях),
в данном случае — передних, и угловая
скорость корпуса будет полностью погашена. При 𝛿 = 0 занос аппарата на временах
𝑡 ∼ 1 полностью прекратится; в случае 𝛿 ̸= 0 его движение будет развиваться по уже
рассмотренным в разделах 1.3.3 и 1.3.4 сценариям заноса с заблокированными или
пробуксовывающими задними колесами при непроскальзывающих передних колесах,
начальная стадия которого сопровождается преимущественно смещением центра масс
аппарата в поперечном направлении. Исходя из этого, судить о заносе аппарата и
возможностях его минимизации в данном случае следует с использованием модели
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переменной структуры, составляющие которой рассмотрены в разделах 1.3.3, 1.3.4
и 1.5.3.

В разделах 1.3.3, 1.3.4 при анализе фазовых портретов на рис. 1.15 и 1.19 было
показано: чем меньше начальное значение переменной |Ω𝑧|(|𝜔𝑧|), тем менее интенсив-
но развивается занос; при повороте передних колес аппарата в сторону заноса его
задней оси, т.е. при выполнении условия (1.3.52), безразмерным аналогом которого
служит условие

sgn𝜔𝑧 = −sgn𝛿 (1.5.45)

занос аппарата в целом будет происходить менее интенсивно, чем в случаях

𝛿 = 0 (1.5.46)

или

sgn𝜔𝑧 = sgn𝛿 (1.5.47)

когда передние колеса аппарата не повернуты или повернуты против заноса его
задней оси. Зафиксируем значение |𝛿| и выясним, при каком значении sgn𝛿 после за-
вершения обсуждаемого выше в этом разделе быстрого этапа заноса не заблокирован-
ной (не пробуксовывающей) передней оси аппарата, которое происходит после окон-
чания быстрого переходного процесса изменения переменной 𝜔1 до значения (1.5.28),
и прихода изображающей точки фазовой плоскости 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 на прямую (1.5.30), полу-
ченное значение |𝜔𝑧| будет принимать минимальное из возможных значений и удо-
влетворять условию (1.5.45). Обратимся к рис. 1.26, 1.27.

На рис. 1.28 показаны прямые (1.5.30) и (1.5.39) для значения 𝛿 = 0 и симметрично
расположенные относительно нее прямые (1.5.30) и (1.5.39), отвечающие одинаковым
величинам и разным знакам угла 𝛿. Анализ фазовой плоскости рис. 1.28 проводится
по аналогии с тем, как это делалось в разделе 1.4.3. Выводы верны с учетом огра-
ничения (1.4.11), в соответствии с которым область применимости рассматриваемой
модели движения аппарата находится внутри круга 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 ≤ 𝑣𝑥|𝛿|, отмеченного на
рис. 1.28, и небольшой внешней окрестности. При начальных значениях переменных
|𝑣𝑦|, |𝜔𝑧|, принадлежащих этой области применимости, занос аппарата в целом будет
минимальным при значении 𝛿 = 0, т.е. при неповернутых передних колесах.

Для модели трения Журавлёва в случае блокировки или пробуксовки задних ко-
лес, когда передние колеса обретают сцепление с опорной плоскостью, значения |𝑣𝑦|,
|𝜔𝑧| меньше, чем для модели кулонова трения, где угловая скорость корпуса в общем
случае принимает ненулевые значения. Следовательно, в рамках модели поликом-
поненного сухого трения, учитывающей верчение в области контакта колеса, занос
уменьшается скорее, чем при модели кулонова трения.

Фазовые портреты, изображенные на рис. 1.21, 1.25 и рис. 1.22 (б), 1.26 (б), для
сравнения моделей сухого трения Кулона и В.Ф. Журавлёва для постоянного значе-
ния ∆ в размерных переменных показаны на рис. 1.29 и рис. 1.30 соответственно.
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Рис. 1.28. Приближенный вид зависимости между нормализованными значениями
поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата с заблокированными или пробук-
совывающими задними колесами при фиксированном значении 𝛿 для модели трения
Журавлёва с учетом области применимости

a) б)
Рис. 1.29. Приближенный вид зависимости между поперечной и угловой скоростями
корпуса аппарата с заблокированными или пробуксовывающими передними колесами
в случае заноса обеих его осей для моделей сухого трения Кулона (а) и В.Ф Журав-
лёва (б)
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a) б)
Рис. 1.30. Приближенный вид зависимости между поперечной и угловой скоростями
корпуса аппарата с заблокированными или пробуксовывающими задними колесами в
случае заноса обеих его осей при фиксированном значении ∆ < 0 для моделей сухого
трения Кулона (а) и В.Ф Журавлёва (б)
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Глава 2

Занос аппарата на «миксте»

Рассматривается начальная стадия движения двухосного четырехколесного аппа-
рата после попадания на «микст» — участок опорной плоскости, содержащий области
с разными коэффициентами трения (рассматривается случай, когда коэффициент
трения для одного из колес ведущей (задней) оси оказывается меньше коэффициен-
та трения для других колес). Для автомобиля это возможно, например, при въезде
на обледенелую или грязную обочину, одностороннем попадании в лужу масла и
т.п. В [48], где исследовался случай, когда до и после попадания на «микст» колеса
автомобиля сохраняют сцепление с дорогой и взаимодействуют с ней посредством
продольного и поперечного микропроскальзывания, показано, что после завершения
быстрого переходного процесса выравнивания контактных сил на колесах ведущей
оси автомобиль получает импульс угловой скорости, способный привести к заносу.
Здесь при помощи тех же подходов, основанных на методах фракционного анализа
и теории возмущений, проводятся оценка импульса угловой скорости, получаемого
корпусом аппарата, и анализ его динамики как в указанном выше случае [48], так и в
ситуациях, когда одно — попавшее на участок с меньшим коэффициентом трения —
или оба колеса задней оси начинают скользить, а остальные колеса сохраняют сцеп-
ление с опорной плоскостью. В ходе исследования применяются также метод фазовой
плоскости и качественные методы интегрирования дифференциальных уравнений1.

2.1 Анализ движения на «миксте» в литературе

Одной из частых причин нарушения безопасности движения служат дефекты до-
рожного покрытия. К ним относится «микст» — участок, содержащий инородные ве-
щества с другим коэффициентом трения: грязь, песок, гололед, лужа, разлитое масло
и т. д. Часто при попадании на «микст» водитель начинает аварийное торможение или
пытается объехать его, что чревато потерей управления и аварией [63,67,85,92,144].

К настоящему времени разработано большое число систем активной безопасно-
1Основные результаты Главы 2 изложены на основании статьи [20], опубликованной в соавтор-

стве с научным руководителем А.В. Влаховой, которой предложены постановки задач и методы их
решения. Все результаты главы получены соискателем лично.

99



сти: антиблокировочная система торможения (ABS), система электронного контроля
устойчивости (ESC), система активного рулевого управления (AFS), активная под-
веска (AS) и т.д. Система торможения не редко влияет на продольную динамику
корпуса аппарата, а система рулевого управления — на его боковую динамику, одна-
ко в случае, когда аппарат, оказывается на неоднородной поверхности, в частности,
на «миксте», это разделение становится условным [63], поскольку асимметричные
продольные усилия, создаваемые левой и правой шинами, вызывают появление неже-
лательного момента вокруг вертикальной оси, проходящей через центр масс корпуса
аппарата, который изменяет его угловую скорость. Чтобы нивелировать этот момент,
системы управления вращением колес, такие как ABS или ESC, уменьшают разли-
чие между усилиями на левом и правом колесах. Этот прием в ряде случаев помогает
аппарату поддерживать устойчивость движения, однако нередко чреват увеличением
его тормозного пути. Исследования таких движений обычно сосредоточены на тормо-
жении и/или поворотах – типичных маневрах при испытании устойчивости углового
движения транспортного средства [67].

Как правило, ситуации попадания колесных аппаратов на «микст» обсуждают-
ся в литературе в связи с описанием экспериментов, связанных с проверкой работы
систем активной безопасности [68, 73, 113], анализ причин большей или меньшей эф-
фективности этих систем не приводится. В качестве примера можно привести [81,92]
результаты экспериментальных испытаний, в ходе которых левые колеса автомоби-
ля, движущегося со скоростью 80-120 км/ч, перемещались по мокрому асфальтовому
покрытию, а правые — по тому же покрытию, усыпанному слоем зерна толщины 0,02
м. Показано, что в случае, когда автомобиль не оснащен системой активной безопас-
ности, такое движение, сопровождаемое попыткой резкого торможения, приводит к
заносу его корпуса, способному вызвать аварийную ситуацию. В случае, когда систе-
ма активной безопасности присутствует (рассматривались системы ABS и ESP), даже
резкое торможение не приводило к потере устойчивости траектории его движения.
Помимо этого проводились заезды на скорости до 120 км/ч с отключенной системой
активной безопасности без торможения и других маневров со стороны водителя, по-
казавшие, что в этом случае аварийная ситуация более вероятна для заднеприводных
автомобилей.

Настоящая работа посвящена исследованию динамики заднеприводного колесного
аппарата при попадании на «микст» в ходе равномерного прямолинейного движения
и формированию возможных алгоритмов работы системы активной безопасности, ко-
торая могла бы включаться в обеспечение устойчивости аппарата на ранних стадиях
заноса, опережая нежелательное вмешательство водителя.

2.2 Постановка задачи и математическая модель

Рассмотрим [19, 20, 43] движение двухосного четырехколесного аппарата по гори-
зонтальной плоскости. Как и в [48], пренебрежем влиянием деформаций подвески на
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его геометрию масс и динамику, будем считать оси вращения колес фиксированны-
ми в продольной плоскости симметрии аппарата, углы развала и схождения колес —
равными нулю.

Пользуясь подходами [13, 14, 53], свяжем с опорной плоскостью неподвиж-
ную систему координат 𝑂𝑥0𝑦0𝑧0, с центрами масс корпуса и колес аппарата (они
считаются одинаковыми) — системы координат 𝐶𝑥𝑦𝑧 и 𝐴𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗𝑧𝑖𝑗 соответствен-
но. Индексы 𝑖 задают переднюю (𝑖 = 1) и заднюю (𝑖 = 2) оси, индексы
𝑗 — левую (𝑗 = 1) и правую (𝑗 = 2) стороны по ходу движения аппара-
та; оси 𝑂𝑧0, 𝑂𝑧 и 𝐴𝑖𝑗𝑧𝑖𝑗 направлены по вертикали, ось 𝐶𝑥 — вдоль продоль-
ной оси симметрии корпуса, оси 𝐴𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 — по осям вращения колес (рис. 2.1).

Рис. 2.1. Четырехколесная модель аппарата

Положение аппарата определя-
ется декартовыми координата-
ми 𝑋, 𝑌 точки 𝐶 в систе-
ме координат 𝑂𝑥0𝑦0𝑧0, углом
Ψ поворота его корпуса вокруг
оси 𝐶𝑧 (углом курса) и углами
Θ𝑖𝑗 поворота колес вокруг осей
𝐴𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗. Углы поворота передних
колес относительно корпуса во-
круг осей𝐴1𝑗𝑧1𝑗 полагаются рав-
ными нулю. Как и в главе 1 при
изучении заноса аппарата при
блокировке или пробуксовке ко-
лес одной из осей, ограничимся
случаем, когда отношение мас-
сы колеса к массе аппарата ма-
ло, и будем считать, что центр
масс аппарата совпадает с точ-
кой 𝐶.

Составим модель динамики аппарата из уравнений движения точки 𝐶 в проекци-
ях на оси 𝐶𝑥 и 𝐶𝑦, уравнения изменения его кинетического момента относительно
точки 𝐶 в проекции на ось 𝐶𝑧, уравнений изменения кинетических моментов колес
относительно осей 𝐴𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 и кинематических соотношений [48]

𝑀�̇�𝑥 = 𝑃𝑥11 + 𝑃𝑥12 + 𝑃𝑥21 + 𝑃𝑥22 +𝑀𝑉𝑦Ω𝑧 − 𝐹𝑥

𝑀�̇�𝑦 = 𝑃𝑦11 + 𝑃𝑦12 + 𝑃𝑦21 + 𝑃𝑦22 −𝑀𝑉𝑥Ω𝑧 + 𝐹𝑦

(2.2.1)

𝐼𝑧Ω̇𝑧 = (−𝑃𝑥11 + 𝑃𝑥12 − 𝑃𝑥21 + 𝑃𝑥22)𝐵 + (𝑃𝑦11 + 𝑃𝑦12)𝐴1 − (𝑃𝑦21 + 𝑃𝑦22)𝐴2 +𝑀𝑧+

+
∑︀2

𝑖,𝑗=1𝑀𝑆𝑖𝑗

𝐼𝑖Ω̇𝑖𝑗 = −𝑃𝑥𝑖𝑗𝑅 + 𝐿𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗 = 1, 2)

�̇� = 𝑉𝑥 cos Ψ − 𝑉𝑦 sin Ψ, �̇� = 𝑉𝑥 sin Ψ + 𝑉𝑦 cos Ψ, Ψ̇ = Ω𝑧, Θ̇𝑖𝑗 = Ω𝑖𝑗
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Точкой обозначено дифференцирование по времени 𝑇 ; 𝑀 — масса аппарата; 𝐼𝑧 = 𝑀𝜌2𝑧
и 𝜌𝑧 — его момент инерции относительно оси 𝐶𝑧 и радиус инерции; 𝐼𝑖 = 𝑚𝜌2𝑖 – осевые
моменты инерции передних и задних колес; 𝑚, 𝜌𝑖 и 𝑅 — масса колес, их радиусы
инерции и радиус; 𝐴𝑖 — расстояния от оси 𝐶𝑧 до прямых 𝐴𝑖1𝐴𝑖2; 2𝐵 — длины отрез-
ков 𝐴𝑖1𝐴𝑖2 (рис. 2.1); 𝑃𝑥𝑖𝑗 и 𝑃𝑦𝑖𝑗 — проекции касательной составляющей контактной
силы взаимодействия 𝑖𝑗-го колеса с опорной плоскостью на оси 𝐴𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 и 𝐴𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗; 𝑀𝑆𝑖𝑗 —
соответствующая проекция момента трения верчения в области контакта 𝑖𝑗-го колеса
с опорной плоскостью на ось 𝐴𝑖𝑗𝑧𝑖𝑗; 𝐿𝑖𝑗 — моменты со стороны двигателя и тормоз-
ных колодок, приложенные к 𝑖𝑗-му колесу по направлению оси 𝐴𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗; 𝐹𝑥, 𝐹𝑦 и 𝑀𝑧

— проекции внешних возмущающих сил и моментов2. При выбранном направлении
движения далее будем полагать 𝑉𝑥(0) > 0. Как и в работах [12,14,16,18,20,22,24,48],
а также в главе 1 настоящей работы, в силу условий

𝑚≪𝑀, 𝐼𝑖 ≪ 𝐼𝑧 (2.2.2)

второе из которых следует из первого в силу конечности радиусов инерции состав-
ляющих рассматриваемой системы, при записи уравнения изменения кинетического
момента аппарата не учитываются проекции кинетических моментов его колес.

Далее, как и в [48], будем рассматривать заднеприводный аппарат, для которого

𝐿1𝑗 = 0, 𝐿2𝑗 = 𝐿 (2.2.3)

где 𝐿 — момент на выходных осях дифференциала, и пренебрежем внешними возму-
щениями 𝐹𝑦, 𝑀𝑧

𝐹𝑦 = 0, 𝑀𝑧 = 0 (2.2.4)

Уравнения системы двигатель–трансмиссия имеют вид [48]

𝐽Ω̇ = 𝑀(Ω, 𝜂) − 2

𝑛
𝐿, Ω =

𝑛

2
(Ω21 + Ω22) (2.2.5)

где Ω — угловая скорость выходного вала двигателя; 𝐽 — момент инерции этой си-
стемы, приведенный к выходному валу; 𝑛 — передаточное число трансмиссии от вы-
ходного вала двигателя к выходным осям дифференциала; 𝑀(Ω, 𝜂) — эффективный
момент двигателя; 𝜂 — параметр, характеризующий подачу топлива (приведенное по-
ложение педали газа). Графики зависимости 𝑀(Ω, 𝜂) от Ω при различных значениях
параметра 𝜂 (𝜂* < 𝜂0 < 𝜂1 < 𝜂2 < . . .) представлены на рис. 2.2 [48, 52].

Сила сопротивления воздуха 𝐹𝑥 вычисляется по формуле

𝐹𝑥(𝑉𝑥) =
1

2
𝜌𝑉 2

𝑥 𝑆𝑐𝑥 (2.2.6)

где 𝜌 — плотность воздуха (𝜌 = 1, 202 − 1, 225 кг/м3); 𝑐𝑥 и 𝑆 — безразмерный ко-
эффициент лобового сопротивления и характерная площадь, зависящие от формы

2В настоящей работе используются те же обозначения, что и в [13,14,48,53].
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аппарата.

Рис. 2.2. Зависимость эффективного момента двигателя от угловой скорости его вы-
ходного вала при различных значениях параметра 𝜂

Для описания касательных составляющих контактных сил и момента трения вер-
чения, действующих на 𝑖𝑗 − е колесо аппарата, будем, в зависимости от условий его
движения, использовать модифицированную модель увода, которая, в отличие от
традиционной модели [51], учитывает как поперечную, так и продольную малые де-
формации колеса, приводящие к его микросмещению (микропроскальзыванию, псев-
доскольжению), и, для случая скольжения колеса, традиционную модель сухого тре-
ния Кулона и модель поликомпонентного сухого трения В.Ф. Журавлёва.

Модифицированная модель увода имеет вид [14,20,36,37,47–49,123]

𝑃𝑥𝑖𝑗 = −𝜅𝑥𝑖𝑗𝑁𝑖𝑗𝑝(𝜀𝑖𝑗)
𝜀𝑥𝑖𝑗
𝜀𝑖𝑗

, 𝑃𝑦𝑖𝑗 = −𝜅𝑦𝑖𝑗𝑁𝑖𝑗𝑝(𝜀𝑖𝑗)
𝜀𝑦𝑖𝑗
𝜀𝑖𝑗

𝑀𝑆𝑖𝑗 = −𝜅𝑖𝑗𝑧𝑟𝑁𝑖𝑗𝜒(|𝜀𝑦𝑖𝑗|)
𝜀𝑦𝑖𝑗

(|𝜀𝑦𝑖𝑗|)

𝜀𝑥𝑖𝑗 =
𝑈𝑥𝑖𝑗

Ω𝑖𝑗𝑅
, 𝜀𝑦𝑖𝑗 =

𝑈𝑦𝑖𝑗

Ω𝑖𝑗𝑅
, 𝜀𝑖𝑗 =

√︁
𝜀2𝑥𝑖𝑗 + 𝜀2𝑦𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2)

(2.2.7)

Здесь 𝜅𝑥𝑖𝑗 и 𝜅𝑦𝑖𝑗 — коэффициенты кулонова трения скольжения в продольном и по-
перечном направлениях к плоскости симметрии 𝑖𝑗-го колеса (по направлениям осей
𝐴𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 и 𝐴𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗); 𝜅𝑧𝑖𝑗 — коэффициент трения верчения колеса вокруг вертикальной оси
𝐴𝑖𝑗𝑧𝑖𝑗; 𝑟 — радиус области контакта колес с опорной плоскостью (как и в главе 1,
считаем ее кругом, для которого справедливо условие (1.2.9))

𝑟 ≪ 𝑅 (2.2.8)

𝑁𝑖𝑗 — нормальные реакции; 𝜀𝑥𝑖𝑗 и 𝜀𝑦𝑖𝑗 — относительные проскальзывания колес в
продольном и поперечном направлениях; 𝑈𝑥𝑖𝑗 и 𝑈𝑦𝑖𝑗 — проекции скорости центра
области контакта (далее для краткости — точки контакта) 𝑖𝑗-го колеса с опорной
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плоскостью 𝑂𝑥0𝑦0 на оси 𝐴𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 и 𝐴𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 соответственно, вычисляемые по формулам

𝑈𝑥𝑖𝑗 = 𝑉𝑥 + (−1)𝑗𝐵Ω𝑧 − Ω𝑖𝑗𝑅, 𝑈𝑦𝑖𝑗 = 𝑉𝑦 − (−1)𝑖𝐴𝑖Ω𝑧 (2.2.9)

Возникновение момента трения верчения в данном случае вызвано неравномер-
ностью распределения касательных напряжений в области контакта из-за малой по-
перечной деформации 𝑖𝑗-го колеса. В теории движения автомобиля его называют
стабилизирующим моментом.

Далее по аналогии с (1.2.8), примем

𝜅𝑥𝑖𝑗 = 𝜅𝑦𝑖𝑗 = 𝜅𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2) (2.2.10)

Как и в [14,20,47–49,123], будем аппроксимировать характеристику 𝑝(𝜀𝑖𝑗) касательных
составляющих контактных сил кусочно-линейной функцией (рис. 2.3 а)

𝑝 = 𝜀𝑖𝑗/𝜀 при 𝜀𝑖𝑗 < 𝜀; 𝑝 = 1 при 𝜀𝑖𝑗 ≥ 𝜀, 0 < 𝜀≪ 1 (2.2.11)

а характеристику 𝜒(|𝜀𝑦𝑖𝑗|) стабилизирующего момента — функцией [37, 49] (рис. 2.3
б)

𝜒 =
|𝜀𝑦𝑖𝑗|
𝜀𝑚

при |𝜀𝑦𝑖𝑗| < 𝜀𝑚

𝜒 =
𝜀− |𝜀𝑦𝑖𝑗|
𝜀− 𝜀𝑚

при 𝜀𝑚 ≤ |𝜀𝑦𝑖𝑗| < 𝜀

𝜒 = 0 при |𝜀𝑦𝑖𝑗| ≥ 𝜀

(2.2.12)

Для автомобильных колес 𝜀 ∼ 10−1; значения 𝜅𝑖𝑗𝑧 и 𝜀𝑚, в зависимости от типа
шин, могут почти не зависеть от нагрузки или изменяться существенно [40,135].

Интервал

𝜀𝑖𝑗 < 𝜀 (2.2.13)

соответствующий линейной зоне характеристики контактной силы, отвечает движе-

нию колес аппарата с малыми смещениями, но без скольжения всей области контакта

относительно опорной плоскости. В этом случае говорят [12,14,22,47–49], что колеса

не теряют сцепление с опорной плоскостью. (В главе 1 для описания такого движения

использовалась более простая модель непроскальзывания колес аппарата.) Необходи-

мым и достаточным условием выполнения (2.2.13) служит неравенство

(︂
𝑃𝑥𝑖𝑗

𝜅𝑖𝑗𝑁𝑖𝑗

)︂2

+

(︂
𝑃𝑦𝑖𝑗

𝜅𝑖𝑗𝑁𝑖𝑗

)︂2

< 1 (2.2.14)
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а) б)

Рис. 2.3. Кусочно-линейная аппроксимация характеристик контактной силы (а) и ста-
билизирующего момента (б) для модели взаимодействия колес с опорной плоскостью,
учитывающей их малую деформируемость в касательном направлении

Условие

𝜀𝑖𝑗 ≥ 𝜀 (2.2.15)

отвечает скольжению колес аппарата — их потере сцепления с опорной плоскостью.

Здесь касательные составляющие контактных сил переходят в кулоновы силы трения

скольжения, которые вычисляются по формулам вида (1.2.6)

𝑃𝑥𝑖𝑗 = −𝜅𝑖𝑗𝑁𝑖𝑗
𝑈𝑥𝑖𝑗√︁

𝑈2
𝑥𝑖𝑗 + 𝑈2

𝑦𝑖𝑗

, 𝑃𝑦𝑖𝑗 = −𝜅𝑖𝑗𝑁𝑖𝑗
𝑈𝑦𝑖𝑗√︁

𝑈2
𝑥𝑖𝑗 + 𝑈2

𝑦𝑖𝑗

(2.2.16)

а стабилизирующий момент 𝑀𝑆𝑖𝑗 равен нулю.

Обоснование выражений (2.2.7) для касательных составляющих 𝑃𝑥𝑖𝑗 и 𝑃𝑦𝑖𝑗 кон-

тактных сил и предположения, позволяющие получить при их выводе соответствую-

щие выражения для моделей Картера, Рокара, Фромма и Келдыша [39] обсуждаются

в [45, 46]. В рамках модели движения деформируемого колеса [45, 46] была получе-

на только аппроксимация восходящего участка характеристики𝜒(|𝜀𝑦𝑖𝑗|), определяе-

мая первым выражением (2.2.12). Используемая в настоящей работе полная харак-

теристика стабилизирующего момента для восходящего и падающего участка взята

из [37,49]. В работе [48] выражения для 𝑀𝑆𝑖𝑗 из (2.2.7) не рассматривались.

Для модели поликомпонентного сухого трения В.Ф. Журавлёва касательные со-

ставляющие контактных сил и моменты трения верчения вычисляются по аналогии

с первыми тремя формулами (1.2.10), где, в зависимости от предположения о свой-

ствах распределения нормальных давлений в области контакта, постоянные 𝛼, 𝛽 и 𝛾
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принимают значения (1.2.11)–(1.2.13).

𝑃𝑥𝑖𝑗 = −𝜅𝑖𝑗𝑁𝑖𝑗
𝑈𝑥𝑖𝑗√︁

𝑈2
𝑥𝑖𝑗 + 𝑈2

𝑦𝑖𝑗 + 𝛽|Ω𝑧|𝑟
, 𝑃𝑦𝑖𝑗 = −𝜅𝑖𝑗𝑁𝑖𝑗

𝑈𝑦𝑖𝑗√︁
𝑈2
𝑥𝑖𝑗 + 𝑈2

𝑦𝑖𝑗 + 𝛽|Ω𝑧|𝑟

𝑀𝑆𝑖𝑗 = −𝛾𝜅𝑖𝑗𝑁𝑖𝑗
Ω𝑧𝑟

2

𝛼
√︁
𝑈2
𝑥𝑖𝑗 + 𝑈2

𝑦𝑖𝑗 + |Ω𝑧|𝑟
(2.2.17)

Выражения (2.2.16) получаются из (2.2.17) при 𝛼, 𝛽, 𝛾 = 0.

В рамках рассматриваемой постановки задачи могут начать скользить одно (по-
павшее на участок с меньшим коэффициентом трения) или оба колеса задней оси,
что отвечает значениям 𝑖 = 1 и 𝑗 = 2 или 𝑗 = 1, 2.

Последнее уравнение (2.2.5) позволяет исключить из системы (2.2.1) –
(2.2.12), (2.2.16), (2.2.17) одну из переменных Ω21, Ω22, Ω. Явное выражение для 𝐿

можно найти, если продифференцировать обе части этого уравнения по времени,
подставить полученное выражение в первое уравнение (2.2.5) и учесть уравнения из-
менения Ω2𝑗 из (2.2.1):

𝐿 =
1

2

𝑛
+ 𝑛

𝐽

𝐼2

[︂
𝑀(Ω, 𝜂) +

𝑛

2

𝐽

𝐼2
𝑅(𝑃𝑥21 + 𝑃𝑥22)

]︂
, Ω =

𝑛

2
(Ω21 + Ω22) (2.2.18)

Исключаемая переменная в каждом случае выполнения первого или второго нера-
венства (2.2.11) будет определяться удобством исследования.

Также, как и в [48], разобьем движение аппарата на два этапа. На первом этапе,
до попадания на «микст», аппарат движется равномерно, прямолинейно, без потери
сцепления колес с опорной плоскостью. На втором этапе рассматривается начальная
стадия движения на «миксте». В момент времени, который будет приниматься за
начальный для этого этапа, коэффициенты 𝜅22 и 𝜅𝑧22 кулонова трения скольжения
и соответствующего стабилизирующего момента правого заднего (ведущего) колеса
мгновенно изменяют свои значения с 𝜅0 и 𝜅𝑧0 на 𝜅𝑀 и 𝜅𝑧𝑀 соответственно, где

𝜅𝑀 < 𝜅0, 𝜅𝑧𝑀 < 𝜅𝑧0 (2.2.19)

При этом стационарное, установившееся движение аппарата нарушается, и в системе
возникает динамический процесс, обусловленный различиями величин касательных
составляющих контактных сил на его задних колесах. Его протекание определяет-
ся свойствами взаимодействия колес аппарата с опорной плоскостью. В настоящей
работе рассматриваются случаи, когда все колеса аппарата сохраняют сцепление с
опорной плоскостью и когда одно — попавшее на участок с меньшим коэффициен-
том трения или оба колеса задней оси скользят, а остальные сохраняют сцепление с
опорной плоскостью.

Рассматривая начальную стадию движения на «миксте», ограничимся случаем,
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когда поперечная и угловая скорости корпуса аппарата малы и изменяются в диапа-
зонах

|𝑉𝑦| ∼ |Ω𝑧|(𝐴1 + 𝐴2) . 𝜀𝑉𝑥 (2.2.20)

Для того чтобы выяснить возможности приближенного анализа динамики аппара-
та с применением асимптотических методов разделения движений, проведем оценку
постоянных времени изменения переменных рассматриваемой системы. В силу ма-
лости параметров 𝜀 и 𝜇 = 𝑚/𝑀 (см. (2.2.2) и рис. (2.2.11)) составляющие ее движе-
ния развиваются в сильно разнесенных временных масштабах. Их оценками служат:
𝑇1 = 𝑉𝑥*/𝑔 — определяемое из первого уравнения системы (2.2.1) характерное время,
за которое продольная скорость 𝑉𝑥 корпуса аппарата изменяется до величин порядка
своего характерного значения 𝑉𝑥* под действием контактных сил порядка его веса;
𝑇2 = 𝜀𝑉𝑥*/𝑔 — определяемое из второго и третьего уравнений системы (2.2.1) с уче-
том (2.2.9), первого равенства (2.2.11), неравенства (2.2.13) и ограничений (2.2.20)
характерное время изменения поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата 𝑉𝑦
и Ω𝑧, а также поперечных скоростей 𝑈𝑦𝑖𝑗 точек контакта колес, не потерявших сцеп-
ление с опорной плоскостью; 𝑇3 = 𝜇𝑉𝑥*/𝑔 — определяемое из четырех последних
динамических уравнений системы (2.2.1) характерное время изменения угловой ско-
рости осевого вращения колес; 𝑇4 = 𝜇𝜀𝑉𝑥*/𝑔 — определяемая с учетом первого равен-
ства (2.2.11) и неравенства (2.2.13) постоянная времени изменения продольных ско-
ростей 𝑈𝑥𝑖𝑗 точек контакта колес, не потерявших сцепление с опорной плоскостью;
𝑇5 = 𝐽/𝐾𝐷, 𝐾𝐷 = (𝜕𝑀/𝜕Ω)* — определяемое из (2.2.5) характерное время изменения
угловой скорости выходного вала двигателя (правая часть выражения для 𝐾𝐷 зада-
ет характерный коэффициент наклона касательной к характеристикам двигателя на
рис. 2.2).

Далее ограничимся случаем

0 < 𝜇≪ 𝜀 ∼ 𝜀𝑚 ∼ 𝜀1 ≪ 1, 𝜀1 =
𝑟

𝑅
(2.2.21)

когда

𝑇4 ≪ 𝑇3 ≪ 𝑇2 ≪ 𝑇1 (2.2.22)

и будем рассматривать аппараты и условия движения, для которых 𝑇4 ∼ 𝑇5 [48].
Характерное время реакции водителя (системы управления) считается существенно
превосходящим 𝑇4. Для типичных значений параметров легкового автомобиля 𝜇 ∼
10−2−10−3, тогда при движении со скоростями 𝑉𝑥 ∼ 10 м/с имеем 𝑇1 ∼ 1 с, 𝑇2 ∼ 10−1 с,
𝑇3 ∼ 10−2 − 10−3 с, 𝑇4 ∼ 10−3 − 10−4 с.

Таким образом, динамический процесс выравнивания контактных сил на колесах
ведущей оси аппарата, возникающий при попадании на «микст», в первую очередь
затрагивает переменные, изменяющиеся на характерных временах 𝑇 ∼ 𝑇4 ∼ 𝑇5 —
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продольные скорости точек контакта колес, не потерявших сцепление с опорной плос-
костью, а также угловую скорость выходного вала двигателя. Переменные, изменя-
ющиеся на существенно больших временах, в момент скачка (2.2.19) коэффициентов
трения можно считать [14, 46, 48] постоянными, равными своим значениям на этапе
стационарного движения.

Обсудим свойства движения аппарата до попадания на «микст».

На основании (2.2.1) – (2.2.12), (2.2.16), (2.2.19) равномерному прямолинейному
(стационарному) движению аппарата без потери сцепления колес с однородной ча-
стью опорной плоскости отвечают соотношения

𝜅𝑖𝑗 = 𝜅0, 𝜅𝑖𝑗𝑧 = 𝜅𝑧0, 𝑉𝑦 = 0, Ω𝑧 = 0, 𝑈𝑦𝑖𝑗 = 0

𝜀𝑦𝑖𝑗 = 0, 𝑃𝑦𝑖𝑗 = 0, 𝑃𝑥1𝑗 = 0, 𝑈𝑥1𝑗 = 0, 𝑉𝑥 = Ω1𝑅

Ω1 = Ω1𝑗, 𝑃𝑥2𝑗 = 𝐿/𝑅, 𝑀𝑆𝑖𝑗 = 0 (𝑖, 𝑗 = 1, 2)

(2.2.23)

В частности, из пятого и девятого соотношений следует, что при таком движении пе-
редние колеса не проскальзывают относительно опорной плоскости, задние (ведущие)
колеса не проскальзывают в поперечном направлении.

Будем считать, что в ходе стационарного движения нормальные реакции прини-
мают постоянные значения

𝑁1𝑗 = 𝑁1 =
𝑀𝑔𝐴2

2(𝐴1 + 𝐴2)
, 𝑁2𝑗 = 𝑁2 =

𝑀𝑔𝐴1

2(𝐴1 + 𝐴2)
(𝑗 = 1, 2) (2.2.24)

отвечающие своим аналогам (1.2.4) для велосипедной модели аппарата (рис 1.3), в
которую переходит рассматриваемая в этой главе четырехколесная модель в преде-
ле при 𝐵 → 0, для случая статического равновесия. Это предположение оправда-
но [32, 41] для аппаратов с достаточно низким расположением центра масс и центра
парусности (точки приложения силы сопротивления воздуха): их высоты 𝐻 и 𝐻𝑎 над
опорной плоскостью должны удовлетворять неравенству

𝐻,𝐻𝑎 ≪ min{𝐴1, 𝐴2} (2.2.25)

Для большинства автомобилей центр парусности близок к центру масс, то есть
𝐻𝑎 ≈ 𝐻.

Например, считая деформации колес аппарата в направлении оси 𝐶𝑧 малыми
и рассматривая линейный закон распределения нормальных давлений в области их
контакта с опорной плоскостью [30–33,38], имеем

𝑁1𝑗 = 𝑁1𝑗(𝑋1𝑗, 𝑌1𝑗) =
𝑀𝑔𝐴2

2(𝐴1 + 𝐴2)
+𝑁1𝑋𝑂1𝑗 +𝑁2𝑌𝑂1𝑗

𝑁2𝑗 = 𝑁2𝑗(𝑋2𝑗, 𝑌2𝑗) =
𝑀𝑔𝐴1

2(𝐴1 + 𝐴2)
+𝑁1𝑋𝑂2𝑗 +𝑁2𝑌𝑂2𝑗

(2.2.26)

108



где (𝑋𝑂𝑖𝑗, 𝑌𝑂𝑖𝑗) — координата точки 𝑂𝑖𝑗 контакта 𝑖𝑗-го колеса с опорной плоскостью
𝑂𝑥0𝑦0 в системе координат 𝐶0𝑥0𝑦0; 𝐶0 — проекция точки 𝐶 на эту плоскость. Усло-
вия равенства нулю приложенных к аппарату моментов сил относительно осей 𝐶𝑥

и 𝐶𝑦, которые обеспечивают отсутствие наклонов его корпуса, на принятом уровне
точности, с учетом (2.2.4), (2.2.23) и рис. 2.1, записываются в форме

(𝑁11 −𝑁12)𝐵 + (𝑁21 −𝑁22)𝐵 = 0

−2𝐿𝐻/𝑅 + (𝑁21 +𝑁22)𝐴2 − (𝑁11 +𝑁12)𝐴1 − 𝐹𝑥(𝐻𝑎 −𝐻)sgn(𝐻𝑎 −𝐻) = 0

(2.2.27)

Подстановка в (2.2.27) выражений (2.2.26) и соотношений

𝑋𝑂𝑖𝑗 = 𝑋𝑖𝑗 cos Ψ − 𝑌𝑖𝑗 sin Ψ, 𝑌𝑂𝑖𝑗 = 𝑋𝑖𝑗 sin Ψ + 𝑌𝑖𝑗 cos Ψ

связывающих 𝑋𝑂𝑖𝑗, 𝑌𝑂𝑖𝑗 с координатами 𝑋𝑖𝑗, 𝑌𝑖𝑗 точек 𝑂𝑖𝑗 в системе 𝐶0𝑥𝑦:

𝑂11 = (𝐴1, 𝐵), 𝑂12 = (𝐴1,−𝐵), 𝑂21 = (−𝐴2, 𝐵), 𝑂22 = (−𝐴2,−𝐵)

дает

𝑁1 = − cos Ψ

𝐴2
1 + 𝐴2

2

(︂
𝐿𝐻

𝑅
+

1

2
𝐹𝑥(𝐻𝑎 −𝐻)sgn(𝐻𝑎 −𝐻)

)︂

𝑁2 = − sin Ψ

𝐴2
1 + 𝐴2

2

(︂
𝐿𝐻

𝑅
+

1

2
𝐹𝑥(𝐻𝑎 −𝐻)sgn(𝐻𝑎 −𝐻)

)︂ (2.2.28)

В случае (2.2.25) вместо (2.2.26) можно рассматривать (2.2.24).

При выполнении (2.2.24) из (2.2.7), (2.2.9), одиннадцатого и двенадцатого ра-
венств (2.2.23) следуют соотношения для относительных проскальзываний задних
колес в продольном направлении и их угловых скоростей

𝜀𝑥21 = 𝜀𝑥22, Ω21 = Ω22 (2.2.29)

Первые уравнения (2.2.1) и (2.2.5) с учетом (2.2.7), первого равенства (2.2.11),
двух последних соотношений (2.2.23) и (2.2.24) дают шесть значащих соотношений

0 = 2𝑃𝑥2𝑗 − 𝐹𝑥(𝑉𝑥), −𝑃𝑥2𝑗𝑅 + 𝑛𝑀(Ω, 𝜂)/2 = 0 (2.2.30)

𝑃𝑥2𝑗 = −𝜅0𝑁2
𝜀𝑥2𝑗
𝜀
, 𝜀𝑥2𝑗 =

𝑈𝑥2𝑗

Ω2𝑗𝑅
, 𝑈𝑥2𝑗 = 𝑉𝑥 − Ω2𝑗𝑅, Ω = 𝑛Ω2𝑗 (𝑗 = 1, 2)

связывающие пять неизвестных переменных величин 𝑉𝑥, 𝑃𝑥2𝑗, 𝜀𝑥2𝑗, Ω, Ω2𝑗 и параметр
𝜂, где 𝐹𝑥(𝑉𝑥) вычисляется из (2.2.6). Тем самым эти переменные и параметр зависимы.
Зафиксировав

𝑉𝑥 = 𝑉0 = const (2.2.31)
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получим

𝑃𝑥2𝑗 =
𝐹𝑥(𝑉0)

2
, 𝜀𝑥2𝑗 = −𝜀𝐹𝑥(𝑉0)

2𝜅0𝑁2

= 𝜀0, Ω2𝑗 =
𝑉0

𝑅(1 − 𝜀0)
= Ω2

Ω = 𝑛Ω2 = Ω0, 𝑀(Ω0, 𝜂) =
1

𝑛
𝐹𝑥(𝑉0)𝑅 (𝑗 = 1, 2)

(2.2.32)

Последнее равенство (2.2.32) позволяет найти значение параметра

𝜂 = 𝜂0 (2.2.33)

отвечающего стационарному движению (2.2.23)–(2.2.29), (2.2.32), (2.2.33).

Это движение асимптотически устойчиво [48] в силу системы (2.2.1) –

(2.2.12), (2.2.16), (2.2.17). Значение 𝜂0 из (2.2.33) отвечает ветви семей-

ства графиков 𝑀(Ω, 𝜂), проходящей через точку (Ω0, 𝐹𝑥(𝑉0)𝑅/𝑛) (рис. 2.2).

Рис. 2.4. Отыскание относительных про-
скальзываний 𝜀𝑥2𝑗 = 𝜀0 задних колес в про-
дольном направлении на этапе стационар-
ного движения и соответствующего относи-
тельного проскальзывания 𝜀𝑥22 = 𝜀𝑀 пра-
вого заднего колеса в момент попадания на
участок с меньшим коэффициентом трения

В соответствии с третьим соотно-

шением (2.2.30) и вторым равен-

ством (2.2.32) значение 𝜀0 может

быть найдено графически как абсцис-

са точки пересечения графика 𝑃𝑥2𝑗 =

−𝜅0𝑁2𝜀𝑥2𝑗/𝜀 (𝑗 = 2) с горизонтальной

прямой 𝑃𝑥2𝑗 = 𝐹𝑥(𝑉0)/2 (рис. 2.4, кри-

вая 1 ).

Перейдем к анализу динамики ап-

парата в каждом из рассматриваемых

случаев движения на «миксте», вы-

бирая (если это специально не ого-

ворено) в качестве начальных усло-

вий соответствующие значения пере-

менных для предыдущего этапа стаци-

онарного движения. В рамках ограни-

чений (2.2.20), (2.2.25) будем считать

условие (2.2.24) выполненным и при

изучении поперечной и угловой динамики корпуса аппарата, то есть на временах

𝑇 ∼ 𝑇2. (Возможность использования условия (2.2.24) можно обосновать и при помо-

щи методов разделения движений [48], если рассматривать аппараты, для которых

характерное время 𝑇 упругих колебаний корпуса на подвеске, как и для многих ав-

томобилей, удовлетворяет неравенству 𝑇2 ≪ 𝑇 . 𝑇1.)
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2.3 Модель выравнивания контактных сил на

«миксте» и оценка угловой скорости корпу-

са. Все колеса сохраняют сцепление с опорной

плоскостью

Рассмотрим случай, когда динамический процесс выравнивания касательных со-

ставляющих контактных сил на задних колесах аппарата не вызывает потерю сцеп-

ления его колес с опорной плоскостью. Будем проводить исследование этого процес-

са, выбирая в качестве начальных условий соответствующие значения переменных

для предыдущего этапа стационарного движения (2.2.23)–(2.2.29), (2.2.32), (2.2.33).

В частности, поперечная скорость точки контакта колеса с опорной плоскостью при-

нимается равной нулю. Тем самым в момент попадания правого заднего колеса на

участок с меньшим коэффициентом трения выражениями для составляющих кон-

тактной силы и микропроскальзывания на этом колесе служат

𝑃𝑥22 = −𝜅𝑀𝑁2
𝜀𝑥22
𝜀
, 𝑃𝑦22 = 0, 𝜀𝑥22 =

𝑈𝑥22

Ω2𝑅
= −𝜀𝐹𝑥(𝑉0)

2𝜅𝑀𝑁2

= 𝜀𝑀 , 𝜀𝑦22 = 0 (2.3.1)

откуда в силу четвертого равенства (2.2.7) и второго и третьего равенств (2.2.32) по-

лучаем, что продольная составляющая 𝑈𝑥22 скорости точки контакта правого заднего

колеса мгновенно изменяет значение с 𝑈𝑥220 на 𝑈𝑥22𝑀 , где

𝑈𝑥220 = 𝜀0Ω2𝑅, 𝑈𝑥22𝑀 = 𝜀𝑀Ω2𝑅 (2.3.2)

На основании (2.2.14) для 𝑖, 𝑗 = 2 и (2.3.1) условие (2.2.13) сохранения сцепления

правого заднего колеса с опорной плоскостью при попадании на участок с меньшим

коэффициентом трения имеет вид

𝐹𝑥(𝑉0)

2
< 𝜅𝑀𝑁2 (2.3.3)

При этом, согласно (2.2.19), (2.2.14) для 𝑖 = 2, 𝑗 = 1 и первому выражению (2.2.32)

для 𝑗 = 1, будет верно и условие

𝐹𝑥(𝑉0)

2
< 𝜅0𝑁2 (2.3.4)

отсутствия скольжения левого заднего колеса.

Значение 𝜀𝑀 может быть найдено как абсцисса точки пересечения графика
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𝑃𝑥2𝑗 = −𝜅𝑀𝑁2𝜀𝑥2𝑗/𝜀 (𝑗 = 2) с горизонтальной прямой 𝑃𝑥2𝑗 = 𝐹𝑥(𝑉0)/2 (рис. 2.4,

кривая 2 ).

Изучим движение аппарата после попадания на «микст» с применением асимп-

тотических методов разделения движений. Для этого приведем систему (2.2.1) –

(2.2.12), (2.2.16) – (2.2.17) относительно исходного, избыточного, набора динамиче-

ских переменных 𝑉𝑥, 𝑉𝑦, Ω𝑧, Ω11, Ω12, Ω21, Ω22, Ω к сингулярно возмущенной форме [11]

(см. Приложение А) с малыми параметрами при производных. В соответствии с мето-

дикой фракционного анализа [14,46] перейдем от этого набора переменных к набору

𝑉𝑥, 𝑉𝑦, Ω𝑧, 𝑈𝑥11, 𝑈𝑥12, 𝑈𝑥21, 𝑈𝑥22, включающему быстрые переменные. (В рассмат-

риваемом случае из исходного набора переменных была предварительно исключена

зависимая переменная Ω.) В силу (2.2.9) исключаемые переменные Ω𝑖𝑗 и Ω связаны

с переменными 𝑈𝑥𝑖𝑗 формулами

Ω𝑖𝑗 =
1

𝑅

(︀
𝑉𝑥 + (−1)𝑗𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥𝑖𝑗

)︀
(𝑖, 𝑗 = 1, 2), Ω =

𝑛

2𝑅
(2𝑉𝑥 −𝑈𝑥21 −𝑈𝑥22) (2.3.5)

После указанных преобразований с учетом упрощающих предположений рассмат-

риваемая система принимает вид

𝑀�̇�𝑥 = 𝐹1, 𝑀�̇�𝑦 = 𝐹2, 𝐼𝑧Ω̇𝑧 = 𝐹3

�̇�𝑥11 =
1

𝑀
𝐹1 −

𝐵

𝐼𝑧
𝐹3 −

𝑅

𝐼1
𝐹4, �̇�𝑥12 =

1

𝑀
𝐹1 +

𝐵

𝐼𝑧
𝐹3 −

𝑅

𝐼1
𝐹5

�̇�𝑥21 =
1

𝑀
𝐹1 −

𝐵

𝐼𝑧
𝐹3 −

𝑅

𝐼2
𝐹6, �̇�𝑥22 =

1

𝑀
𝐹1 +

𝐵

𝐼𝑧
𝐹3 −

𝑅

𝐼2
𝐹7

𝐹1 = 𝑃𝑥11 + 𝑃𝑥12 + 𝑃𝑥21 + 𝑃𝑥22 − 𝐹𝑥(𝑉𝑥)

𝐹2 = 𝑃𝑦11 + 𝑃𝑦12 + 𝑃𝑦21 + 𝑃𝑦22 −𝑀𝑉𝑥Ω𝑧

𝐹3 = (−𝑃𝑥11 + 𝑃𝑥12 − 𝑃𝑥21 + 𝑃𝑥22)𝐵 + (𝑃𝑦11 + 𝑃𝑦12)𝐴1 − (𝑃𝑦21 + 𝑃𝑦22)𝐴2+

+
∑︀2

𝑖,𝑗=1𝑀𝑆𝑖𝑗

𝐹4 = −𝑃𝑥11, 𝐹5 = −𝑃𝑥12, 𝐹6 = −𝑃𝑥21 + 𝐿, 𝐹7 = −𝑃𝑥22 + 𝐿

(2.3.6)

Согласно первой формуле (2.3.5) в новом наборе переменных выражения (2.2.7)

для касательных составляющих контактных сил и стабилизирующих моментов запи-
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сываются в форме

𝑃𝑥1𝑗 = −𝜅0𝑁1
𝑈𝑥1𝑗

𝜀(𝑉𝑥 + (−1)𝑗𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥1𝑗)

𝑃𝑦1𝑗 = −𝜅0𝑁1
𝑈𝑦1𝑗

𝜀(𝑉𝑥 + (−1)𝑗𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥1𝑗)

𝑃𝑥21 = −𝜅0𝑁2
𝑈𝑥21

𝜀(𝑉𝑥 −𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥21)
, 𝑃𝑦21 = −𝜅0𝑁2

𝑈𝑦21

𝜀(𝑉𝑥 −𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥21)

𝑃𝑥22 = −𝜅𝑀𝑁2
𝑈𝑥22

𝜀(𝑉𝑥 +𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥22)
, 𝑃𝑦22 = −𝜅𝑀𝑁2

𝑈𝑦22

𝜀(𝑉𝑥 +𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥22)

𝑀𝑆1𝑗 = −𝜅𝑧0𝑁1𝑟𝜒

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑈𝑦1𝑗

𝑉𝑥 + (−1)𝑗𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥1𝑗

⃒⃒⃒⃒)︂
sgn

(︂
𝑈𝑦1𝑗

𝑉𝑥 + (−1)𝑗𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥1𝑗

)︂

𝑀𝑆21 = −𝜅𝑧0𝑁2𝑟𝜒

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑈𝑦21

𝑉𝑥 −𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥21

⃒⃒⃒⃒)︂
sgn

(︂
𝑈𝑦21

𝑉𝑥 −𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥21

)︂

𝑀𝑆22 = −𝜅𝑧𝑀𝑁2𝑟𝜒

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑈𝑦22

𝑉𝑥 +𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥22

⃒⃒⃒⃒)︂
sgn

(︂
𝑈𝑦22

𝑉𝑥 +𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥22

)︂

(2.3.7)

Выражения для 𝑈𝑦𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2) вычисляются из (2.2.9), выражения для 𝑁𝑗 —

из (2.2.24), для 𝐹𝑥(𝑉𝑥) — из (2.2.6), для 𝐿 — из (2.2.18), где Ω задается последней

формулой (2.3.5).

Проведем нормализацию [14, 46] системы (2.3.6)–(2.3.7), заменив переменные и

время их безразмерными аналогами

𝑇 = 𝑇*𝑡, 𝑉𝑥 = 𝑉𝑥*𝑣𝑥, 𝑉𝑦 = 𝑉𝑦*𝑣𝑦, Ω𝑧 = Ω𝑧*𝜔𝑧, 𝑈𝑥𝑖𝑗 = 𝑈𝑥𝑖𝑗*𝑢𝑥𝑖𝑗

𝑈𝑦𝑖𝑗 = 𝑈𝑦𝑖𝑗*𝑢𝑦𝑖𝑗, 𝑃𝑥𝑖𝑗 = 𝑃𝑥𝑖𝑗*𝑝𝑥𝑖𝑗, 𝑃𝑦𝑖𝑗 = 𝑃𝑦𝑖𝑗*𝑝𝑦𝑖𝑗, 𝑁𝑗 = 𝑁𝑗*𝑛𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2)

𝑀𝑆𝑖𝑗 = 𝑀𝑆𝑖𝑗*𝑚𝑆𝑖𝑗, 𝐿 = 𝐿*𝑙, 𝑀(Ω, 𝜂) = 𝑀*𝑚(𝜔, 𝜂)

Ω = Ω*𝜔, 𝐹𝑥 = 𝐹𝑥*𝑓𝑥, 𝐹𝑘 = 𝐹𝑘*𝑓𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 7)

(2.3.8)

Нижним индексом * обозначены характерные значения соответствующих перемен-

ных.

Класс движения аппарата [14, 46] определяется условиями (2.2.2), первым нера-
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венством (2.2.11) и ограничениями (2.2.20), (2.2.21). Будем рассматривать 𝜇, 𝜀, 𝜀1 и
𝜀𝑚 в качестве малых параметров, которые далее будут устремлены к нулю, и выберем
характерные значения (2.3.8) следующим образом

𝑉𝑦* = (𝐴1 + 𝐴2)Ω𝑧* = 𝑈𝑥𝑖𝑗* = 𝑈𝑦𝑖𝑗* = 𝜀𝑉𝑥*, Ω* = 𝑀𝑔𝑅/𝐾𝐷 = 𝑉𝑥*/𝑅

𝑃𝑥𝑖𝑗* = 𝑃𝑦𝑖𝑗* = 𝑁𝑗* = 𝐹𝑥* = 𝑀𝑔, 𝑀𝑆𝑖𝑗* = 𝑀𝑔𝑟, 𝐿* = 𝑀* = 𝑀𝑔𝑅

𝐹1* = 𝐹2* = 𝑀𝑔, 𝐹3* = 𝑀𝑔(𝐴1 + 𝐴2), 𝐹4* = 𝐹5* = 𝐹6* = 𝐹7* = 𝑀𝑔𝑅

(2.3.9)

и ограничимся характеристиками двигателя, для которых

𝐾𝐷 ∼ 𝑀𝑔𝑅2/
√︀
𝑔(𝐴1 + 𝐴2)

то есть 𝑉𝑥* ∼
√︀
𝑔(𝐴1 + 𝐴2).

Рассматривая начальный этап заноса аппарата после попадания на «микст», огра-
ниченный характерными временами 𝑇 ∼ 𝑇2 изменения переменных 𝑉𝑦 и Ω𝑧, примем
𝑇* = 𝑇2. Нормализованным аналогом системы (2.3.6)–(2.3.7) служит сингулярно воз-
мущенная система тихоновского вида [11,14,46] (см. Приложение А) с малыми пара-
метрами (2.2.21)

𝑣′𝑥 = 𝜀𝑓1, 𝑣′𝑦 = 𝑓2, 𝜔′
𝑧 =

1

𝑖2𝑧
𝑓3

𝜇𝑢′𝑥11 = 𝜇𝑓1 − 𝜇
𝑏

𝑖2𝑧
𝑓3 −

1

𝑖21
𝑓4, 𝜇𝑢′𝑥12 = 𝜇𝑓1 + 𝜇

𝑏

𝑖2𝑧
𝑓3 −

1

𝑖21
𝑓5

𝜇𝑢′𝑥21 = 𝜇𝑓1 − 𝜇
𝑏

𝑖2𝑧
𝑓3 −

1

𝑖22
𝑓6, 𝜇𝑢′𝑥22 = 𝜇𝑓1 + 𝜇

𝑏

𝑖2𝑧
𝑓3 −

1

𝑖22
𝑓7

(2.3.10)

𝑓1 = 𝑝𝑥11 + 𝑝𝑥12 + 𝑝𝑥21 + 𝑝𝑥22 − 𝑓𝑥(𝑣𝑥)

𝑓2 = 𝑝𝑦11 + 𝑝𝑦12 + 𝑝𝑦21 + 𝑝𝑦22 − 𝜀𝑣𝑥𝜔𝑧

𝑓3 = (−𝑝𝑥11 + 𝑝𝑥12 − 𝑝𝑥21 + 𝑝𝑥22)𝑏+ (𝑝𝑦11 + 𝑝𝑦12)𝑎1 − (𝑝𝑦21 + 𝑝𝑦22)𝑎2 + 𝜀1𝑐
∑︀2

𝑖,𝑗=1𝑚𝑆𝑖𝑗

𝑓4 = −𝑝𝑥11, 𝑓5 = −𝑝𝑥12, 𝑓6 = −𝑝𝑥21 + 𝑙, 𝑓7 = −𝑝𝑥22 + 𝑙, 𝑓𝑥(𝑣𝑥) =
1

2
𝜌𝑆𝑐𝑥

𝐴1 + 𝐴2

𝑀
𝑣2𝑥

𝑎1 =
𝐴1

𝐴1 + 𝐴2

, 𝑎2 =
𝐴2

𝐴1 + 𝐴2

, 𝑏 =
𝐵

𝐴1 + 𝐴2

, 𝑐 =
𝑅

𝐴1 + 𝐴2

𝑖𝑧 =
𝜌𝑧

𝐴1 + 𝐴2

, 𝑖1 =
𝜌1
𝑅
, 𝑖2 =

𝜌2
𝑅
, 𝑖23 =

𝐽

𝐼2

(2.3.11)
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𝑝𝑥1𝑗 = −𝜅0𝑛1
𝑢𝑥1𝑗

𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥1𝑗
, 𝑝𝑦1𝑗 = −𝜅0𝑛1

𝑢𝑦1𝑗
𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥11

𝑝𝑥21 = −𝜅0𝑛2
𝑢𝑥21

𝑣𝑥 − 𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥21
, 𝑝𝑦21 = −𝜅0𝑛2

𝑢𝑦21
𝑣𝑥 − 𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥21

𝑝𝑥22 = −𝜅𝑀𝑛2
𝑢𝑥22

𝑣𝑥 + 𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥22
, 𝑝𝑦22 = −𝜅𝑀𝑛2

𝑢𝑦22
𝑣𝑥 + 𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥22

𝑚𝑆1𝑗 = −𝜅𝑧0𝑛1𝜁
𝑢𝑦1𝑗
𝜔1𝑗

sgn(𝜀𝑦1𝑗) при |𝜀𝑦1𝑗| < 𝜀𝑚

𝑚𝑆21 = −𝜅𝑧0𝑛2𝜁
𝑢𝑦21
𝜔21

sgn(𝜀𝑦21) при |𝜀𝑦21| < 𝜀𝑚

𝑚𝑆22 = −𝜅𝑧𝑀𝑛2𝜁
𝑢𝑦22
𝜔22

sgn(𝜀𝑦22) при |𝜀𝑦22| < 𝜀𝑚

𝑚𝑆1𝑗 = 𝜅𝑧0𝑛1
1

𝜈

(︂
𝑢𝑦1𝑗
𝜔1𝑗

− 1

)︂
sgn(𝜀𝑦1𝑗) при 𝜀𝑚 ≤ |𝜀𝑦1𝑗| < 𝜀

𝑚𝑆21 = 𝜅𝑧0𝑛2
1

𝜈

(︂
𝑢𝑦21
𝜔21

− 1

)︂
sgn(𝜀𝑦21) при 𝜀𝑚 ≤ |𝜀𝑦21| < 𝜀

𝑚𝑆22 = 𝜅𝑧𝑀𝑛2
1

𝜈

(︂
𝑢𝑦22
𝜔22

− 1

)︂
sgn(𝜀𝑦22) при 𝜀𝑚 ≤ |𝜀𝑦22| < 𝜀

(2.3.12)

𝑛1 =
𝑎2
2
, 𝑛2 =

𝑎1
2

𝑙 =
1

2

𝑛
+ 𝑛𝑖23

[︁
𝑚(𝜔, 𝜂) +

𝑛

2
𝑖23(𝑝𝑥21 + 𝑝𝑥22)

]︁
, 𝜔 =

𝑛

2
(𝜔21 + 𝜔22)

𝜔𝑖𝑗 = 𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥𝑖𝑗, 𝜀𝑦𝑖𝑗 =
𝜀𝑢𝑦𝑖𝑗
𝜔𝑖𝑗

𝑢𝑦𝑖𝑗 = 𝑣𝑦 − (−1)𝑖𝑎𝑖𝜔𝑧 (𝑖, 𝑗 = 1, 2), 𝜁 =
𝜀

𝜀𝑚
, 𝜈 =

𝜀− 𝜀𝑚
𝜀

= 1 − 1

𝜁

(2.3.13)

Штрихом обозначены производные по безразмерному времени 𝑡.
Согласно (2.2.21) имеем 𝜁 ∼ 1. Далее рассматриваются значения 𝜈 ∼ 𝜀 ≪ 1 или

𝜈 . 1, т.е. 𝜀1/𝜈 ∼ 1 или 𝜀1/𝜈 ∼ 𝜀.

С учетом (2.3.9) нормализованные аналоги начальных условий для переменных
𝑉𝑥, 𝑉𝑦, Ω𝑧, 𝑈𝑥11, 𝑈𝑥12, 𝑈𝑥21 в момент попадания на «микст», которые равны своим
значениям на этапе стационарного движения (2.2.23)–(2.2.29), (2.2.32), (2.2.33), и нор-
мализованные аналоги начальных значений переменных 𝑈𝑥21 и 𝑈𝑥22, совпадающих со
значениями 𝑈𝑥210 и 𝑈𝑥22𝑀 из (2.3.2), принимают вид

𝑣𝑥(0) = 𝑣0, 𝑣0 = 𝑉0/𝑉𝑥*, 𝑣𝑦(0) = 0, 𝜔𝑧(0) = 0, 𝑢𝑥11(0) = 𝑢𝑥12(0) = 0

𝑢𝑥21(0) = 𝜀0𝜔2/𝜀, 𝑢𝑥22(0) = 𝜀𝑀𝜔2/𝜀, 𝜔2 = Ω2𝑅/𝑉𝑥*

(2.3.14)
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где 𝑉0, Ω2 и 𝑉𝑥* были определены при записи (2.2.32) и (2.3.9).

Проведя вырождение системы (2.3.10)–(2.3.14) по малому параметру 𝜇 (это отве-
чает пренебрежению процессами изменения переменных 𝑈𝑥𝑖𝑗 и Ω) и, считая парамет-
ры 𝜀 и 𝜀1 конечными, получим систему уравнений

𝑣′𝑥 = 𝜀𝑓1, 𝑣′𝑦 = 𝑓2, 𝜔′
𝑧 =

1

𝑖2𝑧
𝑓3

𝑝𝑥1𝑗 = 0, 𝑝𝑥2𝑗 = 𝑙 =
𝑛

2
𝑚(𝜔, 𝜂) (𝑗 = 1, 2)

(2.3.15)

где выражения для правых частей дифференциальных уравнений, контактных сил,
стабилизирующих моментов и момента, приложенного к задним колесам аппарата,
вычисляются при помощи формул (2.3.12), (2.3.13), с учетом которых корнем первых
двух конечных уравнений (2.3.15) служит

𝑢𝑥11 = 𝑢𝑥12 = 0 (2.3.16)

Равенства (2.3.16) отвечают режиму движения передних колес аппарата без проскаль-
зывания относительно опорной плоскости в продольном направлении.

Получаемое из двух последних конечных уравнений системы (2.3.15) условие ра-
венства контактных сил на колесах ведущей оси обусловлено тем, что на характер-
ных временах 𝑇 ∼ 𝑇2 процесс изменения переменных 𝑈𝑥21 и 𝑈𝑥22, происходящий на
временах 𝑇 ∼ 𝑇4 ≪ 𝑇2, уже завершен, то есть контактные силы уравновешивают-
ся дифференциалом, несмотря на разные коэффициенты 𝜅0 и 𝜅𝑀 кулонова трения
скольжения (подробнее протекание этого процесса обсуждается ниже). Перейдем к
отысканию корня указанных уравнений. Из условия 𝑝𝑥21 = 𝑝𝑥22 с учетом (2.3.12)
получаем равенство

𝑢𝑥21 =
𝜅𝑀
𝜅0
𝑢𝑥22 +𝑂(𝜀) (2.3.17)

согласно которому выражение для 𝜔 может быть записано в виде

𝜔 = 𝑛𝑣𝑥 − 𝜀
𝑛

2

(︂
𝜅𝑀
𝜅0

+ 1

)︂
𝑢𝑥22 +𝑂(𝜀2) (2.3.18)

Подставив его в выражение для 𝑚(𝜔, 𝜂) и проведя разложение в ряд Тейлора по 𝜀,
получим

𝑚(𝜔, 𝜂) = 𝑚(𝑛𝑣𝑥, 𝜂) − 𝜀
𝑛

2

(︂
𝜅𝑀
𝜅0

+ 1

)︂
𝑢𝑥22

𝜕𝑚

𝜕𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝑛𝑣𝑥

+𝑂(𝜀2) (2.3.19)

откуда с учетом выражений для 𝑙 и 𝑝𝑥2𝑗 из (2.3.12), двух последних конечных урав-
нений (2.3.15) и равенства (2.3.17) следуют искомые выражения

𝑢𝑥21 =
−𝑣𝑥𝑛𝑚(𝑛𝑣𝑥, 𝜂)

2𝜅0𝑛2

+𝑂(𝜀), 𝑢𝑥22 =
−𝑣𝑥𝑛𝑚(𝑛𝑣𝑥, 𝜂)

2𝜅𝑀𝑛2

+𝑂(𝜀) (2.3.20)
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Для доказательства близости решений исходной и вырожденной систем (2.3.10)–
(2.3.14) и (2.3.15), как и в разделах 1.4, 1.5, воспользуемся теорией Тихонова-
Васильевой [11–14, 23, 46] (см. Приложение А). Исследуем изолированность, асимп-
тотическую устойчивость по первому приближению и область влияния точек покоя
присоединенной системы, получаемой из (2.3.10) путем замены времени 𝜏 = 𝑡/𝜇 и
последующего приравнивания слагаемых порядка 𝜇 к нулю

𝑑𝑢𝑥1𝑗
𝑑𝜏

=
1

𝑖21
𝑝𝑥1𝑗,

𝑑𝑢𝑥2𝑗
𝑑𝜏

=
1

𝑖22
(𝑝𝑥2𝑗 − 𝑙) (𝑗 = 1, 2) (2.3.21)

Значения правых частей вычисляются из (2.3.12), 𝜔 определяется из последнего урав-
нения (2.3.15). Система (2.3.21) описывает движение аппарата на «малых» временах
𝑇 ∼ 𝑇4. Медленные переменные 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧, размерные аналоги которых изменяются
на временах 𝑇1 и 𝑇2, полагаются постоянными. Считая характерное время реакции
водителя существенно превосходящим 𝑇4, значение 𝜂 в (2.3.21) полагаем равной ее
значению (2.2.33) в момент попадания на «микст» координаты (2.3.16), (2.3.20) точ-
ки покоя присоединенной системы находятся из конечных уравнений (2.3.15).

Исследуем ее асимптотическую устойчивость по первому приближению. Проведя
линеаризацию системы (2.3.21) около точки покоя и отбрасывая члены 𝑂(𝜀), получим

𝑑∆𝑢𝑥11
𝑑𝜏

= −𝜅0𝑛1
∆𝑢𝑥11
𝑣𝑥

,
𝑑∆𝑢𝑥12
𝑑𝜏

= −𝜅0𝑛1
∆𝑢𝑥12
𝑣𝑥

𝑑∆𝑢𝑥21
𝑑𝜏

=
𝑛2

2𝑖22𝑣𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)

(︁
− ∆𝑢𝑥21(4 + 𝑛2𝑖23)𝜅0 + ∆𝑢𝑥22𝑛

2𝑖23𝜅𝑀

)︁
𝑑∆𝑢𝑥22
𝑑𝜏

=
𝑛2

2𝑖22𝑣𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)

(︁
∆𝑢𝑥21𝑛

2𝑖23𝜅0 − ∆𝑢𝑥22(4 + 𝑛2𝑖23)𝜅𝑀

)︁
(2.3.22)

Через ∆𝑢𝑥𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2) обозначены малые отклонения переменных 𝑢𝑥𝑖𝑗 от точки по-
коя. Первые два уравнения системы (2.3.22) не связаны с последними и могут быть
исследованы отдельно. Поскольку множитель при переменных ∆𝑢𝑥1𝑗 отрицателен,
точка покоя (2.3.16) асимптотически устойчива в силу системы (2.3.22). Чтобы иссле-
довать устойчивость системы двух последних уравнений (2.3.22) по переменным 𝑢𝑥2𝑗,
составим ее характеристическое уравнение⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

−𝜅0𝑛2(4 + 𝑛2𝑖23)

2𝑖22𝑣𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)
− 𝜆

𝑛2𝑛
2𝑖23𝜅𝑀

2𝑖22𝑣𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)

𝑛2𝑛
2𝑖23𝜅0

2𝑖22𝑣𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)

−𝜅𝑀𝑛2(4 + 𝑛2𝑖23)

2𝑖22𝑣𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)
− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

= 0 (2.3.23)

которое после несложных преобразований принимает вид

𝜆2 +
(4 + 𝑛2𝑖23)(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

2𝑖22𝑣𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)
𝜆+

𝜅0𝜅𝑀𝑛
2
2

2𝑖42𝑣
2
𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)

= 0 (2.3.24)
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В силу (2.2.19) дискриминант уравнения (2.3.24) с положительными коэффициентами
удовлетворяет неравенству

𝐷 =
[8(2 + 𝑛2𝑖23)(𝜅0 − 𝜅𝑀)2 + 𝑛4𝑖4(𝜅0 + 𝜅𝑀)2]𝑛2

2

4𝑖42𝑣
2
𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)

2
> 0

следовательно, оно имеет два различных вещественных отрицательных корня 𝜆1, 𝜆2.
Таким образом, точка, координаты которой определяются первыми слагаемыми пра-
вых частей (2.3.20), также асимптотически устойчива по первому приближению и
является устойчивым узлом на фазовой плоскости 𝑢𝑥21, 𝑢𝑥22.

Исследование системы (2.3.22) показало, что, в соответствии с теоремой
Андронова-Понтрягина [2, 4], система (2.3.21) грубая: топологическая структура ее
фазового портрета устойчива и не изменяется при малых изменениях правых частей.
Таким образом, точка покоя (2.3.16), (2.3.20) асимптотически устойчива по первому
приближению в силу аналога системы (2.3.22), учитывающего члены 𝑂(𝜀).

Рис. 2.5. Область влияния поло-
жения равновесия (2.3.16) первых
двух независимых скалярных урав-
нений (2.3.21)

Выясним ее область влияния, образованную
совокупностью начальных значений перемен-
ных 𝑢𝑥𝑖𝑗, для которых решение системы (2.3.21)
стремится к точке покоя (2.3.16), (2.3.20).

Первые два независимые скалярные урав-
нения (2.3.21) допускают качественное иссле-
дование методами [11]. Положению равнове-
сия (2.3.16) по переменным 𝑢𝑥1𝑗 на плоскости
𝜏, 𝑢𝑥1𝑗 отвечает горизонтальная прямая 𝑢𝑥1𝑗 =

0. При значениях 𝑢𝑥1𝑗(0) > 0 решение 𝑢𝑥1𝑗(𝜏)

соответствующего уравнения (2.3.21) убывает,
при 𝑢𝑥1𝑗(0) < 0 — возрастает, асимптотически
приближаясь к положению равновесия (2.3.16)
(рис. 2.5). (В силу теоремы существования и
единственности решения 𝑢𝑥1𝑗(𝜏) для начальных
условий 𝑢𝑥1𝑗(0) ̸= 0 не могут пересечь отвеча-
ющую (2.3.16) прямую 𝑢𝑥1𝑗 = 0.) Следователь-
но, область влияния точки покоя по переменным
𝑢𝑥1𝑗 не ограничена.

В соответствии с (2.3.12) и (2.3.13) при 𝜀 → 0 система двух последних уравне-
ний (2.3.21) близка к линейной системе с постоянными коэффициентами. Тогда, если
ее положение равновесия асимптотически устойчиво по первому приближению (это
верно в случае положительности коэффициентов ее характеристического уравнения),
то оно имеет неограниченную область влияния. Поскольку характеристическое урав-
нение (2.3.24), отвечающее 𝜀 = 0, удовлетворяет этому требованию, при 𝜀 → 0 оно
верно и для точки покоя (2.3.20) системы (2.3.21), то есть она также имеет неограни-
ченную область влияния.
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В соответствии с теоремой Тихонова-Васильевой [11,12,14,23,46] (см. Приложение
А) рассогласование между решениями исходной системы (2.3.10) – (2.3.14) и соответ-
ствующей вырожденной системы (2.3.15) оценивается величиной 𝑂(𝜇) на конечном
интервале времени 𝑡 ∼ 1, отвечающем интервалу 𝑇 ∼ 𝑇2 размерного времени 𝑇 . Для
переменных 𝑢𝑥𝑖𝑗 эта оценка верна вне пограничного слоя ширины 𝑂(−𝜇 ln𝜇).

Проведенное исследование показало, что (2.3.21) можно рассматривать как мо-
дель переходного процесса изменения продольных составляющих скоростей точек
контакта от значений (2.3.14) до значений, близких к (2.3.16) и (2.3.20), и продоль-
ных составляющих контактных сил от соответствующих нормализованных значе-
ний (2.2.23), (2.2.32) до близких друг другу значений, определяемых конечными урав-
нениями вырожденной системы. Тем самым на уровне точности системы (2.3.15) по-
перечное движение аппарата, определяемое переменными 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧, не возмущается.
Модель влияния переходного процесса на динамику аппарата можно построить при
учете факторов следующего, первого по 𝜇, порядка [11,14,46,48].

Согласно алгоритму А.Б. Васильевой [11], при составлении приближенной моде-
ли, описывающей решение сингулярно возмущенной системы тихоновского вида на
уровне точности 𝑂(𝜇), начальные условия по медленным переменным следует скор-
ректировать членами порядка малого параметра. При вычислении начальных усло-
вий для приближенной модели системы (2.3.10)–(2.3.14) по медленным переменным
𝑣𝑥, 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 вместо (2.3.14) следует использовать формулы

𝑣𝑥(0) = 𝑣0 + 𝜇𝑣
(1)
𝑥 (0), 𝑣𝑦(0) = 𝜇𝑣

(1)
𝑦 (0), 𝜔𝑧(0) = 𝜇𝜔

(1)
𝑧 (0) (2.3.25)

𝑣
(1)
𝑥 (0) = 0, 𝑣

(1)
𝑦 (0) = 0, 𝜔

(1)
𝑧 (0) =

1

𝑖2𝑧

∞∫︀
0

(−𝑝𝑥11 + 𝑝𝑥12 − 𝑝𝑥21 + 𝑝𝑥22)𝑏 𝑑𝜏 (2.3.26)

где интеграл берется по траекториям присоединенной системы (2.3.21); значение
𝜏 = 0 отвечает моменту попадания на «микст» (началу переходного процесса),
𝜏 = ∞ — моменту завершения переходного процесса. Механический смысл интеграла
в (2.3.26) — суммарный импульс момента, приложенного к корпусу аппарата по оси
𝑧 за время 𝑇 ∼ 𝑇4. Поскольку передние колеса аппарата на протяжении переходно-
го процесса находятся в одинаковых условиях, справедливо равенство 𝑝𝑥11 = 𝑝𝑥12,
то есть на этот импульс момента должны влиять только продольные составляю-
щие контактных сил на задних колесах. Это нетрудно заметить и при помощи фор-
мул (2.3.12), (2.3.15) и (2.3.21), с учетом которых последнее выражение (2.3.26) и
подынтегральное выражение принимают вид

𝜔
(1)
𝑧 (0) =

1

𝑖2𝑧

∞∫︀
0

(𝑝𝑥22 − 𝑝𝑥21)𝑏 𝑑𝜏, 𝑝𝑥22 − 𝑝𝑥21 = 𝑖22
𝑑

𝑑𝜏
(𝑢𝑥22 − 𝑢𝑥21) (2.3.27)

откуда

𝜇𝜔
(1)
𝑧 (0) = 𝜇

𝑖22𝑏

𝑖2𝑧
[𝑢𝑥22(∞) − 𝑢𝑥21(∞) − (𝑢𝑥22(0) − 𝑢𝑥21(0))] (2.3.28)
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Согласно выражениям (2.2.33), (2.3.14), (2.3.20) значения продольных составляю-
щих скоростей точек контакта задних колес в начале и в конце переходного процесса
записываются в виде

𝑢𝑥21(∞) =
−𝑣𝑥𝑛𝑚(𝑛𝑣𝑥, 𝜂)

2𝜅0𝑛2

+𝑂(𝜀), 𝑢𝑥22(∞) =
−𝑣𝑥𝑛𝑚(𝑛𝑣𝑥, 𝜂)

2𝜅𝑀𝑛2

+𝑂(𝜀)

𝑣𝑥 = 𝑣0, 𝜂 = 𝜂0, 𝑢𝑥21(0) =
𝜀0𝜔2

𝜀
, 𝑢2𝑥2(0) =

𝜀𝑀𝜔2

𝜀

(2.3.29)

После пренебрежения слагаемыми 𝑂(𝜀) окончательной формой последнего выраже-
ния (2.3.25), (2.3.28) служит

𝜇𝜔
(1)
𝑧 (0) = 𝜇

𝑖22𝑏

𝑖2𝑧

[︂
𝑣0𝑛𝑚(𝑛𝑣0, 𝜂0)(𝜅𝑀 − 𝜅0)

2𝜅0𝜅𝑀𝑛2

+
(𝜀0 − 𝜀𝑀)𝜔2

𝜀

]︂
(2.3.30)

которая в размерных переменных имеет вид

𝜇Ω
(1)
𝑧 (0) = 𝜇

(︂
𝜌2
𝜌𝑧

)︂2
𝐵

𝑅
=

𝐼2𝐵

𝐼𝑧𝑅2

[︂
𝜀𝑛𝑉0𝑀(𝑛𝑉0, 𝜂0)(𝜅𝑀 − 𝜅0)

2𝑅𝑁2𝜅0𝜅𝑀
+ (𝜀0 − 𝜀𝑀)Ω2𝑅

]︂
(2.3.31)

где 𝜅0, 𝜅𝑀 , 𝑁2, 𝑉0, 𝜀0, Ω2, 𝜂0, 𝜀𝑀 находятся из (2.2.19), (2.2.24), (2.2.32), (2.2.33), (2.3.1).
Поправка, полученная в работе [48] при учете динамики двигателя, трансмиссии и
колес аппарата, имеет вид (в [48] она обозначена Ω

(1)
𝑧 (0))

𝜇Ω
(1)
𝑧 (0) =

𝐼2𝐵

𝐼𝑧𝑅
[Ω21(∞) − Ω22(∞)] (2.3.32)

Сравним выражения (2.3.31) и (2.3.32). Из (2.3.5) имеем

Ω21 =
1

𝑅
(𝑉𝑥 −𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥21) , Ω22 =

1

𝑅
(𝑉𝑥 +𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥22)

Ω21 − Ω22 =
1

𝑅
(−2𝐵Ω𝑧 + 𝑈𝑥22 − 𝑈𝑥21)

(2.3.33)

Следовательно,

Ω21(∞) − Ω22(∞) =
1

𝑅
(−2𝐵Ω𝑧(∞) + 𝑈𝑥22(∞) − 𝑈𝑥21(∞)) =

1

𝑅
(𝑈𝑥22(∞) − 𝑈𝑥21(∞))

Подстановка последнего равенства в (2.3.32) дает выражение

𝜇Ω
(1)
𝑧 (0) =

𝐼2𝐵

𝐼𝑧𝑅
[Ω21(∞) − Ω22(∞)] = (2.3.34)

=
𝐼2𝐵

𝐼𝑧𝑅2
[𝑈𝑥21(∞) − 𝑈𝑥22(∞)] =

𝐼2𝐵

𝐼𝑧𝑅

[︂
𝜀𝑛𝑉0𝑀(𝑛𝑉0, 𝜂0)(𝜅𝑀 − 𝜅0)

2𝑅𝑁2𝜅𝑀𝜅0

]︂
совпадающее с первым слагаемым правой части выражения (2.3.31). Таким образом,
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рассогласование между выражениями (2.3.31) и (2.3.32) имеет вид

𝐼2𝐵

𝐼𝑧𝑅
(𝜀0 − 𝜀𝑀)Ω2

Приведем численные результаты для параметров и динамических характеристик
автомобиля, которые, за исключением продольной скорости корпуса, взяты из [48].
Поправка (2.3.32) имеет порядок 10−2 рад/с. Оба слагаемых в правой части форму-
лы (2.3.31) имеют одинаковые порядки (10−2 рад/с) и разные знаки. Таким образом,
поправка к угловой скорости корпуса аппарата, вычисленная по этой формуле, имеет
порядок 10−3 рад/с. Для других, более легких и быстроходных колесных аппаратов
выражение (2.3.31) может быть на порядок больше.

2.4 Модель выравнивания контактных сил на
«миксте» и оценка угловой скорости корпуса.
Колеса, за исключением правого заднего,
сохраняют сцепление с опорной плоскостью

Перейдем к исследованию случая, когда правое заднее колесо аппарата теряет
сцепление с опорной плоскостью (начинает скользить) — либо сразу в момент по-
падания на участок с меньшим коэффициентом трения, либо в ходе динамического
процесса выравнивания контактных сил на задних (ведущих) колесах. Остальные
колеса аппарата продолжают сохранять сцепление с опорной плоскостью. Соглас-
но (2.3.3), (2.3.4) (2.2.14) для 𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 2, а также седьмому и восьмому соотноше-
ниям (2.2.23) первая ситуация реализуется при выполнении неравенств (рис. 2.6)

𝜅𝑀𝑁 ≤ 𝐹𝑥(𝑉0)

2
< 𝜅0𝑁2 (2.4.1)

Вторая ситуация возникает, если для решения системы (2.3.21) нарушается неравен-
ство (2.2.14) для 𝑖, 𝑗 = 2. Будем считать, что это происходит в начале динамического
процесса — на временах

𝑇 ≪ 𝑇4 (2.4.2)

(постоянные времени изменения составляющих движения аппарата определены в раз-
деле 2.2). Согласно (2.2.13) и (2.2.15) такая ситуация возможна, если в ходе стацио-
нарного движения (2.2.23)–(2.2.29), (2.2.32), (2.2.33) значение 𝜀2𝑗 = 𝜀𝑥2𝑗 = 𝜀0 относи-
тельных проскальзываний задних колес удовлетворяет условию 𝜀0 . 𝜀, отвечающему
левой окрестности максимума характеристики контактной силы на рис. 2.3 а — колеса
находятся на пороге потери сцепления с опорной плоскостью.
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Рис. 2.6. Отыскание относительного проскальзы-
вания правого заднего колеса на этапе стационар-
ного движения и реализация условия (2.4.1), обес-
печивающего скольжение этого колеса в момент
попадания аппарата на «микст». Соответствую-
щее значение 𝜀𝑥22 = 𝜀𝑀 относительного проскаль-
зывания находится из (2.4.3)

Продольная составляющая

𝑈𝑥22 скорости точки контакта

правого заднего колеса теперь

изменяется на временах 𝑇 ∼ 𝑇3,

то есть, в отличие от раздела

2.3, здесь процесс выравнивания

контактных сил на колесах

задней оси аппарата в первую

очередь затрагивает переменные

𝑈𝑥11, 𝑈𝑥12, 𝑈𝑥21 и Ω, изменяю-

щиеся на характерных временах

𝑇 ∼ 𝑇4 ∼ 𝑇5, а остальные пе-

ременные, как и ранее, можно

считать постоянными, равными

своим значениям на этапе ста-

ционарного движения (2.2.23)–

(2.2.29), (2.2.32), (2.2.33). В

отличие от (2.3.1), в момент

попадания правого заднего колеса на участок с меньшим коэффициентом трения

переменная 𝑈𝑥22 мгновенно изменяет свое значение с 𝑈𝑥220 , определенного первым ра-

венством (2.3.2), на 𝑈𝑥22𝑀 того же знака, |𝑈𝑥22𝑀 | > |𝑈𝑥220|, для которого справедливо

второе неравенство (2.2.11) для 𝑖, 𝑗 = 2 (рис. 2.6):

|𝜀𝑥22| = |𝜀𝑀 | =

⃒⃒⃒⃒
𝑈𝑥22𝑀

Ω2𝑅

⃒⃒⃒⃒
> 𝜀 (2.4.3)

Выражения для касательных составляющих контактной силы на этом колесе в

соответствии с (2.2.9), (2.2.16), (2.2.17), (2.2.23) имеют вид

𝑃𝑥22 = −𝜅𝑀𝑁2sgn𝑈𝑥22

𝑈𝑥22 = 𝑉0 − Ω2𝑅, 𝑃𝑦22 = 0

(2.4.4)

Поскольку, согласно третьему и четвертому равенствам (2.2.30) и первому ра-

венству (2.2.32) в ходе стационарного движения аппарата имеем 𝑈𝑥22 < 0, наиболее

вероятно, что последнее неравенство останется справедливым и в момент попадания

на «микст». В первой ситуации (2.4.1) начала скольжения правого заднего колеса это

верно (см. рис. 2.6), во второй ситуации — обосновано условием (2.4.3).

После перехода к набору переменных 𝑉𝑥, 𝑉𝑦, Ω𝑧, 𝑈𝑥11, 𝑈𝑥12, 𝑈𝑥21, Ω, включающему
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быстрые переменные, уравнения динамики аппарата (2.2.1) – (2.2.5) принимают вид

𝑀�̇�𝑥 = 𝐹1, 𝑀�̇�𝑦 = 𝐹2, 𝐼𝑧Ω̇𝑧 = 𝐹3

�̇�𝑥11 =
1

𝑀
𝐹1 −

𝐵

𝐼𝑧
𝐹3 −

𝑅

𝐼1
𝐹4, �̇�𝑥12 =

1

𝑀
𝐹1 +

𝐵

𝐼𝑧
𝐹3 −

𝑅

𝐼1
𝐹5

�̇�𝑥21 =
1

𝑀
𝐹1 −

𝐵

𝐼𝑧
𝐹3 −

𝑅

𝐼2
𝐹6, 𝐽Ω̇ = 𝑀(Ω, 𝜂) − 2

𝑛
𝐿

(2.4.5)

где 𝐹𝑖 (𝑖 = 1 . . . 7) определены в (2.3.6).

Выражения (2.2.7) для 𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 2 для случая (2.2.13), а также выраже-
ния (2.2.17) для 𝑖, 𝑗 = 2, определяющие касательные составляющие контактных сил,
стабилизирующих моментов и момента сухого трения верчения записываются в фор-
ме

𝑃𝑥1𝑗 = −𝜅0𝑁1
𝑈𝑥1𝑗

𝜀(𝑉𝑥 + (−1)𝑗𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥1𝑗)
, 𝑃𝑦1𝑗 = −𝜅0𝑁1

𝑈𝑦1𝑗

𝜀(𝑉𝑥 + (−1)𝑗𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥1𝑗)

𝑃𝑥21 = −𝜅0𝑁2
𝑈𝑥21

𝜀(𝑉𝑥 −𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥21)
, 𝑃𝑦21 = −𝜅0𝑁2

𝑈𝑦21

𝜀(𝑉𝑥 −𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥21)
(2.4.6)

𝑃𝑥22 = −𝜅𝑀𝑁2
𝑈𝑥22√︁

𝑈2
𝑥22 + 𝑈2

𝑦22 + 𝛽|Ω𝑧|𝑟
, 𝑃𝑦22 = −𝜅𝑀𝑁2

𝑈𝑦22√︁
𝑈2
𝑥22 + 𝑈2

𝑦22 + 𝛽|Ω𝑧|𝑟

𝑀𝑆1𝑗 = −𝜅𝑧0𝑁1𝑟𝜒

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑈𝑦1𝑗

𝑉𝑥 + (−1)𝑗𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥1𝑗

⃒⃒⃒⃒)︂
sgn

(︂
𝑈𝑦1𝑗

𝑉𝑥 + (−1)𝑗𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥1𝑗

)︂

𝑀𝑆21 = −𝜅𝑧0𝑁2𝑟𝜒

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑈𝑦21

𝑉𝑥 −𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥21

⃒⃒⃒⃒)︂
sgn

(︂
𝑈𝑦21

𝑉𝑥 −𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥21

)︂

𝑀𝑆22 = −𝛾𝜅22𝑁2
Ω𝑧𝑟

2

𝛼
√︁
𝑈2
𝑥22 + 𝑈2

𝑦22 + |Ω𝑧|𝑟

где 𝑈𝑦𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2) вычисляются из (2.2.9), 𝑁𝑗 — из (2.2.24), 𝜒 — из (2.2.7), (2.2.12).
Выражения для 𝑃𝑥22, 𝑃𝑦22, 𝑀𝑆22, отвечающие модели (2.2.16) сухого трения Кулона
для 𝑖, 𝑗 = 2, получаются из соответствующих выражений (2.4.6) при 𝛼, 𝛽, 𝛾 = 0. Из
первого равенства (2.2.9) и второго равенства (2.2.18) следуют выражения

Ω𝑖𝑗 =
1

𝑅
(𝑉𝑥 + (−1)𝑗𝐵Ω𝑧 − 𝑈𝑥𝑖𝑗) (𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 2; 𝑖 = 2, 𝑗 = 1)

𝑈𝑥22 = 2𝑉𝑥 − 𝑈𝑥21 −
𝑛

2
Ω𝑅

(2.4.7)

Проведем нормализацию [14, 46] этой системы уравнений при помощи заме-
ны (2.3.8). Класс движения аппарата, как и для (2.3.6), (2.3.7), определяется услови-
ем (2.2.2), первым и вторым неравенствами (2.2.11) для 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1 и для 𝑖, 𝑗 = 2
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соответственно и ограничениями (2.2.20), (2.2.21). Примем 𝑈𝑥22* = 𝑉𝑥*, остальные ха-
рактерные значения оставим теми же, что и в (2.3.9). Рассматривая начальный этап
заноса аппарата после попадания на «микст», как и в разделе 2.3, примем 𝑇* = 𝑇2.
Нормализованным аналогом системы (2.4.5), (2.4.6), (2.4.7) служит сингулярно воз-
мущенная система тихоновского вида [11, 14, 23, 46] (см. Приложение А) с малыми
параметрами (2.2.21)

𝑣′𝑥 = 𝜀𝑓1, 𝑣′𝑦 = 𝑓2, 𝜔′
𝑧 =

1

𝑖2𝑧
𝑓3

𝜇𝑢′𝑥11 = 𝜇𝑓1 − 𝜇
𝑏

𝑖2𝑧
𝑓3 −

1

𝑖21
𝑓4, 𝜇𝑢′𝑥12 = 𝜇𝑓1 + 𝜇

𝑏

𝑖2𝑧
𝑓3 −

1

𝑖21
𝑓5

𝜇𝑢′𝑥21 = 𝜇𝑓1 − 𝜇
𝑏

𝑖2𝑧
𝑓3 −

1

𝑖22
𝑓6, 𝜇𝑖24𝜔

′ = 𝑚(𝜔, 𝜂) − 2

𝑛
𝑙, 𝑖24 =

𝑇5
𝑇4

· 𝐾𝐷𝑉𝑥*
𝑀𝑔𝑅2

∼ 1

(2.4.8)

𝑝𝑥1𝑗 = −𝜅0𝑛1
𝑢𝑥1𝑗

𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥1𝑗
, 𝑝𝑦1𝑗 = −𝜅0𝑛1

𝑢𝑦1𝑗
𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥11

𝑝𝑥21 = −𝜅0𝑛2
𝑢𝑥21

𝑣𝑥 − 𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥21
, 𝑝𝑦21 = −𝜅0𝑛2

𝑢𝑦21
𝑣𝑥 − 𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥21

𝑝𝑥22 = −𝜅𝑀𝑛2
𝑢𝑥22√︁

𝑢2𝑥22 + 𝜀2𝑢2𝑦22 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|
, 𝑝𝑦22 = −𝜅𝑀𝑛2

𝜀𝑢𝑦22√︁
𝑢2𝑥22 + 𝜀2𝑢2𝑦22 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑚𝑆1𝑗 = −𝜅𝑧0𝑛1𝜒

(︂⃒⃒⃒⃒
𝜀𝑢𝑦1𝑗

𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥1𝑗

⃒⃒⃒⃒)︂
sgn

(︂
𝜀𝑢𝑦1𝑗

𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥1𝑗

)︂
(2.4.9)

𝑚𝑆21 = −𝜅𝑧0𝑛2𝜒

(︂⃒⃒⃒⃒
𝜀𝑢𝑦21

𝑣𝑥 − 𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥21

⃒⃒⃒⃒)︂
sgn

(︂
𝜀𝑢𝑦21

𝑣𝑥 − 𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥21

)︂

𝑚𝑆22 = −𝛾𝜅𝑀𝑛2
𝜀𝜀1𝑐𝜔𝑧

𝛼
√︁
𝑢2𝑥22 + 𝜀2𝑢2𝑦22 + 𝜀𝜀1𝑐|𝜔𝑧|

𝜀𝑢𝑥𝑖𝑗 = 𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜔𝑖𝑗

𝜔𝑖𝑗 = 𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥𝑖𝑗 (𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 2; 𝑖 = 2, 𝑗 = 1)

𝑢𝑥22 = 2𝑣𝑥 − 𝜀𝑢𝑥21 −
𝑛

2
𝜔, 𝑢𝑦𝑖𝑗 = 𝑣𝑦 − (−1)𝑖𝑎𝑖𝜔𝑧 (𝑖, 𝑗 = 1, 2)

где 𝑓𝑘 (𝑘 = 1 . . . 7) и 𝑙 определены выражениями (2.3.11) и (2.3.13), штрихом обозна-
чены производные по безразмерному времени 𝑡. Начальные условия для переменных
𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, 𝑢𝑥11, 𝑢𝑥12, 𝑢𝑥21 в момент попадания на «микст» берутся равными своим зна-
чениям (2.3.14) на этапе стационарного движения (2.2.23)–(2.2.29), (2.2.32), (2.2.33),
начальное условие для 𝜔 определяется равенством 𝜔(0) = 𝜔0, 𝜔0 = Ω0/Ω*.

Проведя вырождение системы (2.4.8), (2.4.9) по малому параметру 𝜇 (это отвечает
пренебрежению процессами изменения переменных 𝑈𝑥𝑖𝑗 (𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1) и Ω) и, считая
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параметры 𝜀 и 𝜀1 конечными, получим систему уравнений

𝑣′𝑥 = 𝜀𝑓1, 𝑣′𝑦 = 𝑓2, 𝜔′
𝑧 =

1

𝑖2𝑧
𝑓3

𝑝𝑥11 = 𝑝𝑥12 = 0, 𝑝𝑥21 = 𝑝𝑥22 = 𝑙
(2.4.10)

где выражения для правых частей дифференциальных уравнений, контактных сил,
момента трения верчения для правого заднего колеса, стабилизирующих моментов
для остальных колес и момента, приложенного к задним колесам аппарата, вычис-
ляются при помощи (2.3.12), (2.3.13) и (2.4.9). С учетом (2.4.9) корнем первых двух
конечных уравнений (2.4.10) служат равенства (2.3.16)

𝑢𝑥11 = 𝑢𝑥12 = 0 (2.4.11)

отвечающие режиму непроскальзывания передних колес аппарата в продольном на-
правлении. Из третьего конечного уравнения (2.4.10) с учетом (2.4.9) получаем ра-
венство

−𝜅𝑀𝑛2sgn𝑢𝑥22 = −𝜅0𝑛2
𝑢𝑥21

𝑣𝑥 − 𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜀𝑢𝑥12
+𝑂(𝜀2)

𝑢𝑥22 = 2𝑣𝑥 − 𝜀𝑢𝑥21 −
2

𝑛
𝜔 +𝑂(𝜀)

(2.4.12)

В силу выражения для 𝑢𝑥22 из (2.4.9) имеем

sgn𝑢𝑥22 = sgn
(︁
𝑣𝑥 −

𝜔

𝑛

)︁
(2.4.13)

С помощью (2.4.12) находим корень третьего конечного уравнения (2.4.10) — аналог
первого выражения (2.3.20) в рассматриваемом случае

𝑢𝑥21 =
𝜅𝑀
𝜅0
𝑣𝑥sgn𝑢𝑥22 +𝑂(𝜀) (2.4.14)

Решения 𝜔𝑀1 = Ω𝑀1/Ω* и 𝜔𝑀2 = Ω𝑀2/Ω* вырожденной системы по переменной 𝜔

находятся из ее последнего конечного уравнения, которое с учетом (2.3.13), (2.4.9)
и (2.4.13) может быть приведено к виду

𝑚(𝜔, 𝜂) = − 2

𝑛
𝜅𝑀𝑛2sgn

(︁
𝑣𝑥 −

𝜔

𝑛

)︁
+𝑂(𝜀2) (2.4.15)

Например, при фиксированном 𝜂 = 𝜂0 и

𝑉𝑥 − Ω/𝑛 < 0 (2.4.16)

значения Ω𝑀1 и Ω𝑀2, отвечающие восходящему и нисходящему участкам графика
𝑀(Ω, 𝜂) соответственно, с погрешностью 𝑂(𝜀2) можно найти как абсциссы точек его
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пересечения с горизонтальной прямой 𝑀(Ω, 𝜂) = 2𝜅𝑀𝑁2𝑅/𝑛 (рис. 2.7). (Разумеется,
следует удостовериться, что Ω𝑀1 и (или) Ω𝑀2 удовлетворяет неравенству (2.4.16).)

Для доказательства близости решений исходной и вырожденной систем (2.4.8)–

(2.4.9) и (2.4.10), как и в разделах 1.4, 1.5, 2.3, воспользуемся теорией Тихонова-

Васильевой [11–14, 23, 46] (см. Приложение А). Исследуем изолированность, асимп-

тотическую устойчивость по первому приближению и область влияния точки покоя

присоединенной системы, которая, по аналогии с (2.3.21), получается из (2.4.8) после

замены времени 𝜏 = 𝑡/𝜇 и последующего приравнивания слагаемых порядка 𝜇 нулю

𝑑𝑢𝑥1𝑗
𝑑𝜏

=
1

𝑖21
𝑝𝑥1𝑗, (𝑗 = 1, 2)

𝑑𝑢𝑥21
𝑑𝜏

=
1

𝑖22
(𝑝𝑥21 − 𝑙) ,

𝑑𝜔

𝑑𝜏
=

1

𝑖24

(︂
𝑚(𝜔, 𝜂) − 2

𝑛
𝑙

)︂ (2.4.17)

Значения правых частей вычисляются из (2.3.13) и (2.4.9). Система (2.4.17) описы-

вает движение аппарата на «малых» временах 𝑇 ∼ 𝑇4. Медленные переменные 𝑣𝑥
и 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, 𝑢𝑥22, размерные аналоги которых изменяются на временах 𝑇1 и 𝑇2, счита-

ются постоянными, значение 𝜂 вычисляется из (2.2.33). Координаты ее точек покоя

определяются равенствами (2.4.11), (2.4.14) и значениями 𝜔𝑀1 и 𝜔𝑀2.

Рис. 2.7. Приближенное решение уравнения (2.4.15)

Обозначив ∆𝑢𝑥1𝑗, ∆𝑢𝑥21, ∆𝜔 малые отклонения переменных 𝑢𝑥1𝑗, 𝑢𝑥12, 𝜔 от точки

покоя, разложив выражение для 𝑚(𝜔, 𝜂) в ряд Тейлора по ∆𝜔 с центром в точке

𝜔 = ̂︀𝜔, где ̂︀𝜔 = 𝜔𝑀1 или ̂︀𝜔 = 𝜔𝑀2

𝑚(𝜔, 𝜂0) = 𝑚(̂︀𝜔, 𝜂0) +𝐾𝐷 · ∆𝜔 +𝑂(∆𝜔2), 𝐾𝐷 = 𝜕𝑚(𝜔, 𝜂0)/𝜕𝜔|𝜔=̂︀𝜔 (2.4.18)

проведя линеаризацию (2.4.17) около точки покоя и отбрасывая члены 𝑂(𝜀), получим
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систему

𝑑∆𝑢𝑥11
𝑑𝜏

= −𝜅0𝑛1
∆𝑢𝑥11
𝑣𝑥

,
𝑑∆𝑢𝑥12
𝑑𝜏

= −𝜅0𝑛1
∆𝑢𝑥12
𝑣𝑥

𝑑∆𝑢𝑥21
𝑑𝜏

=
1

2𝑖22𝑣𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)

(︁
− ∆𝑢𝑥21(4 + 𝑛2𝑖23)𝜅0𝑛2 + ∆𝜔 · 2𝑣𝑥𝑛𝐾𝐷

)︁
𝑑∆𝜔

𝑑𝜏
=

𝑛𝑖23
𝑖24𝑣𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)

(︁
∆𝑢𝑥21 · 𝜅0𝑛2 + ∆𝜔 · 𝑣𝑥𝑛𝐾𝐷

)︁
(2.4.19)

В силу отрицательности множителя при переменных ∆𝑢𝑥1𝑗 точка покоя систе-
мы (2.4.17) по переменным 𝑢𝑥1𝑗 (𝑗 = 1, 2) асимптотически устойчива в силу системы
первых двух независимых уравнений (2.4.19). Чтобы исследовать устойчивость по пе-
ременным 𝑢𝑥21, 𝜔, составим характеристическое уравнение системы двух последних
уравнений⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

−𝜅0𝑛2(4 + 𝑛2𝑖23)

2𝑖22𝑣𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)
− 𝜆

𝑛𝐾𝐷

𝑖22(2 + 𝑛2𝑖23)

𝑛𝑖23𝜅0𝑛2

𝑖24𝑣𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)

𝑖23𝑛
2𝐾𝐷

𝑖24(2 + 𝑛2𝑖23)
− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

= 0 (2.4.20)

которое после преобразований принимает вид

𝜆2 +
1

2 + 𝑛2𝑖23

[︂
𝜅0𝑛2(4 + 𝑛2𝑖23)

2𝑖22𝑣𝑥
− 𝑖23𝑛

2𝐾𝐷

𝑖24

]︂
𝜆− 𝜅0𝑛2𝑖

2
3𝑛

2𝐾𝐷(6 + 𝑛2𝑖23)

2𝑖22𝑖
2
4𝑣𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)

2
= 0 (2.4.21)

Необходимое и достаточное условие асимптотической устойчивости точки покоя си-
стемы двух последних уравнений (2.4.17) по первому приближению — положитель-
ность всех коэффициентов уравнения (2.4.21) — обеспечивается при выполнении усло-
вия

𝐾𝐷 < 0 (2.4.22)

Согласно этому неравенству и рис. 2.7 точка покоя, соответствующая

𝜔 = 𝜔𝑀1 (2.4.23)

для которой

𝐾𝐷 > 0 (2.4.24)

неустойчива, точка покоя для

𝜔 = 𝜔𝑀 = 𝜔𝑀2 (2.4.25)
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асимптотически устойчива по первому приближению. (По той же причине для стаци-
онарного движения аппарата до попадания на «микст» асимптотически устойчивым
является значение Ω = Ω0 угловой скорости выходного вала двигателя на нисходящем
участке характеристики 𝑀(Ω, 𝜂) (рис. 2.2).)

При выполнении (2.4.22) дискриминант 𝐷 квадратного уравнения (2.4.21)

𝐷 =
𝜅20𝑛

2
2(4 + 𝑛2𝑖23)

2𝑖24 + 4𝑖42𝑖
4
3𝑛

4𝑣2𝑥𝐾
2
𝐷 + 𝜅0𝑛2𝑖

2
2𝑖

2
3𝑖

2
4𝑣𝑥𝑛

2𝐾𝐷(8 + 𝑛2𝑖23)

4𝑖42𝑖
4
4𝑣

2
𝑥(2 + 𝑛2𝑖23)

2
(2.4.26)

может быть как положительным, так и отрицательным, следовательно, характери-
стическое уравнение имеет при 𝐷 > 0 два различных отрицательных вещественных
корня 𝜆1, 𝜆2, при 𝐷 < 0 — два комплексно сопряженных корня 𝜆1, 𝜆2 с отрицательной
вещественной частью. Таким образом, точка покоя присоединенной системы, отвеча-
ющая значению (2.4.25) при 𝐷 > 0 является устойчивым узлом, при 𝐷 < 0 — устойчи-
вым фокусом на фазовой плоскости 𝑢𝑥21, 𝜔. В случае (2.4.24) из (2.4.26) следует𝐷 > 0.
Соответствующие корни 𝜆1, 𝜆2 уравнения (2.4.21) вещественные и имеют разные зна-
ки, то есть точка покоя присоединенной системы для значения (2.4.23) неустойчи-
ва и имеет тип седло. В соответствии с теоремой Андронова-Понтрягина [4] систе-
ма (2.4.17), как и система (2.4.17) является грубой, то есть топологическая структура
ее фазового портрета не изменяется при малых изменениях правых частей. Следова-
тельно, точка покоя (2.4.11), (2.4.14), (2.4.25) системы (2.4.17) асимптотически устой-
чива по первому приближению, точка покоя (2.4.11), (2.4.14), (2.4.23) неустойчива и
в силу аналога системы (2.4.19), учитывающего члены 𝑂(𝜀).

При 𝐾𝐷 = 0 имеем 𝜔𝑀1 = 𝜔𝑀2 — решение последнего конечного уравнения вы-
рожденной системы (2.4.10) не изолировано. Этот случай, исключаемый условиями
теоремы Тихонова-Васильевой (см. Приложение А), в работе не рассматривается.
Подходы к решению подобных задач изложены в [9]

Выясним область влияния точки покоя (2.4.11), (2.4.14), (2.4.25), образованную
совокупностью начальных значений переменных 𝑢𝑥1𝑗, 𝑢𝑥21, 𝜔, для которых решение
системы (2.4.17) стремится к ней при 𝜏 → ∞. Первые два независимые скалярные
уравнения (2.4.17) допускают качественное исследование методами [11]. По аналогии
с тем, как это делалось в разделе 2.3 при исследовании положения равновесия (2.3.16)
системы первых двух независимых уравнений (2.4.17) нетрудно доказать, что область
влияния положения равновесия (2.4.11) по переменным 𝑢𝑥1𝑗 не ограничена. Асимп-
тотическая устойчивость точки покоя (2.4.14), (2.4.25) двух последних уравнений си-
стемы (2.4.17) обеспечивает существование как минимум малой области ее влияния
на фазовой плоскости 𝑢𝑥21, 𝜔 при 𝜀→ 0.

В соответствии с теоремой Тихонова-Васильевой [11,14,23,46] (см. Приложение А)
рассогласование между решениями системы (2.4.8), (2.4.8) и соответствующей вырож-
денной системы (2.4.10) оценивается величиной 𝑂(𝜇) на конечном интервале времени
𝑡 ∼ 1, отвечающем интервалу 𝑇 ∼ 𝑇2 размерного времени 𝑇 . Для переменных 𝑢𝑥11,
𝑢𝑥12, 𝑢𝑥21, 𝜔 эта оценка верна вне пограничного слоя ширины 𝑂(−𝜇 ln𝜇).
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Как и в разделе 2.3, где рассматривалось движение аппарата в случае, когда все

его колеса после попадания на «микст» сохраняют сцепление с опорной плоскостью,

на уровне точности вырожденной системы поперечное движение аппарата не воз-

мущается. Входящие в (2.3.25) поправки к начальным условиям по медленным пе-

ременным 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧, отвечающие изучаемому в этом разделе движению аппарата,

вычисляются по формулам (2.3.26)

𝑣
(1)
𝑥 (0) = 0, 𝑣

(1)
𝑦 (0) = 0, 𝜇𝜔

(1)
𝑧 (0) = 𝜇

1

𝑖2𝑧

∞∫︀
0

(−𝑝𝑥11 + 𝑝𝑥12 − 𝑝𝑥21 + 𝑝𝑥22)𝑏 𝑑𝜏 (2.4.27)

где интеграл берется по траекториям присоединенной системы (2.4.17); значение

𝜏 = 0 — отвечает моменту попадания на «микст» (началу переходного процесса),

𝜏 = ∞ — моменту завершения переходного процесса. Интеграл в (2.4.27) имеет тот

же механический смысл, что и в разделе 2.3 — это суммарный импульс момента,

приложенного к корпусу аппарата по оси 𝑧 за время 𝑇 ∼ 𝑇4. Из (2.4.11) и (2.4.27)

вытекает первая формула (2.3.27)

𝜔
(1)
𝑧 (0) =

1

𝑖2𝑧

∞∫︀
0

(𝑝𝑥22 − 𝑝𝑥21)𝑏 𝑑𝜏 (2.4.28)

Из (2.3.13), (2.4.17) получаем

𝑝𝑥22 − 𝑝𝑥21 =
2

𝑛𝑖23

[︂
2

𝑛
𝑙 −𝑚(𝜔, 𝜂)

]︂
− 2(𝑝𝑥21 − 𝑙) = −2

𝑑

𝑑𝜏

[︂
𝑖24
𝑛𝑖23

𝜔 + 𝑖22𝑢𝑥21

]︂
(2.4.29)

Из (2.4.28) и (2.4.29) следует

𝜇𝜔
(1)
𝑧 (0) = −𝜇2𝑖22𝑏

𝑖2𝑧

[︂
𝑢𝑥21(∞) +

𝑖24
𝑛𝑖22𝑖

2
3

𝜔(∞) −
(︂
𝑢𝑥21(0) +

𝑖24
𝑛𝑖22𝑖

2
3

𝜔(0)

)︂]︂
(2.4.30)

Согласно выражению для 𝑢𝑥21(0) из (2.3.14) и выражениям (2.4.12), (2.4.14) и (2.4.25)

значения продольной составляющей скорости точки контакта левого заднего колеса и

угловой скорости выходного вала двигателя в начале и в конце переходного процесса

записываются в виде

𝑢𝑥21(0) =
𝜀0𝜔2

𝜀
, 𝑢𝑥21(∞) =

𝜅𝑀
𝜅0
𝑣𝑥sgn𝑢𝑥22 +𝑂(𝜀)

𝑢𝑥22 = 2𝑣𝑥 −
2

𝑛
𝜔 +𝑂(𝜀)

𝜔(0) =
Ω0

Ω*
= 𝜔0, 𝜔(∞) = 𝜔𝑀 , 𝑣𝑥 =

𝑉0
𝑉*

= 𝑣0

(2.4.31)

где 𝑉0 и Ω0 определены в (2.2.32), 𝑉* и Ω* — в (2.3.9). Таким образом, окончательной
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формой последнего выражения (2.4.27), (2.4.30) после пренебрежения слагаемыми

𝑂(𝜀) служит

𝜇𝜔
(1)
𝑧 (0) = 𝜇

2𝑖22𝑏

𝑖2𝑧

[︂
𝜀0𝜔2

𝜀
− 𝜅𝑀

𝜅0
𝑣0sgn𝑢𝑥22 +

𝑖24
𝑛𝑖22𝑖

2
3

(𝜔0 − 𝜔𝑀)

]︂

𝜔𝑀 = 𝜔𝑀2, 𝑢𝑥22 = 2𝑣0 −
2

𝑛
𝜔

(2.4.32)

которое в размерных переменных имеет вид

𝜇Ω
(1)
𝑧 (0) =

2𝐼2𝐵

𝑅𝐼𝑧

[︂
𝜀0Ω2 − 𝜀

𝜅𝑀
𝜅0

𝑉0
𝑅

sgn𝑈𝑥22 +
1

𝑛
(Ω0 − Ω𝑀)

]︂

Ω𝑀 = Ω𝑀2, 𝑈𝑥22 = 2𝑉0 −
2

𝑛
Ω𝑅

(2.4.33)

Поправка угловой скорости корпуса, вычисленная по формуле (2.4.33) для пара-
метров автомобиля из [48] имеет порядок 10−2 рад/с, что на порядок больше поправ-
ки (2.3.31) для случая, когда все колеса аппарата сохраняют сцепление с опорной
плоскостью. Для более легких и быстроходных колесных аппаратов полученная по-
правка может быть на порядок больше.

2.5 Модель динамики выходного вала двигителя на
«миксте» и оценка угловой скорости корпуса. Ко-
леса задней оси скользят, колеса передней оси со-
храняют сцепление с опорной плоскостью

Рассмотрим случай, когда при попадании аппарата на «микст» начинают сколь-
зить оба колеса его задней оси. Это происходит в случае, когда для решения си-
стемы (2.3.21) нарушается неравенство (2.2.14) для 𝑖 = 2, 𝑗 = 1, 2 или (для правого
заднего колеса) — при выполнении условия (2.4.1). Как и в разделе 2.4 будем считать,
что скольжение возникает при выполнении условия (2.4.2) — на временах 𝑇 ≪ 𝑇4.
Колеса передней оси аппарата продолжают сохранять сцепление с опорной плоско-
стью.

В рассматриваемом случае движения аппарата переменные 𝑈𝑥21 и 𝑈𝑥22 начина-
ют изменяться на временах 𝑇 ∼ 𝑇3, то есть динамический процесс выравнивания
контактных сил на задних колесах аппарата в первую очередь затрагивает пере-
менные 𝑈𝑥11, 𝑈𝑥12 и Ω, изменяющиеся на временах 𝑇 ∼ 𝑇4 ∼ 𝑇5, а остальные пе-
ременные, как и ранее в разделах 2.3 и 2.4, можно принять равными своим значе-
ниям на этапе стационарного движения (2.2.23)–(2.2.29), (2.2.32), (2.2.33). Тем са-
мым выражения для контактных сил на задних колесах аппарата в соответствии
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с (2.2.9), (2.2.16), (2.2.17), (2.2.23) и (2.2.31) имеют вид

𝑃𝑥21 = −𝜅0𝑁2sgn𝑈𝑥21, 𝑃𝑥22 = −𝜅𝑀𝑁2sgn𝑈𝑥22, 𝑃𝑦2𝑗 = 0 (𝑗 = 1, 2)

𝑈𝑥21 = 𝑉0 − Ω2𝑅, 𝑈𝑥22 = 𝑉0 − Ω2𝑅

(2.5.1)

Наиболее вероятен здесь случай выполнения неравенств

𝑈𝑥2𝑗 < 0 (𝑗 = 1, 2) (2.5.2)

которые можно обосновать по аналогии с тем, как это делалось при обсуждении
выражений (2.4.4).

Для упрощения исследования перейдем к модели непроскальзывания передних
колес аппарата в продольном направлении (ее справедливость доказывается по ана-
логии с тем, как это делалось при доказательстве равенств (2.3.15), (2.3.16) и (2.4.10),
(2.4.11) в разделах 2.3 и 2.4). Соответствующие уравнения связей имеют вид

𝑈𝑥11 = 𝑉𝑥 −𝐵Ω𝑧 − Ω11𝑅 = 0, 𝑈𝑥12 = 𝑉𝑥 +𝐵Ω𝑧 − Ω12𝑅 = 0 (2.5.3)

При наличии двух связей (2.5.3) вектор 𝜆 неопределенных множителей Лагран-

жа (реакций связей) содержит две компоненты 𝜆 =
(︁
𝜆1, 𝜆2

)︁𝑇

. В соответствии
с (1.2.17), (2.2.1)–(2.2.5), (2.2.18), (2.5.3), уравнения Лагранжа с множителями, опре-
деляющие динамику аппарата в рассматриваемом случае, записываются в форме

𝑀�̇�𝑥 = 𝜆1 + 𝜆2 + 𝑃𝑥21 + 𝑃𝑥22 +𝑀𝑉𝑦Ω𝑧 − 𝐹𝑥

𝑀�̇�𝑦 = 𝑃𝑦11 + 𝑃𝑦12 + 𝑃𝑦21 + 𝑃𝑦22 −𝑀𝑉𝑥Ω𝑧

𝐼𝑧Ω̇𝑧 = (−𝜆1 + 𝜆2 − 𝑃𝑥21 + 𝑃𝑥22)𝐵 + (𝑃𝑦11 + 𝑃𝑦12)𝐴1 − (𝑃𝑦21 + 𝑃𝑦22)𝐴2+

+
∑︀2

𝑖,𝑗=1𝑀𝑆𝑖𝑗

𝐼1Ω̇11 = −𝜆1𝑅, 𝐼1Ω̇12 = −𝜆2𝑅

𝐼2Ω̇21 = −𝑃𝑥21𝑅 + 𝐿, 𝐼2Ω̇22 = −𝑃𝑥22𝑅 + 𝐿

𝐼Ω̇ = 𝑀(Ω, 𝜂) − 2

𝑛
𝐿, Ω =

𝑛

2
(Ω21 + Ω22)

𝐿 =
1

2

𝑛
+ 𝑛

𝐼

𝐼2

[︂
𝑀(Ω, 𝜂) +

𝑛

2

𝐽

𝐼2
𝑅(𝑃𝑥21 + 𝑃𝑥22)

]︂

(2.5.4)

Система (2.5.4) решается совместно с уравнениями связей (2.5.3).
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Складывая и вычитая уравнения связей (2.5.3), приведем их к виду

2𝑉𝑥 = (Ω11 + Ω12)𝑅, 2𝐵Ω𝑧 = (Ω12 − Ω11)𝑅 (2.5.5)

Будем рассматривать 𝑉𝑥, 𝑉𝑦, Ω𝑧, Ω21, Ω22 в качестве независимых переменных и ис-
ключим из системы (2.5.3), (2.5.4) зависимые переменные — угловые скорости Ω11, Ω12

вращения передних колес, а также реакции связей 𝜆1 и 𝜆2, равные, соответственно,
продольным составляющим 𝑃𝑥11 и 𝑃𝑥12 контактных сил на передних колесах. Про-
дифференцировав уравнения (2.5.5) по времени

2�̇�𝑥 = (Ω̇11 + Ω̇12)𝑅, 2𝐵Ω̇𝑧 = (Ω̇12 − Ω̇11)𝑅 (2.5.6)

подставив в полученные уравнения правые части соответствующих уравнений (2.5.4)
и пренебрегая моментом инерции 𝐼1 передних колес по сравнению с моментом инерции
𝐼𝑧 аппарата (это можно сделать при выполнении условия (2.2.2)), получаем выраже-
ния для реакций связей (2.5.3)

𝜆1 = 𝜆2 = 𝑃𝑥11 = 𝑃𝑥12 = 0 (2.5.7)

Подставив (2.5.7) в (2.5.4), получим уравнения движения аппарата с непроскаль-
зывающими в продольном направлении передними колесами

𝑀�̇�𝑥 = 𝑃𝑥21 + 𝑃𝑥22 −𝑀𝑉𝑦Ω𝑧 − 𝐹𝑥

𝑀�̇�𝑦 = 𝑃𝑦11 + 𝑃𝑦12 + 𝑃𝑦21 + 𝑃𝑦22 −𝑀𝑉𝑥Ω𝑧

𝐼𝑧Ω̇𝑧 = (−𝑃𝑥21 + 𝑃𝑥22)𝐵 + (𝑃𝑦11 + 𝑃𝑦12)𝐴1 − (𝑃𝑦21 + 𝑃𝑦22)𝐴2 +
∑︀2

𝑖,𝑗=1𝑀𝑆𝑖𝑗

𝐼2Ω̇21 = −𝑃𝑥21𝑅 + 𝐿, 𝐼2Ω̇22 = −𝑃𝑥22𝑅 + 𝐿
(2.5.8)

𝐼Ω̇ = 𝑀(Ω, 𝜂) − 2

𝑛
𝐿, Ω =

𝑛

2
(Ω21 + Ω22)

𝐿 =
1

2

𝑛
+ 𝑛

𝐼

𝐼2

[︂
𝑀(Ω, 𝜂) +

𝑛

2

𝐽

𝐼2
𝑅(𝑃𝑥21 + 𝑃𝑥22)

]︂

Переменные Ω11 и Ω12 определяются уравнениями (2.5.3):

Ω11 =
1

𝑅
(𝑉𝑥 −𝐵Ω𝑧), Ω12 =

1

𝑅
(𝑉𝑥 +𝐵Ω𝑧) (2.5.9)

касательные составляющие контактных сил и моменты трения верчения в об-
ластях контакта колес с опорной плоскостью — для 𝑃𝑦1𝑗 и 𝑀𝑆1𝑗 — выражени-
ями (2.2.7), (2.2.11) для случая выполнения первого неравенства и выражения-
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ми (2.2.12); для 𝑃𝑥2𝑗, 𝑃𝑦2𝑗 и 𝑀𝑆2𝑗 (𝑗 = 1, 2), в зависимости от рассматриваемой модели
сухого трения, — выражениями (2.2.16) или (2.2.17).

Проведем нормализацию системы (2.5.8), (2.5.9) при помощи замены (2.3.8). Класс
движения аппарата, как и ранее в разделах 2.3 и 2.4, определяется условием (2.2.2),
первым и вторым неравенствами (2.2.11) для 𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 2 и для 𝑖 = 2, 𝑗 = 1, 2 соот-
ветственно, и ограничениями (2.2.20), (2.2.21). Примем 𝑈𝑥21* = 𝑈𝑥22* = 𝑉𝑥*, остальные
характерные значения оставим теми же, что и в (2.3.9). Рассматривая начальный этап
заноса аппарата после попадания на «микст», ограниченный характерными времена-
ми 𝑇 ∼ 𝑇2 изменения переменных 𝑉𝑦, Ω𝑧, 𝑈𝑦1𝑗, как и в разделах 2.3 и 2.4, примем
𝑇* = 𝑇2. Нормализованным аналогом системы (2.5.8), (2.5.9) служит сингулярно воз-
мущенная система тихоновского вида [11,14,46] (см. Приложение А) с малыми пара-
метрами (2.2.21)

𝑣′𝑥 = 𝜀𝑓1, 𝑣′𝑦 = 𝑓2, 𝜔′
𝑧 =

1

𝑖2𝑧
𝑓3

𝜇1𝜔
′
21 =

1

𝑖22
(−𝑝𝑥21 + 𝑙), 𝜇1𝜔

′
22 =

1

𝑖22
(−𝑝𝑥22 + 𝑙), 𝜔21 =

2

𝑛
𝜔 − 𝜔22

𝜇𝑖24𝜔
′ = 𝑚(𝜔, 𝜂) − 2

𝑛
𝑙

(2.5.10)

𝑝𝑥11 = 𝑝𝑥12 = 0, 𝑝𝑦1𝑗 = −𝜅0𝑛1
𝑢𝑦1𝑗

𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧

𝑝𝑥21 = −𝜅0𝑛2
𝑢𝑥21√︁

𝑢2𝑥21 + 𝜀2𝑢2𝑦21 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|
, 𝑝𝑦21 = −𝜅0𝑛2

𝜀𝑢𝑦21√︁
𝑢2𝑥21 + 𝜀2𝑢2𝑦21 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑝𝑥22 = −𝜅𝑀𝑛2
𝑢𝑥22√︁

𝑢2𝑥22 + 𝜀2𝑢2𝑦22 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|
, 𝑝𝑦22 = −𝜅𝑀𝑛2

𝜀𝑢𝑦22√︁
𝑢2𝑥22 + 𝜀2𝑢2𝑦22 + 𝜀𝜀1𝑐𝛽|𝜔𝑧|

𝑚𝑆1𝑗 = −𝜅𝑧0𝑛1𝜒

(︂⃒⃒⃒⃒
𝜀𝑢𝑦1𝑗

𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧

⃒⃒⃒⃒)︂
sgn

(︂
𝜀𝑢𝑦1𝑗

𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧

)︂
(2.5.11)

𝑚𝑆21 = −𝛾𝜅0𝑛2
𝜀𝜀1𝑐𝜔𝑧

𝛼
√︁
𝑢2𝑥21 + 𝜀2𝑢2𝑦21 + 𝜀𝜀1𝑐|𝜔𝑧|

, 𝑚𝑆22 = −𝛾𝜅𝑀𝑛2
𝜀𝜀1𝑐𝜔𝑧

𝛼
√︁
𝑢2𝑥22 + 𝜀2𝑢2𝑦22 + 𝜀𝜀1𝑐|𝜔𝑧|

𝜇1 =
𝜇

𝜀
, 𝜔𝑖𝑗 = 𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧

𝑢𝑥2𝑗 = 𝑣𝑥 + (−1)𝑗𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜔2𝑗, 𝑢𝑦𝑖𝑗 = 𝑣𝑦 − (−1)𝑖𝑎𝑖𝜔𝑧 (𝑖, 𝑗 = 1, 2)

Штрихом обозначены производные по безразмерному времени 𝑡; 𝑓𝑘 (𝑘 = 1 . . . 3) и 𝑙

определены выражениями (2.3.11) и (2.3.13); 𝑖24 определено в (2.4.8). Выражения для
𝑝𝑥2𝑗, 𝑝𝑦2𝑗 и 𝑚𝑆2𝑗, отвечающие модели (2.5.8) сухого трения Кулона для 𝑖 = 2, 𝑗 = 1, 2,
получаются из соответствующих выражений (2.5.11) при 𝛼, 𝛽, 𝛾 = 0. Уравнение изме-
нения зависимой переменной 𝜔22 оставлено для удобства дальнейшего исследования.
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Начальные условия для переменных 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝜔𝑧, 𝜔21, 𝜔22, 𝜔 в момент попадания на
«микст» берутся равными своим значениям (2.3.14) на этапе стационарного движе-
ния (2.2.23)–(2.2.29), (2.2.32), (2.2.33), начальное условие для 𝜔 определяется равен-
ством 𝜔(0) = 𝜔0, 𝜔0 = Ω0/Ω*.

Проведя вырождение системы (2.5.10) по малому параметру 𝜇 (это отвечает пре-
небрежению процессом изменения переменной Ω) и считая параметры 𝜀, 𝜀1 и 𝜇1 ко-
нечными, получим систему уравнений

𝑣′𝑥 = 𝜀𝑓1, 𝑣′𝑦 = 𝑓2, 𝜔′
𝑧 =

1

𝑖2𝑧
𝑓3

𝜇1𝜔
′
21 =

1

𝑖22
(−𝑝𝑥21 + 𝑙), 𝜇1𝜔

′
22 =

1

𝑖22
(−𝑝𝑥22 + 𝑙), 𝜔21 =

2

𝑛
𝜔 − 𝜔22

𝑚(𝜔, 𝜂) − 2

𝑛
𝑙 = 0

(2.5.12)

В соответствии с выражением для 𝑙 из (2.5.10) последнее конечное уравнение вы-
рожденной системы (2.5.12) можно записать в виде

𝑚(𝜔, 𝜂) =
2

2 + 𝑛2𝑖2

(︂
𝑚(𝜔, 𝜂) +

𝑛𝑖2

2
(𝑝𝑥21 + 𝑝𝑥22)

)︂
откуда после учета выражений для 𝑝𝑥21 и 𝑝𝑥22 из (2.5.11) будем иметь

𝑚(𝜔, 𝜂) =
1

𝑛
(𝑝𝑥21 + 𝑝𝑥22)

𝑝𝑥21 = −𝜅0𝑛2sgn𝑢𝑥21 +𝑂(𝜀2), 𝑝𝑥22 = −𝜅𝑀𝑛2sgn𝑢𝑥22 +𝑂(𝜀2)

(2.5.13)

Например, при

𝑢𝑥21 < 0, 𝑢𝑥22 < 0 (2.5.14)

из (2.5.13) получаем следующее уравнение для отыскания решения вырожденной си-
стемы по переменной 𝜔

𝑚(𝜔, 𝜂) =
𝑛2

𝑛
(𝜅0 + 𝜅𝑀) +𝑂(𝜀2) (2.5.15)

(В разделе 2.6.3 будет показано, что выполнение неравенств (2.5.14) наиболее веро-
ятно не только в момент попадания на «микст», но и в ходе всего рассматриваемого
в этом разделе движения.)

Для фиксированного 𝜂 = 𝜂0 этими решениями служат 𝜔𝑀1 = Ω𝑀1/Ω* и 𝜔𝑀2 =

Ω𝑀2/Ω*, где значения Ω𝑀1 и Ω𝑀2, отвечающие восходящему и нисходящему участ-
кам графика 𝑀(Ω, 𝜂) соответственно, с погрешностью 𝑂(𝜀2) находятся по аналогии с
рис. 2.7 — как абсциссы точек пересечения графика 𝑀(Ω, 𝜂) с горизонтальной прямой
𝑀(Ω, 𝜂) = (𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑁2𝑅/𝑛 (рис. 2.8).
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Рис. 2.8. Приближенное решение уравнения (2.5.15)

Для доказа-
тельства бли-
зости решений
исходной си-
стемы (2.5.10)
и соответству-
ющей вырож-
денной систе-
мы (2.5.12) вос-
пользуемся тео-
рией Тихонова-
Васильевой [11–14, 23, 46] (см. Приложение А). Исследуем изолированность,
асимптотическую устойчивость по первому приближению и область влияния точек
покоя присоединенной системы, которая получается из (2.5.10) после замены времени
𝜏 = 𝑡/𝜇 и последующего приравнивания слагаемых порядка 𝜇 нулю. Присоединенная
система, описывающая движение аппарата на временах 𝑇 ∼ 𝑇5 ∼ 𝑇4, в данном
случае сводится к одному скалярному уравнению, которое с учетом выражения для
𝑙 из (2.5.10) может быть приведено к виду

𝑑𝜔

𝑑𝜏
= 𝑚(𝜔, 𝜂) − 2

𝑛
𝑙 =

𝑛2𝑖2

2 + 𝑛2𝑖2

(︂
𝑚(𝜔, 𝜂) − 1

𝑛
(𝑝𝑥21 + 𝑝𝑥22)

)︂
(2.5.16)

Значения 𝑝𝑥21 и 𝑝𝑥22 определяются двумя последними равенствами (2.5.13).

Координаты изолированных точек покоя уравнения (2.5.16) определяются корня-
ми 𝜔𝑀1 и 𝜔𝑀2 ̸= 𝜔𝑀1 конечного уравнения (2.5.15) вырожденной системы, второй из
которых —

𝜔 = 𝜔𝑀2 (2.5.17)

асимптотически устойчив по первому приближению в силу отрицательности коэффи-
циента наклона касательной на нисходящем участке графика 𝑀(Ω, 𝜂) (рис. 2.8).

Рис. 2.9. Область влияния точек покоя
уравнения (2.5.16), описывающего изме-
нение угловой скорости выходного вала
двигателя

Выясним область влияния точки по-
коя (2.5.17), образованную совокупностью
начальных значений 𝜔(0) = 𝜔0 = Ω0/Ω* пе-
ременной 𝜔 (Ω0 определено в (2.2.32)), для
которых решение уравнения (2.5.16) стре-
мится к этой точке покоя при 𝜏 → ∞.
Поскольку уравнение (2.5.16) является ска-
лярным, оно допускает качественное иссле-
дование методами [2, c. 26-27]. Положениям
равновесия 𝜔𝑀1, 𝜔𝑀2 на плоскости 𝜏 , 𝜔 от-
вечают горизонтальные прямые 𝜔 = 𝜔𝑀1,
𝜔 = 𝜔𝑀2 (рис. 2.9). Знаками + и − отмече-
ны области, в которых правая часть урав-
нения (2.5.16) положительна и отрицатель-
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на соответственно. Тем самым при значениях начальных условий 𝜔(0) < 𝜔𝑀1 перемен-
ная 𝜔 убывает, при значениях 𝜔𝑀1 < 𝜔(0) < 𝜔𝑀2 переменная 𝜔 возрастает, при значе-
ниях 𝜔(0) > 𝜔𝑀2 — убывает. На основании теоремы существования и единственности
решения 𝜔 = 𝜔(𝜏) уравнения (2.5.16) не может пересечь прямую 𝜔 = 𝜔𝑀2, то есть в
двух последних случаях оно асимптотически приближается к ней при 𝜏 → ∞. Таким
образом, областью влияния точки покоя (2.5.17) служит интервал 𝜔(0) ∈ (𝜔𝑀1; +∞).

Дальнейшее вырождение системы (2.5.10) по малому параметру 𝜇1, отвечающее
пренебрежению процессами изменения переменных Ω21 и Ω22, некорректно, так как,
согласно последнему равенству (2.5.12) и первому равенству (2.5.13), влечет за собой
равенство 𝑝𝑥21 = 𝑝𝑥22, откуда в соответствии с двумя последними равенствами (2.5.15)
имеем 𝜅0sgn𝑢𝑥21 = 𝜅𝑀sgn𝑢𝑥22+𝑂(𝜀2). В силу (2.2.19) и (2.2.21) это равенство не может
быть выполнено.

В силу вырожденной системы (2.5.12), вращение колес задней оси аппарата близ-
ко к движению с постоянным ускорением. Это нетрудно заметить, записав уравне-
ние изменения переменной 𝜔22 с учетом конечного уравнения системы (2.5.12) и ра-
венств (2.5.13) в виде

𝜇1𝜔
′
22 =

1

𝑖22
(−𝑝𝑥22 + 𝑙) =

1

𝑖22

(︂
−𝑝𝑥22 +

1

2
(𝑝𝑥21 + 𝑝𝑥22)

)︂
=

1

2𝑖22
(𝑝𝑥21 − 𝑝𝑥22) =

=
𝑛2

2𝑖22
(𝜅𝑀sgn𝑢𝑥22 − 𝜅0sgn𝑢𝑥21) +𝑂(𝜀2)

(2.5.18)

Правая часть (2.5.18) с погрешностью 𝑂(𝜀2) является постоянной величиной. В соот-
ветствии с шестым уравнением системы (2.5.12), связывающим переменные 𝜔21, 𝜔22

и 𝜔, и равенством (2.5.17), получаем, что изменение переменной 𝜔21 также близко к
равномерному, причем скорости изменения переменных 𝜔21 и 𝜔22 различны по знаку.

Рассмотрим уравнение изменения угловой скорости корпуса аппарата из (2.5.12)

𝑖2𝑧𝜔
′
𝑧 = − (𝑝𝑥21 − 𝑝𝑥22) 𝑏+ (𝑝𝑦11 + 𝑝𝑦12) 𝑎1 − (𝑝𝑦21 + 𝑝𝑦22)𝑎2 + 𝜀1𝑐

∑︀2
𝑖,𝑗=1𝑚𝑆𝑖𝑗 (2.5.19)

На основании выражений для 𝑝𝑦𝑖𝑗, 𝑚𝑆𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2) из (2.5.11), а также второго и
третьего равенств (2.5.13) значения 𝑣𝑦 = 0, 𝜔𝑧 = 0 не удовлетворяют (2.5.19), и,
следовательно, вырожденной системе (2.5.12). Тем самым в рассматриваемом случае
поперечное и угловое движение корпуса аппарата, определяющее его занос, возникает
даже при начальных условиях, отвечающих стационарному движению до попадания
на «микст».

Поправки к начальным условиям для медленных по отношению к 𝜔 переменных
𝑣𝑥, 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 согласно алгоритму А.Б. Васильевой и (2.5.10), (2.5.12), (2.5.16) вычисля-
ются по формулам (2.3.25):

𝑣
(1)
𝑥 (0) = 0, 𝑣

(1)
𝑦 (0) = 0, 𝜇𝜔

(1)
𝑧 (0) = 𝜇

1

𝑖2𝑧

∞∫︀
0

(𝑝𝑥22 − 𝑝𝑥21)𝑏 𝑑𝑡 (2.5.20)
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где подынтегральное выражение во втором равенстве имеет вид

𝑝𝑥22 − 𝑝𝑥21 = 𝑖22
𝑑

𝑑𝑡
(𝜔21 − 𝜔22) (2.5.21)

Подстановка (2.5.21) в (2.5.20) дает

𝜔
(1)
𝑧 (0) =

1

𝑖2𝑧

∞∫︀
0

𝑖22
𝑑

𝑑𝑡
(𝜔21 − 𝜔22) 𝑏 𝑑𝑡 (2.5.22)

Исключая в (2.5.22) зависимую переменную 𝜔21 с помощью шестого равен-
ства (2.5.10), получаем

𝜔
(1)
𝑧 (0) =

2𝑖22𝑏

𝑖2𝑧

∞∫︀
0

𝑑

𝑑𝑡

(︂
1

𝑛
𝜔 − 𝜔22

)︂
𝑑𝑡 (2.5.23)

Таким образом,

𝜇𝜔
(1)
𝑧 (0) = 𝜇

2𝑖22𝑏

𝑖2𝑧

[︂
1

𝑛
(𝜔(∞) − 𝜔(0)) − (𝜔22(∞) − 𝜔22(0))

]︂
(2.5.24)

В ходе изменения быстрой переменной 𝜔 медленная по отношению к ней переменная
𝜔22 остается постоянной, следовательно

𝜔22(∞) = 𝜔22(0) = 𝜔2, 𝜔(0) = 𝜔0, 𝜔(∞) = 𝜔𝑀2 = 𝜔𝑀 (2.5.25)

Здесь 𝜔2 определено в (2.3.14), 𝜔0 — при записи системы (2.4.8), (2.4.9), 𝜔𝑀2 —
в (2.5.17).

С учетом (2.5.25) окончательной формой последнего выражения (2.5.24) служит

𝜇𝜔
(1)
𝑧 (0) =

2𝑖22𝑏

𝑛𝑖2𝑧
(𝜔𝑀 − 𝜔0) , 𝜔𝑀 = 𝜔𝑀2 (2.5.26)

В размерных переменных поправки к начальным условиям по переменным 𝑉𝑥, 𝑉𝑦
и Ω𝑧 имеют вид

𝑉
(1)
𝑥 (0) = 0, 𝑉

(1)
𝑦 (0) = 0, 𝜇Ω

(1)
𝑧 (0) =

2𝐼2𝐵

𝐼𝑧𝑅𝑛
(Ω𝑀 − Ω0) , Ω𝑀 = Ω𝑀2 (2.5.27)

Приведем численные результаты для параметров автомобиля, которые, за исклю-
чением продольной скорости корпуса, взяты из [48]. Поправка угловой скорости кор-
пуса, вычисленная по формуле (2.5.27) равна 10−2 рад/с (−4 ·10−2 рад/с), что превы-
шает поправку (2.3.31) для случая, когда все колеса аппарата сохраняют сцепление
с опорной плоскостью. Для более легких и быстроходных колесных аппаратов полу-
ченная поправка может быть на порядок больше.

Результаты анализа стационарного режима (2.2.23) и предельных равенств
(2.3.15), (2.3.16), (2.4.10), (2.4.11) показывают, что изучение рассматриваемой в этой
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главе задачи можно проводить в рамках модели со связями

𝑈𝑥1𝑗 = 0 (𝑗 = 1, 2) (2.5.28)

запрещающими проскальзывание передних колес аппарата в продольном направле-
нии. Такая модель применялась при анализе задачи раздела 2.5 (см. (2.5.3)).

В отличие от (2.5.28), использование неголономной модели с одной из связей

𝑈𝑦1 = 𝑈𝑦1𝑗 = 𝑉𝑦 + 𝐴1Ω𝑧 = 0, 𝑈𝑦2 = 𝑈𝑦2𝑗 = 𝑉𝑦 − 𝐴2Ω𝑧 = 0 (𝑗 = 1, 2) (2.5.29)

запрещающей проскальзывание передних или задних колес аппарата в поперечном
направлении, при рассмотрении задачи о попадании аппарата на «микст» неправо-
мерно, несмотря на условие (2.2.8) малости областей контакта колес с опорной плос-
костью и условие (2.2.20) малости поперечной и угловой скоростей его корпуса. Дей-
ствительно, на основании (2.2.9), (2.3.8), (2.3.25), (2.3.26), (2.3.31), (2.4.33) и (2.5.27),
после завершения быстрого переходного процесса выравнивания контактных сил на
задних колесах (в случаях, когда оба или одно из колес задней оси сохраняют сцеп-
ление с опорной плоскостью) или быстрого процесса изменения угловой скорости вы-
ходного вала двигателя до постоянного значения (в случае, когда оба колеса задней
оси начинают скользить) поправку к начальному условию получает только перемен-
ная Ω𝑧, а начальное условие по переменной 𝑉𝑦 остается тем же (нулевым), что и до
попадания на «микст». Это противоречит связи (2.5.29), в силу которой поправку к
начальным условиям должны получить обе переменные 𝑉𝑦, Ω𝑧.

Проведенное исследование показало, что в случае сильного разнесения (2.2.22) по-
стоянных времени 𝑇2, 𝑇4 и малости областей контакта колес аппарата с опорной плос-
костью при построении выражений (2.3.31), (2.4.33) и (2.5.27) можно не учитывать
возвращающие моменты в областях контакта колес, не теряющих сцепление с опор-
ной плоскостью [35–37], и моменты трения верчения в областях контакта скользящих
колес [3], поскольку они зависят от медленных переменных 𝑈𝑦𝑖𝑗 и Ω𝑧 соответственно.
Исследование влияния этих моментов на динамику аппарата по окончании быстрых
процессов проводится в разделах 2.6.1, 2.6.2 и 2.6.3.

2.6 Динамика корпуса аппарата на «миксте»

Выше в этой главе в пренебрежении быстрыми процессами изменения продольных
скоростей точек контакта колес, не потерявших сцепление с опорной плоскостью, и уг-
ловой скоростью выходного вала двигателя были построены математические (асимп-
тотические) модели (2.3.15), (2.4.10), (2.5.12) для каждого из рассматриваемых слу-
чаев взаимодействия колес аппарата с опорной плоскостью. Модели (2.3.15) и (2.4.10)
не позволяют судить о динамике корпуса аппарата, поскольку из их уравнений сле-
дует, что после завершения быстрых переходных процессов контактные усилия на
колесах ведущей оси становятся равными, а начальные условия выбираются теми
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же, что и до попадания аппарата на «микст», то есть отвечают равномерному пря-
молинейному движению аппарата, для которого поперечная и угловая скорости его
корпуса равны нулю. Корректировка начальных условий с использованием алгоритма
А.Б. Васильевой, которая для сохранения одинакового уровня точности всех моделей
проводилась и для (2.5.12), привела к формулам (2.3.31), (2.4.33), (2.5.27) для по-
лучаемого аппаратом импульса угловой скорости, способного вызвать его занос. Для
исследования дальнейшей динамики корпуса аппарата следует также скорректиро-
вать и модели (2.3.15), (2.4.10), (2.5.12).

В этом разделе с применением методов [14], основанных на построении разложений
А.Б. Васильевой, но не требующих привлечения итерационных процедур, строится
модель изменения поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата, позволяющая
обсудить его динамику после попадания на «микст» и оценить протекание заноса для
рассматриваемых случаев взаимодействия колес с опорной плоскостью, в частности,
влияние на нее моментов трения верчения, изменяющихся на тех же характерных
временах, что и эти переменные (см. Приложение Б).

2.6.1 Модель динамики корпуса. Все колеса сохраняют сцеп-
ление с опорной плоскостью

Рассмотрим случай из раздела 2.3, когда после попадания аппарата на «микст» все
его колеса сохраняют сцепление с опорной плоскостью, и это взаимодействие описы-
вается модифицированной моделью увода, учитывающей малую деформацию колес
(псевдоскольжение) в продольном и поперечном направлениях, а также стабилизи-
рующие моменты. В отличие от раздела 2.3, где основное внимание уделялось иссле-
дованию быстрого изменения продольных скоростей точек контакта колес с опорной
плоскостью, определяющего переходный процесс выравнивания контактных сил на
колесах ведущей оси, здесь исследуются более медленные поперечные и угловые дви-
жения корпуса аппарата после завершения переходного процесса.

Нормализованные уравнения движения аппарата имеют вид (2.3.10)–(2.3.13), вы-
рожденные по малому параметру 𝜇 уравнения, описывающие движение аппарата по-
сле завершения быстрого переходного процесса — вид (2.3.15). Проведем уточнение
последних членами первого порядка по 𝜇, используя системы (2.3.10)–(2.3.13) и (Б.3).
Производные выражений (2.3.16) и (2.3.20) равны нулю и имеют порядок 𝑂(𝜀) соот-
ветственно. Следовательно, второе слагаемое в конечном уравнении (Б.3) или равно
нулю (для переменных 𝑢𝑥11 и 𝑢𝑥12) или имеет порядок 𝜇𝜀 (для переменных 𝑢𝑥21 и 𝑢𝑥22),
то есть на уровне точности 𝑂(𝜇) системы (Б.3) его конечные уравнения совпадают
с конечными уравнениями вырожденной системы (2.2.32). Дифференциальные урав-
нения системы (Б.3), построенные для (2.3.10)–(2.3.13) и имеющие ту же структуру,
что и дифференциальные уравнения (2.2.32), помимо слагаемых порядка 𝜇 содержат
и члены порядка 𝜀≫ 𝜇.

В силу слабой связанности эти уравнения с погрешностью 𝑂(𝜀) позволяют иссле-
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довать изменение быстрых переменных 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧, изменяющихся на интервале времени
𝑡 ∼ 1 (𝑇 ∼ 𝑇2), независимо от медленной переменной 𝑣𝑥, изменяющейся на интервале
𝑡 ∼ 1/𝜀 (𝑇 ∼ 𝑇1).

Перейдя к (2.3.15) и приняв 𝜀 = 0, составим порождающую по Пуанкаре систе-
му [14,46]

𝑣′𝑥 = 0, 𝑣′𝑦 = 𝑓2, 𝑖2𝑧𝜔
′
𝑧 = 𝑓3

𝑝𝑥1𝑗 = 0, 𝑝𝑥2𝑗 = 𝑙 =
𝑛

2
𝑚(𝜔, 𝜂) (𝑗 = 1, 2)

(2.6.1)

правые части которой следует вычислять из (2.3.10) – (2.3.13) без учета членов 𝑂(𝜀).
Согласно первому уравнению (2.6.1) медленная переменная 𝑣𝑥 постоянна и равна
своему начальному значению (2.3.14): 𝑣𝑥 = 𝑣0 = const > 0; решение (2.3.16) и (2.3.20)
конечных уравнений системы (2.6.1) на принятом уровне точности имеет вид

𝑢𝑥11 = 𝑢𝑥12 = 0, 𝑢𝑥21 =
−𝑣0𝑛𝑚(𝑛𝑣0, 𝜂0)

2𝜅0𝑛2

, 𝑢𝑥22 =
−𝑣0𝑛𝑚(𝑛𝑣0, 𝜂0)

2𝜅𝑀𝑛2

(2.6.2)

В соответствии с (2.3.11)–(2.3.13), (2.6.2) динамические уравнения (2.6.1) принимают
вид

𝑣𝑥 = 𝑣0, 𝑣′𝑦 = 𝑝𝑦11 + 𝑝𝑦12 + 𝑝𝑦21 + 𝑝𝑦22 (2.6.3)

𝑖2𝑧𝜔
′
𝑧 = (𝑝𝑦11 + 𝑝𝑦12)𝑎1 − (𝑝𝑦21 + 𝑝𝑦22)𝑎2 + 𝜀1𝑐(𝑚𝑆11 +𝑚𝑆12 +𝑚𝑆21 +𝑚𝑆22)

где выражения для контактных сил и стабилизирующих моментов на принятом
уровне точности вычисляются по формулам

𝑝𝑦11 = −𝜅0𝑛1
𝑢𝑦1
𝑣0
, 𝑝𝑦12 = −𝜅0𝑛1

𝑢𝑦1
𝑣0

𝑝𝑦21 = −𝜅0𝑛2
𝑢𝑦2
𝑣0
, 𝑝𝑦22 = −𝜅𝑀𝑛2

𝑢𝑦2
𝑣0

𝑢𝑦1 = 𝑢𝑦1𝑗 = 𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧, 𝑢𝑦2 = 𝑢𝑦2𝑗 = 𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧

(2.6.4)

𝑚𝑆1𝑗 = −𝜅𝑧0𝑛1𝜁
𝑢𝑦1
𝑣0

sgn𝑢𝑦1 при |𝜀𝑦1𝑗| < 𝜀𝑚 (𝑗 = 1, 2)

𝑚𝑆21 = −𝜅𝑧0𝑛2𝜁
𝑢𝑦2
𝑣0

sgn𝑢𝑦2 при |𝜀𝑦21| < 𝜀𝑚

𝑚𝑆22 = −𝜅𝑧𝑀𝑛2𝜁
𝑢𝑦2
𝑣0

sgn𝑢𝑦2 при |𝜀𝑦22| < 𝜀𝑚

𝑚𝑆1𝑗 = 𝜅𝑧0
𝑛1

𝜈

(︂
𝑢𝑦1
𝑣0

− 1

)︂
sgn𝑢𝑦1 при 𝜀𝑚 ≤ |𝜀𝑦1𝑗| < 𝜀

(2.6.5)
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𝑚𝑆21 = 𝜅𝑧0
𝑛2

𝜈

(︂
𝑢𝑦2
𝑣0

− 1

)︂
sgn𝑢𝑦2 при 𝜀𝑚 ≤ |𝜀𝑦21| < 𝜀

𝑚𝑆22 = 𝜅𝑧𝑀
𝑛2

𝜈

(︂
𝑢𝑦2
𝑣0

− 1

)︂
sgn𝑢𝑦2 при 𝜀𝑚 ≤ |𝜀𝑦22| < 𝜀

𝜀𝑦𝑖𝑗 =
𝜀𝑢𝑦𝑖𝑗
𝜔𝑖𝑗

, 𝜔𝑖𝑗 = 𝑣0 (𝑖, 𝑗 = 1, 2), 𝜁 =
𝜀

𝜀𝑚
, 𝜈 =

𝜀− 𝜀𝑚
𝜀

= 1 − 1

𝜁

(2.6.6)

Здесь 𝜅0, 𝜅𝑀 , 𝜅𝑧0 и 𝜅𝑧𝑀 удовлетворяют (2.2.19); 𝜀𝑚 введено при записи (2.2.12).

Перейдем к изучению системы (2.6.3)–(2.6.6) для случаев пренебрежимо малых и
конечных по отношению к 𝜀 значений параметров 𝜅𝑧𝑀𝜁 и 𝜅𝑧𝑀/𝜈.

Будем рассматривать такие аппараты и условия движения, при которых выпол-
нены неравенства

𝜅0
𝜅𝑀

>
𝜅𝑧0
𝜅𝑧𝑀

(2.6.7)

𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧 >

(︂
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀
𝜅0 + 𝜅𝑀

+
𝜅𝑧0
𝜅0

)︂
𝜉𝑐 · max(𝑎1, 𝑎2), 𝜉 =

𝜀1
𝜈

(2.6.8)

2𝜅𝑧0
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀

<
𝑛2

𝑛1

=
𝑎1
𝑎2

< 2 (2.6.9)

2.6.1.1 Стабилизирующие моменты для всех колес не учитываются

При моделировании движения колесных аппаратов значениями стабилизирующих
моментов часто пренебрегают, поскольку они существенно меньше моментов попе-
речных составляющих контактных сил относительно центра масс корпуса аппарата.
В рамках рассматриваемой постановки задачи это означает, что 𝜅𝑧0, 𝜅𝑧𝑀 → 0, то-
гда слагаемое с множителем 𝜀1𝑐 в третьем уравнении (2.6.3) может считаться пре-
небрежимо малым. На выбранном уровне точности изменение переменных 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧

из (2.6.3), (2.6.4) описывается линейной системой с постоянными коэффициентами

𝑣′𝑦 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0
(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) −

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0
(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧)

𝑖2𝑧𝜔
′
𝑧 = −2𝜅0𝑛1𝑎1

2𝑣0
(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) +

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2𝑎2
𝑣0

(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧)

(2.6.10)

Ее положение равновесия

𝑣𝑦 = 𝑣0𝑦 = 0, 𝜔𝑧 = 𝜔0
𝑧 = 0 (2.6.11)

отвечает отсутствию заноса корпуса аппарата. Устойчивость этого положения удоб-
нее исследовать, перейдя от переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 к переменным 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 при помощи
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линейной замены из (2.6.4)

𝑢𝑦1 = 𝑢𝑦1𝑗 = 𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧, 𝑢𝑦2 = 𝑢𝑦2𝑗 = 𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧 (𝑗 = 1, 2) (2.6.12)

Замена (2.6.12) невырожденная, поскольку⃒⃒⃒⃒
⃒1 𝑎1

1 −𝑎2

⃒⃒⃒⃒
⃒ = −𝑎2 − 𝑎1 = −1 ̸= 0

Подставив (2.6.12) в (2.6.10), получим систему в новых переменных

𝑢′𝑦1 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 +

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2

𝑢′𝑦2 =
2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 −

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2

(2.6.13)

Построим фазовый портрет системы (2.6.13) на плоскости 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2. На прямой

𝑢𝑦2 = 𝑘1𝑢𝑦1, 𝑘1 =
2𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧)𝑛1

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑛2

(2.6.14)

правая часть первого уравнения (2.6.13) обращается в нуль, а, значит, фазовые тра-
ектории на ней имеют вертикальные касательные. Прямая, на которой обращается в
нуль правая часть второго уравнения системы (2.6.13), и фазовые траектории имеют
горизонтальные касательные, имеет вид

𝑢𝑦2 = 𝑘2𝑢𝑦1, 𝑘2 =
2𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑛1

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑛2

(2.6.15)

Из (2.6.8) следует неравенство

𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧 > 0 (2.6.16)

согласно которому имеем 𝑘1, 𝑘2 > 0. Сравнение угловых коэффициентов 𝑘1 и 𝑘2 пря-
мых (2.6.14) и (2.6.15) дает

𝑘1 > 𝑘2 > 0 (2.6.17)

Положение равновесия системы (2.6.13)

𝑢𝑦1 = 𝑢0𝑦1 = 0, 𝑢𝑦2 = 𝑢0𝑦2 = 0 (2.6.18)

отвечает условиям непроскальзывания колес аппарата в поперечном направлении. В
соответствии с (2.6.12) в переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 ему соответствует точка (2.6.11).

142



Выясним его тип, составив характеристическое уравнение системы (2.6.13)⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

−2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧) − 𝜆

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)

2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) −(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

= 0 (2.6.19)

которое принимает вид

𝜆2 + 𝑝𝜆+ 𝑞 = 0 (2.6.20)

После упрощающих преобразований с учетом формул

𝑎1 + 𝑎2 =
𝐴1

𝐴1 + 𝐴2

+
𝐴2

𝐴1 + 𝐴2

= 1

(𝑎21 + 𝑖2𝑧)(𝑎
2
2 + 𝑖2𝑧) − (𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)

2 = 𝑖2𝑧 (2.6.21)

получим

𝑝 =
2𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧)𝑛1 + (𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
> 0

𝑞 =
2𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎21 + 𝑖2𝑧)(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧)𝑛1𝑛2 − 2𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)

2𝑛1𝑛2

𝑣20𝑖
4
𝑧

=

=
2𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛1𝑛2

𝑣20𝑖
2
𝑧

> 0

(2.6.22)

Таким образом, точка покоя (2.6.18) асимптотически устойчива: 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 → 0, следо-
вательно, угловая и поперечная скорости корпуса аппарата при возрастании времени
также стремятся к нулевым значениям.

Выражением для дискриминанта характеристического уравнения (2.6.19) служит

𝐷 =
[2𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧)𝑛1 + (𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑛2]

2 − 8𝑖2𝑧𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛1𝑛2

𝑣20𝑖
4
𝑧

(2.6.23)

После упрощающих преобразований с учетом (2.6.21) имеем

𝐷 =
4𝜅20(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧)

2𝑛2
1 + (𝜅0 + 𝜅𝑀)2(𝑎22 + 𝑖2𝑧)

2𝑛2
2

𝑣20𝑖
4
𝑧

+

+
4𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀)[(𝑎21 + 𝑖2𝑧)(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧) − 2𝑖2𝑧]𝑛1𝑛2

𝑣20𝑖
4
𝑧

=

(2.6.24)

=
4𝜅20(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧)

2𝑛2
1 + (𝜅0 + 𝜅𝑀)2(𝑎22 + 𝑖2𝑧)

2𝑛2
2 + 4𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀)[(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)

2 − 𝑖2𝑧]𝑛1𝑛2

𝑣20𝑖
4
𝑧

=
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=
4𝜅20(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧)

2𝑛2
1 − 4𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎21 + 𝑖2𝑧)(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧)𝑛1𝑛2 + (𝜅0 + 𝜅𝑀)2(𝑎22 + 𝑖2𝑧)

2𝑛2
2

𝑣20𝑖
4
𝑧

+

+
4𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀)[(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)

2 − 𝑖2𝑧 + (𝑎21 + 𝑖2𝑧)(𝑎
2
2 + 𝑖2𝑧)]𝑛1𝑛2

𝑣20𝑖
4
𝑧

=

=
[2𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧)𝑛1 − (𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑛2]

2 + 8𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)
2𝑛1𝑛2

𝑣20𝑖
4
𝑧

> 0

Рис. 2.10. Положение равновесия систе-
мы (2.6.13)

Следовательно, корни уравне-
ния (2.6.19) вещественные и от-
рицательные, то есть точка по-
коя (2.6.18), (2.6.11) — устойчивый
узел на фазовой плоскости 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 (𝑣𝑦,
𝜔𝑧). Качественный график поведения
траекторий вблизи изоклин показан на
рис. 2.10.

Тем самым в рассматриваемом
случае поперечная и угловая ско-
рости аппарата при 𝑡 → ∞ стре-
мятся к нулевым значениям, и
его занос, спровоцированный им-
пульсом 𝜔𝑧(0, 𝜇) угловой скорости
корпуса, уменьшается со време-
нем.

2.6.1.2 Движение аппарата, отвечающее возрастающему участку харак-
теристики стабилизирующего момента

Перейдем к рассмотрению случая |𝜀𝑦𝑖𝑗| < 𝜀𝑚 (𝑖, 𝑗 = 1, 2), когда стабилизирующий
момент для всех колес имеет вид (2.6.5), что отвечает возрастающей линейной зоне
характеристики 𝜒(|𝜀𝑦𝑖𝑗|) на рис. 2.3 (б). Уравнения изменения переменных 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧

системы (2.6.3) – (2.6.6) после пренебрежения членами 𝑂(𝜀1) (см. (2.2.21)) примут
вид

𝑣′𝑦 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0
(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) −

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0
(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧)

𝑖2𝑧𝜔
′
𝑧 = −2𝜅0𝑛1𝑎1

𝑣0
(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) +

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2𝑎2
𝑣0

(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧)−

− 1

𝑣0
𝜀1𝜁𝑐(2𝜅𝑧0𝑛1|𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧| + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2|𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧|)

(2.6.25)
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На принятом уровне точности уравнения (2.6.25) совпадают с (2.6.10). Таким об-
разом, в этом случае занос аппарата уменьшается со временем, а стабилизирующий
момент слабо влияет на этот процесс.

2.6.1.3 Движение аппарата, отвечающее убывающему участку характе-
ристики стабилизирующего момента

Рассмотрим случай 𝜀𝑚 ≤ |𝜀𝑦𝑖𝑗| < 𝜀 (𝑖, 𝑗 = 1, 2), когда стабилизирующие момен-
ты для всех колес имеют вид (2.6.6), что отвечает убывающим линейным участкам
характеристик 𝜒(|𝜀𝑦𝑖𝑗|) на рис. 2.3 (б). Уравнениями изменения переменных 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧

системы (2.6.3)–(2.6.6) служат

𝑣′𝑦 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0
(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) −

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0
(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧), 𝜉 =

𝜀1
𝜈 (2.6.26)

𝑖2𝑧𝜔
′
𝑧 = −2𝜅0𝑛1𝑎1

𝑣0
(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) +

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2𝑎2
𝑣0

(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧) +
1

𝑣0
𝜉𝑐𝜅𝑧0𝑛1[2|𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧|−

−2𝑣0sgn(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) +

(︂
1 +

𝜅𝑧𝑀
𝜅𝑧0

)︂
𝑛2

𝑛1

(|𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧| − 𝑣0sgn(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧))]

В случае 𝜈 ∼ 𝜀 согласно (2.2.21) и (2.6.6) имеем

𝜉 ∼ 1 (2.6.27)

то есть стабилизирующий момент внесет более существенный вклад в динамику ап-
парата по сравнению со случаем из раздела 2.6.1.2; для 𝜈 ∼ 1 получаем 𝜉 ∼ 𝜀1, то есть
стабилизирующий момент, как и в разделе 2.6.1.2, слабо влияет на динамику аппара-
та — в пренебрежении членами 𝑂(𝜀1) система (2.6.26) совпадает с (2.6.10). Проведем
исследование движения аппарата в первом случае (2.6.27).

Прямые 𝐴𝐵 : 𝑣𝑦 = −𝑎1𝜔𝑧 и 𝐶𝐷 : 𝑣𝑦 = 𝑎2𝜔𝑧 разбивают плоскость 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 на четыре
области (рис. 2.11) знакопостоянства входящих в (2.6.26) выражений

𝑢𝑦1 = 𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧, 𝑢𝑦2 = 𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧 (2.6.28)

отвечающие выполнению неравенств

𝐵𝑂𝐶 : 𝑢𝑦1 > 0, 𝑢𝑦2 > 0 (2.6.29)

𝐵𝑂𝐷 : 𝑢𝑦1 < 0, 𝑢𝑦2 > 0 (2.6.30)

𝐴𝑂𝐷 : 𝑢𝑦1 < 0, 𝑢𝑦2 < 0 (2.6.31)

𝐴𝑂𝐶 : 𝑢𝑦1 > 0, 𝑢𝑦2 < 0 (2.6.32)

В каждой из указанных областей (2.6.26) переходит в линейную неоднородную систе-
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му с постоянными коэффициентами. Исследуем систему (2.6.26) и обсудим ее фазовый
портрет.

После перехода к переменным 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 по формулам (2.6.27) система (2.6.26) при-
нимает вид

𝑢′𝑦1 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 +

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2+

+
𝜉𝑎1𝑐

𝑣0𝑖2𝑧
[2𝜅𝑧0𝑛1(|𝑢𝑦1| − 𝑣0sgn𝑢𝑦1) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2(|𝑢𝑦2| − 𝑣0sgn𝑢𝑦2)]

𝑢′𝑦2 =
2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 −

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2−

−𝜉𝑎2𝑐
𝑣0𝑖2𝑧

[2𝜅𝑧0𝑛1(|𝑢𝑦1| − 𝑣0sgn𝑢𝑦1) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2(|𝑢𝑦2| − 𝑣0sgn𝑢𝑦2)]
(2.6.33)

Рис. 2.11. Разбиение плоскости 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 прямыми 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 на области знакопостоянства
поперечных составляющих 𝑢𝑦1 и 𝑢𝑦2 скоростей точек контакта передних и задних
колес аппарата с опорной плоскостью

Область 𝐵𝑂𝐶 (неравенство (2.6.29)). Здесь система (2.6.33) принимает вид

𝑢′𝑦1 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 +

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2+

+
𝜉𝑎1𝑐

𝑣0𝑖2𝑧
[2𝜅𝑧0𝑛1(𝑢𝑦1 − 𝑣0) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2(𝑢𝑦2 − 𝑣0)]

𝑢′𝑦2 =
2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 −

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2−

−𝜉𝑎2𝑐
𝑣0𝑖2𝑧

[2𝜅𝑧0𝑛1(𝑢𝑦1 − 𝑣0) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2(𝑢𝑦2 − 𝑣0)]

(2.6.34)
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Исследуем свойства фазового портрета системы (2.6.34) на плоскости 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 (𝑣𝑦,

𝜔𝑧) в области (2.6.29). На прямой

𝑢𝑦2 = 𝑘3𝑢𝑦1 + 𝑏3, 𝑘3 =
𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎1𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

𝑏3 =
(2𝜅𝑧0𝑛1 + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2) 𝑎1𝑣0𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎1𝑐𝜉
· 1

𝑛2

(2.6.35)

правая часть первого уравнения (2.6.34) обращается в нуль, а, значит, фазовые тра-

ектории имеют вертикальные касательные. Прямая, на которой обращается в нуль

правая часть второго уравнения системы (2.6.34), и фазовые траектории имеют го-

ризонтальные касательные, имеет вид

𝑢𝑦2 = 𝑘4𝑢𝑦1 + 𝑏4, 𝑘4 =
𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎2𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

𝑏4 =
(2𝜅𝑧0𝑛1 + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2) 𝑎2𝑣0𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎2𝑐𝜉
· 1

𝑛2

(2.6.36)

Из (2.6.16) следуют неравенства 𝑏3, 𝑏4 > 0. Из (2.6.7), (2.6.8) имеем

𝜅0
𝜅𝑧0

>
𝜅0 + 𝜅𝑀
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀

>
𝑎2

𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧
𝑐𝜉 >

𝑎1
𝑎21 + 𝑖2𝑧

𝑐𝜉 (2.6.37)

откуда 𝑘3, 𝑘4 > 0. Сравнение коэффициентов 𝑘3 и 𝑘4, 𝑏3 и 𝑏4 прямых (2.6.14) и (2.6.15)

с учетом (2.6.7), (2.6.21) приводит к неравенствам

𝑘3 > 𝑘4 > 0, 𝑏3 > 𝑏4 > 0 (2.6.38)

Положение равновесия системы (2.6.34)

𝑢𝑦1 = 𝑢0𝑦1 = − 𝑏3 − 𝑏4
𝑘3 − 𝑘4

, 𝑢𝑦2 = 𝑢0𝑦2 =
𝑘3𝑏4 − 𝑘4𝑏3
𝑘3 − 𝑘4

(2.6.39)

– точка пересечения прямых (2.6.35) и (2.6.36). Соответствующие ему значения

𝑣𝑦 = 𝑣0𝑦 и 𝜔𝑧 = 𝜔0
𝑧 находятся подстановкой (2.6.39) в (2.6.28). В силу неоднород-

ности (2.6.34) его координаты отличны от нуля. Учитывая неравенства (2.6.38), по-

лучаем, что положение равновесия находится во второй (область (2.6.30)) или тре-

тьей (область (2.6.31)) координатной четверти и не принадлежит исследуемой области

𝐵𝑂𝐶 (2.6.29). Для исследования устойчивости этого положения равновесия, составим

характеристическое уравнение системы (2.6.34) в малых отклонениях от положения

равновесия, которое в силу линейности этой системы совпадает с характеристическим
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уравнением его однородной части

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

−2𝜅0𝑛1(𝑎
2
1 + 𝑖2𝑧) + 2𝜅𝑧0𝑛1𝑎1𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0
− 𝜆

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2𝑎1𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0

2𝜅0𝑛1(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 2𝜅𝑧0𝑛1𝑎2𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0

−(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2(𝑎
2
2 + 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2𝑎2𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0
− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

= 0

(2.6.40)

которое принимает вид

𝜆2 + 𝑝𝜆+ 𝑞 = 0 (2.6.41)

где

𝑝 =
2𝜅0𝑛1(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) + (𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2𝑎2𝑐𝜉 − 2𝜅𝑧0𝑛1𝑎1𝑐𝜉

𝑣0𝑖2𝑧

𝑞 =
[2𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) − 2𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉] [(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀) 𝑎2𝑐𝜉]𝑛1𝑛2

𝑖4𝑧𝑣
2
0

−

− [2𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 2𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉] [(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀) 𝑎1𝑐𝜉]𝑛1𝑛2

𝑖4𝑧𝑣
2
0

=

= [𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝜅0𝑐𝜉 − 𝜅𝑧0𝑐(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝜉] · 2𝑛1𝑛2

𝑖2𝑧𝑣
2
0

Из (2.6.8) вытекают неравенства

𝑎21 + 𝑖2𝑧
𝑎1

>
𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧

𝑎2
>
𝜅𝑧0
𝜅0
𝑐𝜉

следовательно

2𝜅0(𝑎
2
1 + 𝑖2𝑧) − 2𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉 > 0

и 𝑝 > 0. Аналогично из (2.6.7) имеем

𝜅0
𝜅𝑧0

>
𝜅0 + 𝜅𝑀
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀

откуда

(𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝜅0𝑐𝜉 − 𝜅𝑧0(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑐𝜉 > 0

и 𝑞 > 0.
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Рис. 2.12. Положение равновесия S систе-
мы (2.6.34) (ее область определения за-
штрихована)

Таким образом, все коэффициенты по-
линома (2.6.41) положительны, следова-
тельно, определяемое из (2.6.39) положе-
ние равновесия 𝑆(𝑢0𝑦1, 𝑢

0
𝑦2) линейной неод-

нородной системы (2.6.34), лежащее за
пределами исследуемой области определе-
ния 𝐵𝑂𝐶, асимптотически устойчиво. Фа-
зовые траектории при 𝑡 → ∞ стремятся
к нему из любой точки этой области, и,
тем самым, в определенный момент вре-
мени покидают ее, при этом поперечная
и угловая скорости корпуса аппарата 𝑣𝑦 и
𝜔𝑧 не стремятся к нулевым значениям, как
это было при исследовании систем (2.6.12)
или (2.6.25) (на рис. 2.12 в качестве примера показан случай, когда положение рав-
новесия 𝑆 находится в области 𝐵𝑂𝐷).

Область 𝐵𝑂𝐷 (неравенство (2.6.30)). В этой области система (2.6.33) принимает
вид

𝑢′𝑦1 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 +

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2+

+
𝜉𝑎1𝑐

𝑣0𝑖2𝑧
[2𝜅𝑧0𝑛1(−𝑢𝑦1 + 𝑣0) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2(𝑢𝑦2 − 𝑣0)]

𝑢′𝑦2 =
2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 −

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2−

−𝜉𝑎2𝑐
𝑣0𝑖2𝑧

[2𝜅𝑧0𝑛1(−𝑢𝑦1 + 𝑣0) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2(𝑢𝑦2 − 𝑣0)]

(2.6.42)

Изучим свойства фазового портрета системы (2.6.42) на плоскости 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 (𝑣𝑦, 𝜔𝑧)
в области (2.6.30). Уравнением прямой, в точках которой правая часть первого урав-
нения (2.6.42) обращается в нуль, а, значит, фазовые траектории имеют вертикальные
касательные, служит

𝑢𝑦2 = 𝑘5𝑢𝑦1 + 𝑏5

𝑘5 =
𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎1𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

> 0

𝑏5 =
− (2𝜅𝑧0𝑛1 − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2) 𝑎1𝑣0𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎1𝑐𝜉
· 1

𝑛2

< 0

(2.6.43)

Прямая, на которой обращается в нуль правая часть второго уравнения систе-
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мы (2.6.42), и фазовые траектории имеют горизонтальные касательные, имеет вид

𝑢𝑦2 = 𝑘6𝑢𝑦1 + 𝑏6, 𝑘6 =
𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎2𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

𝑏6 =
− (2𝜅𝑧0𝑛1 − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2) 𝑎2𝑣0𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎2𝑐𝜉
· 1

𝑛2

(2.6.44)

Из (2.6.16) вытекают неравенства 𝑘5, 𝑘6 > 0, 𝑏5, 𝑏6 < 0. Сравнение коэффициентов
𝑘5 и 𝑘6, 𝑏5 и 𝑏6 прямых (2.6.43) и (2.6.44) с учетом (2.6.9), (2.6.16), (2.6.21) приводит
к неравенствам

𝑘5 > 𝑘6 > 0, 𝑏5 < 𝑏6 < 0 (2.6.45)

Координатами положения равновесия системы (2.6.42) — точки пересечения пря-

мых (2.6.43) и (2.6.44), служат

𝑢𝑦1 = 𝑢0𝑦1 = − 𝑏5 − 𝑏6
𝑘5 − 𝑘6

, 𝑢𝑦2 = 𝑢0𝑦2 =
𝑘5𝑏6 − 𝑘6𝑏5
𝑘5 − 𝑘6

(2.6.46)

Соответствующие ему значения 𝑣𝑦 = 𝑣0𝑦 и 𝜔𝑧 = 𝜔0
𝑧 находятся подстановкой (2.6.46)

в (2.6.28). В силу неоднородности (2.6.42) координаты (2.6.46) отличны от нуля.

Учитывая (2.6.45), получаем, что положение равновесия находится в первой (об-

ласть (2.6.29)) или четвертой (область (2.6.32)) координатной четверти и не при-

надлежит исследуемой области 𝐵𝑂𝐷 (2.6.30). Для исследования устойчивости этого

положения равновесия, составим характеристическое уравнение системы (2.6.42) в

малых отклонениях от положения равновесия

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

−2𝜅0𝑛1(𝑎
2
1 + 𝑖2𝑧) − 2𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0
− 𝜆

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2𝑎1𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0

2𝜅0𝑛1(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 2𝜅𝑧0𝑛1𝑎2𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0

−(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2(𝑎
2
2 + 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2𝑎2𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0
− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

= 0

(2.6.47)

которое имеет вид

𝜆2 + 𝑝𝜆+ 𝑞 = 0 (2.6.48)

где

𝑝 =
2𝜅0𝑛1(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) + (𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2𝑎2𝑐𝜉 + 2𝜅𝑧0𝑛1𝑎1𝑐𝜉

𝑣0𝑖2𝑧
> 0
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𝑞 =
[2𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) + 2𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉] [(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀) 𝑎2𝑐𝜉]𝑛1𝑛2

𝑖4𝑧𝑣
2
0

−

− [2𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 2𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉] [(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀) 𝑎1𝑐𝜉]𝑛1𝑛2

𝑖4𝑧𝑣
2
0

=

= [𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝜅0𝑐𝜉 + 𝜅𝑧0𝑐(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝜉] · 2𝑛1𝑛2

𝑖2𝑧𝑣
2
0

Поскольку все коэффициенты полинома (2.6.48) положительны, определяемое

из (2.6.46) положение равновесия 𝑆(𝑢0𝑦1, 𝑢
0
𝑦2) линейной неоднородной системы (2.6.42),

лежащее за пределами исследуемой области 𝐵𝑂𝐷, асимптотически устойчиво. Фазо-

вые траектории при 𝑡 → ∞ стремятся к нему из любой точки этой области, то есть

в определенный момент времени покидают ее, при этом поперечная и угловая скоро-

сти корпуса аппарата 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 не стремятся к нулевым значениям, как это было при

исследовании систем (2.6.12) или (2.6.25).

Область 𝐴𝑂𝐷 (неравенство (2.6.31)). Здесь система (2.6.33) принимает вид

𝑢′𝑦1 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 +

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2+

+
𝜉𝑎1𝑐

𝑣0𝑖2𝑧
[2𝜅𝑧0𝑛1(−𝑢𝑦1 + 𝑣0) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2(−𝑢𝑦2 + 𝑣0)]

𝑢′𝑦2 =
2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 −

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2−

−𝜉𝑎2𝑐
𝑣0𝑖2𝑧

[2𝜅𝑧0𝑛1(−𝑢𝑦1 + 𝑣0) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2(−𝑢𝑦2 + 𝑣0)]

(2.6.49)

Проведем анализ фазового портрета системы (2.6.49) на плоскости 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 (𝑣𝑦, 𝜔𝑧)

в области (2.6.31). На прямой

𝑢𝑦2 = 𝑘7𝑢𝑦1 + 𝑏7

𝑘7 =
𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎1𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

𝑏7 =
− (2𝜅𝑧0𝑛1 + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2) 𝑎1𝑣0𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎1𝑐𝜉
· 1

𝑛2

(2.6.50)

правая часть первого уравнения (2.6.49) обращается в нуль — фазовые траектории

имеют вертикальные касательные. Прямая, на которой обращается в нуль правая
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часть второго уравнения системы (2.6.49), и фазовые траектории имеют горизон-

тальные касательные, имеет вид

𝑢𝑦2 = 𝑘8𝑢𝑦1 + 𝑏8, 𝑘8 =
𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎2𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

𝑏8 =
− (2𝜅𝑧0𝑛1 + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2) 𝑎2𝑣0𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎2𝑐𝜉
· 1

𝑛2

(2.6.51)

Из (2.6.8) вытекают неравенства

𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧
𝑎1

>
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀
𝜅0 + 𝜅𝑀

𝑐𝜉

следовательно, знаменатели правых частей в выражениях для 𝑘7 и 𝑏7 положительны,

и 𝑘7 > 0, 𝑏7 < 0. Аналогично из (2.6.8) получаем неравенства

𝑎22 + 𝑖2𝑧
𝑎2

>
𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧

𝑎1
>
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀
𝜅0 + 𝜅𝑀

𝑐𝜉

обеспечивающие положительность знаменателей правых частей в выражениях для 𝑘8
и 𝑏8, откуда следует 𝑘8 > 0, 𝑏8 < 0.

Легко проверить, что 𝑏7 < 𝑏8. Из неравенств 𝑎1, 𝑎2 < 1 и (2.6.8) имеем

1 >
𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧

max(𝑎1, 𝑎2)
>

(︂
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀
𝜅0 + 𝜅𝑀

+
𝜅𝑧0
𝜅0

)︂
𝑐𝜉 >

(︂
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀
𝜅0 + 𝜅𝑀

− 𝜅𝑧0
𝜅0

)︂
𝑐𝜉

откуда получаем неравенство

𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝜅0𝑐𝜉 + 𝜅𝑧0(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑐𝜉 > 0

согласно которому 𝑘7 > 𝑘8. Таким образом, сравнение коэффициентов 𝑘7 и 𝑘8, 𝑏7 и 𝑏8
прямых (2.6.50) и (2.6.51) приводит к неравенствам

𝑘7 > 𝑘8 > 0, 𝑏7 < 𝑏8 < 0 (2.6.52)

Положение равновесия системы (2.6.49)

𝑢𝑦1 = 𝑢0𝑦1 = − 𝑏7 − 𝑏8
𝑘7 − 𝑘8

, 𝑢𝑦2 = 𝑢0𝑦2 =
𝑘7𝑏8 − 𝑘8𝑏7
𝑘7 − 𝑘8

(2.6.53)

– точка пересечения прямых (2.6.50) и (2.6.51). Соответствующие ему значения 𝑣𝑦 =

𝑣0𝑦 и 𝜔𝑧 = 𝜔0
𝑧 находятся подстановкой (2.6.53) в (2.6.28). В силу неоднородности (2.6.49)

его координаты отличны от нуля. Учитывая (2.6.52), получаем, что положение рав-
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новесия находится в первой (область (2.6.29)) или четвертой (область (2.6.32)) коор-

динатной четверти и не принадлежит исследуемой области 𝐴𝑂𝐷 (2.6.31). Характери-

стическое уравнение системы (2.6.49) в малых отклонениях от положения равновесия

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

−2𝜅0𝑛1(𝑎
2
1 + 𝑖2𝑧) − 2𝜅𝑧0𝑛1𝑎1𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0
− 𝜆

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2𝑎1𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0

2𝜅0𝑛1(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 2𝜅𝑧0𝑛1𝑎2𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0

−(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2(𝑎
2
2 + 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2𝑎2𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0
− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

= 0

(2.6.54)

имеет вид

𝜆2 + 𝑝𝜆+ 𝑞 = 0 (2.6.55)

где

𝑝 =
2𝜅0𝑛1(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) + (𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2𝑎2𝑐𝜉 + 2𝜅𝑧0𝑛1𝑎1𝑐𝜉

𝑣0𝑖2𝑧

𝑞 =
[2𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) + 2𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉] [(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀) 𝑎2𝑐𝜉]𝑛1𝑛2

𝑖4𝑧𝑣
2
0

−

− [2𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 2𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉] [(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀) 𝑎1𝑐𝜉]𝑛1𝑛2

𝑖4𝑧𝑣
2
0

=

= [𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝜅0𝑐𝜉 + (𝜅0 + 𝜅𝑀)𝜅𝑧0𝑐𝜉] ·
2𝑛1𝑛2

𝑖2𝑧𝑣
2
0

Из (2.6.8) вытекают неравенства

𝑎22 + 𝑖2𝑧
𝑎2

>
𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧

𝑎1
>
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀
𝜅0 + 𝜅𝑀

𝑐𝜉

согласно которым

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀) 𝑎2𝑐𝜉 > 0

и 𝑝 > 0. Из неравенств 𝑎1, 𝑎2 < 1 и (2.6.8) получаем

1 >
𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧

max(𝑎1, 𝑎2)
>
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀
𝜅0 + 𝜅𝑀

𝑐𝜉

Следовательно,

𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝜅0𝑐𝜉 > 0
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и 𝑞 > 0. Таким образом, все коэффициенты полинома (2.6.55) положительны. По-

ложение равновесия 𝑆(𝑢0𝑦1, 𝑢
0
𝑦2) (2.6.53) системы (2.6.49) асимптотически устойчиво

и лежит за пределами исследуемой области определения 𝐴𝑂𝐷, а значит, фазовые

траектории в определенный момент времени покидают ее, при этом поперечная и уг-

ловая скорости корпуса аппарата 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 не стремятся к нулевым значениям, как это

было при исследовании систем (2.6.12) или (2.6.25).

Область 𝐴𝑂𝐶 (неравенство (2.6.32)). Здесь система (2.6.33) принимает вид

𝑢′𝑦1 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 +

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2+

+
𝜉𝑎1𝑐

𝑣0𝑖2𝑧
[2𝜅𝑧0𝑛1(𝑢𝑦1 − 𝑣0) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2(−𝑢𝑦2 + 𝑣0)]

𝑢′𝑦2 =
2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 −

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2−

−𝜉𝑎2𝑐
𝑣0𝑖2𝑧

[2𝜅𝑧0𝑛1(𝑢𝑦1 − 𝑣0) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2(−𝑢𝑦2 + 𝑣0)]

(2.6.56)

Исследуем свойства фазового портрета системы (2.6.56) на плоскости 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 (𝑣𝑦,

𝜔𝑧) в области (2.6.32). Уравнением прямой, в точках которой правая часть первого

уравнения (2.6.56) обращается в нуль, то есть фазовые траектории имеют вертикаль-

ные касательные, служит

𝑢𝑦2 = 𝑘9𝑢𝑦1 + 𝑏9

𝑘9 =
𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎1𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

𝑏9 =
(2𝜅𝑧0𝑛1 − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2) 𝑎1𝑣0𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎1𝑐𝜉
· 1

𝑛2

(2.6.57)

Прямая, на которой обращается в нуль правая часть второго уравнения систе-

мы (2.6.56), и фазовые траектории имеют горизонтальные касательные, имеет вид

𝑢𝑦2 = 𝑘10𝑢𝑦1 + 𝑏10, 𝑘10 =
𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎2𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

𝑏10 =
(2𝜅𝑧0𝑛1 − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2) 𝑎2𝑣0𝑐𝜉

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑎2𝑐𝜉
· 1

𝑛2

(2.6.58)
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Из (2.6.8) вытекают неравенства

𝑎21 + 𝑖2𝑧
𝑎1

>
𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧

𝑎2
>
𝜅𝑧0
𝜅0
𝑐𝜉

следовательно, числитель правой части в выражении для 𝑘9 положителен. Также

из (2.6.8) получаем неравентсва

𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧
𝑎1

>
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀
𝜅0 + 𝜅𝑀

𝑐𝜉

в соответствии с которыми знаменатели правых частей в выражениях для 𝑘9 и 𝑏9

положительны, и 𝑘9 > 0, 𝑏9 > 0. Аналогично из (2.6.8) имеем

𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧
𝑎1

>
𝜅𝑧0
𝜅0
𝑐𝜉

следовательно, числитель правой части в выражении для 𝑘10 положителен. Также

из (2.6.8) имеем
𝑎22 + 𝑖2𝑧
𝑎2

>
𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧

𝑎1
>
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀
𝜅0 + 𝜅𝑀

𝑐𝜉

в результате чего знаменатели правых частей в выражениях для 𝑘10 и 𝑏10 положи-

тельны, и 𝑘10 > 0, 𝑏10 > 0.

Легко проверить, что 𝑏9 > 𝑏10. Из неравенств 𝑎1, 𝑎2 < 1 и (2.6.8) можно получить

1 >
𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧

max(𝑎1, 𝑎2)
>

(︂
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀
𝜅0 + 𝜅𝑀

+
𝜅𝑧0
𝜅0

)︂
𝑐𝜉

откуда следует неравенство

𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝜅0𝑐𝜉 − (𝜅0 + 𝜅𝑀)𝜅𝑧0𝑐𝜉 > 0

согласно которому 𝑘9 > 𝑘10. Тем самым сравнение коэффициентов 𝑘9 и 𝑘10, 𝑏9 и 𝑏10

прямых (2.6.57) и (2.6.58) приводит к неравенствам

𝑘9 > 𝑘10 > 0, 𝑏9 > 𝑏10 > 0 (2.6.59)

Положение равновесия системы (2.6.56)

𝑢𝑦1 = 𝑢0𝑦1 = − 𝑏9 − 𝑏10
𝑘9 − 𝑘10

, 𝑢𝑦2 = 𝑢0𝑦2 =
𝑘9𝑏10 − 𝑘10𝑏9
𝑘9 − 𝑘10

(2.6.60)

– точка пересечения прямых (2.6.57) и (2.6.58). Соответствующие ему значения 𝑣𝑦 =

𝑣0𝑦 и 𝜔𝑧 = 𝜔0
𝑧 находятся подстановкой (2.6.60) в (2.6.28). В силу неоднородности (2.6.56)
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его координаты отличны от нуля. Учитывая (2.6.59), получаем, что положение рав-

новесия находится во второй (область (2.6.30)) или третьей (область (2.6.31)) коор-

динатной четверти и не принадлежит исследуемой области 𝐴𝑂𝐶 (2.6.32). Характери-

стическое уравнение системы (2.6.56) в малых отклонениях от положения равновесия

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

−2𝜅0𝑛1(𝑎
2
1 + 𝑖2𝑧) + 2𝜅𝑧0𝑛1𝑎1𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0
− 𝜆

(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2𝑎1𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0

2𝜅0𝑛1(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 2𝜅𝑧0𝑛1𝑎2𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0

−(𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2(𝑎
2
2 + 𝑖2𝑧) + (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2𝑎2𝑐𝜉

𝑖2𝑧𝑣0
− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

= 0

(2.6.61)

имеет вид

𝜆2 + 𝑝𝜆+ 𝑞 = 0 (2.6.62)

где

𝑝 =
2𝜅0𝑛1(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) + (𝜅0 + 𝜅𝑀)𝑛2(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝑛2𝑎2𝑐𝜉 − 2𝜅𝑧0𝑛1𝑎1𝑐𝜉

𝑣0𝑖2𝑧

𝑞 =
[2𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) − 2𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉] [(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀) 𝑎2𝑐𝜉]𝑛1𝑛2

𝑖4𝑧𝑣
2
0

−

− [2𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 2𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉] [(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀) 𝑎1𝑐𝜉]𝑛1𝑛2

𝑖4𝑧𝑣
2
0

=

= [𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝜅0𝑐𝜉 − (𝜅0 + 𝜅𝑀)𝜅𝑧0𝑐𝜉] ·
2𝑛1𝑛2

𝑖2𝑧𝑣
2
0

Из (2.6.8) получаем
𝑎21 + 𝑖2𝑧
𝑎1

>
𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧

𝑎2
>
𝜅𝑧0
𝜅0
𝑐𝜉

следовательно
𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) − 𝑎1𝜅𝑧0𝑐𝜉 > 0

Из (2.6.8) также вытекают неравенства

𝑎22 + 𝑖2𝑧
𝑎2

>
𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧

𝑎1
>
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀
𝜅0 + 𝜅𝑀

𝑐𝜉

в соответствии с которыми

(𝜅0 + 𝜅𝑀)(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀) 𝑎2𝑐𝜉 > 0
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Таким образом, 𝑝 > 0. Аналогично из неравенств 𝑎1, 𝑎2 < 1 и (2.6.8) вытекают нера-
венства

1 >
𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧

max(𝑎1, 𝑎2)
>

(︂
𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀
𝜅0 + 𝜅𝑀

+
𝜅𝑧0
𝜅0

)︂
𝑐𝜉

следовательно

𝜅0(𝜅0 + 𝜅𝑀) − (𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀)𝜅0𝑐𝜉 − (𝜅0 + 𝜅𝑀)𝜅𝑧0𝑐𝜉 > 0

и 𝑞 > 0. Таким образом, все коэффициенты полинома (2.6.62) положительны, то есть
положение равновесия 𝑆(𝑢0𝑦1, 𝑢

0
𝑦2) (2.6.60) системы (2.6.56) асимптотически устойчиво.

Поскольку оно лежит за пределами исследуемой области определения 𝐴𝑂𝐶, фазовые
траектории в определенный момент времени покидают ее, при этом поперечная и
угловая скорости корпуса аппарата 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 не стремятся к нулевым значениям, как
это было при исследовании систем (2.6.12) или (2.6.25).

2.6.2 Модель динамики корпуса. Колеса, за исключением пра-
вого заднего, сохраняют сцепление с опорной плоскостью

Рассмотрим случай из раздела 2.4, когда не попавшие на скользкий участок колеса
аппарата сохраняют сцепление с опорной плоскостью, и это взаимодействие описы-
вается модифицированной моделью увода, учитывающей малые деформации колес
(псевдоскольжение) в продольном и поперечном направлениях, а также стабилизи-
рующие моменты. Правое заднее попавшее на участок с меньшим коэффициентом
трения колесо скользит по опорной плоскости и взаимодействует с ней посредством
сухого трения. В отличие от раздела 2.4, где основное внимание уделялось исследо-
ванию быстрого изменения продольных скоростей точек контакта колес, не потеряв-
ших сцепление с опорной плоскостью, и угловой скорости выходного вала двигателя,
определяющего переходный процесс выравнивания контактных сил на колесах веду-
щей оси, этот раздел, как и раздел 2.6.1, посвящен исследованию более медленных
поперечных и угловых движений корпуса аппарата после завершения переходного
процесса.

Нормализованные уравнения движения аппарата имеют вид (2.4.8), (2.4.9), вы-
рожденные по малому параметру 𝜇 уравнения, описывающие движение аппарата по-
сле завершения быстрого переходного процесса — вид (2.4.10). Проведем уточнение
последних членами первого порядка по 𝜇, используя системы (2.4.8), (2.4.9) и (Б.3).
По аналогии с разделом 2.6.1 на уровне точности 𝑂(𝜇) системы (Б.3) его конечные
уравнения совпадают с конечными уравнениями вырожденной системы (2.4.10). Диф-
ференциальные уравнения системы (Б.3), построенные для (2.4.8), (2.4.9) и имеющие
ту же структуру, что и дифференциальные уравнения (2.4.10), помимо слагаемых по-
рядка 𝜇 содержат и члены порядка 𝜀≫ 𝜇. Будем исследовать уточненные уравнения
при помощи подходов, аналогичных используемым в разделе 2.6.1.

В силу слабой связанности эти уравнения с погрешностью 𝑂(𝜀) позволяют иссле-
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довать изменение быстрых переменных 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧, изменяющихся на интервале времени
𝑡 ∼ 1 (𝑇 ∼ 𝑇2), независимо от медленной переменной 𝑣𝑥, изменяющейся на интервале
𝑡 ∼ 1/𝜀 (𝑇 ∼ 𝑇1).

Перейдя к (2.4.10) и приняв 𝜀 = 0, составим порождающую по Пуанкаре систе-
му [14,46]

𝑣′𝑥 = 0, 𝑣′𝑦 = 𝑓2, 𝑖2𝑧𝜔
′
𝑧 = 𝑓3

𝑝𝑥1𝑗 = 0, 𝑝𝑥2𝑗 = 𝑙 =
𝑛

2
𝑚(𝜔, 𝜂) (𝑗 = 1, 2)

(2.6.63)

правые части которой следует вычислять из (2.4.8), (2.4.9) без учета членов 𝑂(𝜀).
Согласно первому уравнению (2.6.63) медленная переменная 𝑣𝑥 постоянна и равна
своему начальному значению (2.3.14): 𝑣𝑥 = 𝑣0 = const > 0; решение (2.4.11) и (2.4.14)
конечных уравнений системы (2.6.63) и выражение для 𝑢𝑥22 из (2.4.9) на принятом
уровне точности имеет вид

𝑢𝑥11 = 𝑢𝑥12 = 0, 𝑢𝑥21 =
𝜅𝑀
𝜅0
𝑣0sgn

(︁
𝑣0 −

𝜔

𝑛

)︁
, 𝑢𝑥22 = 2𝑣0 −

2

𝑛
𝜔

𝜔 = 𝜔𝑀 = 𝜔𝑀2

(2.6.64)

В соответствии с (2.3.11), (2.6.64) динамические уравнения (2.6.63) принимают вид

𝑣𝑥 = 𝑣0, 𝑣′𝑦 = 𝑝𝑦11 + 𝑝𝑦12 + 𝑝𝑦21 (2.6.65)

𝑖2𝑧𝜔
′
𝑧 = (𝑝𝑦11 + 𝑝𝑦12)𝑎1 − (𝑝𝑦21 + 𝑝𝑦22)𝑎2 + 𝜀1𝑐(𝑚𝑆11 +𝑚𝑆12 +𝑚𝑆21)

где выражения для контактных сил и стабилизирующих моментов для колес, не по-
терявших сцепление с опорной плоскостью, а также момента сухого трения верчения
для колеса, попавшего на участок с меньшим коэффициентом трения, с учетом (2.4.9)
на принятом уровне точности вычисляются по формулам

𝑝𝑦11 = −𝜅0𝑛1
𝑢𝑦1
𝑣0
, 𝑝𝑦12 = −𝜅0𝑛1

𝑢𝑦1
𝑣0

𝑝𝑦21 = −𝜅0𝑛2
𝑢𝑦2
𝑣0
, 𝑝𝑦22 = −𝜅𝑀𝑛2

𝜀𝑢𝑦2√︁
𝑢2𝑥22 + 𝜀2𝑢2𝑦2

= 𝑂(𝜀) = 0

𝑢𝑦1 = 𝑢𝑦1𝑗 = 𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧, 𝑢𝑦2 = 𝑢𝑦2𝑗 = 𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧

(2.6.66)

𝑚𝑆1𝑗 = −𝜅𝑧0𝑛1𝜁
𝑢𝑦1
𝑣0

sgn𝑢𝑦1 при |𝜀𝑦1𝑗| < 𝜀𝑚 (𝑗 = 1, 2)

𝑚𝑆21 = −𝜅𝑧0𝑛2𝜁
𝑢𝑦2
𝑣0

sgn𝑢𝑦2 при |𝜀𝑦21| < 𝜀𝑚

𝑚𝑆1𝑗 =
𝜅𝑧0
𝜈
𝑛1

(︂
𝑢𝑦1
𝑣0

− 1

)︂
sgn𝑢𝑦1 при 𝜀𝑚 ≤ |𝜀𝑦1𝑗| < 𝜀

(2.6.67)
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𝑚𝑆21 =
𝜅𝑧0
𝜈
𝑛2

(︂
𝑢𝑦2
𝑣0

− 1

)︂
sgn𝑢𝑦2 при 𝜀𝑚 ≤ |𝜀𝑦21| < 𝜀

𝑚𝑆22 = −𝛾𝜅𝑀𝑛2
𝜀𝜀1𝑐𝜔𝑧

𝛼
√︁
𝑢2𝑥22 + 𝜀2𝑢2𝑦22 + 𝜀𝜀1𝑐|𝜔𝑧|

= 𝑂(𝜀𝜀1) = 0

𝜀𝑦𝑖𝑗 =
𝜀𝑢𝑦𝑖𝑗
𝜔𝑖𝑗

, 𝜔𝑖𝑗 = 𝑣0 (𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 2; 𝑖 = 2, 𝑗 = 1)

𝜁 =
𝜀

𝜀𝑚
, 𝜈 =

𝜀− 𝜀𝑚
𝜀

= 1 − 1

𝜁

(2.6.68)

Здесь 𝜅0, 𝜅𝑀 , 𝜅𝑧0 и 𝜅𝑧𝑀 удовлетворяют (2.2.19); 𝜀𝑚 введено при записи (2.2.12).

Структура уравнений (2.6.65) и оценки 𝑝𝑦21 = 𝑂(𝜀), 𝑚𝑆22 = 𝑂(𝜀𝜀1) показывают,
что сила и момент сухого трения верчения в области контакта правого заднего коле-
са с опорной плоскостью слабо влияют на динамику корпуса аппарата на «миксте».
Система (2.6.65)–(2.6.68) получается из аналогичной системы (2.6.3)–(2.6.6), описы-
вающей движение аппарата в случае, когда при попадании на «микст» все колеса
сохраняют сцепление с опорной плоскостью, при

𝑝𝑦22 = 0, 𝑚𝑆22 = 0 (2.6.69)

Перейдем к изучению системы (2.6.65)–(2.6.68) для случаев пренебрежимо малых
и конечных по отношению к 𝜀 значений параметров 𝜅𝑧𝑀𝜁 и 𝜅𝑧𝑀/𝜈.

Будем рассматривать такие аппараты и условия движения, при которых выпол-
нены те же, что и в разделе 2.6.1, неравенства (2.6.7) и (2.6.8).

2.6.2.1 Стабилизирующие моменты для всех колес не учитываются

При моделировании движения колесных аппаратов значениями стабилизирующих
моментов часто пренебрегают, поскольку они существенно меньше моментов попе-
речных составляющих контактных сил относительно центра масс корпуса аппара-
та. В рамках рассматриваемой постановки задачи это означает, что 𝜅𝑧𝑀 → 0, когда
𝜅𝑧𝑀𝜁 → 0, 𝜅𝑧𝑀/𝜈 → 0, при этом последнее слагаемое в третьем уравнении (2.6.65)
не превосходит 𝑂(𝜀) и может считаться пренебрежимо малым. На выбранном уровне
точности изменение переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 из (2.6.65) описывается линейной системой с
постоянными коэффициентами

𝑣′𝑦 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0
(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) −

𝜅0𝑛2

𝑣0
(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧)

𝑖2𝑧𝜔
′
𝑧 = −2𝜅0𝑛1𝑎1

𝑣0
(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) +

𝜅0𝑛2𝑎2
𝑣0

(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧)

(2.6.70)

которая может быть получена из (2.6.10) путем формальной замены множителя 𝜅0 +

𝜅𝑀 при переменной 𝑢𝑦2 = 𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧 множителем 𝜅0.
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Ее положение равновесия

𝑣𝑦 = 𝑣0𝑦 = 0, 𝜔𝑧 = 𝜔0
𝑧 = 0 (2.6.71)

совпадает с (2.6.11) и отвечает отсутствию заноса корпуса аппарата. Как и в разделе
2.6.1, будем исследовать стойчивость этого положения, перейдя от переменных 𝑣𝑦,
𝜔𝑧 к переменным 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 при помощи линейной замены (2.6.12). Системой в новых
переменных для (2.6.70) служит

𝑢′𝑦1 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 +

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2

𝑢′𝑦2 =
2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 −

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2

(2.6.72)

Построим фазовый портрет системы (2.6.72) на плоскости 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2. На прямой

𝑢𝑦2 = ̃︀𝑘1𝑢𝑦1, ̃︀𝑘1 =
2(𝑎21 + 𝑖2𝑧)

𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧
· 𝑛1

𝑛2

(2.6.73)

правая часть первого уравнения (2.6.72) обращается в нуль, а, значит, фазовые тра-
ектории имеют вертикальные касательные. Прямая, на которой обращается в нуль
правая часть второго уравнения системы (2.6.72), и фазовые траектории имеют го-
ризонтальные касательные, имеет вид

𝑢𝑦2 = ̃︀𝑘2𝑢𝑦1, ̃︀𝑘2 =
2(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)

𝑎22 + 𝑖2𝑧
· 𝑛1

𝑛2

(2.6.74)

Из (2.6.8) вытекает неравентво вида (2.6.17) ̃︀𝑘1 > ̃︀𝑘2 > 0. Положению равновесия
системы (2.6.72)

𝑢𝑦1 = 𝑢0𝑦1 = 0, 𝑢𝑦2 = 𝑢0𝑦2 = 0 (2.6.75)

отвечающему условиям непроскальзывания колес аппарата в поперечном направле-
нии, согласно (2.6.12) в переменных 𝑣𝑦, 𝜔𝑧 соответствует точка (2.6.71).

Выясним его тип, составив характеристическое уравнение системы (2.6.72)⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
−2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧) − 𝜆

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)

2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) −𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0 (2.6.76)

которое принимает вид

𝜆2 + ̃︀𝑝𝜆+ ̃︀𝑞 = 0 (2.6.77)
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После упрощающих преобразований по аналогии с разделом 2.6.1 имеем выражения

̃︀𝑝 =
2𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧)𝑛1 + 𝜅0(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧)𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
> 0

̃︀𝑞 =
2𝜅20𝑛1𝑛2(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧)(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧) − 2𝜅20𝑛1𝑛2(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)

2

𝑣20𝑖
4
𝑧

=
2𝜅20𝑛1𝑛2

𝑣20𝑖
2
𝑧

> 0

(2.6.78)

которые могут быть получены из соответствующих выражений для 𝑝 и 𝑞 из (2.6.22)
после формальной замены множителя 𝜅0 +𝜅𝑀 множителем 𝜅0. Таким образом, точка
покоя (2.6.75) асимптотически устойчива: 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 → 0 при 𝑡 → ∞, следовательно,
угловая и поперечная скорости корпуса аппарата при возрастании времени также
стремятся к нулевым значениям.

Отвечающее (2.6.23) выражение для дискриминанта характеристического уравне-
ния (2.6.76)

𝐷 =
[2𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧)𝑛1 + 𝜅0(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧)𝑛2]

2 − 8𝑖2𝑧𝜅
2
0𝑛1𝑛2

𝑣20𝑖
4
𝑧

(2.6.79)

после упрощающих преобразований, проведенных по аналогии с (2.6.24 ), принимает
вид

𝐷 =
[2𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧)𝑛1 − 𝜅0(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧)𝑛2]

2 + 8𝜅20(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)
2𝑛1𝑛2

𝑣20𝑖
4
𝑧

> 0 (2.6.80)

Следовательно, корни уравнения (2.6.76), как и корни (2.6.19), вещественные и от-
рицательные, то есть точка покоя (2.6.75) — устойчивый узел на фазовой плоскости
𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 (𝑣𝑦, 𝜔𝑧). Тем самым здесь, как и в случае из раздела 2.6.1.1, поперечная и
угловая скорости аппарата при 𝑡 → ∞ стремятся к нулевым значениям, и его за-
нос, спровоцированный импульсом 𝜔𝑧(0, 𝜇) угловой скорости корпуса, уменьшается
со временем.

Рассмотрим меньшие по модулю корни уравнений (2.6.20), (2.6.22) и (2.6.77),
(2.6.78)

𝜆
(1)
1 =

−𝑝+
√︀
𝑝2 − 4𝑞

2
, 𝜆

(2)
1 =

−̃︀𝑝+
√︀̃︀𝑝2 − 4̃︀𝑞

2
(2.6.81)

и выясним, решения какой из систем (2.6.10) или (2.6.70) затухают скорее. Приведем
численные результаты для параметров автомобиля, взятых из [53]. В качестве приме-
ра возьмем 𝜅0 = 0, 8, 𝜅𝑀 = 0, 2, 𝑎1 = 0, 4, 𝑎2 = 0, 6, 𝑖𝑧 = 0, 4. Тогда из (2.6.22), (2.6.78),
(2.6.81) получим

𝜆
(1)
1 ≈ −0, 8

𝑣0
+

1

2𝑣0

√︀
0, 1, 𝜆

(2)
1 ≈ −0, 725

𝑣0
+

1

2𝑣0

√︀
0, 103

откуда вытекают неравенства
𝜆
(1)
1 < 𝜆

(2)
1 < 0

161



Следовательно, поперечная и угловая скорости корпуса аппарата скорее стремятся
к нулевым значениям в случае, когда все колеса сохраняют сцепление с опорной
плоскостью.

2.6.2.2 Движение аппарата, отвечающее возрастающему участку харак-
теристики стабилизирующего момента

Перейдем к рассмотрению случая |𝜀𝑦𝑖𝑗| < 𝜀𝑚 (𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 2; 𝑖 = 2, 𝑗 = 1), когда
стабилизирующие моменты для не потерявших сцепление с опорной плоскостью ко-
лес, имеют вид (2.6.67), что отвечает возрастающей линейной зоне характеристики
𝜒(|𝜀𝑦𝑖𝑗|) на рис. 2.3 (б). Уравнения изменения переменных 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 системы (2.6.65)
после пренебрежения членами 𝑂(𝜀1) (см. (2.2.21)) примут вид

𝑣′𝑦 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0
(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) −

𝜅0𝑛2

𝑣0
(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧)

𝑖2𝑧𝜔
′
𝑧 = −2𝜅0𝑛1𝑎1

𝑣0
(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) +

𝜅0𝑛2𝑎2
𝑣0

(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧)−

−2𝜅𝑧0
𝑣0

𝜀1𝜁𝑐(|𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧|𝑛1 + |𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧|𝑛2)

(2.6.82)

Они получаются из (2.6.25) формальной заменой множителей 𝜅0 + 𝜅𝑀 и 𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀

множителями 𝜅0 и 𝜅𝑧0 соответственно.

Уравнения (2.6.82) на принятом уровне точности совпадают с (2.6.70). Таким об-
разом, в этом случае занос аппарата уменьшается со временем, а стабилизирующий
момент слабо влияет на этот процесс.

2.6.2.3 Движение аппарата, отвечающее убывающему участку характе-
ристики стабилизирующего момента

Рассмотрим случай 𝜀𝑚 ≤ |𝜀𝑦𝑖𝑗| < 𝜀 (𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 2; 𝑖 = 2, 𝑗 = 1), когда стабилизи-
рующие моменты для не потерявших сцепление с опорной плоскостью колес, имеют
вид (2.6.68), что отвечает убывающим линейным участкам характеристик 𝜒(|𝜀𝑦𝑖𝑗|)
на рис. 2.3 (б). Уравнения изменения переменных 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 системы (2.6.65)–(2.6.68)
получаются из (2.6.26) после формальной замены множителей 𝜅0 + 𝜅𝑀 и 𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀

множителями 𝜅0 и 𝜅𝑧0:

𝑣′𝑦 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0
(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) −

𝜅0𝑛2

𝑣0
(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧), 𝜉 =

𝜀1
𝜈 (2.6.83)

𝑖2𝑧𝜔
′
𝑧 = −2𝜅0𝑛1𝑎1

𝑣0
(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧) +

𝜅0𝑛2𝑎2
𝑣0

(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧) +
1

𝑣0
𝜉𝑐𝜅𝑧0[2𝑛1(|𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧|−

−𝑣0sgn(𝑣𝑦 + 𝑎1𝜔𝑧)) + (|𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧| − 𝑣0sgn(𝑣𝑦 − 𝑎2𝜔𝑧))𝑛2]
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Как и для системы (2.6.26), в случае 𝜈 ∼ 𝜀 согласно (2.2.21) и (2.6.6) справедлива
оценка (2.6.27), то есть стабилизирующий момент внесет более существенный вклад в
динамику аппарата по сравнению со случаем из раздела 2.6.2.2; для 𝜈 ∼ 1 имеем 𝜉 ∼
𝜀1, — следовательно, стабилизирующий момент, как и в разделе 2.6.2.2, слабо влияет
на динамику аппарата — в пренебрежении членами 𝑂(𝜀1) система (2.6.83) совпадает
с (2.6.70). Проведем исследование движения аппарата в первом случае (2.6.27).

После перехода к переменным 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 по формулам (2.6.28) система (2.6.83) пере-
ходит в систему

𝑢′𝑦1 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 +

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2+

+
𝜅𝑧0
𝑣0𝑖2𝑧

𝜉𝑎1𝑐 [2(|𝑢𝑦1| − 𝑣0sgn𝑢𝑦1)𝑛1 + (|𝑢𝑦2| − 𝑣0sgn𝑢𝑦2)𝑛2]

𝑢′𝑦2 =
2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 −

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2−

− 𝜅𝑧0
𝑣0𝑖2𝑧

𝜉𝑐𝑎2 [2(|𝑢𝑦1| − 𝑣0sgn𝑢𝑦1)𝑛1 + (|𝑢𝑦2| − 𝑣0sgn𝑢𝑦2)𝑛2]
(2.6.84)

получаемую из (2.6.33) путем формальной замены множителей 𝜅0 + 𝜅𝑀 и 𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀

множителями 𝜅0 и 𝜅𝑧0 соответственно. Исследуем поведение этой системы в обла-
стях (2.6.29)–(2.6.32).

Область 𝐵𝑂𝐶 (неравенство (2.6.29)). Здесь (2.6.84) принимает вид

𝑢′𝑦1 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 +

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2+

+
𝜅𝑧0
𝑣0𝑖2𝑧

𝜉𝑎1𝑐 [2𝑛1(𝑢𝑦1 − 𝑣0) + 𝑛2(𝑢𝑦2 − 𝑣0)]

𝑢′𝑦2 =
2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 −

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2−

− 𝜅𝑧0
𝑣0𝑖2𝑧

𝜉𝑎2𝑐 [2𝑛1(𝑢𝑦1 − 𝑣0) + 𝑛2(𝑢𝑦2 − 𝑣0)]

(2.6.85)

Исследуем свойства фазового портрета системы (2.6.85) на плоскости 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 (𝑣𝑦,
𝜔𝑧) в области (2.6.29). На прямой

𝑢𝑦2 = ̃︀𝑘3𝑢𝑦1 +̃︀𝑏3, ̃︀𝑘3 =
𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉

𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

̃︀𝑏3 =
𝜅𝑧0(2𝑛1 + 𝑛2)𝑎1𝑣0𝑐𝜉

𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉
· 1

𝑛2

(2.6.86)
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правая часть первого уравнения (2.6.85) обращается в нуль, а, значит, фазовые тра-
ектории имеют вертикальные касательные. Прямая, на которой обращается в нуль
правая часть второго уравнения системы (2.6.85), и фазовые траектории имеют го-
ризонтальные касательные, имеет вид

𝑢𝑦2 = ̃︀𝑘4𝑢𝑦1 +̃︀𝑏4, ̃︀𝑘4 =
𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉

𝜅0(𝑎22 + 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

̃︀𝑏4 =
𝜅𝑧0(2𝑛1 + 𝑛2)𝑎2𝑣0𝑐𝜉

𝜅0(𝑎22 + 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉
· 1

𝑛2

(2.6.87)

Из (2.6.7), (2.6.8), (2.6.16), (2.6.37) следуют неравенства вида (2.6.38): ̃︀𝑘3 > ̃︀𝑘4 > 0,̃︀𝑏3 > ̃︀𝑏4 > 0.

Положение равновесия системы (2.6.85)

𝑢𝑦1 = 𝑢0𝑦1 = −
̃︀𝑏3 −̃︀𝑏4̃︀𝑘3 − ̃︀𝑘4 , 𝑢𝑦2 = 𝑢0𝑦2 =

̃︀𝑘3̃︀𝑏4 − ̃︀𝑘4̃︀𝑏3̃︀𝑘3 − ̃︀𝑘4 (2.6.88)

– точка пересечения прямых (2.6.86) и (2.6.87). Соответствующие ему значения
𝑣𝑦 = 𝑣0𝑦 и 𝜔𝑧 = 𝜔0

𝑧 находятся подстановкой (2.6.88) в (2.6.28). В силу неоднород-
ности (2.6.85) его координаты отличны от нуля. Положение равновесия находится
во второй (область (2.6.30)) или третьей (область (2.6.31)) координатной четверти
и не принадлежит исследуемой области 𝐵𝑂𝐶 (2.6.29). Для исследования устойчи-
вости этого положения равновесия, составим характеристическое уравнение систе-
мы (2.6.85) в малых отклонениях от положения равновесия, которое получается из
(2.6.40) путем формальной замены множителя 𝜅0 +𝜅𝑀 множителем 𝜅0 и может быть
приведено к виду (2.6.41)

𝜆2 + ̃︀𝑝𝜆+ ̃︀𝑞 = 0 (2.6.89)

где

̃︀𝑝 =
2𝜅0𝑛1(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) + 𝜅0𝑛2(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑛2𝑎2𝑐𝜉 − 2𝜅𝑧0𝑛1𝑎1𝑐𝜉

𝑣0𝑖2𝑧

̃︀𝑞 =
[2𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) − 2𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉] [𝜅0(𝑎

2
2 + 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉]𝑛1𝑛2

𝑖4𝑧𝑣
2
0

−

− [2𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 2𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉] [𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉]𝑛1𝑛2

𝑖4𝑧𝑣
2
0

=
𝜅20𝑛1𝑛2

𝑖2𝑧𝑣
2
0

Аналогично разделу 2.6.1 нетрудно показать, что все коэффициенты полино-
ма (2.6.89) положительны, следовательно, определяемое из (2.6.88) положение рав-
новесия 𝑆(𝑢0𝑦1, 𝑢

0
𝑦2) линейной неоднородной системы (2.6.85), лежащее за пределами

исследуемой области определения 𝐵𝑂𝐶, асимптотически устойчиво. Фазовые траек-
тории при 𝑡 → ∞ стремятся к нему из любой точки области (2.6.29), и, тем самым,
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в определенный момент времени покидают ее, при этом поперечная и угловая скоро-
сти корпуса аппарата 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 не стремятся к нулевым значениям, как это было при
исследовании систем (2.6.12) или (2.6.25).

Область 𝐵𝑂𝐷 (неравенство (2.6.30)). В этой области система (2.6.84) принимает
вид

𝑢′𝑦1 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 +

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2+

+
𝜅𝑧0
𝑣0𝑖2𝑧

𝑎1𝑐𝜉 [2𝑛1(−𝑢𝑦1 + 𝑣0) + 𝑛2(𝑢𝑦2 − 𝑣0)]

𝑢′𝑦2 =
2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 −

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2−

− 𝜅𝑧0
𝑣0𝑖2𝑧

𝑎2𝑐𝜉 [2𝑛1(−𝑢𝑦1 + 𝑣0) + 𝑛2(𝑢𝑦2 − 𝑣0)]

(2.6.90)

Изучим свойства фазового портрета системы (2.6.90) на плоскости 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 (𝑣𝑦, 𝜔𝑧)
в области (2.6.30). Уравнением прямой, в точках которой правая часть первого урав-
нения (2.6.90) обращается в нуль, а, значит, фазовые траектории имеют вертикальные
касательные, служит

𝑢𝑦2 = ̃︀𝑘5𝑢𝑦1 +̃︀𝑏5, ̃︀𝑘5 =
𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉

𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

> 0

̃︀𝑏5 =
−𝜅𝑧0𝑎1𝑣0𝑐𝜉(2𝑛1 − 𝑛2)

𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉
< 0

(2.6.91)

Последнее неравенство справедливо в силу (2.6.9). Прямая, на которой обращается в
нуль правая часть второго уравнения системы (2.6.90), и фазовые траектории имеют
горизонтальные касательные, имеет вид

𝑢𝑦2 = ̃︀𝑘6𝑢𝑦1 +̃︀𝑏6, ̃︀𝑘6 =
𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉

𝜅0(𝑎22 + 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

̃︀𝑏6 =
−𝜅𝑧0𝑎2𝑣0𝑐𝜉(2𝑛1 − 𝑛2)

𝜅0(𝑎22 + 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉

(2.6.92)

Из (2.6.16), (2.6.21) имеем неравентсва вида (2.6.45)

̃︀𝑘5 > ̃︀𝑘6 > 0, ̃︀𝑏5 < ̃︀𝑏6 < 0 (2.6.93)

Положение равновесия системы (2.6.90)

𝑢𝑦1 = 𝑢0𝑦1 = −
̃︀𝑏5 −̃︀𝑏6̃︀𝑘5 − ̃︀𝑘6 , 𝑢𝑦2 = 𝑢0𝑦2 =

̃︀𝑘5̃︀𝑏6 − ̃︀𝑘6̃︀𝑏5̃︀𝑘5 − ̃︀𝑘6 (2.6.94)
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— точка пересечения прямых (2.6.91) и (2.6.92). Соответствующие ему значения 𝑣𝑦 =

𝑣0𝑦 и 𝜔𝑧 = 𝜔0
𝑧 находятся подстановкой (2.6.94) в (2.6.28). В силу неоднородности (2.6.90)

его координаты отличны от нуля. Учитывая (2.6.93), получаем, что положение рав-
новесия находится в первой (область (2.6.29)) или четвертой (область (2.6.32)) коор-
динатной четверти и не принадлежит исследуемой области 𝐵𝑂𝐷 (2.6.30). Характери-
стическое уравнение системы (2.6.90) в малых отклонениях от положения равновесия
получается из (2.6.47) после формальной замены множителей 𝜅0 + 𝜅𝑀 и 𝜅𝑧0 + 𝜅𝑧𝑀

множителями 𝜅0 и 𝜅𝑧0 соответственно. Аналогично разделу 2.6.1 нетрудно показать,
что все коэффициенты соответствующего (2.6.47) полинома положительны, опреде-
ляемое из (2.6.94) положение равновесия 𝑆(𝑢0𝑦1, 𝑢

0
𝑦2) линейной неоднородной систе-

мы (2.6.90), лежащее за пределами исследуемой области определения 𝐵𝑂𝐷, асимп-
тотически устойчиво. Фазовые траектории при 𝑡 → ∞ стремятся к нему из любой
точки этой области (2.6.30), и, тем самым, в определенный момент времени покида-
ют ее, при этом поперечная и угловая скорости корпуса аппарата 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 не стремятся
к нулевым значениям.

Область 𝐴𝑂𝐷 (неравенство (2.6.31)). Здесь система (2.6.84) принимает вид

𝑢′𝑦1 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 +

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2+

+
𝜅𝑧0
𝑣0𝑖2𝑧

𝑎1𝑐𝜉 [2𝑛1(−𝑢𝑦1 + 𝑣0) + 𝑛2(−𝑢𝑦2 + 𝑣0)]

𝑢′𝑦2 =
2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 −

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2−

− 𝜅𝑧0
𝑣0𝑖2𝑧

𝑎2𝑐𝜉 [2𝑛1(−𝑢𝑦1 + 𝑣0) + 𝑛2(−𝑢𝑦2 + 𝑣0)]

(2.6.95)

Проведем анализ фазового портрета системы (2.6.95) на плоскости 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 (𝑣𝑦, 𝜔𝑧)
в области (2.6.31). На прямой

𝑢𝑦2 = ̃︀𝑘7𝑢𝑦1 +̃︀𝑏7, ̃︀𝑘7 =
𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉

𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

̃︀𝑏7 =
−(2𝑛1 + 𝑛2)𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝑣0𝜉

𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉

(2.6.96)

правая часть первого уравнения (2.6.95) обращается в нуль — фазовые траектории
имеют вертикальные касательные. Прямая, на которой обращается в нуль правая
часть второго уравнения системы (2.6.95), и фазовые траектории имеют горизон-
тальные касательные, имеет вид

𝑢𝑦2 = ̃︀𝑘8𝑢𝑦1 +̃︀𝑏8, ̃︀𝑘8 =
𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) + 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉

𝜅0(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

(2.6.97)
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̃︀𝑏8 =
−(2𝑛1 + 𝑛2)𝜅𝑧0𝑎2𝑣0𝑐𝜉

𝜅0(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉
· 1

𝑛2

Из (2.6.8) вытекают неравенства вида (2.6.52)

̃︀𝑘7 > ̃︀𝑘8 > 0, ̃︀𝑏7 < ̃︀𝑏8 < 0 (2.6.98)

Положение равновесия системы (2.6.95)

𝑢𝑦1 = 𝑢0𝑦1 = −
̃︀𝑏7 −̃︀𝑏8̃︀𝑘7 − ̃︀𝑘8 , 𝑢𝑦2 = 𝑢0𝑦2 =

̃︀𝑘7̃︀𝑏8 − ̃︀𝑘8̃︀𝑏7̃︀𝑘7 − ̃︀𝑘8 (2.6.99)

– точка пересечения прямых (2.6.96) и (2.6.97). Соответствующие ему значения 𝑣𝑦 =

𝑣0𝑦 и 𝜔𝑧 = 𝜔0
𝑧 находятся подстановкой (2.6.99) в (2.6.28). В силу неоднородности (2.6.95)

его координаты отличны от нуля. Учитывая (2.6.98), получаем, что положение рав-
новесия находится в первой (область (2.6.29)) или четвертой (область (2.6.32)) коор-
динатной четверти и не принадлежит исследуемой области 𝐴𝑂𝐷 (2.6.31). Характери-
стическое уравнение системы (2.6.95) в малых отклонениях от положения равновесия,
получается из (2.6.54) после формальной замены множителя 𝜅0 +𝜅𝑀 множителем 𝜅0.
Аналогично разделу 2.6.1 нетрудно показать, что все коэффициенты соответствую-
щего (2.6.55) полинома положительны, то есть определяемое из (2.6.99) положение
равновесия 𝑆(𝑢0𝑦1, 𝑢

0
𝑦2) линейной неоднородной системы (2.6.95), лежащее за преде-

лами исследуемой области определения 𝐴𝑂𝐷, асимптотически устойчиво. Фазовые
траектории при 𝑡→ ∞ стремятся к нему из любой точки области (2.6.31), и, тем са-
мым, в определенный момент времени покидают ее, при этом поперечная и угловая
скорости корпуса аппарата 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 не стремятся к нулевым значениям.

Область 𝐴𝑂𝐶 (неравенство (2.6.32)). Здесь система (2.6.84) принимает вид

𝑢′𝑦1 = −2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎21 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 +

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2+

+
𝜅𝑧0
𝑣0𝑖2𝑧

𝑎1𝑐𝜉 [2𝑛1(𝑢𝑦1 − 𝑣0) + 𝑛2(−𝑢𝑦2 + 𝑣0)]

𝑢′𝑦2 =
2𝜅0𝑛1

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧)𝑢𝑦1 −

𝜅0𝑛2

𝑣0𝑖2𝑧
(𝑎22 + 𝑖2𝑧)𝑢𝑦2−

− 𝜅𝑧0
𝑣0𝑖2𝑧

𝑎2𝑐𝜉 [2𝑛1(𝑢𝑦1 − 𝑣0) + 𝑛2(−𝑢𝑦2 + 𝑣0)]

(2.6.100)

Исследуем свойства фазового портрета системы (2.6.100) на плоскости 𝑢𝑦1, 𝑢𝑦2 (𝑣𝑦,
𝜔𝑧) в области (2.6.32). Уравнением прямой, в точках которых правая часть первого
уравнения (2.6.100) обращается в нуль, то есть фазовые траектории имеют верти-
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кальные касательные, служит

𝑢𝑦2 = ̃︀𝑘9𝑢𝑦1 +̃︀𝑏9, ̃︀𝑘9 =
𝜅0(𝑎

2
1 + 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉

𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

̃︀𝑏9 =
𝜅𝑧0(2𝑛1 − 𝑛2)𝑎1𝑣0𝑐𝜉

𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉
· 1

𝑛2

(2.6.101)

Прямая, на которой обращается в нуль правая часть второго уравнения систе-
мы (2.6.100), и фазовые траектории имеют горизонтальные касательные, имеет вид

𝑢𝑦2 = ̃︀𝑘10𝑢𝑦1 +̃︀𝑏10, ̃︀𝑘10 =
𝜅0(𝑎1𝑎2 − 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎1𝑐𝜉

𝜅0(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉
· 2𝑛1

𝑛2

̃︀𝑏10 =
𝜅𝑧0(2𝑛1 − 𝑛2)𝑎2𝑣0𝑐𝜉

𝜅0(𝑎22 + 𝑖2𝑧) − 𝜅𝑧0𝑎2𝑐𝜉
· 1

𝑛2

(2.6.102)

Из (2.6.8) вытекают неравенства вида (2.6.59)

̃︀𝑘9 > ̃︀𝑘10 > 0, ̃︀𝑏9 > ̃︀𝑏10 > 0 (2.6.103)

Положение равновесия системы (2.6.100)

𝑢𝑦1 = 𝑢0𝑦1 = −
̃︀𝑏9 −̃︀𝑏10̃︀𝑘9 − ̃︀𝑘10 , 𝑢𝑦2 = 𝑢0𝑦2 =

̃︀𝑘9̃︀𝑏10 − ̃︀𝑘10̃︀𝑏9̃︀𝑘9 − ̃︀𝑘10 (2.6.104)

– точка пересечения прямых (2.6.101) и (2.6.102). Соответствующие ему значения
𝑣𝑦 = 𝑣0𝑦 и 𝜔𝑧 = 𝜔0

𝑧 находятся подстановкой (2.6.104) в (2.6.28). В силу неоднород-
ности (2.6.100) его координаты отличны от нуля. Учитывая неравенства (2.6.103),
получаем, что положение равновесия находится во второй (область (2.6.30)) или тре-
тьей (область (2.6.31)) координатной четверти и не принадлежит исследуемой области
𝐴𝑂𝐶 (2.6.32). Характеристическое уравнение системы (2.6.100) в малых отклонениях
от положения равновесия, получается из (2.6.61) после формальной замены множи-
теля 𝜅0 + 𝜅𝑀 множителем 𝜅0.

Аналогично разделу 2.6.1 нетрудно показать, что все коэффициенты соотвеству-
ющего (2.6.61) полинома положительны, то есть определяемое из (2.6.104) положение
равновесия 𝑆(𝑢0𝑦1, 𝑢

0
𝑦2) линейной неоднородной системы (2.6.100), лежащее за предела-

ми исследуемой области 𝐴𝑂𝐶, асимптотически устойчиво. Фазовые траектории при
𝑡→ ∞ стремятся к нему из любой точки области (2.6.32), и, тем самым, в определен-
ный момент времени покидают ее, при этом поперечная и угловая скорости корпуса
аппарата 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 не стремятся к нулевым значениям.

Полные фазовые портреты систем (2.6.26) и (2.6.83) для убывающего участка ха-
рактеристики 𝜒(|𝜀𝑦𝑖𝑗|) стабилизирующих моментов (рис. 2.3 (б)) в областях контакта
колес, не потерявших сцепление с опорной плоскостью, отвечающего конечным зна-
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чениям (2.6.27) 𝜉 = 𝜀/𝜈 ∼ 1, получаются путем объединения фазовых портретов для
областей (2.6.29) – (2.6.32). Сравнение результатов их исследования с соответствую-
щими фазовыми портретами систем (2.6.10), (2.6.25) и (2.6.26) или (2.6.70), (2.6.82)
и (2.6.83), отвечающими, соответственно, случаям исчезающе малых стабилизирую-
щих моментов (𝜅𝑧0, 𝜅𝑧𝑀 → 0) либо их 𝜀1-малости (𝜉 ∼ 𝜀), позволяет сделать следу-
ющие выводы. В то время как фазовые траектории последних стремятся к асимпто-
тически устойчивому положению равновесия 𝑣𝑦 = 0, 𝜔𝑧 = 0 (𝑢𝑦1 = 0, 𝑢𝑦2 = 0) или
положению равновесия в его 𝜀1-окрестности, что отвечает уменьшению или доста-
точной малости заноса аппарата со временем, фазовые траектории систем (2.6.26)
или (2.6.83) на убывающем участке характеристики 𝜒(|𝜀𝑦𝑖𝑗|) при 𝜉 ∼ 1 во все время
движения выходят из области задания своих начальных условий в одну из несовпада-
ющих с ней областей (2.6.29) – (2.6.32). При этом 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 даже при малых начальных
значениях становятся конечными (они могут быть оценены координатами (2.6.39),
(2.6.46), (2.6.53), (2.6.60) или (2.6.88), (2.6.94), (2.6.99), (2.6.104) соответствующих по-
ложений равновесия 𝑆), и занос аппарата не может быть прекращен без привлечения
дополнительных управляющих устройств, например, системы управления его перед-
ними колесами.

Сила и момент сухого трения верчения, возникающий в области контакта колеса,
не потерявшего сцепление с опорной плоскостью, слабо влияют на динамику корпуса
аппарата на «миксте».

2.6.3 Модель динамики корпуса. Колеса задней оси сколь-
зят, колеса передней оси сохраняют сцепление с опорной
плоскостью

Рассмотрим случай из раздела 2.5, когда после попадания на «микст» задние коле-
са аппарата теряют сцепление с опорной плоскостью, а передние колеса продолжают
сохранять сцепление с ней. Нормализованные уравнения движения аппарата имеют
вид (2.5.10), (2.5.11), вырожденные по малому параметру 𝜇 уравнения, описывающие
движение аппарата после завершения быстрого переходного процесса изменения угло-
вой скорости выходного вала двигателя — вид (2.5.12). Проведем уточнение последних
членами первого порядка по 𝜇, используя системы (2.5.10), (2.5.12) и (Б.3). Посколь-
ку согласно (2.5.13) (см. также (2.5.15)) производная корня 𝜔 конечного уравнения
вырожденной системы имеет порядок 𝑂(𝜀2), второе слагаемое отвечающего уточнен-
ной системе (Б.3) конечного уравнения имеет порядок 𝜇𝜀2. Следовательно, на уровне
точности 𝑂(𝜇) системы (Б.3) этим слагаемым можно пренебречь, и его конечное урав-
нение, как и для системы из раздела 2.6.1, совпадает с конечным уравнением вырож-
денной системы (2.5.12). Дифференциальное (векторное) уравнение системы (Б.3),
построенное для (2.5.10), (2.5.11), имеет ту же структуру, что и дифференциальное
уравнение системы (2.5.12). С учетом (2.5.13), (2.5.17) и (2.5.18), уравнения уточнен-
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ной системы имеют вид

𝑣′𝑥 = 𝜀𝑓1, 𝑣′𝑦 = 𝑓2, 𝜔′
𝑧 =

1

𝑖2𝑧
𝑓3

𝜇1𝜔
′
21 =

1

2𝑖22
(𝑝𝑥22 − 𝑝𝑥21) =

𝑛2

2𝑖22
(𝜅0sgn𝑢𝑥21 − 𝜅𝑀sgn𝑢𝑥22) +𝑂(𝜀2)

𝜇1𝜔
′
22 =

1

2𝑖22
(𝑝𝑥21 − 𝑝𝑥22) =

𝑛2

2𝑖22
(𝜅𝑀sgn𝑢𝑥22 − 𝜅0sgn𝑢𝑥21) +𝑂(𝜀2)

𝜔21 =
2

𝑛
𝜔 − 𝜔22, 𝑚(𝜔, 𝜂) =

2

𝑛
𝑙 =

1

𝑛
(𝑝𝑥21 + 𝑝𝑥22), 𝜔 = 𝜔𝑀 = 𝜔𝑀2

0 < 𝜇1 = 𝜇/𝜀≪ 1

(2.6.105)

Правые части (2.6.105) вычисляются при помощи (2.3.10), (2.3.12), (2.4.8), (2.5.11)
и (2.5.13). В частности, выражения для продольных составляющих контактных сил
на задних колесах аппарата имеют вид

𝑝𝑥21 = −𝜅0𝑛2sgn𝑢𝑥21 +𝑂(𝜀2), 𝑝𝑥22 = −𝜅𝑀𝑛2sgn𝑢𝑥22 +𝑂(𝜀2)

𝑢𝑥21 = 𝑣𝑥 − 𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜔21, 𝑢𝑥22 = 𝑣𝑥 − 𝜀𝑏𝜔𝑧 − 𝜔22

(2.6.106)

Будем рассматривать наиболее вероятную ситуацию, когда в момент попадания
на «микст» (и, следовательно, в близкие моменты времени) справедливы неравен-
ства (2.5.2). В безразмерных переменных им отвечают неравенства (2.5.14)

𝑢𝑥21 < 0, 𝑢𝑥22 < 0 (2.6.107)

откуда, согласно (2.6.106), имеем

𝜔21 > 𝑣𝑥 − 𝜀𝑏𝜔𝑧, 𝜔22 > 𝑣𝑥 − 𝜀𝑏𝜔𝑧 (2.6.108)

Поскольку переменные 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 системы (2.6.105) изменяются существенно мед-
леннее переменных 𝜔2𝑗 (𝑗 = 1, 2), на дальнейшие значения переменных 𝑢𝑥21 и 𝑢𝑥22,
определяющих правые части уравнений изменения 𝜔2𝑗, в наибольшей степени влия-
ют переменные 𝜔21 и 𝜔22, а переменные 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 и 𝜔𝑧 можно считать постоянными. При
выполнении (2.6.107) два последних дифференциальных уравнения системы (2.6.105)
принимают вид

𝜇1𝜔
′
21 =

𝑛2

2𝑖22
(𝜅𝑀 − 𝜅0) +𝑂(𝜀2), 𝜇1𝜔

′
22 =

𝑛2

2𝑖22
(𝜅0 − 𝜅𝑀) +𝑂(𝜀2) (2.6.109)

откуда, в силу первого условия (2.2.19) 𝜅0 > 𝜅𝑀 следует, что переменная 𝜔22 воз-
растает, переменная 𝜔21 — убывает. Тем самым второе неравенство (2.6.108) и соот-
ветствующее второе неравенство (2.6.107) усиливаются (проскальзывание попавшего
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на участок с меньшим коэффициентом трения правого заднего колеса увеличивает-
ся), а первое неравенство (2.6.108) и соответствующее первое неравенство (2.6.107),
— ослабевают, и на временах 𝑡 ∼ 𝜇1 получаем

𝜔21 = 𝑣𝑥 − 𝜀𝑏𝜔𝑧 +𝑂(𝜀), 𝑢𝑥21 = 𝑂(𝜀) (2.6.110)

Это означает, что решение уравнений (2.6.109) входит в 𝑂(𝜀)–окрестность прямой

𝑢𝑥21 = 0 (2.6.111)

разрыва правых частей этих уравнений, и (2.6.109) теряют смысл — левое заднее ко-
лесо аппарата обретает сцепление с опорной плоскостью в продольном направлении.

Для обсуждения того, как будет далее продолжаться взаимодействие этого колеса
с опорной плоскостью (его сцепление с ней сохранится или начнется скольжение коле-
са) следует перейти к уравнению, описывающему движение при выполнении второго
равенства (2.6.110), — вблизи прямой (2.6.111). Заменим 𝑝𝑥21 из (2.6.106) выражени-
ем 𝑝𝑥21 из (2.3.11) — нормализованным аналогом выражения 𝑃𝑥21 в рамках модифи-
цированной модели увода (2.2.7)–(2.2.10), отвечающего случаю выполнения первого
неравенства (2.2.11) для 𝑖 = 2, 𝑗 = 1, когда |𝑈𝑥21| < 𝜀Ω2𝑅. Выражение для 𝑝𝑥22

из (2.6.106), (2.6.107) оставим без изменения. Соответствующее уравнение изменения
переменной ̃︀𝑢𝑥21 = 𝑢𝑥21/𝜀 в области, определяемой вторым равенством (2.6.110), по-
лучается по аналогии с (2.4.17), и с учетом конечного уравнения из (2.6.105), условия
(2.2.21) и оценки 𝑣𝑥 = 𝑣0 +𝑂(𝜀), где 𝑣0 определено в (2.3.14), имеет вид

𝜇̃︀𝑢′𝑥21 = − 1

𝑖22
(−𝑝𝑥21 + 𝑙) +𝑂(𝜇) = − 1

2𝑖22
(𝑝𝑥22 − 𝑝𝑥21) +𝑂(𝜇) =

=
𝑛2

2𝑖22

(︂
−𝜅0

𝑢𝑥21
𝑣0

− 𝜅𝑀

)︂
+𝑂(𝜀)

(2.6.112)

Переменная ̃︀𝑢𝑥21 отвечает замене выражения 𝑈𝑥21* = 𝑉𝑥*, принятого при переходе к
нормализованному аналогу (2.5.10), (2.5.11) системы (2.5.8), (2.5.9), соответствующим
выражением 𝑈𝑥21* = 𝜀𝑉𝑥* из (2.3.9). Координата точки покоя уравнения (2.6.112)
определяется равенством

̃︀𝑢𝑥21 = ̃︀𝑢0𝑥21 = −𝜅𝑀
𝜅0
𝑣0 +𝑂(𝜀) (2.6.113)

и с погрешностью 𝑂(𝜀) может быть найдена графически как абсцисса точки пересе-
чения прямой

𝑝𝑥21 = −𝜅0𝑛2
̃︀𝑢𝑥21
𝑣0

(2.6.114)

с горизонтальной прямой 𝑝𝑥21 = 𝜅𝑀𝑛2 (рис. 2.13). Тем самым в рамках этой
погрешности точка покоя уравнения (2.6.112) определяется условием равнове-
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сия продольных составляющих контактных сил на задних колесах аппарата.

Рис. 2.13. Приближенное отыскание точки
покоя уравнения (2.6.112)

В силу отрицательности коэффици-
ента наклона прямой (2.6.114) точка по-
коя (2.6.113) асимптотически устойчи-
ва по первому приближению и име-
ет неограниченную область влияния в
пределах области определения ̃︀𝑢𝑥21 =

𝑂(1). Тем самым на малых временах
𝑡 ∼ −𝜇 ln 𝜀 решение уравнения (2.6.112)
оказывается в 𝑂(𝜀)–окрестности точ-
ки (2.6.113) и далее не выходит из нее — в
системе устанавливается режим движе-
ния без потери сцепления левого заднего
колеса с опорной плоскостью. Это озна-
чает, что от рассматриваемого в этом
разделе случая движения со скольжением левого заднего колеса следует переходить
к случаю из разделов 2.4, 2.6.2. Начальное условие для угловой скорости корпуса
следует выбирать не нулевым, как это было в разделе 2.4 для системы (2.4.8), (2.4.9),
а вычислять по формуле (2.5.26) ((2.5.27)).

После учета результата (2.4.32) ((2.4.33)) получаем, что по завершении быстрых
переходных процессов изменения угловой скорости выходного вала двигателя до по-
стоянного значения (2.5.17) и выравнивания касательных составляющих контактных
сил на задних колесах поправка к начальным условиям по переменной 𝜔𝑧, отвечаю-
щая рассматриваемому в этом разделе случаю, имеет вид (2.3.25), где

𝜇𝜔
(1)
𝑧 (0) = 𝜇

2𝑖22𝑏

𝑖2𝑧

[︂
𝑛(𝜔**

𝑀 − 𝜔0) +
𝜀0𝜔2

𝜀
− 𝜅𝑀

𝜅0
𝑣0sgn𝑢𝑥22 +

𝑖24
𝑛𝑖22𝑖

2
3

(𝜔0 − 𝜔*
𝑀)

]︂

𝑢𝑥22 = 𝑣0 −
𝜔

𝑛

(2.6.115)

Значение 𝜔*
𝑀 = 𝜔𝑀2 вычисляется из (2.4.25), 𝜔**

𝑀 = 𝜔𝑀2 — (2.5.17).

Размерным аналогом (2.6.115) служит выражение

Ω
(1)
𝑧 (0) =

2𝐼2𝐵

𝐼𝑧𝑅

[︂
𝑛(Ω**

𝑀 − Ω0) + 𝜀0Ω2 − 𝜀
𝜅𝑀
𝜅0

𝑉0
𝑅

sgn𝑈𝑥22 +
1

𝑛
(Ω0 − Ω*

𝑀)

]︂

𝑈𝑥22 = 𝑉0 −
Ω

𝑛

(2.6.116)

где Ω*
𝑀 = Ω𝑀2 и Ω**

𝑀 = Ω𝑀2 — размерные аналоги значений (2.4.25) и (2.5.17) соот-
ветственно.
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Заключение

В работе с использованием аналитических подходов построены и исследованы ма-
тематические модели начальной стадии заноса двухосного четырехколесного аппара-
та на однородной опорной плоскости при блокировке или пробуксовке колес ведущей
(передней или задней) оси, и на «миксте» — участке опорной плоскости, содержащем
области с разными коэффициентами трения — в случае, когда коэффициент трения
для одного из колес ведущей (задней) оси оказывается меньше коэффициента трения
для других колес, и колеса передней оси сохраняют сцепление с опорной плоскостью.
Рассматривались различные условия взаимодействия колес с опорной плоскостью
(сохранение или потеря сцепления) и сравнивались способы его описания. В целом
работа имеет теоретический характер, но полученные результаты позволяют дать
ряд практических рекомендаций для построения алгоритмов работы систем управле-
ния рулем (поворотом передних колес вокруг вертикальной оси) и систем управления
вращением колес.

Основные результаты работы состоят в следующем.

1. В случае, когда передние колеса аппарата заблокированы, а задние сохраняют
сцепление с опорной плоскостью, поворот передних колес не влияет на дина-
мику его корпуса, которая характеризуется убыванием продольной, поперечной
и угловой скоростей. Получены формулы, позволяющие аналитически исследо-
вать зависимости поперечной и угловой скоростей корпуса от его продольной
скорости.

2. В случаях скольжения только пробуксовывающих передних колес либо только
заблокированых или пробуксовывающих задних колес при повороте передних
колес «в сторону заноса задней оси» занос аппарата в целом происходит менее
интенсивно, чем при неповернутых или повернутых в другую сторону передних
колесах. Первый случай характеризуется возрастанием продольной и убывани-
ем поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата (вплоть до достижения
ими нулевых значений), второй — убыванием продольной скорости (для блоки-
ровки) и ее возрастанием (для пробуксовки), а также увеличением диапазонов
убывания поперечной и угловой скоростей корпуса (вплоть до достижения ими
нулевых значений), по сравнению со случаями неповернутых или повернутых в
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другую сторону передних колес. Получены формулы, позволяющие аналитиче-
ски исследовать зависимости поперечной и угловой скоростей корпуса аппарата
от его продольной скорости для различных углов поворота передних колес.

3. Показано, что в ходе движения, при котором блокировка или пробуксовка ко-
лес ведущей оси аппарата приводит к скольжению колес другой оси, последние
обретают сцепление с опорной плоскостью. Поворот заблокированных или про-
буксовывающих передних колес не влияет на этот процесс; занос аппарата с
заблокированными или пробуксовывающими задними колесами в целом мини-
мален при неповернутых передних колесах. В рамках модели поликомпонент-
ного сухого трения В.Ф. Журавлёва, учитывающей трение верчение в областях
контакта колес с опорной плоскостью, в момент обретения ими сцепления занос
прекращается для существенно большего диапазона начальных значений попе-
речной и угловой скоростей корпуса, чем для модели сухого трения Кулона.

4. Проведены аналитические оценки импульса угловой скорости, получаемого кор-
пусом попавшего на «микст» аппарата после завершения процесса выравнива-
ния контактных сил на колесах ведущей задней оси (в случае, когда хотя бы
одно из этих колес сохраняет сцепление с опорной плоскостью) или процесса пе-
рехода к постоянному значению угловой скорости выходного вала двигателя (в
случае скольжения обоих колес ведущей оси). Найдены условия реализации этих
процессов. Установлена неправомерность использования модели, запрещающей
проскальзывание передних или задних колес аппарата в поперечном направле-
нии. Показано, что учет трения верчения не влияет на полученные результаты.

5. Рассмотрена поперечная и угловая динамика корпуса аппарата на «миксте». По-
казано, что в ходе движения со скольжением обоих колес ведущей задней оси
колесо, не попавшее на участок с меньшим коэффициентом трения, обретает
сцепление с опорной плоскостью. Исследованы оставшиеся возможные вариан-
ты движения аппарата: без потери сцепления колес с опорной плоскостью; со
скольжением колеса, попавшего на участок с меньшим коэффициентом трения,
и сохранением сцепления остальных колес с опорной плоскостью. В обоих слу-
чаях доказано, что для значений поперечных скоростей микропроскальзывания
колес, отвечающих возрастанию стабилизирующих моментов, занос аппарата
практически не развивается, тогда как в случае быстрого убывания стабили-
зирующих моментов начинается движение аппарата в режиме заноса. Сухое
трение верчения в областях контакта колес, скользящих по опорной плоскости,
слабо влияет на динамику корпуса аппарата.
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Приложение А. Теорема Тихонова-Васильевой

Рассмотрим систему тихоновского вида

𝑑y

𝑑𝑡
= Y(y, z, 𝑡, 𝜇), y(0, 𝜇) = y0

𝜇
𝑑z

𝑑𝑡
= Z(y, z, 𝑡, 𝜇), z(0, 𝜇) = z0, 0 < 𝜇 =

𝑇2
𝑇1

≪ 1 (А.1)

y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)𝑇 , z = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑚)𝑇

Положив в (А.1) 𝜇 = 0, получим невозмущенную (вырожденную по Тихонову) систе-
му

𝑑ȳ

𝑑𝑡
= Y(ȳ, z̄, 𝑡, 0), ȳ(0) = y0 (А.2)

0 = Z(ȳ, z̄, 𝑡, 0)

Будем считать выполненными следующие условия [11, 13, 14, 23, 46] (их формули-
ровка взята из [13,14,23]).

1. Функции Y(y, z, 𝑡, 𝜇) и Z(y, z, 𝑡, 𝜇) при 0 ≤ 𝜇 ≤ 𝜇0 являются аналитическими
функциями всех своих аргументов в области

𝐺 = {||y|| ≤ 𝑎, ||z|| ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡′}

2. Уравнение 0 = Z(ȳ, z̄, 𝑡, 0) имеет в области 𝐷 = {||ȳ|| ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡′} изолиро-
ванный, непрерывный корень z̄ = 𝜙(ȳ, 𝑡), для которого ||z̄|| ≤ 𝑏, а дифферен-
циальное уравнение системы (А.2), отвечающее этому корню, — единственное
решение ȳ = ȳ(𝑡) ∈ 𝐷.

3. Точка покоя ̃︀z = 𝜙(y, 𝑡) присоединенной системы

𝑑̃︀z
𝑑𝜏

= Z(y,̃︀z, 𝑡, 0) (А.3)

где y и 𝑡 рассматриваются как постоянные параметры из области 𝐺, асимпто-
тически устойчива по первому приближению.

4. Решение ̃︀z(𝜏) системы (А.3), отвечающее начальному условию ̃︀z(0) = z0 и зна-
чениям параметров y = y0, 𝑡 = 0

𝑑̃︀z
𝑑𝜏

= Z(y0,̃︀z, 0, 0), ̃︀z(0) = z0

существует при 𝜏 ≥ 0, не выходит из области ||̃︀z|| ≤ 𝑏 и стремится к точке покоя

175



̃︀z = 𝜙(y0, 0) при 𝜏 → ∞. (В таком случае говорят, что начальное условие z0

принадлежит области влияния точки покоя присоединенной системы.)

Теорема А (Теорема Тихонова-Васильевой [14]). При выполнении условий 1–4 най-
дется постоянная 0 < 𝜇′ ≤ 𝜇0 такая, что при 0 < 𝜇 ≤ 𝜇′ решение y(𝑡, 𝜇), z(𝑡, 𝜇)

системы (А.1) существует, единственно в 𝐺 и удовлетворяет оценкам

||y(𝑡, 𝜇) − ȳ(𝑡)|| = 𝑂(𝜇) при 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡′ (А.4)

||z(𝑡, 𝜇) − z̄(𝑡)|| = 𝑂(𝜇) при ∆ < 𝑡 ≤ 𝑡′, ∆ = 𝑂(−𝜇 ln𝜇)

Интервал времени 0 ≤ 𝑡 ≤ ∆ называется пограничным слоем.

Приложение Б. Внепогранслойная модель первого приближе-
ния

Рассмотрим систему тихоновского вида (А.1)

𝑑y

𝑑𝑡
= Y(y, z, 𝑡, 𝜇), y(0, 𝜇) = y0

𝜇
𝑑z

𝑑𝑡
= Z(y, z, 𝑡, 𝜇), z(0, 𝜇) = z0, 0 < 𝜇 =

𝑇2
𝑇1

≪ 1 (Б.1)

y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)𝑇 , z = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑚)𝑇

Методы [14], основанные на построении асимптотического разложения А.Б. Васи-
льевой [11] для решения системы (Б.1), но не требующие привлечения итерационных
процедур, дают возможность учесть влияние переходного процесса изменения быст-
рых переменных z внутри пограничного слоя (от начальных значений z0 до значений
в 𝑂(𝜇)–орестности точки 𝜙(y0, 0)) на медленные переменные. Модель, позволяющая
уточнить вырожденную по Тихонову систему (А.2)

𝑑ȳ

𝑑𝑡
= Y(ȳ, z̄, 𝑡, 0), ȳ(0) = y0 (Б.2)

0 = Z(ȳ, z̄, 𝑡, 0)

членами порядка 𝜇, имеет вид [14]

𝑑ŷ

𝑑𝑡
= Y(ŷ, ẑ, 𝑡, 𝜇), ŷ(0, 𝜇) = y0 + 𝜇y(1)(0) (Б.3)

0 = Z(ŷ, ẑ, 𝑡, 𝜇) − 𝜇
𝑑𝜙

𝑑𝑡
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Здесь 𝜙 — изолированный корень конечного уравнения 0 = Z(ȳ, z̄, 𝑡, 0) системы (Б.2),
определенный в условии 2 приложения А; 𝜇y(1)(0) — поправка к начальным условиям,
вычисляемая по формуле

y(1)(0) =

∫︁∫︁∫︁ ∞

0

[︀
Y(y0,𝜙(y0, 0) + ̃︀z(0)(𝑠), 0, 0) −Y(y0,𝜙(y0, 0), 0, 0)

]︀
𝑑𝑠 (Б.4)

где ̃︀z(0)(𝜏) — решение уравнения

𝑑̃︀z(0)
𝑑𝜏

= Z(y0,𝜙(y0, 0) + ̃︀z(0), 0, 0), ̃︀z(0)(0) = z0 −𝜙(y0, 0)

Теорема Б [14]. При выполнении условий теоремы А найдется постоянная 0 < 𝜇′ ≤
𝜇0 такая, что при 0 < 𝜇 ≤ 𝜇′ решение y(𝑡, 𝜇), z(𝑡, 𝜇) системы (Б.1) существует,
единственно в 𝐺 и удовлетворяет оценкам

||y(𝑡, 𝜇) − ŷ(𝑡, 𝜇)|| = 𝑂(𝜇2), ||z(𝑡, 𝜇) − ẑ(𝑡, 𝜇)|| = 𝑂(𝜇2) (Б.5)

∆ ≤ 𝑡 ≤ 𝑡′, ∆ = 𝑂(−𝜇 ln𝜇)
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