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ЧИСЛЕННОЕ СРАВНЕНИЕ
ОПТИМИЗАЦИОННЫХ АЛГОРИТМОВ

Е. И. Усков

Работа посвящена численному сравнению эффективно-
сти и робастности наиболее успешных и популярных
в последние годы оптимизационных пактов общего на-
значения: ALGENCAN, реализующего метод модифи-
цированных функций Лагранжа; MINOS, реализующе-
го метод множителей с линеаризованными ограничени-
ями; SNOPT и filterSQP, реализующих метод последова-
тельного квадратичного программирования; KNITRO и
IPOPT, реализующих метод внутренней точки.

1. Введение

Будем рассматривать задачу математического программи-
рования

f(x) → min, F (x) = 0, G(x) 6 0, (1)

где f : IRn → IR — гладкая функция, а F : IRn → IRl, G : IRn →
IRm — гладкие отображения.

Напомним, что точка x̄ ∈ IRn называется стационарной
точкой задачи (1), если существуют такие λ̄ ∈ IRl и µ̄ ∈ IRm,
что тройка (x̄, λ̄, µ̄) удовлетворяет системе Каруша–Куна–
Таккера (ККТ) задачи (1):

∂L
∂x (x, λ, µ) = 0, F (x) = 0,

µ > 0, G(x) 6 0, ⟨µ, G(x)⟩ = 0.
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Здесь L : IRn × IRl × IRm → IR,

L(x, λ, µ) = f(x) + ⟨λ, F (x)⟩+ ⟨µ, G(x)⟩

есть функция Лагранжа задачи (1). При этом λ̄ и µ̄ называют-
ся множителями Лагранжа, отвечающими стационарной точке
x̄; множество пар (λ̄, µ̄) таких множителей будем обозначать
через M(x̄).

Среди методов решения задачи (1) важнейшее место
занимают методы последовательного квадратичного про-
граммирования (SQP, от английского «Sequential quadratic
programming»). Эти методы генерируют траекторию {xk} ⊂
IRn следующим образом: по текущему приближению xk оче-
редное приближение xk+1 ищется как стационарная точка за-
дачи квадратичного программирования

⟨f ′(xk), x− xk⟩+ 1
2

⟨
Hk(x− xk), x− xk

⟩
→ min,

F (xk) + F ′(xk)(x− xk) = 0,
G(xk) +G′(xk)(x− xk) ≤ 0.

(2)

Здесь Hk — симметрическая n×n-матрица, которая в некото-
ром смысле аппроксимирует ∂2L

∂x2 (x̄, λ̄, µ̄) при k → ∞. Напри-
мер, можно полагать

Hk =
∂2L

∂x2
(xk, λk, µk),

если параллельно с прямой траекторией {xk} генерировать
двойственную траекторию {(λk, µk)}, скажем, следующим об-
разом: по текущим λk и µk очередная пара (λk+1, µk+1) опре-
деляется как пара множителей Лагранжа, отвечающих стаци-
онарной точке xk+1 задачи (2).

Методы последовательного квадратичного программиро-
вания лежат в основе ряда весьма успешных солверов, таких
как SNOPT [11] и filterSQP [7]. Конкретная реализация метода
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в каждом из солверов различается; в частности, используются
различные стратегии глобализации сходимости: в SNOPT ис-
пользуется прямо-двойственный одномерный поиск, в то вре-
мя как в filterSQP глобализация осуществляется с помощью
метода доверительной области с применением фильтра.

Другой важный класс образуют методы модифицирован-
ных функций Лагранжа (или методы множителей Лагран-
жа), в основе которых лежит идея замены исходной задачи
(1) последовательностью задач безусловной оптимизации.

Определим семейство модифицированных функций
Лагранжа Lc : IR

n × IRl × IRm → IR для задачи (1):

Lc(x, λ, µ) = f(x) +
1

2c
(∥λ+ cF (x)∥22 + ∥max{0, µ+ cG(x)}∥22),

где c > 0 — параметр штрафа, а максимум берется покомпо-
нентно. По текущему двойственному приближению (λk, µk) ∈
IRl × IRm и текущему значению параметра штрафа ck > 0
метод множителей генерирует очередное прямо-двойственное
приближение (xk+1, λk+1, µk+1) ∈ IRn × IRl × IRm следующим
образом: xk+1 вычисляется как стационарная точка задачи
безусловной оптимизации

Lck(x, λ
k, µk) → min, x ∈ IRn, (3)

а λk+1 и µk+1 вычисляются по формулам

λk+1 = λk + ckF (x
k+1), µk+1 = max{0, µk + ckG(x

k+1)}.

Данный метод является основой ряда известных пакетов, та-
ких как LANCELOT [10] и ALGENCAN [1].

Разновидностью метода множителей является метод мно-
жителей с линеаризованными ограничениями, который тра-
диционно вводится для задачи вида (1), в которой m = n и
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G(x) = −x, x ∈ IRn, т. е. для задачи с ограничениями равен-
ствами и с условием неотрицательности переменных:

f(x) → min, F (x) = 0, x ≥ 0. (4)

По текущему приближению (xk, λk, µk) ∈ IRn × IRl × IRn и
значению параметра штрафа ck ≥ 0 новое прямое приближе-
ние xk+1 ∈ IRn вычисляется как стационарная точка задачи
оптимизации

f(x) + ⟨λk, F (x)⟩+ ck
2
∥F (x)∥22 → min,

F (xk) + F ′(xk)(x− xk) = 0, x ≥ 0,
(5)

а новое двойственное приближение (λk+1, µk+1) ∈ IRl × IRn

выбирается таким образом, чтобы пара (λk+1 − λk, µk+1) бы-
ла отвечающим xk+1 множителем Лагранжа. Целевая функ-
ция задачи (5) представляет собой модифицированную функ-
цию Лагранжа (за исключением не зависящего от x слагае-
мого ∥λk∥2/(2ck)), включающую в себя только ограничения-
равенства задачи (4). Именно этот метод лежит в основе хо-
рошо известного пакета MINOS [13].

Еще один важный класс методов решения задачи (1) со-
ставляют методы внутренней точки. Идея методов данного
класса заключается в том, чтобы заменить исходную задачу
(1) последовательностью задач следующего вида:

f(x) + σkψ(s) → min,

F (x) = 0, G(x) + s = 0.
(6)

Здесь s ∈ IRm, {σk} ⊂ IR+ \ {0} — монотонно убывающая по-
следовательность барьерных параметров, стремящаяся к ну-
лю, а ψ : IRm

+ → IR — функция барьера, которая неограничен-
но возрастает при приближении к границе неотрицательного
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ортанта IRm
+ . Наиболее часто используется логарифмический

барьер

ψ(s) = −
m∑
i=1

log si.

Методы внутренней точки являются привлекательной аль-
тернативой упомянутым выше подходам в случаях большого
числа ограничений-неравенств. Большой интерес к методам
данного класса объясняется их сравнительно высокой эффек-
тивностью, особенно, на задачах большой размерности (более
104 переменных или ограничений). В частности, эти методы
лежат в основе таких хорошо известных солверов, как IPOPT
[12], [17] и KNITRO [9], [5]. Оба солвера реализуют описанную
выше идею, однако детали реализации, такие как алгоритм
решения задачи (6) при фиксированном σk, несколько разли-
чаются.

На сегодняшний день перечисленные методы являются
наиболее часто используемыми стратегиями численного реше-
ния задачи (1), в связи с чем возникает вопрос об их отно-
сительной эффективности и робастности. Вместе с тем, суще-
ствует лишь несколько работ, сравнивающих различные алго-
ритмы по данным критериям на больших наборах тестовых
задач. Например, в [17] авторы сравнивают между собой сол-
веры IPOPT, KNITRO и LOQO, реализующие методы внут-
ренней точки. В [2] KNITRO и LOQO сравниваются с сол-
вером SNOPT, а в [14] к ним добавляется filterSQP. В работе
[3] сравниваются реализации метода множителей: LANCELOT
и ALGENCAN. Наконец, в работе [8] сравниваются все при-
веденные в данном разделе алгоритмы, однако эксперименты
проводятся только на специальных классах задач, а именно,
на задачах с нерегулярными ограничениями.

Целью настоящей работы является численное сравнение
перечисленных выше алгоритмов по эффективности и робаст-
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ности.

2. Численные результаты

В вычислительном эксперименте, результаты которого
представлены в данном разделе, использовались следующие
версии солверов: SNOPT 7.2-8, MINOS 5.51, IPOPT 3.8.0,
KNITRO 7.0.0, filterSQP 20020316 и ALGENCAN 2.3.7, скомпи-
лированный с использованием библиотеки MA57 [15]. Данная
библиотека предназначена для эффективного решения раз-
реженных систем линейных уравнений, что позволяет суще-
ственно повысить общую эффективность солверов на задачах
большой размерности.

Эксперимент проводился на AMPL-версии [16] тестовой
коллекции CUTE [4]. Данная коллекция включает в себя 734
задачи, среди которых есть как очень маленькие, так и очень
большие (вплоть до порядка 2·104 переменных и ограничений).

Сравнение солверов проводилось по следующим четы-
рем показателям: затраченное процессорное время, количество
внешних итераций, a также количество вычислений целевой
функции и ограничений. Количество внешних итераций от-
ражает скорость сходимости алгоритма, а остальные харак-
теристики могут рассматриваться как различные показатели
его эффективности. Отметим, что MINOS и SNOPT сообща-
ют только количество вычислений для нелинейных функций.
Поэтому для задач, в которых целевая функция или все огра-
ничения являются линейными, соответствующие показатели
устанавливались равными 1 для всех солверов.

Результаты эксперимента представлены в форме так на-
зываемых «performance profiles» (см. [6]). Для каждого из ал-
горитмов значение функции, график которой изображен на
рисунке, в точке τ ∈ [1, ∞) есть доля задач в наборе, на кото-
рых результат данного алгоритма (т. е. количество итераций
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Рис. 1: Внешние итерации

или вычислений функций) был не более чем в τ раз хуже наи-
лучшего результата для данной задачи среди всех сравнива-
емых алгоритмов. При этом считается, что результат неудач-
ного запуска в бесконечное число раз хуже любого другого
результата. В частности, значение этой функции при τ = 1
соответствует доле запусков, на которых результат данного
алгоритма был наилучшим. Значение функции при больших
τ характеризует робастность алгоритма, т. е. долю его успеш-
ных запусков.

На рис. 1–3 представлены результаты для всех задач кол-
лекции. Как видно из рисунков, все солверы, кроме MINOS
и SNOPT имеют практически одинаковую робастность, и
завершаются успешно примерно на 90% задач. При этом
SNOPT незначительно проигрывает остальным солверам, а
вот MINOS уступает гораздо более значительно и завершается
успешно лишь на 70% задач.
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Рис. 2: Вычисления целевой функции
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Рис. 3: Вычисления ограничений
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Рис. 4: Неудачные запуски и случаи сходимости к неоптималь-
ным значениям

На рис. 1 показано сравнение солверов по количеству внеш-
них итераций, а на рис. 2 и 3 — по количеству вычисле-
ний целевой функции и ограничений. Нетрудно видеть, что
ALGENCAN существенно опережает остальные солверы по ко-
личеству внешних итераций, что говорит о более высокой ско-
рости сходимости. Тем не менее, из-за сравнительно высокой
трудоемкости подзадач вида (3) ALGENCAN уступает по эф-
фективности методам внутренней точки, а также filterSQP.

Диаграмма на рис. 4 иллюстрирует результаты сравнения
солверов по количеству неудачных запусков (отмечены чер-
ным цветом) и случаев успешной сходимости к неоптималь-
ным значениям (отмечены серым цветом). Значение целевой
функции, найденное солвером, считалось неоптимальным, ес-
ли оно превосходило наилучшее найденное солверами значе-
ние более чем на 10−2. Из диаграммы видно, что количество
случаев сходимости к оптимальному значению примерно оди-
наковое для всех солверов, кроме MINOS и SNOPT, которые

9



10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

τ

P
er

fo
rm

an
ce

CPU Time

 

 

ALGENCAN
MINOS
SNOPT
filterSQP
KNITRO
IPOPT

Рис. 5: Затраченное процессорное время (большие задачи)

несколько уступают остальным солверам.
В дальнейшем эксперименте тестовая коллекция была раз-

бита на две части, в первую из которых были включены боль-
шие задачи (в которых число переменных или ограничений не
менее 500), во вторую — все остальные.

На рис. 5 и 6 представлены результаты сравнения по вре-
мени и количеству вычислений целевой функции на больших
задачах. Как видно из рисунков, наибольшей эффективностью
на больших задачах обладают методы внутренней точки. При
этом ALGENCAN обгоняет filterSQP по времени, однако про-
игрывает по количеству вычислений целевой функции.

Рис. 7 иллюстрирует результаты сравнения по количеству
вычислений целевой функции на небольших задачах. В этом
случае наиболее эффективным является filterSQP, однако сле-
дующими по эффективности по-прежнему являются методы
внутренней точки. Заметим также, что, как и следовало ожи-
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Рис. 6: Вычисления целевой функции (большие задачи)
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Рис. 7: Вычисления целевой функции (небольшие задачи)
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дать, на небольших задачах робастность всех солверов (в осо-
бенности SNOPT и MINOS) существенно выше, чем на боль-
ших.

Таким образом, методы внутренней точки оказывают-
ся наиболее эффективными на задачах большой размерно-
сти, уступая на небольших задачах методам последователь-
ного квадратичного программирования. Методы множителей,
несмотря на более высокую скорость сходимости, несколько
уступают по эффективности обоим перечисленным методам.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (про-
ект 10-01-00251).
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