
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß, 2016, òîì 52, � 11, ñ. 1533�1544

ÒÅÎÐÈßÓÏÐÀÂËÅÍÈß

ÓÄÊ 517.977

Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÍÓËÅÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

c⃝ 2016 ã. Â. Â. Ôîìè÷åâ, À. Â. Êðàåâ, À. È. Ðîãîâñêèé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ìíîãîñâÿçíàÿ êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ.
Äëÿ íå¼ èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá îïèñàíèè íóëåâîé äèíàìèêè, ò.å. äèíàìèêè ñèñòåìû â ñëó÷àå,
êîãäà å¼ âûõîä òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà äëÿ ñèñòåìû íå îïðå-
äåë¼í îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê.

DOI: 10.1134/S0374064116110091

1. Ââåäåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), t > 0, y(t) = Cx(t), (1)

ãäå x(t) ∈ Rn � ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, u(t) ∈ Rl � âõîä, y(t) ∈ Rl � âûõîä, A, B, C � ìàò-
ðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, x(0) = x0 ∈ Rn. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî rankB = l.
Ñèñòåìà (1) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ìàòðèöàìè, ïîýòîìó äàëåå áóäåì ãîâîðèòü î
ñèñòåìå {A,B,C}.

Èçó÷àåòñÿ íóëåâàÿ äèíàìèêà äàííîé ñèñòåìû, ò.å. äâèæåíèå ñèñòåìû ïî ìíîãîîáðàçèþ
y = Cx ≡ 0. Îïèñàíèå íóëåâîé äèíàìèêè ñèñòåìû (1) èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè óïðàâëå-
íèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïî âûõîäó. Â ýòîé çàäà÷å, êàê ïðàâèëî,
ñòàðàþòñÿ äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà y(t) = 0 (ëèáî òî÷íî, ëèáî ïðèáëèæ¼ííî, ëèáî â
àñèìïòîòèêå). Íî òîæäåñòâî y(t) ≡ 0 íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî x(t) ≡ 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàáè-
ëèçàöèÿ âûõîäà íå ãàðàíòèðóåò ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû â öåëîì. Íóëåâàÿ äèíàìèêà êàê ðàç è
ïîêàçûâàåò, êàê èçìåíÿåòñÿ x(t) ïðè y(t) ≡ 0 (è åñëè íóëåâàÿ äèíàìèêà óñòîé÷èâà, òî ïðè
ñòàáèëèçàöèè âûõîäà ñèñòåìû îíà ñòàáèëèçèðóåòñÿ â öåëîì).

Ïðè îïèñàíèè íóëåâîé äèíàìèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âîïðîñû: êàêîâà ðàçìåð-
íîñòü íóëåâîé äèíàìèêè (ò.å. êàêîâ ïîðÿäîê ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó ñèñ-
òåìû ïðè y(t) ≡ 0 ); óñòîé÷èâà ëè îíà (ò.å. óñòîé÷èâû ëè ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé); êàê íàéòè
óðàâíåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè (æåëàòåëüíî ïîëó÷èòü êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó èñõîäíîé ñèñòåìû,
èç êîòîðîé ýòè óðàâíåíèÿ ëåãêî íàõîäÿòñÿ, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ ïîäñèñòåìîé ñèñòåìû â êàíî-
íè÷åñêîé ôîðìå).

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè äëÿ ñèñòåìû (1) îïðåäåë¼í îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê (ÎÏ), ìîæíî äàòü
èñ÷åðïûâàþùèå îòâåòû íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû (ñì. [1, ñ. 92; 2; 3]). Òàêæå ïðè îïèñàíèè
íóëåâîé äèíàìèêè âàæíóþ ðîëü èãðàåò ìàòðèöà Ðîçåíáðîêà

R(s) =

(
sI −A −B
C 0

)
, s ∈ C. (2)

Ïóñòü β(s) = detR(s). Èçâåñòíî, ÷òî êîðíè s∗ ïîëèíîìà β(s) (òàê íàçûâàåìûå èíâàðèàíòíûå
íóëè ñèñòåìû) îáðàçóþò ñïåêòð íóëåâîé äèíàìèêè. Ïîýòîìó ïîëèíîì β(s) èíîãäà íàçûâàþò
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì íóëåâîé äèíàìèêè.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ÎÏ äëÿ ñèñòåìû íå îïðåäåë¼í. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî òàêîé ñëó÷àé. Äàëåå ïðåäëîæåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèé íóëåâîé
äèíàìèêè, ïðèìåíèìûé ê ëþáîé ñèñòåìå âèäà (1).

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïîíÿòèå ÎÏ, à òàêæå íåêîòîðûå åãî îáîá-
ùåíèÿ, ââåä¼ííûå â ðàáîòàõ [4�6] (ãäå áûëè èçó÷åíû ñâîéñòâà ÎÏ è åãî îáîáùåíèé). Äëÿ
óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåä¼ì çäåñü ýòè ïîíÿòèÿ.
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Â ðàáîòå [7, ñ. 220] ââåäåíî
Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîð r=(r1, r2, . . . , rl)∈Nl íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ÎÏ ñèñòåìû (1), åñëè
1) CiB = 0, CiAB = 0, . . . , CiA

ri−2B = 0, CiA
ri−1B ̸= 0;

2) detH(r) ̸= 0,
ãäå Ci, i = 1, l, � ñòðîêè ìàòðèöû C,

H(r) =

C1A
r1−1B
. . .

ClA
rl−1B

 .

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 1 âûïîëíÿþòñÿ íå âñåãäà (ñì. [1, ñ. 72]). Ïîýòîìó öåëå-
ñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå îáîáùåíèé ÎÏ. Îäíî èç îáîáùåíèé ÎÏ � ãëàâíûé íåïîëíûé
îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê (ÃÍÎÏ) � ââåäåíî â ðàáîòå [4]. Ôîðìàëüíî îïðåäåëåíèå ÃÍÎÏ ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîð r = (r1, r2, . . . , rl) ∈ Nl íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ÃÍÎÏ, åñëè âûïîë-
íåíû óñëîâèå 1) îïðåäåëåíèÿ 1 è óñëîâèÿ

2) ri ≤ ri+1, i = 1, l − 1;
3) äëÿ ëþáîãî íàáîðà ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i1, . . . , iq ∈ {1, 2, . . . , l}, òàêèõ, ÷òî ri1 =

= ri2 = . . . = riq , ñòðîêè Hi1 , . . . , Hiq ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî äàííîå ïîíÿòèå èíâàðèàíòíî ê íåâûðîæäåííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì

âûõîäîâ (åñëè ïîä ÃÍÎÏ ïîíèìàòü âåêòîð ÃÍÎÏ ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû, ò.å. ñèñòåìû, ïðèâå-
ä¼ííîé ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ íåâûðîæäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûõîäîâ ê âèäó ñ âûïîëíåííûìè
óñëîâèÿìè îïðåäåëåíèÿ 2). Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî [6], âåêòîð ÃÍÎÏ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
îöåíêè ðàçìåðíîñòè íóëåâîé äèíàìèêè ñèñòåìû, ó êîòîðîé β(s) ̸≡ 0. Îäíàêî âåêòîð ÃÍÎÏ
ñóùåñòâóåò íå äëÿ ëþáîé ñèñòåìû (îí ìîæåò áûòü íå îïðåäåë¼í, åñëè ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ
óïðàâëÿåìîé). Ïîýòîìó ðàññìîòðèì åù¼ îäíî îáîáùåíèå ÎÏ èç ðàáîòû [6].

Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîð ρ = (ρ1, ρ2, . . . , ρl) ∈ (N ∪ {0})l, êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρi = 0, åñëè CiA
q−1B = 0, q ∈ N,

ρi = q, åñëè CiA
q−1B ̸= 0, è CiA

j−1B = 0 äëÿ ëþáûõ j, j < q, j ∈ N,

íàçîâ¼ì âåêòîðîì âûðîæäåííîãî îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà (ÂÎÏ). Çäåñü, êàê è ðàíåå, Ci � i -ÿ
ñòðîêà ìàòðèöû C.

Âìåñòå ñ âåêòîðîì ÂÎÏ àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 1 ðàññìîòðèì ìàòðèöó

H(ρ) =

H1

. . .
Hl

 ,

ãäå Hi = 0, åñëè ρi = 0, è Hi = CiA
ρi−1B, åñëè ρi ̸= 0. ßñíî, ÷òî âåêòîð ÂÎÏ îïðåäåë¼í

äëÿ ëþáîé ñèñòåìû âèäà (1). Èç ðàáîòû [6] èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ íåíóëåâîé
âåêòîð ÂÎÏ, ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ñïåöèàëüíîìó âèäó, ñõîæåìó ñ êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé
ñèñòåìû, èìåþùåé ÎÏ.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ âîïðîñà î íàõîæäåíèè óðàâíåíèé íóëåâîé äèíàìèêè ñèñ-
òåìû (1).

3. Íóëåâàÿ äèíàìèêà îäíîãî êëàññà ñèñòåì. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ñèñòå-
ìû (1) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

CAq−1B = 0, q ∈ N. (3)

Íàéä¼ì óðàâíåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè äàííîé ñèñòåìû. Åñëè ìàòðèöà C íóëåâàÿ, òî ýòè óðàâ-
íåíèÿ, î÷åâèäíî, èìåþò âèä

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t).
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Åñëè ìàòðèöà âûõîäîâ èìååò íåïîëíûé ðàíã, ò.å. rankC = m < l, òî ñäåëàåì çàìåíó âûõîäîâ
ỹ(t) = Ty(t), T ∈ Rl×l, detT ̸= 0, òàê, ÷òîáû ïåðâûå m ñòðîê ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû âû-
õîäîâ C̃1, C̃2, . . . , C̃m áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, à îñòàëüíûå ñòðîêè C̃m+1, C̃m+2, . . . , C̃l �
íóëåâûìè. Ïîñêîëüêó íóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû âûõîäîâ íå âëèÿþò íà íóëåâóþ äèíàìèêó ñèñ-
òåìû, òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðåîáðàçîâàííóþ ñèñòåìó êàê ñèñòåìó ñ l âõîäàìè è m âûõî-
äàìè (ò.å. èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ íóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû âûõîäîâ). Îñòàâèì çà ïðåîá-
ðàçîâàííîé ñèñòåìîé òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è ó èñõîäíîé, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B ∈ Rn×l,
C ∈ Rm×n, ïðè÷¼ì m ≤ l, è ýòè ìàòðèöû èìåþò ïîëíûé ðàíã.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ëþáóþ ñèñòåìó èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, â êîòîðîì óðàâíåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè
ëåãêî íàõîäÿòñÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû {A,B,C}, ãäå A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×l, C ∈ Rm×n,
rankB = l, rankC = m, m ≤ l, âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Òîãäà ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà M ∈ Rn×n òàêàÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû {M−1AM,M−1B,CM} èìåþò âèä

˙̌x(t) = Ã11x̌(t), ˙̂x(t) = Ã21x̌(t) + Ã22x̂(t) + B̄u(t), y(t) = C̄x̌(t). (4)

Çäåñü x̌ ∈ Rd, x̂ ∈ Rn−d, m ≤ d ≤ n − l, ïðè÷¼ì èç òîæäåñòâà y(t) ≡ 0 ñëåäóåò, ÷òî
x̌(t) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âûõîäà y(t) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

y(t) = CeAtx0 +

t∫
0

CeA(t−τ)Bu(τ) dτ.

Â ñèëó óñëîâèÿ (3) âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ðàâíî íóëþ, ò.å.

y(t) = CeAtx0. (5)

Èç ðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ñèñòåì âûõîä ðàâåí íóëþ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

CAq−1x0 = 0, q ∈ N. (6)

Ïîñêîëüêó ñòåïåíè ìàòðèöû A âûøå (n − 1) -é ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç I, A, . . . , An−1

(â ñèëó òåîðåìû Ãàìèëüòîíà�Êýëè), òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (6) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû CAjx0 = 0, j = 0, n− 1, ò.å. ÷òîáû x0 ∈ kerNA,C , ãäå

NA,C =

 C
CA
. . .

CAn−1


� ìàòðèöà íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî dimkerNA,C ≥ l, òàê êàê â ñèëó óñëîâèÿ (3) Bi ∈ kerNA,C , i = 1, l, ãäå Bi

îáîçíà÷àåò i -é ñòîëáåö ìàòðèöû B. Ïîêàæåì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî kerNA,C èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé A. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü η ∈ kerNA,C . Îáî-
çíà÷èì ξ = Aη. Òîãäà CAq−1ξ = CAq−1Aη = CAqη = 0, q ∈ N, ò.å. ξ ∈ kerNA,C .

Ïóñòü dimkerNA,C = p (ò.å. rankNA,C = n − p ). Äîïîëíèì ñòîëáöû B1, . . . , Bl äî áàçè-
ñà kerNA,C âåêòîðàìè V1, V2, . . . , Vp−l, à çàòåì ñèñòåìó âåêòîðîâ B1, . . . , Bl, V1, . . . , Vp−l äî
áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà âåêòîðàìè U1, . . . , Un−p (åñëè dimkerNA,C = l, òî ïåðâûé ýòàï íå
ïîòðåáóåòñÿ). Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó

M = (U1, . . . , Un−p, V1, . . . , Vp−l, B1, . . . , Bl)

è ïðîâåä¼ì ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâûõ êîîðäèíàò x̃ = M−1x. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå
p ñòîëáöîâ ìàòðèöû M îáðàçóþò áàçèñ èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A ïîäïðî-
ñòðàíñòâà, òî ìàòðèöà Ã ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû ïðèìåò âèä

Ã =

(
Ã11 0

Ã21 Ã22

)
, Ã11 ∈ R(n−p)×(n−p), Ã21 ∈ Rp×(n−p), Ã22 ∈ Rp×p.
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Äëÿ ìàòðèöû B̃ èìååì

B̃ =M−1B = (U1, . . . , Un−p, V1, . . . , Vp−l, B1, . . . , Bl)
−1B.

Òàê êàê ïîñëåäíèå l ñòîëáöîâ ìàòðèöû M ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè ìàòðèöû B, òî

B̃ =

(
0
Il

)
,

ãäå Il � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà l.
Ìàòðèöà âûõîäîâ C̃ èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C̃ = CM. (7)

Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû íàáëþäàåìîñòè ñëåäóåò, ÷òî kerNA,C ⊂ kerC, ïîýòîìó ïîñëåäíèå p
ñòîëáöîâ ìàòðèöû M ïðèíàäëåæàò ÿäðó ìàòðèöû C. Îòñþäà ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà (7) ñëåäó-
åò, ÷òî

C̃ = (C̄, 0), C̄ ∈ Rm×(n−p),

ò.å. ïîñëåäíèå p ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû íóëåâûå.
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû èìåþò âèä

˙̌x(t) = Ã11x̌(t), ˙̂x(t) = Ã21x̌(t) + Ã22x̂(t) + B̄u(t), y(t) = C̄x̌(t). (8)

Çäåñü B̄ = (0, Il)
T , B̄ ∈ Rp×l, x̌ = (x̃1, . . . , x̃n−p)

T , x̂ = (x̃n−p+1, . . . , x̃n)
T . Óðàâíåíèÿ (8) ôàê-

òè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êàëìàíîâñêóþ äåêîìïîçèöèþ íå ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìîé ñèñòå-
ìû (ñì. [8, ñ. 18]). Â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå NA,CB = 0 (ñîãëàñíî óñëîâèþ (3)), ïîýòîìó
íàáëþäàåìàÿ ÷àñòü (óðàâíåíèÿ äëÿ x̌(t) ) íå çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ u(t).

Ðàçìåðíîñòü d âåêòîðà x̌ ðàâíà ðàíãó ìàòðèöû íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû, ò.å. d = n − p.
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà C èìååò ïîëíûé ðàíã è NA,CB = 0, òî ïîëó÷àåì îöåíêó m ≤ d ≤ n− l.

Ïîêàæåì, ÷òî âûõîä ñèñòåìû {Ã, B̃, C̃} íóëåâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x̃0 = (0, . . . , 0, x̂1, . . . , x̂p). (9)

Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, âûõîä ỹ(t) ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x̃0 ∈ kerNÃ,C̃ . Çàìåòèì, ÷òî NÃ,C̃ = NA,CM. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå p ñòîëáöîâ ìàòðèöû M

ïðèíàäëåæàò ÿäðó ìàòðèöû NA,C , òî óñëîâèå x̃0 ∈ kerNÃ,C̃ ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (9).
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (8) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: èç òîæäåñòâà y(t) ≡ 0 ñëå-

äóåò, ÷òî x̌(t) ≡ 0. Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî (9), åñëè y(t) ≡ 0, òî x̌(0) = 0. Îòñþäà, ïîñêîëüêó
x̌(t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñëåäóåò, ÷òî
x̌(t) ≡ 0. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû èìåþò âèä (4) è èç óñëîâèÿ y(t) ≡ 0 ñëåäóåò, ÷òî x̌(t) ≡ 0, òî
óðàâíåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè òàêîé ñèñòåìû, î÷åâèäíî, èìåþò âèä

x̌(t) ≡ 0, ˙̂x(t) = A22x̂(t) + B̄u(t), t > 0, x̂(0) = x̂0 ∈ Rn−d.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíû óðàâíåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè ñèñòåìû (1), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî
óñëîâèå (3).

4. Óðàâíåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè â îáùåì ñëó÷àå. Ñîãëàñíî èçëîæåííîìó âûøå, óðàâ-
íåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè ìîãóò áûòü íàéäåíû äëÿ äâóõ êëàññîâ ñèñòåì: äëÿ ñèñòåì, èìåþùèõ
âåêòîð ÎÏ (ñì. [1, c. 92]), è äëÿ ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3). Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïîç-
âîëÿåò íàéòè óðàâíåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè äëÿ ñêàëÿðíûõ ñèñòåì (ò.å. èìåþùèõ îäèí âõîä è
îäèí âûõîä). Â ñàìîì äåëå, â ñëó÷àå l = 1 ìàòðèöà H è âåêòîð r èç îïðåäåëåíèÿ ÎÏ ÿâëÿ-
þòñÿ ÷èñëàìè, ïîýòîìó ëèáî CAq−1B = 0, q ∈ N, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3), ëèáî ñóùåñòâóåò
÷èñëî q òàêîå, ÷òî CAq−1B ̸= 0, è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ÎÏ. Ïîêàæåì, ÷òî è ìíîãîñâÿçíûå
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ñèñòåìû âèäà (1) ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè
ìîãóò áûòü íàéäåíû.

Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ ñèñòåìà (1), äëÿ êîòîðîé íå âûïîëíåíû óñëîâèå (3) è óñëîâèÿ ÎÏ, ñ
ïîìîùüþ íåâûðîæäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé âõîäîâ, âûõîäîâ è ôàçîâûõ êîîðäèíàò ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíà ê âèäó

ẋ(i) =

p∑
j=1

Aijx
(j) +Ai0x

(0) +Biũi, i = 1, p, ẋ(0) =

p∑
j=1

A0jx
(j) + Āx(0) + B̄ū,

(10)

ỹi =

i∑
j=1

Cijx
(j), i = 1, p, ȳ =

p∑
j=1

C0jx
(j) + C̄x(0),

ãäå x = (x(1)
T
, x(2)

T
, . . . , x(p)

T
, x(0)

T
)T � ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, x(i) ∈ Rni , i = 1, p,

x(0) ∈ RN0 , N0+n1+ . . .+np = n, u = (ũT , ūT )T � å¼ âõîä, ũ ∈ Rp, ū ∈ Rl−p, y = (ỹT , ȳT )T �

âûõîä, ỹ ∈ Rp, ȳ ∈ Rl−p. Ïðè ýòîì

Aii =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
∗ ∗ ∗ . . . ∗

 ∈ Rni×ni ,

Aij =

0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0
∗ ∗ . . . ∗

 ∈ Rni×nj ïðè j > i,

à ïðè j < i ìàòðèöà Aij ∈ Rni×nj ïðîèçâîëüíàÿ,

Ai0 =

0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0
∗ ∗ . . . ∗

 ∈ Rni×N0 , Bi = (0, . . . , 0, 1)T ∈ Rni , Cii = (1, 0, . . . , 0) ∈ R1×ni ,

Cij ∈ R1×nj , C0j ∈ R(l−p)×nj , C̄ ∈ R(l−p)×N0 , B̄ ∈ RN0×(l−p), A0i ∈ RN0×ni , i, j = 1, p,

à äëÿ ñèñòåìû {Ā, B̄, C̄} âûïîëíÿþòñÿ ëèáî óñëîâèå (3), ëèáî óñëîâèÿ ÎÏ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Øàã 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó {A,B,C}. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íå¼ âåêòîð ÂÎÏ íå ðàâåí íóëþ

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïîëíåíî óñëîâèå (3)). Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 1 èç ðàáîòû [6], ñ ïî-
ìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ôàçîâûõ êîîðäèíàò ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé M1 ∈ Rn×n, âõîäîâ ñ
íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé N1 ∈ Rl×l è âûõîäîâ ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé T1 ∈ Rl×l ñèñòåìà
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó

ẋ(i) =

p1∑
j=1

A
(1)
ij x

(j) +A
(1)
i0 x

(0) +B
(1)
i ũi, i = 1, p1,

ẋ(0) =

p1∑
j=1

A
(1)
0j x

(j) + Ā(1)x(0) + B̄(1)ū, (11)

ỹi = C
(1)
ii x

(i), i = 1, p1, ȳ =

p1∑
j=1

C
(1)
0j x

(j) + C̄(1)x(0).
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Çäåñü x = (x(1)
T
, x(2)

T
, . . . , x(p1)

T
, x(0)

T
)T � ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, x(i) ∈ Rni , i = 0, p1,

n0 + n1 + . . .+ np1 = n, u = (ũT , ūT )T � å¼ âõîä, ũ ∈ Rp1 , ū ∈ Rl−p1 , y = (ỹT , ȳT )T � âûõîä,
ỹ ∈ Rp1 , ȳ ∈ Rl−p1 , p1 = rankH(1). Âåðõíèå èíäåêñû ìàòðèö ñîîòâåòñòâóþò íîìåðó èòåðàöèè.
Ïðè ýòîì áëîêè ìàòðèö ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû èìåþò âèä

A
(1)
ii =

0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1
∗ ∗ . . . ∗

 ∈ Rni×ni , A
(1)
ij =

0 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0
∗ . . . ∗

 ∈ Rni×nj , i ̸= j,

A
(1)
i0 =

0 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0
∗ . . . ∗

 ∈ Rni×n0 , (12)

B
(1)
i = (0, . . . , 0, 1)T ∈ Rni , C

(1)
ii = (1, 0, . . . , 0) ∈ R1×ni , C0i ∈ R(l−p1)×ni , C̄(1) ∈ R(l−p1)×n0 ,

B̄(1) ∈ Rn0×(l−p1), Ā(1) ∈ Rn0×n0 , A
(1)
0i ∈ Rn0×ni , i, j = 1, p1, p1 < l, n0 > 0.

Åñëè äëÿ ñèñòåìû {Ā(1), B̄(1), C̄(1)} âûïîëíåíî óñëîâèå (3) èëè óñëîâèÿ ÎÏ, òî èñõîäíàÿ ñèñ-
òåìà ïðèâåäåíà ê òðåáóåìîìó âèäó (â ýòîì ñëó÷àå N0 = n0 ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì
ìàòðèöû ñèñòåìû (11) ÷åðåç A(1), B(1), C(1) è ïåðåéä¼ì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 2. Íà ïðåäûäóùåì øàãå ïîëó÷åíà ñèñòåìà {A(1), B(1), C(1)} âèäà (11). Ðàññìîòðèì
ñèñòåìó {Ā(1), B̄(1), C̄(1)}. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû íå âûïîëíåíî óñëîâèå (3), ñëåäîâàòåëüíî, âåê-
òîð ÂÎÏ äàííîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ôàçîâûõ êî-
îðäèíàò ζ = M̄2x

(0), âõîäîâ ν = N̄2ū è âûõîäîâ µ = T̄2ȳ ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà
ê âèäó

ζ̇(i) =

p̄1∑
j=1

Ã
(2)
ij ζ

(j) + Ã
(2)
i0 ζ

(0) + B̃
(2)
i ν̃i, i = 1, p̄1,

ζ̇(0) =

p̄1∑
j=1

Ã
(2)
0j ζ

(j) + ˜̄A(2)ζ(0) + ˜̄B(2)ν̄, (13)

µ̃i = C̃
(2)
ii ζ

(i), i = 1, p̄1, µ̄ =

p̄1∑
j=1

C̃
(2)
0j ζ

(j) + ˜̄C(2)ζ(0),

ãäå ζ(i) ∈ Rn̄i , i = 0, p̄1, µ̃, ν̃ ∈ Rp̄1 , µ̄, ν̄ ∈ Rl−p1−p̄1 , ïðè÷¼ì n̄0+n̄1+. . .+n̄p̄1 = n0, p̄1 < l−p1,
n̄0 > 0, p̄1 = rank H̄(1). Ðàçìåðíîñòè ìàòðèö ñîãëàñîâàíû ñ ðàçìåðíîñòÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ
âåêòîðîâ, ñòðóêòóðà àíàëîãè÷íà (12) (ñ ó÷¼òîì ðàçíèöû â ðàçìåðíîñòÿõ).

Äëÿ ñèñòåìû {A(1), B(1), C(1)} ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò z = M2x, âõîäîâ
v = N2u è âûõîäîâ w = T2y, ãäå

M2 =

(
In−n0 0

0 M̄2

)
, N2 =

(
Ip1 0

0 N̄2

)
, T2 =

(
Ip1 0

0 T̄2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå èçìåíÿþò ìàòðèö A
(1)
ij , B

(1)
i , C

(1)
ij , i, j = 1, p1, ñèñ-

òåìû (11) (â äàííîì ñëó÷àå Cij = 0 ïðè i ̸= j ). Ïðè ýòîì ñòðóêòóðà ìàòðèö A
(1)
i0 , i = 1, p1,

òàêæå íå èçìåíÿåòñÿ, õîòÿ êîýôôèöèåíòû ìàòðèö ìîãóò ìåíÿòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ïðåîáðàçîâàíèè èçìåíÿåòñÿ òîëüêî ñòðóêòóðà ìàòðèö Ā(1), B̄(1), C̄(1) ñîãëàñíî
ôîðìóëå (13), ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìà {A(1), B(1), C(1)} ïðè-
ìåò âèä
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ż(i) =

p1∑
j=1

A
(1)
ij z

(j) +

p̄1∑
j=1

Â
(1)
ij ζ

(j) + Â
(1)
i0 ζ

(0) +B
(1)
i ṽi, i = 1, p1,

ζ̇(i) =

p1∑
j=1

Ǎ
(1)
ij z

(j) +

p̄1∑
j=1

Ã
(2)
ij ζ

(j) + Ã
(2)
i0 ζ

(0) + B̃
(2)
i ν̃i, i = 1, p̄1,

ζ̇(0) =

p1∑
j=1

Ǎ
(1)
0j z

(j) +

p̄1∑
j=1

Ã
(2)
0j ζ

(j) + ˜̄A(2)ζ(0) + ˜̄B(2)ν̄, (14)

w̃i = C
(1)
ii z

(i), i = 1, p1,

µ̃i =

p1∑
j=1

Č
(1)
ij z

(j) + C̃
(2)
ii ζ

(i), i = 1, p̄1, µ̄ =

p1∑
j=1

Č
(1)
0j z

(j) +

p̄1∑
j=1

C̃
(2)
0j ζ

(j) + ˜̄C(2)ζ(0).

Çäåñü z=(z(1)
T
, . . . , z(p1)

T
, ζ(1)

T
, . . . , ζ(p̄1)

T
, ζ(0)

T
)T � ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû ñ êîýôôèöèåíòà-

ìè z(j) = x(j), j = 1, p1; u = (ṽT , ν̃T , ν̄T )T � âõîä ñèñòåìû, ïðè÷¼ì ṽ = ũ; w=(w̃T , µ̃T , µ̄T )T �
âûõîä ñèñòåìû, â êîòîðîì w̃ = ỹ ( ζ(i), ν̃, ν̄, µ̃, µ̄ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàòðèöû îïðåäåëÿ-

þòñÿ èç ñèñòåìû (13), à ũ, ỹ, x(i) � èç ñèñòåìû (11)). Ìàòðèöû Ǎ
(1)
ij , Ǎ

(1)
i , Â

(1)
ij , Â

(1)
i , Č

(1)
ij , Č

(1)
0j

ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçáèåíèÿ íà áëîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçìåðíîñòÿì âåêòîðîâ ζ(i),

ïðåîáðàçîâàííûõ ìàòðèö A
(1)
0j , A

(1)
i0 , C

(1)
0j , ò.å.

Ǎ
(1)
ij = (0n̄i×n̄1+...+n̄i−1 , In̄i , 0n̄i×n̄i+1+...+n̄p̄1

, 0n̄i×n̄0)M̄2A
(1)
0j , i = 1, p̄1, j = 1, p1,

Â
(1)
ij = A

(1)
i0 M̄

−1
2 (0n̄j×n̄1+...+n̄j−1 , In̄j , 0n̄i×n̄j+1+...+n̄p̄1

, 0n̄j×n̄0)
T , i = 1, p1, j = 1, p̄1,

Ǎ
(1)
0j = (0n̄0×n̄1+...+n̄p̄1

, In̄0)M̄2A
(1)
0j , j = 1, p1,

Â
(1)
i0 = A

(1)
i0 M̄

−1
2 (0n̄0×n̄1+...+n̄p̄1

, In̄0)
T , i = 1, p1,

Č
(1)
ij = (01×i−1, 1, 01×p̄1−i, 01×l−p1−p̄1)T̄2C

(1)
0j , i = 1, p̄1, j = 1, p1,

Č
(1)
0j = (0l−p1−p̄1×p̄1 , Il−p1−p̄1)T̄2C

(1)
0j , j = 1, p1.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

p2 = p1 + p̄1, z(i+p1) = ζ(i), ni+p1 = n̄i, i = 1, p̄1,

ũ = (ṽT , ν̃T )T , ū = ν̄, ỹ = (w̃T , µ̃T )T , ȳ = µ̄,

A
(2)
ij = A

(1)
ij , A

(2)
0j = Ǎ

(1)
0j , B

(2)
i = B

(1)
i , C

(2)
0j = Č

(1)
0j , i, j = 1, p1,

A
(2)
i+p1,j+p1

= Ã
(2)
ij , A

(2)
0,j+p1

= Ã
(2)
0j , B

(2)
i+p1

= B̃
(2)
i , C

(2)
0,j+p1

= C̃
(2)
0j , i, j = 1, p̄1,

A
(2)
i+p1,j

= Ǎ
(1)
ij , A

(2)
j0 = Â

(1)
j0 , C

(2)
i+p1,j

= Č
(1)
ij , i = 1, p̄1, j = 1, p1,

A
(2)
i,j+p1

= Â
(1)
ij , A

(2)
j+p1,0

= Ã
(2)
j0 , Ā(2) = ˜̄A(2), i = 1, p1, j = 1, p̄1,

C
(2)
ii = C

(1)
ii , C

(2)
ij = 0, i ̸= j, C̄(2) = ˜̄C(2), B̄(2) = ˜̄B(2), i, j = 1, p1,

C
(2)
i+p1,i+p1

= C̃
(2)
ii , C̃

(2)
i+p1,j+p1

= 0, i ̸= j, i, j = 1, p̄1.
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Òîãäà ñèñòåìà (14) ïðèìåò âèä

ż(i) =

p2∑
j=1

A
(2)
ij z

(j) +A
(2)
i0 z

(0) +B
(2)
i ũi, i = 1, p2,

ż(0) =

p2∑
j=1

A
(2)
0j z

(j) + Ā(2)z(0) + B̄(2)ū, (15)

ỹi =
i∑

j=1

C
(2)
ij z

(i), i = 1, p2, ȳ =

p2∑
j=1

C
(2)
j z(j) + C̄(2)z(0),

ïðè÷¼ì p2 > p1. Ïðè j < i ìàòðèöû Aij íå îáÿçàòåëüíî èìåþò òîëüêî îäíó íåíóëåâóþ ñòðîêó

(ïîñëåäíþþ), ïîñêîëüêó íåêîòîðûå èç ýòèõ ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ïîäìàòðèöàìè ìàòðèö A
(1)
0i , äëÿ

êîòîðûõ ýòî íåâåðíî. Àíàëîãè÷íî íå âñå Cij ðàâíû íóëþ ïðè j < i (òåì íå ìåíåå ìàòðèöà,
ñîñòàâëåííàÿ èç ýòèõ áëîêîâ, èìååò áëî÷íóþ íèæíåòðåóãîëüíóþ ñòðóêòóðó).

Åñëè äëÿ ñèñòåìû {Ā(2), B̄(2), C̄(2)} âûïîëíåíî óñëîâèå (3) èëè óñëîâèÿ ÎÏ, òî èñõîäíàÿ
ñèñòåìà ïðèâåäåíà ê òðåáóåìîìó âèäó (è N0 = n̄0 ). Åñëè íåò, îáîçíà÷èì ìàòðèöû ñèñòåìû
(15) ÷åðåç {A(2), B(2), C(2)} è ïåðåéä¼ì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Ïîñëåäóþùèå øàãè äåëàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äàííûé àëãîðèòì íå ìîæåò ðàáîòàòü áåñêîíå÷íî. Â ñàìîì äåëå, íà êàæäîì øàãå ðàçìåð-

íîñòü âåêòîðà ȳ óìåíüøàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà åäèíèöó. Ïðè ýòîì äëÿ ñèñòåìû ñ îäíèì
âõîäîì è îäíèì âûõîäîì âñåãäà âûïîëíåíû ëèáî óñëîâèÿ ÎÏ, ëèáî óñëîâèå (3). Òàêèì îáðàçîì,
íå áîëåå ÷åì ÷åðåç l − 1 øàãîâ àëãîðèòì îñòàíîâèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ñèñòåìà {A,B,C} èìååò âèä (10). Òîãäà íóëåâàÿ äèíàìèêà
ýòîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

x(i)(t) ≡ 0, i = 1, p, C̄x(0)(t) ≡ 0,
(16)

ẋ(0)(t) = Āx(0)(t) + B̄ū(t), t > 0, x(0)(0) = x0 ∈ RN0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (16), òî â ñèëó ôîðìóëû (10) âû-
õîä y(t) ðàâåí íóëþ. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü è îáðàòíîãî, ò.å. èç òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà
íóëþ âûõîäîâ ỹ(t) âûòåêàåò, ÷òî x(i)(t) ≡ 0, i = 1, p. Èç ôîðìóëû (10) ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûå
n1 − 1 êîìïîíåíò âåêòîðà x(1)(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

ẋ
(1)
i = x

(1)
i+1, i = 1, n1 − 1, (17)

à âûõîä ỹ1(t) ñîâïàäàåò ñ x(1)1 (t). Åñëè ỹ(t) ≡ 0, òî ỹ1(t) ≡ 0, à ñëåäîâàòåëüíî, è x
(1)
1 (t) ≡ 0.

Òîãäà â ñèëó óðàâíåíèé (17) èç òîæäåñòâà x
(1)
1 (t) ≡ 0 ñëåäóåò, ÷òî è x

(1)
i (t) ≡ 0, i = 2, n1, ò.å.

èç òîæäåñòâà ỹ1(t) ≡ 0 âûòåêàåò, ÷òî x(1)(t) ≡ 0.

Ïðè x(1)(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ äëÿ x
(2)
i (t), i = 1, n2 − 1, ïðèìóò âèä

ẋ
(2)
i = x

(2)
i+1, i = 1, n2 − 1. (18)

Òàêæå ïðè x(1)(t) ≡ 0 âûõîä ỹ2(t) ñîâïàäàåò ñ x
(2)
1 (t), ïîñêîëüêó ìàòðèöà C èìååò �íèæíå-

òðåóãîëüíóþ ñòðóêòóðó�. Òîãäà, ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (18), èç òîæäåñòâ ỹ1(t) ≡ 0 è ỹ2(t) ≡ 0

ñëåäóåò, ÷òî x(1)(t) ≡ 0 è x(2)(t) ≡ 0.
Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî èç ðàâåíñòâà ỹ(t) ≡ 0 ñëåäóåò ðà-

âåíñòâî x(i)(t) ≡ 0, i = 1, p. Òàêèì îáðàçîì, âûõîä ỹ(t) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà x(i)(t) ≡ 0, i = 1, p. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóëåâàÿ äèíàìèêà èñõîäíîé
ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (16). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî íóëåâàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû {A,B,C}, èìåþùåé âèä (10),
ñîâïàäàåò ñ íóëåâîé äèíàìèêîé ñèñòåìû {Ā, B̄, C̄}. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, äëÿ ñèñòåìû {Ā, B̄, C̄}
âûïîëíåíû ëèáî óñëîâèÿ ÎÏ, ëèáî óñëîâèå (3), ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè
äëÿ íå¼ ìîãóò áûòü íàéäåíû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèé íóëåâîé äèíàìèêè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû (1),
äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè å¼ ê âèäó (10) è íàéòè íóëåâóþ äèíàìèêó ñèñòåìû {Ā, B̄, C̄}.

Ïðèìåð 1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà {A,B,C}, ìàòðèöû êîòîðîé ðàâíû

A=



1 2 0 −2 −1 1 1
4 −2 5 5 3 −8 1
1 −2 1 3 0 0 −3
2 1 1 0 −1 0 −1
2 0 2 2 0 −2 −1
1 1 0 0 −2 2 −2
0 1 −1 −1 −1 2 0


, B=



0 0 1
1 1 1
1 0 1
0 0 2
0 1 1
0 0 2
0 0 1


, C=

 1 −1 1 1 1 −2 0
−1 0 0 0 0 −1 3
1 0 1 1 0 −2 0

 .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ðîçåíáðîêà (2) òîæäåñò-
âåííî ðàâåí íóëþ:

β(s) = det

(
sI −A −B
C 0

)
= 0, s ∈ C.

Íàéä¼ì âåêòîð ÂÎÏ

C1B = 0, C1AB = 0, C2A
2B = (1, 0, 0), C2B = 0, C2AB = (−3, 0, 0), C3B = (1, 0, 0),

ò.å. ρ = (3, 2, 1) � âåêòîð ÂÎÏ ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó âåêòîðó ìàòðèöà H(ρ) èìå-
åò âèä

H(ρ) =

 1 0 0
−3 0 0
1 0 0

 .

Ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí åäèíèöå, ïîýòîìó p1 = 1. Ñîãëàñíî ðàáîòå [6], íàéä¼ì ìàòðèöó
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùåãî ñèñòåìó ê âèäó (11):

M1 =



1 −1 1 1 1 −2 0
0 1 −1 −2 −1 3 −1
0 0 1 1 0 −2 1
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1


.

Ïðîâåä¼ì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò z =M1x è ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàííóþ ñèñòåìó

A(1) =M1AM
−1
1 =



0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

1 −1 −1 0 0 1 0

2 3 2 2 0 −1 0
2 2 2 2 0 0 −1
1 2 1 2 −1 0 −1
0 1 0 1 0 −1 1


, B(1) =M1B =



0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 0 2
0 1 1
0 0 2
0 0 1


,

C(1) = CM−1
1 =

 1 0 0 0 0 0 0

−1 −1 0 −1 0 0 2

1 1 1 1 0 −1 0

 .
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó {Ā(1), B̄(1), C̄(1)}, ãäå

Ā(1) =

2 0 −1 0
2 0 0 −1
2 −1 0 −1
1 0 −1 1

 , B̄(1) =

0 2
1 1
0 2
0 1

 , C̄(1) =

(
−1 0 0 2
1 0 −1 0

)
.

Äëÿ äàííîé ñèñòåìû íàéä¼ì âåêòîð ÂÎÏ:

C̄
(1)
1 B̄(1) = 0, C̄

(1)
1 Ā(1)B̄(1) = 0, C̄

(1)
1 Ā(1)2B̄(1) = (1, 0), C̄

(1)
2 B̄(1) = 0, C̄

(1)
2 Ā(1)B̄(1) = (1, 0),

ò.å. ρ̄(1) = (3, 2), rank H̄(1) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, p̄1 = 1. Íàéä¼ì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò,
ïðèâîäÿùåå äàííóþ ñèñòåìó ê âèäó (11):

M̄2 =

−1 0 0 2
0 0 −1 2
0 1 −2 3
0 0 1 0

 .

Ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà {Ã(2), B̃(2), C̃(2)} ïðèìåò âèä

Ã(2) = M̄2Ā
(1)M̄−1

2 =


0 1 0 0
0 0 1 0

−1 0 2 1

−2 3 −1 1

 , B̃(2) = M̄2B̄
(1) =


0 0
0 0

1 0

0 2

 ,

C̃(2) = C̄(1)M̄−1
2 =

(
1 0 0 0

−1 1 0 0

)
.

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû C̄(2) = 0, ïîýòîìó âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ ñèñòåìà
ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

z =Mx, M =M2M1, M2 =

(
I3 0

0 M̄2

)
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (10):

A(2) =MAM−1 =



0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

1 −1 −1 0 0 0 1

−2 −1 −2 0 1 0 0
−1 0 −1 0 0 1 0

0 1 0 −1 0 2 1

1 2 1 −2 3 −1 1


, B(2) =MB =



0 0 0
0 0 0

1 0 0

0 0 0
0 0 0

0 1 0

0 0 2


,

C(2) = CM−1 =

 1 0 0 0 0 0 0

−1 −1 0 1 0 0 0

1 1 1 −1 1 0 0

 .

Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2, óðàâíåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè èìåþò âèä

zj(t) = 0, j = 1, 6, ż7(t) = z7(t) + 2u3(t).
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Òàêèì îáðàçîì, íóëåâàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû íàéäåíà. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íóëåâàÿ äèíàìèêà
ïîñëåäíåé ïîäñèñòåìû çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ, ò.å. å¼ ñïåêòð ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâó-
åò òîìó, ÷òî β(s) ≡ 0, ò.å. ïðîèçâîëüíîå s ∈ C ÿâëÿåòñÿ êîðíåì β(s). Ýòà ñèòóàöèÿ îáùàÿ
äëÿ ñëó÷àÿ β(s) ≡ 0.

5. Çàìå÷àíèÿ î íàáëþäàåìîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà (1) íàáëþäàåìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìàòðèöà íàáëþäàåìîñòè ýòîé ñèñòåìû èìååò ïîëíûé ðàíã. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ
ñèñòåìû âèäà (10) êðèòåðèé íàáëþäàåìîñòè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí â íåñêîëüêî èíîé
ôîðìå.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü ñèñòåìà {A,B,C} èìååò âèä (10). Òîãäà äàííàÿ ñèñòåìà íà-
áëþäàåìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðà {Ā, Ca} íàáëþäàåìà, ãäå

Ca =


A10,n1

. . .
Ap0,np

C̄

 ,

à Ai0,ni , i = 1, p, � ñòðîêà ñ íîìåðîì ni (ò.å. ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà) ìàòðèöû Ai0 ñèñòåìû (10)
(ýòî åäèíñòâåííàÿ íåíóëåâàÿ ñòðîêà â äàííîé ìàòðèöå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà {A,C} íàáëþäàåìà, à
ïàðà {Ā, Ca} íåíàáëþäàåìà, ò.å. ìàòðèöà NĀ,Ca

èìååò íåïîëíûé ðàíã. Òîãäà ñóùåñòâóåò
âåêòîð x̄0 ̸= 0, x̄0 ∈ RN0 , òàêîé, ÷òî NĀ,Ca

x̄0 = 0. Ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
x0 = (0, . . . , 0, x̄T0 )

T ∈ Rn è âõîä u(t) ≡ 0. Ïîêàæåì, ÷òî èì ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå

x(t) =

(
0n−N0,1

eĀtx̄0

)
(19)

ñèñòåìû (10). Ïîäñòàâèâ ðåøåíèå (19) â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, äëÿ x(i)(t) ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

ẋ(i)(t) = Ai0e
Ātx̄0, i = 1, p.

Ïåðâûå ni−1 ñòðîê ìàòðèöû Ai0 íóëåâûå, ïîýòîìó äëÿ x(i)j , j = 1, ni − 1, óðàâíåíèÿ îáðàùà-

þòñÿ â òîæäåñòâà. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî âåðíî è äëÿ x(i)ni . Â ñàìîì äåëå, òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ

NĀ,Ca
x̄0 = 0, òî Ai,niĀ

k−1x̄0 = 0, k ∈ N, ïîýòîìó äëÿ x(i)ni óðàâíåíèå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Î÷å-

âèäíî, ÷òî è óðàâíåíèÿ äëÿ x(0) îáðàùàþòñÿ â òîæäåñòâà ïðè äàííîì x(t), ò.å. x(t) èç (19) �
ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîìó ðåøåíèþ âûõîä òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.
Â ñàìîì äåëå, ỹ(t) ≡ 0, òàê êàê x(i)(t) ≡ 0. Äëÿ ȳ(t) èìååì ȳ(t) = C̄eĀtx̄0. Íî C̄eĀtx̄0 ≡ 0,
ïîñêîëüêó x̄0 ∈ kerNĀ,Ca

, à C̄ � ïîäìàòðèöà Ca. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò îòëè÷íîå îò
íóëÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå x0 òàêîå, ÷òî ïðè íóëåâîì âõîäå âûõîä ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèé
äàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàáëþäàåìîñòè
ñèñòåìû. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà {A,C} íåíàáëþäàåìà, à ïàðà {Ā, Ca} íàáëþ-
äàåìà. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð x0 ̸= 0, x0 ∈ Rn, òàêîé, ÷òî y(t, x0) ≡ 0. Ïîñêîëüêó óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû èìåþò âèä (10), òî èç ỹ(t) ≡ 0 ñëåäóåò, ÷òî x(i)(t) ≡ 0, i = 1, p, ïîýòîìó
x0 = (01×n−N0 , x̄

T
0 )

T , ãäå x̄0 ∈ RN0 . Òîãäà x(t) èìååò âèä (19). Òàê êàê x(i)(t) ≡ 0 è u(t) ≡ 0,
òî èç ñèñòåìû (10) ñëåäóåò, ÷òî

Ai,nie
Ātx̄0 ≡ 0, i = 1, p. (20)

Èç òîæäåñòâà ȳ(t) ≡ 0 ñ ó÷¼òîì ïîëó÷åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ x(t) ñëåäóåò, ÷òî

C̄eĀtx̄0 ≡ 0. (21)
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Çàìåòèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèé (20) è (21) âûòåêàåò òîæäåñòâî Cae
Ātx̄0 ≡ 0. Íî Cae

Ātx̄0 � âûõîä
ñèñòåìû {Ā, Ca}, ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x̄0. Òàêèì îáðàçîì, òîæäåñòâåííî
íóëåâîìó âûõîäó ñèñòåìû {Ā, Ca} îòâå÷àåò áîëåå îäíîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò íàáëþäàåìîñòè ýòîé ñèñòåìû. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 1. Óòâåðæäåíèå 3 ïîçâîëÿåò ðàçðåøèòü êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå
âîçíèêàåò â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà {A,B,C} âèäà (10) íàáëþäàåìà, à ñèñòåìà {Ā, B̄, C̄}
íåíàáëþäàåìà (ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî, åñëè, íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû {Ā, B̄, C̄} âûïîëíåíî
óñëîâèå (3)). Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò x̄0 ∈ RN0 òàêîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé âûõîä ñèñòåìû
{Ā, B̄, C̄} ïðè òîæäåñòâåííî íóëåâîì âõîäå ðàâåí íóëþ. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêîâ âûõîä èñõîä-
íîé ñèñòåìû {A,B,C}, ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x0 = (0, . . . , 0, x̄T0 )

T (åñëè îí
íóëåâîé, òî ñèñòåìà {A,B,C} íåíàáëþäàåìà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ).
Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò âûõîä íåíóëåâîé, à èìåííî ïîêàæåì, ÷òî åñëè y(t) ≡ 0 è u(t) ≡ 0, òî è
x̄0 = 0.

Åñëè ỹ(t) ≡ 0, òî è x(i)(t) ≡ 0, i = 1, p, ñëåäîâàòåëüíî, ẋ(i) ≡ 0, à ðåøåíèå èìååò âèä (19).

Ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèÿ äëÿ x
(i)
ni , ñ ó÷¼òîì u(t) ≡ 0 áóäåì èìåòü

0 = Ai,nie
Ātx̄0, i = 1, p. (22)

Ïîñêîëüêó x(i)(t) ≡ 0, i = 1, p, òî äëÿ âûõîäà ȳ(t) ñèñòåìû ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

ȳ(t) = C̄eĀtx̄0 ≡ 0. (23)

Èç ñîîòíîøåíèé (22), (23) ñëåäóåò, ÷òî Cae
Ātx̄0 ≡ 0. Íî Cae

Ātx̄0 � âûõîä ñèñòåìû {Ā, Ca}, ñî-
îòâåòñòâóþùèé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x̄0. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3 ñèñòåìà {Ā, Ca} íàáëþäàåìà,
ïîýòîìó x̄0 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç íåíàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû {Ā, C̄} íå ñëåäóåò íåíàáëþäàåìîñòü ñèñòå-
ìû {A,C}.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 15-07-07579, 14-07-00795, 15-07-08198).
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