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Введение

0.1 Актуальность темы

Гомологическая алгебра - ветвь алгебры, изучающая алгебраические объекты,
заимствованные из алгебраической топологии. Первыми гомологические методы в
алгебре применили в 40-х годах XX века Д. К. Фаддеев, С. Эйленберг и С. Маклейн
при изучении расширений групп. Гомологическая алгебра играет важную роль в ал-
гебраической топологии, применяется во многих разделах алгебры, таких, как теория
групп, теория алгебр, алгебраическая геометрия, теория Галуа.

Аксиоматическое построение гомологических теорий опирается на понятие про-
изводных функторов, введенное Картаном и Эйленбергом. Эта техника была развита
Гротендиком и в дальнейшем привела к введению Вердье новых понятий: производ-
ной категории и производных функторов между ними. Категорные основания поз-
воляют переносить теоремы гомологической алгебры с одной ситуации на другую,
часто значительно более общую.

В настоящей диссертации предпринят ряд таких обобщений. В частности, извест-
ные теоремы из теории модулей над коммутативными кольцами обобщаются на слу-
чай градуированных моделей над кольцами, градуированными группами; свойства
регулярного локуса коммутативного нетерова кольца обобщается на случай нетеро-
вой схемы; свойства категории особенностей горенштейновых колец переносятся на
горенштейновы схемы. Результаты диссертации, таким образом, относятся к следу-
ющим трем областям.

Градуированные аналоги некоторых классических теорем

В последнее время отмечается значительный интерес к кольцам и другим алгеб-
раическим структурам, снабжённым градуировкой. Это объясняется тем, что многие
важные классы колец, например кольца многочленов, матричные кольца, групповые
кольца, допускают естественную градуировку.

В теории градуированных колец вводятся стандартные градуированные аналоги
понятий классической теории колец, которые принято обозначать приставкой «𝑔𝑟-».
Например, 𝑔𝑟-артинов (𝑔𝑟-нётеров) модуль - это градуированный модуль с условием
минимальности (максимальности) для градуированных подмодулей.

Естественный и важный вопрос в теории градуированных колец состоит в том,
чтобы найти градуированные аналоги некоторых классических теорем.

Например, Ч. Парк в своей работе [37] доказал теорему Крулля о главном идеа-
ле, теорему Крулля-Акизуки и теорему Мори-Нагата в градуированном случае. Дж.
Белл и Дж. Чжан в своей работе [6] доказали, что если 𝐴 и 𝐵 - две (некоммутатив-
ные) Z-градуированные алгебры, конечно порожденные в первой степени, и если 𝐴
изоморфна 𝐵 как неградуированная алгебра, то они также изоморфны друг другу
как градуированные алгебры. Дж. Чен и Й. Ким в своей работе [9] показывают, что
если градуированный подмодуль нетерова модуля не может быть записан как соб-
ственное пересечение градуированных подмодулей, то он не может быть записан как
собственное пересечение подмодулей.

Как представляется автору, разложение инъективных модулей над нётеровыми
кольцами и проективных модулей над артиновыми кольцами являются одними из
наиболее красивых и важных результатов в коммутативной алгебре. Наша первая
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цель - доказать аналогичные результаты для градуированных колец. Это важно для
нас, чтобы понять структуру модулей над градуированными кольцами.

Дополнительную информацию о градуированных кольцах можно получить в [37],[31],
[30],[2],[18],[21],[41],[39].

Триангулированные эквивалентности и горенштейновы схемы

В классической коммутативной алгебре классы горенштейных колец и колец Коэна-
Маколея относятся к числу наиболее важных классов колец с многочисленными при-
ложениями в алгебраической геометрии и комбинаторике. Условие горенштейности
давно введено в смежные области. Его первое воплощение было, вероятно, в работе
[12] Феликса, Гальперина и Томаса о горенштейных пространствах в топологии.

Категория особенностей является важным инвариантом для колец бесконечной
глобальной размерности и для сингулярных многообразий. Пусть 𝑅 — коммутатив-
ное нетерово кольцо. Категория особенностей определяется как фактор триангули-
рованной категории D𝑏(𝑚𝑜𝑑(𝑅)) по полной триангулированной подкатегории совер-
шенных комплексов Perf(𝑅). Категория особенностей измеряет гомологическую осо-
бенность алгебры: алгебра имеет конечную глобальную размерность тогда и только
тогда, когда ее категория особенностей тривиальна [20], отсюда происходит название.

Аналогично, пусть 𝑋 является нетеровой схемой. Категория особенностей опре-
деляется как фактор триангулированной категории D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)) по полной триангу-
лированной подкатегории совершенных комплексов Perf(𝑋).

Категории особенностей изучались, например, в [8], [20], [35], [33] и [36]. В [8],
Бухвайц доказал замечательную теорему:

Теорема 0.1 (Бухвайц) Предположим, что 𝑅 является горенштейновым кольцом.
Его категория особенностей D𝑠𝑔(𝑅) триангулированно эквивалентна стабильной
категории максимальных модулей Коэна-Маколея MCM(𝑅).

Здесь стабильная категория MCM(𝑅) максимальных модулей Коэна-Маколея
над 𝑅 определяется следующим образом. Объектами являются максимальные 𝑅-
модули Коэна-Маколея, т.е., 𝑀 ∈ 𝑚𝑜𝑑(𝑅) с 𝐸𝑥𝑡𝑖𝑅(𝑀,𝑅) = 0 для всех 𝑖 > 0. Груп-
па морфизмов 𝐻𝑜𝑚MCM(𝑅)(𝑀,𝑁) определяется как факторгруппа абелевой группы
𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀,𝑁) по подгруппе морфизмов 𝑀 → 𝑁 , пропускаемых через проективные
𝑅-модули конечного типа.

Теорема Бухвайца сводит изучение категории особенностей к исследованию по-
добной категории небольшого классического класса модулей – максимальных моду-
лей Коэна-Маколея.

Одна из наших целей — доказать аналогичный результат для горенштейновой
схемы (𝑋,𝒪𝑋).

Классические генераторы и регулярный локус

Классические генераторы и регулярный локус изучались, например, в [1], [7], [33],
[34], [24].

Пусть 𝒜 — абелева категория, а 𝒮 - непустая полная подкатегория в 𝒜. 𝒮 явля-
ется толстой подкатегорией при условии, что она замкнута относительно прямых
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слагаемых и обладает свойством «два из трех» для точных последовательностей: для
любой точной последовательности

0 → 𝑋 → 𝑌 → 𝑍 → 0 (0.1)

в 𝒜, если два из 𝑋, 𝑌 , 𝑍 находятся в 𝒮, то и третий. Для объекта 𝐺 в 𝒜 мы пи-
шем 𝑡ℎ𝑖𝑐𝑘𝒜(𝐺) для наименьшей толстой подкатегории 𝒜, содержащей 𝐺. Объект 𝐺
является классическим генератором для 𝒜, если 𝑡ℎ𝑖𝑐𝑘𝒜(𝐺) = 𝒜 .

Пусть 𝒞 — триангулированная категория. Пусть 𝐸 является объектом в 𝒞. Обозна-
чим ⟨𝐸⟩1 строго полную подкатегорию в 𝒞, состоящую из объектов в 𝒞, изоморфных
прямым слагаемым конечных прямых сумм⨁︁

𝑖=1,2,...,𝑟

𝐸[𝑛𝑖] (0.2)

сдвигов 𝐸. Для 𝑛 > 1 пусть ⟨𝐸⟩𝑛 обозначает полную подкатегорию категории 𝒞,
состоящую из объектов в 𝒞, изоморфных прямым слагаемым объектов 𝑋, которые
вписываются в треугольник

𝐴 → 𝑋 → 𝐵 → 𝐴[1], (0.3)

где 𝐴 является объектом в ⟨𝐸⟩1, а 𝐵 является объектом в ⟨𝐸⟩𝑛−1. Подкатегория
⟨𝐸⟩ :=

⋃︀+∞
𝑛 ⟨𝐸⟩𝑛 является триангулированной подкатегорией категории 𝒞. Пусть

𝐸 является объектом в 𝒞. Мы говорим, что 𝐸 является классическим генератором
категории 𝒞, если ⟨𝐸⟩ = 𝒞. Мы говорим, что 𝐸 является сильным генератором, если
⟨𝐸⟩𝑛 = 𝒞 для некоторого 𝑛 ∈ Z>0.

Пусть 𝑅 — коммутативное нетерово кольцо. Регулярный локус 𝑅𝑒𝑔(𝑅) в 𝑅 - это
множество точек p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅), таких что 𝑅p является регулярным локальным коль-
цом.

В [24], Срикант Б. Айенгар и Рио Такахаши утверждают замечательную теорему:

Теорема 0.2 Для коммутативного нетерового кольца 𝑅 следующие условия экви-
валентны:

∙ (1) 𝑅𝑒𝑔(𝑅/p) содержит непустое открытое подмножество для каждого p ∈
𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

∙ (2) 𝑅𝑒𝑔(𝑅/p) открыто для каждого p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

∙ (3) Абелева категория 𝑚𝑜𝑑(𝑅/p) имеет генератор для каждого p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

∙ (4) Триангулированная категория D𝑏(𝑚𝑜𝑑(𝑅/p)) имеет генератор для каждо-
го p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

∙ (5) Триангулированная категория D𝑠𝑔(𝑚𝑜𝑑(𝑅/p)) имеет генератор для каж-
дого p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

Когда они выполняются, абелева категория 𝑚𝑜𝑑(𝑅) и триангулированные катего-
рии D𝑏(𝑚𝑜𝑑(𝑅)), D𝑠𝑔(𝑅) имеют классические генераторы.

Теорема Сриканта Б. Айенгара и Рио Такахаши - прекрасный результат. Одна из
наших целей — доказать аналогичный результат для нетеровой схемы (𝑋,𝒪𝑋).
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0.2 Цели диссертации

Целью настоящей работы является нахождение градуированных аналогов неко-
торых классических теорем, изучение категории особенностей схем.

0.3 Научная новизна

Все оснавные результаты диссертации являются новыми и полученными автором
самостоятельно. Их оиасание приведено в разделах "Содержание работы"и "Заклю-
чение".

0.4 Положения выносимые на защиту

∙ Доказательство теоремы, что каждый градуированный инъективный модуль
над 𝑔𝑟-нетеровым кольцом имеет неразложимое разложение.

∙ Доказательство теоремы, что каждый конечнопорожденный градуированный
проективный модуль над 𝑔𝑟-артиновым кольцом является конечной прямой
суммой неразложимых 𝑔𝑟-проективный модулей.

∙ Получение формулы для выражения градуированных чисел Басса с помощью
функтора 𝐸𝑥𝑡 для градуированных модулей.

∙ Доказательство теоремы, что левый точный радикальный функтор 𝐹 имеет
вид Γ𝑉 для замкнутого по специализации подмножества 𝑉 .

∙ Доказательство теоремы, что если схема является горенштейновой, нетеровой,
отделимой, с конечной размерностью Крулля и категория когерентных пуч-
ков содержит достаточно много локально свободных пучков, тогда ее катего-
рия особенностей триангулированно эквивалентна стабильной категории мак-
симальных пучков Коэна-Маколея.

∙ Получение необходимого и достаточного условия, чтобы категория особенно-
стей нетеровой схемы имела классический генератор.

0.5 Основные методы исследования

В диссертации используются методы гомологической алгебры, коммутотивной ал-
гебры и алгебраической геометрии.

0.6 Теоретическая и практическая ценность работы

Диссертация имеет теоретический характер. Однако, доказательства многих ре-
зультатов конструктивны. Результаты и методы могут быть применены в коммута-
тивной алгебре, в алгебраической геометрии.
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0.7 Апробация работы

Результаты диссертации докладывались:

∙ на «Международной конференции, посвящённой 90-летию кафедры высшей ал-
гебры механико-математического факультета МГУ» в г. Москве в 2019 г.;

∙ на «Международной алгебраической конференции, посвящённой 110-летию со
дня рождения профессора А. Г. Куроша» в г. Москве в 2018 г.;

∙ на международной концеренции «Современные проблемы математики и ее при-
ложений» в г. Екатеринбурге в 2019 г.;

∙ на международной концеренции «Алгебра, теория чисел и дискретная геомет-
рия: современные проблемы, приложения и проблемы истории» в г. Туле в 2019
г.;

∙ на научно-исследовательском семинаре и на семинаре «Коммутативная алгеб-
ра» кафедры высшей алгебры МГУ.

0.8 Публикации

Основные результаты по теме диссертации изложены в 3 печатных изданиях, 3 из
которых изданы в журналах, рекомендованных для защиты в диссертационном сове-
те МГУ по специальности, 3 — в периодических научных журналах, индексируемых
Web of Science или Scopus.

0.9 Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения, пяти глав и списка литературы из 48 наимено-
ваний. Общий объем диссертации составляет 56 страницу.

0.10 Содержание работы

Во введении описывается структура диссертации и история рассматриваемых во-
просов; обосновывается актуальность темы.

В первой главе приведены необходимые факты из теории триангулированных
категорий, включая описание некоторых категорий комплексов, гомотопической ка-
тегории, локализации категории и производной категории. Введены основные опре-
деления.

Во второй главе и в третьей главе мы докажем структурную теорему для
𝑔𝑟-инъективных модулей над 𝑔𝑟-нётеровыми 𝐺-градуированными коммутативными
кольцами и структурную теорему для 𝑔𝑟-конечнопорожденных 𝑔𝑟-проективных мо-
дулей над 𝑔𝑟-артиновыми 𝐺-градуированными коммутативными кольцами. Мы да-
дим определение 𝐺-градуированных чисел Басса и получим формулy для выраже-
ния 𝐺-градуированных чисел Басса с помощью функтора 𝐸𝑥𝑡 для градуированных
модулей. Покажем, что левый точный радикальный функтор 𝐹 имеет вид Γ𝑉 для
замкнутого по специализации подмножества 𝑉 .
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Основная теорема 1 Пусть 𝑅 — 𝑔𝑟-нётерово 𝐺-градуированное коммутативное
кольцо, где 𝐺 — некоторая линейно упорядоченная абелевая группа. Справедливы
следующие утверждения:

∙ (1) Если 0 ̸= 𝐸 — 𝑔𝑟-инъективный модуль, то 𝐸 является прямой суммой
неразложимых 𝑔𝑟-инъективных модулей.

∙ (2) Если 0 ̸= 𝐸 — неразложимый 𝑔𝑟-инъективный модуль, то 𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝐸)
является локальным кольцом.

∙ (3) Если 0 ̸= 𝐸 — неразложимый 𝑔𝑟-инъективный модуль, то 𝐸 = 𝐸𝑔𝑟(𝑅
p
(𝑔)),

где p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) и 𝑔 ∈ 𝐺.

∙ (4) Если p, q ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅), 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 и p ̸= q,тогда 𝐸𝑔𝑟(𝑅
p
(𝑔)) ̸= 𝐸𝑔𝑟(𝑅

q
(ℎ)).

Основная теорема 2 Пусть 𝑅 — 𝑔𝑟-артино 𝐺-градуированное коммутативное
кольцо, где 𝐺 — некоторая линейно упорядоченная абелевая группа. Справедливы
следующие утверждения:

∙ (1) 𝑅 является конечным произведением 𝑔𝑟-артиновых 𝑔𝑟-локальных колец:

𝑅 = 𝑃1 × 𝑃2 × . . .× 𝑃𝑛. (0.4)

𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝑃𝑖) = (𝑃𝑖)𝑒 является локальным кольцом. Если 𝑅 = 𝑃1×𝑃2×. . .×𝑃𝑛 =
𝑁1×𝑁2× . . .×𝑁𝑚, где 𝑃𝑖 и 𝑁𝑗 являются 𝑔𝑟-артиновыми 𝑔𝑟-локальными коль-
цами, то 𝑚 = 𝑛, и существует такая биекция 𝜋 : {1, 2, . . . , 𝑛} → {1, 2, . . . , 𝑛},
что 𝑁𝑖

∼= 𝑃𝜋(𝑖). Здесь 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛 являются попарно неизоморфными 𝑔𝑟-
неразложимыми прямыми слагаемыми модуля 𝑅.

∙ (2) 𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖) является единственным 𝑔𝑟-максимальным подмодулем модуля 𝑃𝑖,
и 𝑆𝑖 = 𝑃𝑖

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖)
является 𝑔𝑟-простым модулем.

∙ (3) Если 𝑆 является 𝑔𝑟-простым 𝑅-модулем, тогда существует такие 𝑃𝑖 и
𝑔 ∈ 𝐺, что 𝑆 = 𝑃𝑖

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖)
(𝑔).

∙ (4) Если 0 ̸= 𝑃 является 𝑔𝑟-конечнопорожденным 𝑔𝑟-проективным модулем,
то 𝑃 является конечной прямой суммой неразложимых 𝑔𝑟-проективных мо-
дулей.

∙ (5) Если 0 ̸= 𝑃 является неразложимым 𝑔𝑟-проективным модулем, то суще-
ствуют такие 𝑃𝑖 и 𝑔 ∈ 𝐺, что 𝑃 ∼= 𝑃𝑖(𝑔).

∙ (6) Если 𝑖 ̸= 𝑗, то 𝑃𝑖

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖)
̸= 𝑃𝑗

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑗)
.

Основная теорема 3 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым 𝐺-градуированным комму-
тативным кольцом и 𝑀 ∈ 𝑔𝑟(𝑅). Тогда 𝜇𝑔𝑟

𝑖 (p, 𝑔,𝑀) = 𝑑𝑖𝑚𝜅(p)
𝐸𝑥𝑡𝑖𝑅(p)

(𝜅(p),𝑀(p)(𝑔)).

Основная теорема 4 Следующие условия эквивалентны для точного слево предра-
дикального функтора 𝐹 в 𝐺𝑟(𝑅).

∙ (1) 𝐹 является радикальным функтором.
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∙ (2) 𝐹 сохраняет инъективность.

∙ (3) 𝐹 является функтором сечения с носителем в замкнутом по специализа-
ции подмножестве множества 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅).

∙ (4) R𝐹 является абстрактным функтором локальных когомологий.

Локально нетерова схема 𝑋 называется горенштейновой, если кольцо 𝒪𝑋,𝑥 горен-
штейново для всех 𝑥 ∈ 𝑋.

Говорят, что схема 𝑋 удовлетворяет условию (ELF), если она отделима, нетерова,
с конечной размерностью Крулля, и категория 𝑐𝑜ℎ(𝑋) содержит достаточно много
локально свободных пучков. Например, любая квази-проективная схема удовлетво-
ряет этим условиям.

Стабильная категория MCM(𝑋) максимальных пучков Коэна-Маколея над 𝑋
определяется следующим образом. Объектами являются максимальные 𝒪𝑋-пучки
Коэна-Маколея, т.е., ℱ ∈ 𝑐𝑜ℎ(𝑋) с ℰ𝑥𝑡𝑖𝒪𝑋

(ℱ ,𝒪𝑋) = 0 для всех 𝑖 > 0. Группа морфиз-
мов 𝐻𝑜𝑚MCM(𝑋)(ℱ ,𝒢) определяется как факторгруппа абелевой группы 𝐻𝑜𝑚𝒪𝑋

(ℱ ,𝒢)
по подгруппе морфизмов ℱ → 𝒢, пропускаемых через локально свободные 𝒪𝑋-пучки
конечного типа.

В четвертой главе мы докажем, что если схема является горенштейновой, нете-
ровой, отделимой, с конечной размерностью Крулля и категория когерентных пучков
содержит достаточно много локально свободных пучков, тогда ее категория особен-
ностей триангулированно эквивалентна стабильной категории максимальных пучков
Коэна-Маколея.

Основная теорема 5 Пусть (𝑋,𝒪𝑋) – Горенштейна схема, удовлетворяющая усло-
вию (ELF). Тогда категория особенностей D𝑠𝑔(𝑋) триангулированно эквивалентна
стабильной категории MCM(𝑋) максимальных пучков Коэна-Маколея над 𝑋.

В пятой главе мы даем необходимое и достаточное условие, чтобы категория
особенностей нетеровой схемы имела классический генератор.

Регулярный локус 𝑅𝑒𝑔(𝑋) в нетеровой схеме 𝑋 - это множество точек 𝑥 ∈ 𝑋,
таких что 𝒪𝑋,𝑥 является регулярным локальным кольцом.

Основная теорема 6 Следующие условия эквивалентны для нетеровой схемы 𝑋:

∙ (1) 𝑅𝑒𝑔(𝑍) содержит непустое открытое подмножество для каждой целой
замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

∙ (2) 𝑅𝑒𝑔(𝑍) открыто для каждой целой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

∙ (3) Абелева категория 𝑐𝑜ℎ(𝑍) имеет классический генератор для каждой це-
лой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

∙ (4) Триангулированная категория D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑍)) имеет классический генератор
для каждой целой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

∙ (5) Триангулированная категория D𝑠𝑔(𝑍) имеет классический генератор для
каждой целой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

Когда они выполняются, абелева категория 𝑐𝑜ℎ(𝑋) и триангулированные категории
D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)), D𝑠𝑔(𝑋) имеют классические генераторы.
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0.11 Благодарности

Автор благодарен своему научному руководителям Д. И. Пионтковскому и С. А.
Гайфуллину за многочисленные и плодотворные беседы, повлиявшие не только на
содержание диссертации, но и на стиль мышления диссертанта. Автор хранит бла-
годарную память о Евгении Соломоновиче Голоде. Евгений Соломонович был для
меня не только учителем, но и образцом в жизни и в науке. Автор благодарен Л. В.
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матические дискуссии. Автор также очень признателен коллективу кафедры высшей
алгебры за прекрасную атмосферу. Работа выполнена при поддержке Китайского
стипендиального совета.

0.12 Заключение

В диссертации были найдены градуированные аналоги некоторых классических
теорем, рассмотрены категории особенностей схем. Основные результаты исследова-
ния:

∙ Доказано, что каждый градуированный инъективный модуль над 𝑔𝑟-нетеровым
кольцом имеет неразложимое разложение.

∙ Доказано, что каждый конечнопорожденный градуированный проективный мо-
дуль над 𝑔𝑟-артиновым кольцом является конечной прямой суммой неразложи-
мых 𝑔𝑟-проективный модулей.

∙ Найдена формула для выражения градуированных чисел Басса с помощью
функтора 𝐸𝑥𝑡 для градуированных модулей.

∙ Доказано, что левый точный радикальный функтор 𝐹 имеет вид Γ𝑉 для за-
мкнутого по специализации подмножества 𝑉 .

∙ Доказано, что если схема является горенштейновой, нетеровой, отделимой, с
конечной размерностью Крулля и категория когерентных пучков содержит до-
статочно много локально свободных пучков, тогда ее категория особенностей
триангулированно эквивалентна стабильной категории максимальных пучков
Коэна-Маколея.

∙ Получено необходимое и достаточное условие, чтобы категория особенностей
нетеровой схемы имела классический генератор.

0.13 Список публикаций автора по теме диссертации

Статьи в рецензируемых научных изданиях, рекомендованных для защи-
ты в диссертационном совете МГУ по специальности

∙ [1] Li Lu, “Triangle equivalences and Gorenstein schemes”, International Journal of
Mathematics and Computer Science, Volume 15, No. 1, p. 301-307.

Журнал индексируется в Web of Science/ Scopus.

Импакт-фактор 0.7 (Scopus)
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∙ [2] Li Lu, "𝐺𝑟-injective modules and 𝑔𝑟-projective modules over 𝐺-graded commutative
rings Zapiski Nauchnykh Seminarov POMI, Volume 478, p. 172-193.

Журнал индексируется в Web of Science/ Scopus.

Импакт-фактор 0.300 (Scopus)

∙ [3] Li Lu, “Structural theorem for 𝑔𝑟-injective modules over 𝑔𝑟-noetherian 𝐺-graded
commutative ring and local cohomology functors”, Proceedings of the Institute of
Mathematics and Informatics at Udmurt State University, Volume 53, p. 127-137.

Журнал индексируется в Web of Science/ Scopus.

Импакт-фактор 0.1 (Scopus)

0.14 Основные обозначения
𝐺 линейная упорядоченная абелева группа
𝑅 кольцо
𝑋 схема

𝑀𝑜𝑑(𝑅) категория 𝑅-модулей
𝑚𝑜𝑑(𝑅) категория 𝑅-модулей конечного типа
𝐺𝑟(𝑅) категория градуированных 𝑅-модулей
𝑔𝑟(𝑅) категория 𝑔𝑟-нетеровых градуированных 𝑅-модулей

𝑄𝑐𝑜ℎ(𝑋) категория когерентных пучков над 𝑋
𝑐𝑜ℎ(𝑋) категория когерентных пучков над 𝑋

𝒜 абелева категория
C(𝒜) категория 𝒜-комплексов
K(𝒜) гомотопическая категория комплексов в 𝒜
D(𝒜) производная категория категории 𝒜
D𝑠𝑔(𝑋) категория особенностей схемы 𝑋
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1 Основные определения и конструкции

1.1 Триангулированная категория

Понятие триангулированной категории введено Вердье [45]. В этом разделе дан
краткий обзор некоторых понятий и результатов теории триангулированной катего-
рии. Подробности и детали можно найти в [16], [32], [46]

Пусть 𝒜 — аддитивная категория, эндофунктор [1] — аддитивный автоморфизм
категории 𝒜. Треугольник в 𝒜 — это диаграмма вида 𝑋

𝑢−→ 𝑌
𝑣−→ 𝑍

𝑤−→ 𝑋[1].

Определение 1.1 (Триангулированная категория) Триангулированной категорией
называется категория 𝒜 с автоморфизмом [1], в которой выделен класс треуголь-
ников ℰ, удовлетворяющий следующим аксиомам:

∙ (TR1)

– Треугольник 𝑋
1𝑋−→ 𝑋 → 0 → 𝑋[1] выделен;

– Треугольник, изоморфный выделенному, выделен;
– Любой морфизм 𝑢 : 𝑋 → 𝑌 можно дополнить до выделенного треуголь-

ника 𝑋
𝑢−→ 𝑌

𝑣−→ 𝑍
𝑤−→ 𝑋[1].

∙ (TR2) Треугольник 𝑋
𝑢−→ 𝑌

𝑣−→ 𝑍
𝑤−→ 𝑋[1] выделен, тогда выделен треугольник

𝑌
𝑣−→ 𝑍

𝑤−→ 𝑋[1]
−𝑢[1]−−−→ 𝑌 [1].

∙ (TR3) Если даны два выделенных треугольника и два морфизма между их на-
чалами, образующие коммутативный квадрат, тогда эта диаграмма допол-
няется до морфизма треугольников:

𝑋 𝑢
//

𝑓

��

𝑌 𝑣
//

𝑔

��

𝑍 𝑤
//

ℎ
��

𝑋[1]

𝑓 [1]

��
𝑋 ′

𝑢′
// 𝑌 ′

𝑣′
// 𝑍 ′

𝑤′
// 𝑋 ′[1].

∙ (TR4)Для каждой пары морфизмов 𝑋
𝑢−→ 𝑌

𝑣−→ 𝑍 существует коммутативная
диаграмма

𝑋 𝑢
//

1

��

𝑌 𝑥
//

𝑣

��

𝑍 ′ //

𝑤

��

𝑋[1]

1
��

𝑋 // 𝑍 𝑦
//

��

𝑌 ′
𝑤′
//

𝑡
��

𝑋[1]

𝑢[1]

��
𝑋 ′

1
//

𝑟

��

𝑋 ′
𝑟
//

��

𝑌 [1]

𝑌 [1]
𝑥[1]
// 𝑍 ′[1].

где первые две строчки и два центральных столбца - выделенные треугольни-
ки.
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Пусть 𝒜 и 𝒜′- триангулированные категории. Аддитивный функтор 𝐹 : 𝒜 → 𝒜′

называется точным, если:

∙ существует изоморфизм функторов 𝜃 : 𝐹 ∘ [1] → [1] ∘ 𝐹 ;

∙ 𝐹 переводит выделенные треугольники в выделенные, то есть для всякого вы-
деленного треугольника 𝑋

𝑢−→ 𝑌
𝑣−→ 𝑍

𝑤−→ 𝑋[1] в 𝒜 треугольник 𝐹 (𝑋)
𝐹 (𝑢)−−→

𝐹 (𝑌 )
𝐹 (𝑣)−−→ 𝐹 (𝑍)

𝜃𝑋∘𝐹 (𝑤)−−−−−→ 𝐹 (𝑋)[1] выделен в 𝒜′.

Более правильно было бы называть точным функтором пару (𝐹, 𝜃).
Пусть 𝒜 - триангулированная категория. Подкатегория 𝒯 называется триангули-

рованной подкатегорией, если на 𝒯 существует структура триангулированной кате-
гории, такая что функтор вложения точен.

1.2 Категория комплексов и гомотопическая категория

Пусть 𝒜— абелевая категория, комплекс 𝑋∙ в 𝒜 есть набор объектов 𝑋 𝑖 и мор-
физмов 𝑑𝑖 : 𝑋 𝑖 → 𝑋 𝑖+1, таких что 𝑑𝑖+1𝑑𝑖 = 0. Будем называть 𝑖−й когомологией
комплекса 𝑋∙ — 𝐻 𝑖(𝑋∙) = 𝑘𝑒𝑟𝑑𝑖/𝑖𝑚𝑑𝑖−1. Верхняя грань, нижняя грань и амплитуда
комплекса 𝑋∙ определяются соответственно равенствами

𝑠𝑢𝑝(𝑋∙) = 𝑠𝑢𝑝{𝑖|𝑋 𝑖 ̸= 0},

𝑖𝑛𝑓(𝑋∙) = 𝑖𝑛𝑓{𝑖|𝑋 𝑖 ̸= 0},

𝑎𝑚𝑝(𝑋∙) = 𝑠𝑢𝑝(𝑋∙) − 𝑖𝑛𝑓(𝑋∙).

Комплекс называется ограниченным (ограниченным сверху, ограниченным снизу),
если 𝑎𝑚𝑝(𝑋∙) < +∞ (соответственно 𝑠𝑢𝑝(𝑋∙) < +∞, 𝑖𝑛𝑓(𝑋∙) > −∞).

Морфизм комплексов 𝑓 ∙ : 𝑋∙ → 𝑌 ∙ есть набор морфизмов 𝑓 𝑖 : 𝑋 𝑖 → 𝑌 𝑖, таких
что 𝑓 𝑖+1𝑑𝑖𝑋 = 𝑑𝑖𝑌 𝑓

𝑖. Морфизм комплексов 𝑓 индуцирует морфизм в когомологиях
𝐻𝑛(𝑓 ∙) : 𝐻𝑛(𝑋∙) → 𝐻𝑛(𝑌 ∙).

Обозначим через 𝐶(𝒜) категорию комплексов. 𝐶(𝒜) является абелевой категорией[46].
Будем обозначать через 𝐶+(𝒜) (𝐶−(𝒜),𝐶𝑏(𝒜)) полные подкатегории в 𝐶(𝒜), образо-
ванные ограниченными снизу комплексами (соответственно ограниченными сверху
комплексами, ограниченными комплексами). Они тоже абелевые категории. Мор-
физм комплексов 𝑓 ∙ : 𝑋∙ → 𝑌 ∙ будем называть гомотопным нулю , если 𝑓𝑝 =
𝑑𝑌 ℎ

𝑝 + ℎ𝑝+1𝑑𝑋 для всех 𝑝 ∈ Z для некоторого семейства морфизмов ℎ𝑝 : 𝑋𝑝+1 → 𝑌 𝑝

.Морфизмы комплексов 𝑓 ∙, 𝑔∙ : 𝑋∙ → 𝑌 ∙ будем называть гомотопными, если 𝑓 ∙ − 𝑔∙

гомотопен 0, будем обозначать через 𝑓 ∙ ∼ 𝑔∙ гомотопные морфизмы. Пусть

𝐻𝑡𝑝(𝑋∙, 𝑌 ∙) := {𝑓 ∙ : 𝑋∙ → 𝑌 ∙, 𝑓 ∙ ∼ 0}.

𝐻𝑡𝑝(𝑋, 𝑌 ) является подгруппой 𝐻𝑜𝑚𝐶(𝒜)(𝑋, 𝑌 ). Определим гомотопическую
категорию 𝐾(𝒜) как категорию, которая имеет те же самые объекты как и 𝐶(𝒜), а
морфизмы в 𝐾(𝒜) - это 𝐻𝑜𝑚𝐾(𝒜)(𝑋, 𝑌 ) = 𝐻𝑜𝑚𝐶(𝒜)(𝑋, 𝑌 )/𝐻𝑡𝑝(𝑋, 𝑌 ). 𝐾(𝒜) является
аддитивной категорией.

Конус морфизма комплексов 𝑓 ∙ : 𝑋∙ → 𝑌 ∙ есть комплекс 𝐶𝑜𝑛𝑒(𝑓 ∙), у кото-

рого 𝐶𝑜𝑛𝑒(𝑓 ∙)𝑛 = 𝑋𝑛+1 ⊕ 𝑌 𝑛, 𝑑
𝐶𝑜𝑛𝑒(𝑓∙)
𝑛 =

[︂
−𝑑𝑛+1

𝑋 0
𝑓𝑛+1 𝑑𝑛𝑌

]︂
. Определим стандартный
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треугольник в 𝐾(𝒜) как последовательность

𝑋∙ 𝑓∙−→ 𝑌 ∙

⎡⎣ 0
1

⎤⎦
−−−−→ 𝐶𝑜𝑛𝑒(𝑓 ∙)

[︁
1 0

]︁
−−−−−−→ 𝑋∙[1]. (1.5)

Лемма 1.2 ([46]) Категория 𝐾(𝒜) , снабженная функтором сдвига [1] и классом
треугольников, изоморфных стандартным, является триангулированной катего-
рией.

Обозначим через 𝐾+(𝒜), 𝐾−(𝒜) и 𝐾𝑏(𝒜) образы категорий 𝐶+(𝒜), 𝐶−(𝒜) и 𝐶𝑏(𝒜)
соответственно в категории 𝐾(𝒜). Эти категории также являются триангулирован-
ными категориями.

Для комплексов 𝑋∙ и 𝑌 ∙ определим комплекс 𝑉 ∙ = 𝐻𝑜𝑚∙(𝑋∙, 𝑌 ∙) следующим
образом:

𝑉 𝑛 =
∏︁
𝑝∈Z

𝐻𝑜𝑚𝒜(𝑋𝑝, 𝑌 𝑝+𝑛), (𝑑𝑛𝑉 (𝑓))𝑝 = 𝑑𝑛+𝑝
𝑌 𝑓𝑛 + (−1)𝑛+1𝑓𝑝+1𝑑𝑝𝑋 .

Следующую лемму будем использовать:

Лемма 1.3 ([19]) Для комплексов 𝑋∙ и 𝑌 ∙, следующая формула справедлива:

𝐻𝑜𝑚𝐾(𝐴)(𝑋
∙, 𝑌 ∙[𝑛]) = 𝐻𝑛𝐻𝑜𝑚𝐴(𝑋∙, 𝑌 ∙).

1.3 Локализация категории

Определение 1.4 Мультипликативно замкнутой системой 𝑆 триангулирован-
ной категории 𝒜 будем называть класс морфизмов 𝒜, удовлетворяющий условиям:

∙ (FR1) Все тождественные морфизмы категории 𝒜 принадлежат 𝑆; компо-
зиция любых двух морфизмов из 𝑆 также принадлежит 𝑆.

∙ (FR2) Любую диаграмму вида

∙
𝑠

��
∙ // ∙

где 𝑠 ∈ 𝑆, можно дополнить до коммутативного квадрата

∙
𝑡
��

// ∙
𝑠

��
∙ // ∙

где 𝑡 ∈ 𝑆;любую диаграмму вида

∙

∙ ∙
𝑠

KS

oo
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где 𝑠 ∈ 𝑆, можно дополнить до коммутативного квадрата

∙ ∙oo

∙
𝑡

KS

∙
𝑠

KS

oo

где 𝑡 ∈ 𝑆;

∙ (FR3) если 𝑠𝑓 = 𝑠𝑔 и 𝑠 ∈ 𝑆, то существует морфизим 𝑡 ∈ 𝑆 такой, что
𝑓𝑡 = 𝑔𝑡; если 𝑓𝑠 = 𝑔𝑠 и 𝑠 ∈ 𝑆, то существует морфизим 𝑡 ∈ 𝑆 такой, что
𝑡𝑓 = 𝑡𝑔;

∙ (FR4) 𝑠 ∈ 𝑆 ⇔ 𝑠[1] ∈ 𝑆;

∙ (FR5) Если даны два выделенных треугольника и два морфизма между их
началами, образующие коммутативный квадрат, и 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑆, тогда эта диа-
грамма дополняется до морфизма треугольников:

𝑋 𝑢
//

𝑓

��

𝑌 𝑣
//

𝑔

��

𝑍 𝑤
//

ℎ
��

𝑋[1]

𝑓 [1]

��
𝑋 ′

𝑢′
// 𝑌 ′

𝑣′
// 𝑍 ′

𝑤′
// 𝑋 ′[1].

и здесь ℎ ∈ 𝑆.

Мультипликативно замкнутая система 𝑆 называется насыщенной, если

∙ (FR6) 𝑓𝑠 ∈ 𝑆, 𝑠𝑔 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑠 ∈ 𝑆.

Пусть (𝒜, ℰ , [1]) является триангулированной категорией, 𝑆 является насыщен-
ной мультипликативно замкнутой системой. Всегда существует категория 𝒜[𝑆−1] и
функтор 𝑄 : 𝒜 → 𝒜[𝑆−1] , который универсальный среди функторов, делающих мор-
физмы из 𝑆 обратимыми[46]. Объекты 𝒜[𝑆−1] - это объекты 𝒜. Морфизмы в 𝒜[𝑆−1]
из 𝑋 в 𝑌 - это классы эквивалентности диаграмм (𝑏, 𝑠) в 𝒜 вида

𝑋 ∙
𝑏
//𝑠ks 𝑌

здесь 𝑠 ∈ 𝑆. причем две диаграммы (𝑎, 𝑟) и (𝑏, 𝑠) эквивалентны, если иx включить в
коммутативную диаграмму

∙
𝑟

z� 𝑎 ��
𝑋 ∙ //

��

𝑢ks

OO

𝑌

∙

𝑠
\d

𝑏

??

такую что 𝑢 ∈ 𝑆.будем обозначать через (𝑎, 𝑟) ∼ (𝑏, 𝑠) эквивалентные диаграммы.
Пусть 𝑏/𝑠 := {(𝑎, 𝑟)|(𝑎, 𝑟) ∼ (𝑏, 𝑠)}. композиция морфизмов 𝑏/𝑠 и 𝑎/𝑟 есть морфизм
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𝑏𝑐/𝑟𝑡, который получается из них достройкой с помощью квадрата из (FR2):

∙
𝑡

z�
𝑐
  

∙
𝑟

z� 𝑎 ��

∙
𝑠

{� 𝑏 ��
𝑋 𝑌 𝑍

легко видеть , что 𝒜[𝑆−1], построенная таким образом действительно является кате-
горией, и канонический функтор

𝑄 : 𝒜 → 𝒜[𝑆−1], 𝑋 ↦→ 𝑋, 𝑓 ↦→ 𝑓/1

обращает все морфизмы из 𝑆 и является универсальным в этом смысле[46].

1.4 Производная категория

Определение 1.5 Морфизм комплекса 𝑓 ∙ : 𝒞∙ → ℬ∙ называется квазиизоморфиз-
мом , если 𝐻𝑛(𝑓 ∙) : 𝐻𝑛(𝑋∙)

∼=−→ 𝐻𝑛(𝑌 ∙) для любого 𝑛 ∈ Z.

Лемма 1.6 ([46]) 𝑓 ∙ : 𝒞∙ → ℬ∙ является квазиизоморфизмом тогда и только то-
гда, когда 𝐶𝑜𝑛𝑒(𝑓 ∙) является точным комплексом.

Теорема 1.7 Пусть K(𝒜) является гомотопической категорией, класс всех квази-
изоморфизмов 𝑄 является насыщенной мультипликативно замкнутой системой,
удовлетворяющей всем аксиомам (FR1)-(FR6).

Определение 1.8 Пусть 𝒜 является абелевой категорией, производная кате-
гория D(𝒜) - это локализация гомотопной категории K(𝒜) относительно класса
всех квазиизоморфизмов 𝑄 :

D(𝒜) := 𝐾(𝒜)[𝑄−1].

Аналогично, определены D−(𝒜), D+(𝒜) и D𝑏(𝒜).
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2 𝐺𝑟-инъективные модули над 𝑔𝑟-нётеровым коль-
цом и 𝑔𝑟-проективные модули над 𝑔𝑟-артиновым
кольцом

В этой главе после предоставления некоторых необходимых определений и пред-
варительных результатов в Разделе 2.1, мы докажем в разделе 2.2 структурную
теорему для 𝑔𝑟-инъективных модулей над 𝑔𝑟-нётеровыми 𝐺-градуированными ком-
мутативными кольцами. В разделе 2.3 будет доказана структурная теорема для 𝑔𝑟-
конечнопорожденных 𝑔𝑟-проективных модулей над 𝑔𝑟-артиновыми 𝐺-градуированными
коммутативными кольцами.

2.1 Основные определения и свойства

2.1.1 Градуированные кольца, градуированные модули и градуирован-
ные гомоморфизмы

Абелева группа 𝐺 называется линейно упорядоченной, если между элементами
установлено отношение линейного порядка ≤, подчиненное требованию: если 𝑎 ≤
𝑏, то 𝑐𝑎 ≤ 𝑐𝑏. В данной главе 𝐺 всегда является линейно упорядоченной абелевой
группой.

Определение 2.1 Коммутативное кольцо 𝑅 называется 𝐺-градуированным, если
𝑅 =

⨁︀
𝑔∈𝐺𝑅𝑔, где {𝑅𝑔 : 𝑔 ∈ 𝐺} является семейством аддитивных подгрупп кольца

𝑅, таких что 𝑅𝑔𝑅ℎ ⊂ 𝑅𝑔ℎ для всех 𝑔, ℎ ∈ 𝐺. Элементы множества ℎ(𝑅) =
⋃︀

𝑔∈𝐺 𝑅𝑔

называются однородными, ненулевой элемент 𝑟 ∈ 𝑅𝑔 называется однородным эле-
ментом степени 𝑔; обозначение: 𝑑𝑒𝑔(𝑟) = 𝑔. Градуированное кольцо, каждый нену-
левой однородный элемент которого обратим, называется градуированным полем.
Однородный элемент 𝑎 называется однородным делителем нуля, если существует
ненулевое однородное 𝑏 такое, что 𝑎𝑏 = 0. Gr-областью целостности называется
градуированное коммутативное кольцо без однородных делителей нуля.

Замечание. ([30], предложение 5.2.16) 𝐺𝑟-область целостности всегда является обла-
стью целостности. 𝐺𝑟-поле не всегда является полем!

Пример 2.1 Пусть 𝑘 является полем, 𝑅 = 𝑘[𝑥, 𝑥−1] является Z-градуированным
кольцом с градуировкой 𝑅𝑛 = 𝑘𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z. Тогда 𝑅 является 𝑔𝑟-полем, но не является
полем.

Предложение 2.2 ([30], предложение 1.1.1) Для градуированного кольца 𝑅 =
⨁︀

𝑔∈𝐺𝑅𝑔

справедливы следующие утверждения:

∙ (1) 1 ∈ 𝑅𝑒;

∙ (2) если 𝑟 ∈ 𝑅𝑔, то 𝑟−1 ∈ 𝑅𝑔−1 .

Определение 2.3 Модуль 𝑀 над 𝑅 называется 𝐺-градуированным, если 𝑀 =
⨁︀

𝑔∈𝐺 𝑀𝑔,
где {𝑀𝑔 : 𝑔 ∈ 𝐺} является семейством аддитивных подгрупп абелевой группы
(𝑀,+), таких что 𝑅𝑔𝑀ℎ ⊂ 𝑀𝑔ℎ для всех 𝑔, ℎ ∈ 𝐺. Элементы множества ℎ(𝑀) =
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⋃︀
𝑔∈𝐺𝑀𝑔 называются однородными; ненулевые элементы в 𝑀𝑔 называются одно-

родными степени 𝑔. Подмодуль 𝑁 градуированного модуля 𝑀 является градуиро-
ванным, если 𝑁 =

⨁︀
𝑔∈𝐺𝑁𝑔, где 𝑁𝑔 = 𝑁 ∩𝑀𝑔. Градуировка модуля 𝑀 индуцирует

градуировку на фактор-модуле 𝑀/𝑁 по градуированному подмодулю 𝑁 :

(𝑀/𝑁)𝑔 = {𝑚 + 𝑁 |𝑚 ∈ 𝑀𝑔}. (2.6)

Градуированный подмодуль 𝐼 модуля 𝑅 называется градуированным идеалом (или
gr-идеалом). Обозначим через 𝑀𝑜𝑑(𝑅) категорию 𝑅-модулей, а через 𝐺𝑟(𝑅) катего-
рию градуированных 𝑅-модулей, объектами которой являются градуированные 𝑅-
модули, а морфизмами являются гомоморфизмы, сохраняющие градуировку, т.е.

𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝑀,𝑁) = {𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀,𝑁) : 𝑓(𝑀𝑔) ⊆ 𝑁𝑔}. (2.7)

Очевидно, что 𝐺𝑟(𝑅) является абелевой категорией(см. [30], Раздел 2.2).

Определение 2.4 Если 𝑀 =
⨁︀

𝑔∈𝐺𝑀𝑔 является градуированным 𝑅-модулем и 𝑔 ∈ 𝐺,
то обозначим через 𝑀(𝑔) модуль 𝑀 , рассматриваемый с градуировкой 𝑀(𝑔)ℎ =
𝑀𝑔ℎ,ℎ ∈ 𝐺. Градуированный 𝑅-модуль 𝑀(𝑔) называется 𝑔-сдвигом модуля 𝑀 .

Определение 2.5 Градуированный модуль 𝐹 называется 𝑔𝑟-свободным, если он об-
ладает базисом, состоящим из однородных элементов, т.е. если для некоторого
множества ℐ, 𝑔𝑖 ∈ 𝐺 при 𝑖 ∈ ℐ, и 𝐹 ∼=

⨁︀
𝑖∈ℐ 𝑅(𝑔𝑖). Если ℐ является конечным

множеством, то 𝐹 называется 𝑔𝑟-конечнопорождённым свободным модулем.

Предложение 2.6 ([49], Предложение 2.6.14) Каждый градуированный 𝑅-модуль
𝑀 изоморфен фактор-модулю некоторого 𝑔𝑟-свободного модуля.

Определение 2.7 𝑀 называется 𝑔𝑟-конечнопорождённым модулем, если существу-
ет точная последовательность

𝐹 → 𝑀 → 0, (2.8)

где 𝐹 является 𝑔𝑟-конечнопорождённым свободным модулем.

2.1.2 𝐺𝑟-идеалы

Определение 2.8 𝐺𝑟-идеал p градуированного кольца 𝑅 называется 𝑔𝑟-простым
идеалом, если для любых двух однородных элементов 𝑥, 𝑦 из 𝑥𝑦 ∈ p следует либо
𝑥 ∈ p, либо 𝑦 ∈ p. Через 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) обозначаем множество всех 𝑔𝑟-простых идеалов
кольца 𝑅. 𝐺𝑟-идеал m называется 𝑔𝑟-максимальным идеалом, если не существует
𝑔𝑟-идеал 𝐼 такой, что m $ 𝐼 $ 𝑅. Через 𝑀𝑎𝑥𝑔𝑟(𝑅) обозначаем множество всех
𝑔𝑟-максимальных идеалов кольца 𝑅.

Предложение 2.9 ([30], предложение 5.2.16) В градуированном кольце 𝑅 идеал p
является 𝑔𝑟-простым идеалом тогда и только тогда, когда он одновременно явля-
ется простым идеалом(обычным) и градуированном идеалом.

Определение 2.10 𝐺𝑟-высота 𝑔𝑟-простого идеала p является супремумом длин
цепочек 𝑔𝑟-простых идеалов, содержащихся в p. Обозначаем 𝑔𝑟-высоту p через ℎ-
ℎ𝑡(p). 𝐺𝑟-размерность Крулля градуированного кольца 𝑅 является максимумом
длины по множеству всех цепочек 𝑔𝑟-простых идеалов 𝑅. Обозначаем 𝑔𝑟-размерность
Крулля 𝑅 через ℎ-𝑑𝑖𝑚(𝑅).
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Определение 2.11 В градуированном кольце 𝑅 однородный элемент 𝑥 ∈ ℎ(𝑅) на-
зывается 𝑔𝑟-нильпотентом, если 𝑥𝑛 = 0 для некоторого 𝑛 > 0. Идеал 𝑁𝑖𝑙𝑔𝑟(𝑅)
порождённый всеми 𝑔𝑟-нильпотентами называется 𝑔𝑟-нильрадикалом.

Предложение 2.12 𝐺𝑟-нильрадикал градуированного кольца 𝑅 совпадает с пересе-
чением всех его 𝑔𝑟-простых идеалов.

Доказательство. В неградуированном случае это классический результат ( см.
[11], Предложение 2.12). В градуированном случае можно повторить это доказатель-
ство. �

Предложение 2.13 ([30], предложение 5.2.16) Gr-нильрадикал 𝑁𝑖𝑙𝑔𝑟(𝑅) градуиро-
ванного кольца 𝑅 совпадает с нильрадикалом 𝑁𝑖𝑙(𝑅).

Определение 2.14 В градуированном кольце 𝑅 однородный элемент 𝑢 ∈ 𝑅𝑒 назы-
вается 𝑔𝑟-идемпотентом, если 𝑢2 = 𝑢.

Предложение 2.15 Пусть 𝑅 является градуированным кольцом. Пусть 𝑅 =
⨁︀

𝑎∈𝐴 𝐼𝑎,
где 𝐼𝑎 является 𝑔𝑟-идеалом для любого 𝑎 ∈ 𝐴. Справедливы следующие утвержде-
ния:

∙ (1) 𝐴 является конечным множеством.

∙ (2) Пусть 𝐴 = {1, 2, . . . , 𝑛}, тогда для каждого 𝑎 ∈ 𝐴 существует 𝑢𝑎 ∈ 𝐼𝑎
такое, что

– (i) 𝐼𝑎 = 𝑅𝑢𝑎;

– (ii) 1 = 𝑢1 + 𝑢2 + · · · + 𝑢𝑛;

– (iii) 𝑢𝑎𝑢𝑏 = 𝑢𝑎𝛿𝑎𝑏, где 𝛿𝑖𝑗 является символом Кронекера.

Обратно, если существуют 𝑔𝑟-идемпотенты 𝑢1, 𝑢2, · · · , 𝑢𝑛 такие, что 1 = 𝑢1+𝑢2+
. . . + 𝑢𝑛 и 𝑢𝑎𝑢𝑏 = 𝑢𝑎𝛿𝑎𝑏, то 𝑅 =

⨁︀𝑛
𝑎=1𝑅𝑢𝑎.

Доказательство. В неградуированном случае это классический результат ( см. [3],
Предложения 7.2, 7.3, 7.5). В градуированном случае можно повторить эти доказа-
тельства. Нам нужно еще доказать только то, что 𝑢𝑎 ∈ 𝑅𝑒 для каждого 𝑎 ∈ 𝐴.

Пусть 𝑢𝑎 = 𝑥𝑖1 + 𝑥𝑖2 + . . . + 𝑥𝑖𝑠 , где 𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑠 ∈ 𝐺, 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑠, и 𝑥𝑖𝑠

является однородным элементом степени 𝑖𝑠. Пусть 𝑥𝑖1 ̸= 0. Раз 𝑢𝑎𝑢𝑎 = 𝑢𝑎, сравниваем
коэффициент и получаем, что 𝑢𝑎 = 𝑥𝑖1 ∈ 𝑅𝑒. �

2.1.3 𝐺𝑟-кольцо частных и 𝑔𝑟-модуль частных

Определение 2.16 Gr-мультипликативной системой в градуированном кольце 𝑅
называется подмножество 𝑆 в ℎ(𝑅), содержащее 1, не содержащее нуля и замкну-
тое по умножению (в кольце 𝑅).
Градуировка кольца 𝑅 индуцирует градуировку на кольце частных 𝑆−1𝑅 по gr-мультипликативной
системе 𝑆: (𝑆−1𝑅)𝑔 = { 𝑟

𝑠
∈ 𝑆−1𝑅|𝑟 ∈ 𝑅ℎ, 𝑠 ∈ 𝑆 ∩𝑅𝑘, 𝑔 = ℎ𝑘−1}.

Пусть 𝑀 = ⊕𝑔∈𝐺𝑀𝑔 - градуированный 𝑅-модуль. Градуировка модуля 𝑀 индуциру-
ет градуировку на модуле частных 𝑆−1𝑀 по gr - мультипликативной системе 𝑆:
(𝑆−1𝑀)𝑔 = {𝑚

𝑠
∈ 𝑆−1𝑀 |𝑚 ∈ 𝑀ℎ, 𝑠 ∈ 𝑆 ∩𝑅𝑘, 𝑔 = ℎ𝑘−1}.
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Пример 2.2 Пусть 𝑅 = 𝐹 [𝑥] является кольцом многочленов над полем 𝐹 .

∙ Если рассматриваем 𝑅 как обычное кольцо, 𝑆 = 𝑅− 0, тогда 𝑆−1𝑅 = 𝐹 (𝑥).

∙ Если рассматриваем 𝑅 как Z-градуированное кольцо 𝑅 =
⨁︀+∞

𝑛=0 𝐹𝑥𝑛, 𝑆 = ℎ(𝑅)−
0, тогда 𝑆−1𝑅 = 𝐹 [𝑥, 𝑥−1].

Определение 2.17 Градуированное кольцо 𝑅 gr-локально, если 𝑅 имеет единствен-
ный gr-максимальный идеал.

Пример 2.3 Пусть 𝑅 является градуированной областью целостности, 𝑆 = ℎ(𝑅)−
0, тогда 𝑆−1𝑅 называется 𝑔𝑟-полем частных 𝑅(обозначение: 𝐹𝑟𝑎𝑐𝑔𝑟(𝑅)).

Пример 2.4 пусть 𝑅 является градуированным кольцом, p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅), тогда 𝑆 =
ℎ(𝑅) − p является gr-мультипликативной системой и 𝑅(p) := 𝑆−1𝑅 является gr-
локальным кольцом. p𝑅(p) является единственным gr-максимальным идеалом 𝑅(p).
Определяем 𝜅(p) =

𝑅(p)

p𝑅(p)
.

2.1.4 𝐺𝑟-проективные модули и 𝑔𝑟-инъективные модули

Определение 2.18 Градуированный 𝑅-модуль 𝑔𝑟-проективен, если он проективен
как объект в категории 𝐺𝑟(𝑅).

Предложение 2.19 ([30], Раздел 2.2) Пусть 𝑃 является градуированным 𝑅-модулем,
следующие условия эквивалентны:

∙ (1) 𝑃 𝑔𝑟-проективен.

∙ (2) Существует такой 𝑔𝑟-модуль 𝐾, что прямая сумма 𝐹 = 𝑃 ⊕ 𝐾 𝑔𝑟-
свободна.

Предложение 2.20 Пусть 𝑃 является градуированным 𝑅-модулем, следующие усло-
вия эквивалентны:

∙ (1) 𝑃 𝑔𝑟-проективен.

∙ (2) Существует такое множество {𝑥𝑖 ∈ ℎ(𝑃 ) : 𝑖 ∈ ℐ} и существует такое
множество {𝑓𝑖 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝑃,𝑅) : 𝑖 ∈ ℐ}, что {𝑖 ∈ 𝐼 | 𝑓𝑖(𝑥) ̸= 0} является
конечным множеством для любого 𝑥 ∈ 𝑃 , и 𝑥 =

∑︀
𝑖∈ℐ 𝑓𝑖(𝑥)𝑥𝑖.

Доказательство. В неградуированном случае это классический результат ( см.
[40], Предложения 3.10). В градуированном случае можно повторить это доказатель-
ство. �

Определение 2.21 Градуированный 𝑅-модуль 𝑀 gr-инъективен, если он инъекти-
вен как объект в категории 𝐺𝑟(𝑅).

Предложение 2.22 (Критерий Бэра для градуированных модулей, [30], Предложе-
ние 2.4.8) Пусть 𝑄 является градуированным 𝑅-модулем, следующие условия экви-
валентны:

∙ 1) 𝑄 𝑔𝑟-инъективен.
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∙ 2) Для любого градуированного идеала 𝐼 кольца 𝑅, пусть 𝑖 : 𝐼 → 𝑅 канониче-
ское вложение, тогда

𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝑅,𝑄)
𝑖*−→ 𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝐼,𝑄) → 0 (2.9)

точна.

Пример 2.5 Пусть 𝑅 является градуированной областью целостности, тогда 𝐹 =
𝐹𝑟𝑎𝑐𝑔𝑟(𝑅) 𝑔𝑟-инъективен.

Доказательство. Возьмем любой 𝑔𝑟-идеал 𝐼 ̸= 0, и пусть 𝑓 : 𝐼 → 𝐹 является
𝑔𝑟-гомоморфизмом, нам нужно найти такой 𝑔𝑟-гомоморфизм 𝑔 : 𝑅 → 𝐹, что 𝑔|𝐼 = 𝑓.

Пусть 0 ̸= 𝑎 ∈ ℎ(𝐼), существует такое 𝑥𝑎 ∈ ℎ(𝐹 ), что 𝑎𝑥𝑎 = 𝑓(𝑎). Для любых
𝑎, 𝑏 ∈ ℎ(𝐼) − 0, мы имеем 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑎𝑓(𝑏) = 𝑏𝑓(𝑎), то есть 𝑎𝑏𝑥𝑎 = 𝑎𝑏𝑥𝑏, так что 𝑥𝑎 = 𝑥𝑏,
значит 𝑥 = 𝑥𝑎 не зависит от выбора 𝑎 ∈ ℎ(𝐼) − 0. Теперь пусть 𝑔(𝑟) = 𝑟𝑥, тогда
𝑔|𝐼 = 𝑓. �

Определение 2.23 Градуированный подмодуль 𝑁 градуированного модуля 𝑀 назы-
вается 𝑔𝑟-существенным, если для любого градуированного подмодуля 𝑁 ′ равенство
𝑁 ∩𝑁 ′ = 0 влечет 𝑁 ′ = 0.

Определение 2.24 ([49], предложение 33) Пусть 𝑀 ⊂ 𝐸 являются градуирован-
ными 𝑅-модулями. Следующие условия равносильны:

∙ (1) 𝐸 является максимальным 𝑔𝑟-существенным расширением 𝑀 .

∙ (2) 𝐸 является 𝑔𝑟-существенным расширением 𝑀 и 𝐸 является 𝑔𝑟-инъективным
модулем.

∙ (3) 𝐸 является минимальным 𝑔𝑟-инъективным модулем, содержащим 𝑀 .

При выполнении эквивалентных условий (1)–(3) модуль 𝐸 называется 𝑔𝑟-инъективной
оболочкой модуля 𝑀 и обозначается через 𝐸𝑔𝑟(𝑀).

Пример 2.6 Пусть 𝑅 является градуированной областью целостности, тогда 𝐹 =
𝐹𝑟𝑎𝑐𝑔𝑟(𝑅) является 𝑔𝑟-инъективной оболочкой 𝑅.

Доказательство. Мы уже доказали, что 𝐹 𝑔𝑟-инъективен (см. Пример 2.5). Оче-
видно, что 𝑅 ⊂ 𝐹 является 𝑔𝑟-существенным расширением. �

2.1.5 𝐺𝑟-простотой модуль, 𝑔𝑟-радикал Джекобсона, 𝑔𝑟-полупростой мо-
дуль

Определение 2.25 ∙ (1) Градуированный модуль 𝑀 , имеющий ровно два гра-
дуированных подмодуля 0 и 𝑀 , называется 𝑔𝑟-простым модулем.

∙ (2) Градуированный подмодуль 𝑁 градуированного модуля 𝑀 называется 𝑔𝑟-
минимальным (𝑔𝑟-максимальным), если 𝑁 является минимальным ненуле-
вым (максимальным собственным) элементом множества градуированных
подмодулей 𝑀 .
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Предложение 2.26 ([30], Предложение 2.7.1). Пусть 𝑀 является 𝑔𝑟-простым
модулем. Тогда

∙ (1) Для всех 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑅𝑒-модуль 𝑀𝑔 либо нулевой, либо простой.

∙ (2) Если 𝑀𝑔 ̸= 0, то 𝑀 ∼= (𝑅/𝐼)(𝑔−1) для некоторого 𝑔𝑟-максимального идеала
𝐼 кольца 𝑅.

Определение 2.27 Градуированный подмодуль 𝑁 градуированного модуля 𝑀 на-
зывается 𝑔𝑟-малым, если для любого градуированного подмодуля 𝑁 ′ равенство 𝑁 +
𝑁 ′ = 𝑀 влечет 𝑁 ′ = 𝑀 .

Определение 2.28 ([30], Раздел 2.9) Сумма всех малых 𝑔𝑟-подмодулей 𝐽𝑔𝑟(𝑀) сов-
падает с пересечением всех 𝑔𝑟-максимальных подмодулей. 𝐽𝑔𝑟(𝑀) называется 𝑔𝑟-
радикалом Джекобсона.

Предложение 2.29 ([30], предложение 2.9.1; [3], Предложение 9.13, Предложение
9.14) Для градуированного кольца 𝑅 =

⨁︀
𝑔∈𝐺𝑅𝑔 справедливы следующие утвержде-

ния:

∙ (1) Если 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝑀,𝑁), то 𝑓(𝐽𝑔𝑟(𝑀)) ⊂ 𝐽𝑔𝑟(𝑁).

∙ (2) (Лемма Накаямы) 𝐽𝑔𝑟(𝑅) ·𝑀 ⊂ 𝐽𝑔𝑟(𝑀).

∙ (3) Если 𝑀 является 𝑔𝑟-конечнопорождённым модулем, то 𝐽𝑔𝑟(𝑀) является
𝑔𝑟-малым.

∙ (4) Верно ℎ(𝐽𝑔𝑟(𝑅)) =
⋃︀

𝑔∈𝐺{𝑟 ∈ 𝑅𝑔|для всех 𝑠 ∈ 𝑅𝑔−1 , 1 − rs обратим}.

Предложение 2.30 Для градуированного кольца 𝑅 =
⨁︀

𝑔∈𝐺𝑅𝑔, если 𝑃 𝑔𝑟-проективен,
то 𝐽𝑔𝑟(𝑅) · 𝑃 = 𝐽𝑔𝑟(𝑃 ).

Доказательство. По предложению 2.20, существует такое множество {𝑥𝑖 ∈ ℎ(𝑃 ) :
𝑖 ∈ ℐ} и существует такое множество {𝑓𝑖 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝑃,𝑅) : 𝑖 ∈ ℐ}, что для любого
𝑥 ∈ 𝑃 , {𝑖 ∈ ℐ : 𝑓𝑖(𝑥) ̸= 0} является конечным множеством, и 𝑥 =

∑︀
𝑖∈ℐ 𝑓𝑖(𝑥)𝑥𝑖. По

предложению 2.29 (1) мы имеем 𝑓𝑖(𝐽
𝑔𝑟(𝑃 )) ⊂ 𝐽𝑔𝑟(𝑅), так что для любого 𝑢 ∈ 𝐽𝑔𝑟(𝑃 ),

𝑢 =
∑︀

𝑖∈ℐ 𝑓𝑖(𝑢)𝑥𝑖 ∈ 𝐽𝑔𝑟(𝑅) · 𝑃. �

Определение 2.31 Пусть 𝑅 является градуированным кольцом, 𝑃 , 𝑀 являются
градуированными 𝑅-модулями и 𝑃 𝑔𝑟-проективен. Если 𝑓 : 𝑃 → 𝑀 является эпи-
морфизмом в категории 𝐺𝑟(𝑅) и 𝐾𝑒𝑟𝑓 является 𝑔𝑟-малым подмодулем модуля 𝑃 ,
тогда 𝑃 называется 𝑔𝑟-проективным накрытием модуля 𝑀 и обозначается через
𝑃 𝑔𝑟(𝑀).

Предложение 2.32 𝐺𝑟-проективное накрытие если существует, то единственно
с точностью до изоморфизма (в категории 𝐺𝑟(𝑅)).

Доказательство. В неградуированном случае это классический результат ( см.[3],
Лемма 17.12). В градуированном случае можно повторить это доказательство. �

Определение 2.33 Градуированный модуль 𝑀 называется 𝑔𝑟-полупростым, если
𝑀 изоморфен прямой сумме 𝑔𝑟-простых модулей.
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Предложение 2.34 Пусть 𝑀 является градуированным 𝑅-модулем, следующие
условия эквивалентны:

∙ 1) 𝑀 является 𝑔𝑟-полупростым.

∙ 2) Для каждого 𝑔𝑟-подмодуля 𝑁 существует дополнение 𝑃 , такое что 𝑀 =
𝑁 ⊕ 𝑃 .

∙ 3) 𝑀 можно разложить в прямую сумму 𝑔𝑟-простых подмодулей 𝑀 .

∙ 4) Любая точная последовательность вида 0 → 𝑁 → 𝑀 → 𝑆 → 0 в категории
𝐺𝑟(𝑅) расщепляется.

Доказательство. В неградуированном случае это классический результат ( см.[3],
Теорема 9.6). В градуированном случае можно повторить это доказательство. �

2.1.6 𝐺𝑟-неразложимый модуль

Определение 2.35 Градуированный модуль 𝑀 называется 𝑔𝑟-неразложимым, ес-
ли он ненулевой и его нельзя разложить в прямую сумму двух ненулевых градуи-
рованных модулей.

Предложение 2.36 Пусть 𝑅 является градуированным кольцом, следующие усло-
вия эквивалентны:

∙ (1) 𝑅 не имеет 𝑔𝑟-идемпотентa 𝑢 ̸= 0, 1.

∙ (2) 𝑅 как градуированный 𝑅-модуль 𝑔𝑟-неразложим.

Доказательство. (1) ⇒ (2). Пусть 𝑅 = 𝐴 ⊕ 𝐵. По предложению 2.15, существует
𝑔𝑟-идемпотент 𝑢 такой, что 𝐴 = 𝑅𝑢. Раз 𝑢 = 0 или 𝑢 = 1, мы имеем 𝐴 = 0 или 𝐴 = 𝑅.

(2) ⇒ (1). Пусть 𝑢 является 𝑔𝑟-идемпотентом, тогда мы имеем 𝑢(1 − 𝑢) = 0 и
1 = 𝑢+(1−𝑢). По предложению 2.15, 𝑅 = 𝑅𝑢⊕𝑅(1−𝑢). Раз 𝑅 как 𝐺-градуированный
𝑅-модуль 𝑔𝑟-неразложим, мы имеем 𝑅𝑢 = 0 или 𝑅(1 − 𝑢) = 0.

Если 𝑅𝑢 = 0, то 𝑢 = 0.
Если 𝑅(1−𝑢) = 0, то 𝑅𝑢 = 𝑅, 𝑅(1−𝑢) = 𝑅𝑢(1−𝑢) = 0, так что (1−𝑢)1 = 1−𝑢 = 0.

�

Предложение 2.37 Пусть 𝑀 является градуированным 𝑅-модуль и 𝑆 = 𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝑀),
следующие условия эквивалентны:

∙ 1) Кольцо 𝑆 неразложимо.

∙ 2) 𝑀 как градуированный 𝑅-модуль 𝑔𝑟-неразложим.

Доказательство. В неградуированном случае это классический результат (см.[3],
Предложения 5.10). В градуированном случае можно повторить это доказательство.
�
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2.1.7 𝐺𝑟-нётеров модуль и 𝑔𝑟-артинов модуль

Определение 2.38 𝐺𝑟-нётеровым модулем называется градуированный 𝑅-модуль
𝑀 , в котором всякая последовательность 𝑔𝑟-подмодулей 𝑁1 ⊂ 𝑁2 ⊂ · · · ⊂ 𝑁𝑛 ⊂ · · ·
стабилизируется, то есть 𝑁𝑛 = 𝑁𝑛+1 = · · · , начиная с некоторого 𝑛. Если 𝑅 как
градуированный 𝑅-модуль 𝑔𝑟-нётеров, то называем 𝑅 𝑔𝑟-нётеровым кольцом.

Определение 2.39 𝐺𝑟-артиновым модулем называется градуированный 𝑅-модуль
𝑀 , в котором всякая последовательность 𝑔𝑟-подмодулей 𝑁1 ⊃ 𝑁2 ⊃ · · · ⊃ 𝑁𝑛 ⊃ · · ·
стабилизируется, то есть 𝑁𝑛 = 𝑁𝑛+1 = · · · , начиная с некоторого 𝑛. Если 𝑅 как
градуированный 𝑅-модуль 𝑔𝑟-артинов, то называем 𝑅 𝑔𝑟-артиновым кольцом.

Определение 2.40 Пусть 𝑀 является градуированным 𝑅-модулем. Мы говорим
что 𝑔𝑟-длина цепочки его 𝑔𝑟-подмодулей вида 𝑁1 ⊂ 𝑁2 ⊂ · · · ⊂ 𝑁𝑛 равна 𝑛. 𝐺𝑟-
длина модуля 𝑀 является наибольшей 𝑔𝑟-длиной цепочки среди всех цепочек его
𝑔𝑟-подмодулей. Если наибольшей 𝑔𝑟-длины цепочки не существует, то 𝑔𝑟-длина 𝑀
равна бесконечности. Очевидно что градуированный модуль имеет конечную 𝑔𝑟-
длину тогда и только тогда, когда он является 𝑔𝑟-артиновым и 𝑔𝑟-нётеровым.

Предложение 2.41 (Лемма Фитинга в градуированном случае) Пусть 𝑀 являет-
ся градуированным 𝑅-модулем. 𝑀 имеет конечную 𝑔𝑟-длину. Справедливы следую-
щие утверждения:

∙ (1) Пусть 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝑀), тогда 𝑓 является мономорфизмом ⇔ 𝑓 является
эпиморфизмом ⇔ 𝑓 является изоморфизмом ⇔ 𝑓 не является нильпотент-
ным.

∙ (2) Пусть 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝑀), тогда существует 𝑛0 ∈ Z>0 такое, что для
любого 𝑛 > 𝑛0, 𝑀 = 𝐼𝑚𝑓𝑛 ⊕𝐾𝑒𝑟𝑓𝑛.

∙ (3) Если 𝑀 gr-неразложим, тогда 𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝑀) является локальным кольцом.

Доказательство. В неградуированном случае это классический результат ( см. [3],
Лемма 11.6, Предложение 11.7, Предложение 11.8, Лемма 12.8). В градуированном
случае можно повторить эти доказательства. �

Предложение 2.42 (Теорема Крулля-Ремака-Шмидта в градуированном случае)
Пусть 𝑀 является градуированным 𝑅-модулем. 𝑀 имеет конечную 𝑔𝑟-длину, то-
гда 𝑀 является конечной прямой суммой 𝑔𝑟-неразложимых модулей. Если 𝑀 =
𝑀1⊕𝑀2⊕. . .⊕𝑀𝑛 = 𝑁1⊕𝑁2⊕. . .⊕𝑁𝑚, где 𝑀𝑖 и 𝑁𝑗 являются 𝑔𝑟-неразложимыми мо-
дулями, тогда 𝑚 = 𝑛, и существует такая биекция 𝜋 : {1, 2, . . . , 𝑛} → {1, 2, . . . , 𝑛},
что 𝑁𝑖

∼= 𝑀𝜋(𝑖).

Доказательство. В неградуированном случае это классический результат ( см.[3],
Теорема 12.9). В градуированном случае можно повторить это доказательство. �

Предложение 2.43 ([41], Лемма 2.3) Справедливы следующие утверждения:

∙ (1) градуированное кольцо 𝑅 𝑔𝑟-нётерово тогда и только тогда, когда в любом
непустом множестве 𝑔𝑟-идеалов 𝑅 существует максимальный элемент;
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∙ (2) градуированное кольцо 𝑅 𝑔𝑟-нётерово тогда и только тогда, когда любой
𝑔𝑟-идеал конечно порождён;

∙ (3) градуированное кольцо 𝑅 𝑔𝑟-нётерово тогда и только тогда, когда любой
𝑔𝑟-простой идеал конечно порождён.

Предложение 2.44 Пусть 𝑅 является gr-нётеровым градуированным коммута-
тивным кольцом, тогда нильрадикал 𝑁𝑖𝑙(𝑅) нильпотентен.

Доказательство. Пусть 𝑁𝑖𝑙(𝑅) = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘), здесь 𝑥𝑖 ∈ ℎ(𝑅), 𝑥𝑖
𝑛𝑖 = 0. Пусть

𝑚 = 𝑛1 + 𝑛2 + . . . + 𝑛𝑘, тогда мы имеем (𝑁𝑖𝑙(𝑅))𝑚 = 0. �

Определение 2.45 Градуированное кольцо 𝑅 называется gr-полупростым, если оно
𝑔𝑟-полупросто как градуированный модуль над самим собой.

Предложение 2.46 ([30], предложение 2.10.10) Пусть 𝑅 является градуирован-
ным коммутативным кольцом, следующие условия эквивалентны:

∙ (1) 𝑅 является 𝑔𝑟-полупростым кольцом.

∙ (2) Каждый градуированный 𝑅-модуль 𝑀 gr-проективен.

∙ (3) Каждый градуированный 𝑅-модуль 𝑀 gr-инъективен.

∙ (4) 𝑅 изоморфно конечному прямому произведению 𝑔𝑟-полей.

∙ (5) 𝑅 является 𝑔𝑟-артиновым кольцом, и 𝐽𝑔𝑟(𝑅) = 0.

Предложение 2.47 Пусть 𝑅 является gr-артиновым градуированным коммута-
тивным кольцом. Справедливы следующие утверждения:

∙ (1) Если 𝑅 является 𝑔𝑟-областью целостности, то 𝑅 является 𝑔𝑟-полем.

∙ (2) 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) = 𝑀𝑎𝑥𝑔𝑟(𝑅).

∙ (3) ℎ-𝑑𝑖𝑚(𝑅) = 0.

∙ (4) 𝑅 имеет только конечное число 𝑔𝑟-максимальных идеалов.

∙ (5) Пусть 𝐽 = 𝐽𝑔𝑟(𝑅), тогда существует такое 𝑚 ∈ Z>0, что 𝐽𝑚 = 0.

Доказательство. В неградуированном случае это классический результат ( см. [4],
Предложения 8.1, 8.3, 8.4). В градуированном случае можно повторить эти доказа-
тельства. �

Предложение 2.48 Градуированное коммутативное кольцо 𝑅 является 𝑔𝑟-артиновым
тогда и только тогда, когда 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым, и 𝐽𝑔𝑟(𝑅) является нильпо-
тентным 𝑔𝑟-идеалом и 𝑅

𝐽𝑔𝑟(𝑅)
𝑔𝑟-полупросто.

Доказательство. В неградуированном случае это классический результат ( см.[3],
Теорема 15.20). В градуированном случае можно повторить это доказательство. �
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2.2 Структурная теорема для 𝑔𝑟-инъективных модулей над 𝑔𝑟-
нётеровыми 𝐺-градуированными коммутативными коль-
цами

2.2.1 𝐺𝑟-ассоциированные простые идеалы

Определение 2.49 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нётеровым кольцом, а 𝑀 является гра-
дуированным модулем над 𝑅. p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) называется ассоциированным с 𝑀 (обо-
значение: p ∈ 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟𝑅 (𝑀)), если p = 𝐴𝑛𝑛(𝑥) для некоторого 𝑥 ∈ ℎ(𝑀). Очевидно, если
p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅), то 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝑅

p
) = {p}.

Предложение 2.50 Множество 𝑔𝑟-ассоциированных простых непусто,
⋃︀

p∈𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟𝑅 (𝑀) ℎ(p)−
{0} является множеством 𝑔𝑟-делителей нуля в 𝑀 .

Доказательство. Легко показать, что максимальные элементы в семействе 𝑔𝑟-
идеалов вида 𝐴𝑛𝑛(𝑥) являются 𝑔𝑟-простыми идеалами, их множество и будет 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝑀),⋃︀

p∈𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟𝑅 (𝑀) ℎ(p) − {0} - это в точности делители нуля в 𝑀 . �

Лемма 2.51 Пусть 0 → 𝐿 → 𝑀 → 𝑁 → 0 является точной последовательно-
стью, тогда 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝐿) ⊂ 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝑀) ⊂ 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝐿) ∪ 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝑁).

Доказательство. Первое включение очевидно. Теперь пусть p ∈ 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝑀)−𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝐿),
p = 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑥). Имеем 𝑅𝑥∩𝐿 = 0, поскольку любой ненулевой элемент из пересечения
имел бы p своим аннулятором, как следует из 𝑔𝑟-простоты p. Значит, 𝑅𝑥 изоморфен
𝑔𝑟-подмодулю модуля 𝑁 , так что p ∈ 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟𝑅 (𝑁). �

Предложение 2.52 Для 𝑔𝑟-конечнопорожденного модуля 𝑀 существует конеч-
ная цепочка 𝑔𝑟-подмодулей 𝑀 = 𝑀0 ⊂ 𝑀1 ⊂ · · · ⊂ 𝑀𝑛, где 𝑀𝑖+1/𝑀𝑖

∼= (𝑅/p𝑖)(𝑔𝑖) для
некоторых 𝑔𝑟-простых идеалов p𝑖 и некоторых 𝑔𝑖 ∈ 𝐺.

Доказательство. Возьмем p1 ∈ 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟𝑅 (𝑀), p1 = 𝐴𝑛𝑛(𝑥) и 𝑅𝑥 ∼= 𝑅
𝐴𝑛𝑛(𝑥)

(𝑔1), где
𝑔1 = 𝑑𝑒𝑔(𝑥). Пусть 𝑀1 = 𝑅𝑥. Если 𝑀1 ̸= 𝑀, для 𝑀

𝑀1
повторяем этот процесс, получаем

последовательность 𝑔𝑟-модулей 0 = 𝑀0 ⊂ 𝑀1 ⊂ · · · ⊂ 𝑀𝑛 ⊂ · · · . По 𝑔𝑟-нётеровости
лемма доказана. �

Предложение 2.53 Для 𝑔𝑟-конечнопорожденного модуля 𝑀 , 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝑀) является
конечным множеством.

Доказательство. Действительно, ассоциированные простые идеалы содержатся
среди p1, p2, . . . , p𝑛 предыдущего предложения. �

2.2.2 𝐺𝑟-инъективные модули над 𝑔𝑟-нётеровым кольцом

Определение 2.54 Градуированный подмодуль 𝑁 градуированного модуля 𝑀 назы-
вается 𝑔𝑟-неприводимым, если он не является пересечением двух не совпадающих
с ним градуированных подмодулей.

𝐺𝑟-неприводимое разложение модуля 𝑁 - это представление 𝑁 = 𝑁1 ∩ · · · ∩𝑁𝑟,
где все 𝑁𝑖 𝑔𝑟-неприводимы. Оно называется несократимым, если оттуда нельзя
ничего выкинуть.

Очевидно, что если 𝑅 является 𝑔𝑟-нётеровым кольцом и 𝑀 является 𝑔𝑟-конечнопорожденным,
то существует несократимое 𝑔𝑟-неприводимое разложение модуля 𝑁 .
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Предложение 2.55 Пусть 𝑄 является 𝑔𝑟-инъективным 𝑅-модулем, следующие
условия эквивалентны:

∙ (1) 𝑄 𝑔𝑟-неразложим.

∙ (2) 𝑄 является 𝑔𝑟-инъективной оболочкой любого ненулевого градуированного
подмодуля.

∙ (3) Пусть 𝑈 является любым ненулевым градуированным подмодулем 𝑄, то-
гда 0 является неприводимым 𝑔𝑟-подмодулем 𝑈 .

∙ (4) Существует такой ненулевой градуированный подмодуль 𝑈 ⊂ 𝑄, что 0
является неприводимым 𝑔𝑟-подмодулем 𝑈, и 𝑄 = 𝐸𝑔𝑟(𝑈).

Доказательство. (1) ⇒ (2). Пусть 𝑈 является ненулевым градуированным подмо-
дулем мудуля 𝑄, тогда 0 ̸= 𝐸𝑔𝑟(𝑈) ⊂ 𝑄, так что 𝐸𝑔𝑟(𝑈) является прямым слагаемым
𝑄, но 𝑄 𝑔𝑟-неразложим, мы получаем 𝐸𝑔𝑟(𝑈) = 𝑄.

(2) ⇒ (3). Пусть 0 ̸= 𝐴 ⊂ 𝑈, 0 ̸= 𝐵 ⊂ 𝑈, 𝑄 является 𝑔𝑟-инъективной оболочкой 𝐴,
так что 𝐴 является 𝑔𝑟-существенным подмодулем 𝑄, 𝐴 ∩𝐵 ̸= 0.

(3) ⇒ (4). Возьмем 𝑈 = 𝑄.
(4) ⇒ (1). Предположим что 𝑄 = 𝐴⊕𝐵, 𝐴 ̸= 0, 𝐵 ̸= 0. Ввиду того что 𝑈 является

𝑔𝑟-существенным подмодулем 𝑄, мы имеем 𝑈 ∩ 𝐴 ̸= 0 и 𝑈 ∩ 𝐵 ̸= 0. По условию (4)
0 является неприводимым 𝑔𝑟-подмодулем 𝑈 , мы получаем (𝑈 ∩𝐴) ∩ (𝑈 ∩𝐵) ̸= 0, но
𝐴 ∩𝐵 = 0 - это противоречие. �

Предложение 2.56 Пусть 𝑅 является градуированным кольцом, следующие усло-
вия эквивалентны:

∙ (1) 𝑅 является 𝑔𝑟-нётеровым кольцом.

∙ (2) Прямая сумма 𝑔𝑟-инъективных 𝑅-модулей является 𝑔𝑟-инъективным мо-
дулем.

Доказательство. В неградуированном случае это классический результат ( см.[3],
Предложение 18.13). В градуированном случае можно повторить это доказательство.
�

Предложение 2.57 ∙ Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-областью целостности, тогда (0)
является 𝑔𝑟-неприводимым идеалом.

∙ Пусть 𝑅 является градуированным кольцом, тогда p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) 𝑔𝑟-неприводим
и 𝐸𝑔𝑟(𝑅

p
) является 𝑔𝑟-неразложимым 𝑔𝑟-инъективным модулем.

Доказательство. Мы знаем что 𝐸𝑔𝑟(𝑅) = 𝐹𝑟𝑎𝑐𝑔𝑟(𝑅) = 𝐹 = ⊕𝑔∈𝐺𝐹𝑔 (см. Пример
2.6). Здесь 𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝐹 ) = 𝐹𝑒 является полем. Так что 𝐹 является 𝑔𝑟-неразложимым
модулем, (0) является 𝑔𝑟-неприводимым идеалом. �

Лемма 2.58 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нётеровым 𝐺-градуированным коммутатив-
ным кольцом, если 0 ̸= 𝐸 является 𝑔𝑟-неразложимым 𝑔𝑟-инъективным модулем,
то существует такой p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) и 𝑔 ∈ 𝐺, что 𝐸 = 𝐸𝑔𝑟(𝑅

p
(𝑔)).
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Доказательство. Пусть p ∈ 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝐸) , существует 𝑥 ∈ ℎ(𝐸) и 𝑔 ∈ 𝐺, что 𝑅𝑥 ∼= 𝑅
p
(𝑔)

и p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅). По предложению 2.55 мы имеем 𝐸 = 𝐸𝑔𝑟(𝑅𝑥). Лемма доказана. �

Предложение 2.59 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нётеровым 𝐺-градуированным комму-
тативным кольцом. Справедливы следующие утверждения:

∙ (1) Если 0 ̸= 𝐸 является 𝑔𝑟-инъективным модулем, то 𝐸 имеет 𝑔𝑟-неразложимый
𝑔𝑟-инъективный подмодуль.

∙ (2) Если 0 ̸= 𝐸 является 𝑔𝑟-инъективным модулем, 𝐸1, 𝐸2 являются 𝑔𝑟-
неразложимыми 𝑔𝑟-инъективными подмодулями и 𝐸1 𝑔𝑟-неразложим, тогда
либо 𝐸1 ∩ 𝐸2 = 0, либо 𝐸1 ⊂ 𝐸2.

∙ (3) Пусть 𝐸 =
∑︀

𝑖∈𝑆 𝐸𝑖, где 𝐸𝑖 является 𝑔𝑟-неразложимым 𝑔𝑟-инъективным
модулем, тогда существует такое 𝑋 ⊂ 𝑆, что 𝐸 =

⨁︀
𝑖∈𝑋 𝐸𝑖.

Доказательство. (1) Возьмем такие p ∈ 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝐸), 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑥 ∈ ℎ(𝐸), что 𝑅𝑥 ∼= 𝑅
p
(𝑔),

мы имеем 𝐸0 = 𝐸𝑔𝑟(𝑅𝑥) является 𝑔𝑟-неразложимым 𝑔𝑟-инъективным подмодулем.
(2) Если 𝑁 = 𝐸1 ∩ 𝐸2 ̸= 0, ввиду того что 𝐸1 𝑔𝑟-неразложим, мы имеем 𝐸1 =

𝐸𝑔𝑟(𝑁) ⊂ 𝐸2.
(3) Пусть Γ = {𝑋 ⊂ 𝑆|

∑︀
𝑖∈𝑋 𝐸𝑖 является прямой суммой}. Для 𝑖 ∈ 𝑆, мы имеем

{𝑖} ∈ Γ, так что Γ непусто. Возьмем любую цепь 𝑋1 ⊂ 𝑋2 ⊂ 𝑋3 ⊂ · · · ⊂ Γ, и
пусть 𝑋 =

⋃︀
𝑋𝑘. Для любого 𝑖 ∈ 𝑋, пусть 𝐸 ′

𝑖 =
∑︀

𝑗∈𝑋,𝑗 ̸=𝑖 𝐸𝑗. Предположим что
𝐸 ′

𝑖 ∩𝐸𝑖 ̸= 0, 0 ̸= 𝑥 ∈ ℎ(𝐸 ′
𝑖 ∩𝐸𝑖), существует 𝑘 и 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 ∈ 𝑋𝑘 − {𝑖} такие, что 𝑖 ∈ 𝑋𝑘

𝑥 ∈ 𝐸𝑗1 + 𝐸𝑗2 + . . . + 𝐸𝑗𝑛 , но
∑︀

𝑗∈𝑋𝑘
𝐸𝑗 является прямой суммой, это не может быть.

Так что мы получили 𝐸 ′
𝑖∩𝐸𝑖 = 0, то есть

∑︀
𝑖∈𝑋 𝐸𝑖 является прямой суммой. По лемме

Цорна, Γ имеет максимальный элемент 𝑋. По предложению 2.56 мы имеем
∑︀

𝑖∈𝑋 𝐸𝑖 =⨁︀
𝑖∈𝑋 𝐸𝑖 является 𝑔𝑟-инъективным подмодулем 𝐸. Пусть 𝐸 = (

⨁︀
𝑖∈𝑋 𝐸𝑖) ⊕𝑀, по (1)

(2) мы имеем 𝑀 = 0, то есть 𝐸 =
⨁︀

𝑖∈𝑋 𝐸𝑖. �

Лемма 2.60 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нётеровым 𝐺-градуированным коммутатив-
ным кольцом, если 0 ̸= 𝐸 является 𝑔𝑟-инъективным модулем, то 𝐸 является пря-
мой суммой 𝑔𝑟-неразложимых 𝑔𝑟-инъективных модулей.

Доказательство. Пусть {𝐸𝑖|𝑖 ∈ 𝑆} является множеством всех 𝑔𝑟-неразложимых
𝑔𝑟-инъективных подмодулей 𝐸, и пусть 𝐸 ′ =

∑︀
𝑖∈𝑆 𝐸𝑖. По предложению 2.56 и пред-

ложению 2.59 (3), 𝐸 ′ является 𝑔𝑟-инъективным подмодулем, так что 𝐸 = 𝐸 ′ ⊕ 𝑀 .
По предложению 2.59 (1), мы имеем 𝑀 = 0, то есть 𝐸 является прямой суммой
𝑔𝑟-неразложимых 𝑔𝑟-инъективных модулей. �

Лемма 2.61 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нётеровым 𝐺-градуированным коммутатив-
ным кольцом, если p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅), то 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝐸𝑔𝑟(𝑅

p
)) = {p}.

Доказательство. Пусть q ∈ 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝐸𝑔𝑟(𝑅
p
)), q = 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑥), где 0 ̸= 𝑥 ∈ ℎ(𝐸𝑔𝑟(𝑅

p
)). По

определению 𝑔𝑟-инъективной оболочкой, 𝑅
p

является 𝑔𝑟-существенным подмодулем
𝐸𝑔𝑟(𝑅

p
), поэтому существует такое 𝑟 ∈ ℎ(𝑅), что 0 ̸= 𝑟𝑥 ∈ 𝑅

p
. Очевидно что 𝑟 ̸∈ p и

𝑟 ̸∈ q, мы имеем 𝐴𝑛𝑛(𝑟𝑥) = p ⊃ 𝐴𝑛𝑛(𝑥) = p. Для любого 𝑝 ∈ p, 𝑝𝑟𝑥 = 0 ⇒ 𝑝𝑟 ∈ q, но
𝑟 ̸∈ q, так что 𝑝 ∈ q, то есть p = q. �

Следующая теорема является одним из главных результатов нашей работы:



Гомологические методы 29

Теорема 2.62 Пусть 𝑅 — 𝑔𝑟-нётерово 𝐺-градуированное коммутативное кольцо,
где 𝐺 — некоторая линейно упорядоченная абелевая группа. Справедливы следующие
утверждения:

∙ (1) Если 0 ̸= 𝐸 — 𝑔𝑟-инъективный модуль, то 𝐸 является прямой суммой
неразложимых 𝑔𝑟-инъективных модулей.

∙ (2) Если 0 ̸= 𝐸 — неразложимый 𝑔𝑟-инъективный модуль, то 𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝐸)
является локальным кольцом.

∙ (3) Если 0 ̸= 𝐸 — неразложимый 𝑔𝑟-инъективный модуль, то 𝐸 = 𝐸𝑔𝑟(𝑅
p
(𝑔)),

где p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) и 𝑔 ∈ 𝐺.

∙ (4) Если p, q ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅), 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 и p ̸= q,тогда 𝐸𝑔𝑟(𝑅
p
(𝑔)) ̸= 𝐸𝑔𝑟(𝑅

q
(ℎ)).

Доказательство. (1) Это лемма 2.60.
(2) Пусть 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝐸), если 𝑓 является мономорфизмом, то 𝑓(𝐸) ⊂ 𝐸

является 𝑔𝑟-инъективным модулем, так что 𝑓(𝐸) = 𝐸, то есть мы уже доказа-
ли ,что 𝑓 является мономорфизмом ⇔ 𝑓 является изоморфизмом. Теперь пусть
𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝐸), 𝑓1, 𝑓2 необратимые, 𝑘𝑒𝑟𝑓1 ̸= 0, 𝑘𝑒𝑟𝑓2 ̸= 0, по предложению 2.55,
0 ̸= 𝑘𝑒𝑟𝑓1 ∩ 𝑘𝑒𝑟𝑓2 ⊂ 𝑘𝑒𝑟(𝑓1 + 𝑓2), так что 𝑓1 + 𝑓2 необратимо, то есть 𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝐸)
является локальным кольцом.

(3) Это лемма 2.58.
(4) Это лемма 2.61. �

2.3 Структурная теорема для 𝑔𝑟-конечнопорожденных 𝑔𝑟-проективных
модулей над 𝑔𝑟-артиновыми 𝐺-градуированными комму-
тативными кольцами

Лемма 2.63 Пусть (𝑅,m) является 𝑔𝑟-артиновым 𝑔𝑟-локальным 𝐺-градуированным
коммутативным кольцом, тогда (𝑅𝑒,m𝑒) является артиновым локальным коль-
цом.

Доказательство. 𝑁𝑖𝑙(𝑅) = 𝐽𝑔𝑟(𝑅) = m, то есть однородный элемент 𝑅 либо ниль-
потентный, либо обратимый. m𝑒 = m∩𝑅𝑒 одновременно является множеством ниль-
потентов и множеством необратимых элементов 𝑅𝑒, так что (𝑅𝑒,m𝑒) является арти-
новым локальным кольцом. �

Лемма 2.64 Пусть 𝑅 является 𝐺-градуированным коммутативным кольцом. 𝑅
является 𝑔𝑟-артиновым тогда и только тогда, когда 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым и
ℎ-𝑑𝑖𝑚(𝑅) = 0.

Доказательство. Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-артиновым кольцом, по предложению 2.48
мы имеем что 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым, по предложению 2.47, ℎ-𝑑𝑖𝑚(𝑅) = 0.

Теперь пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым кольцом и ℎ-𝑑𝑖𝑚(𝑅) = 0, по предложе-
нию 2.44 , 𝐽𝑔𝑟(𝑅) = 𝑁𝑖𝑙(𝑅) является нильпотентным 𝑔𝑟-идеалом. По предложению
2.48, еще нужно доказать, что 𝑅

𝐽𝑔𝑟(𝑅)
𝑔𝑟-полупросто. 𝑅 имеет только конечное чис-

ло gr-максимальных идеалов m1,m2, · · · ,m𝑠. Мы знаем что (𝐽𝑔𝑟(𝑅))𝑘 = 0, так что
m𝑘

1m
𝑘
2 . . .m

𝑘
𝑠 = 0. Мы получаем

𝑅 =
𝑅

m𝑘
1m

𝑘
2 . . .m

𝑘
𝑠

∼=
𝑅

m𝑘
1

× 𝑅

m𝑘
2

× . . .× 𝑅

m𝑘
𝑠

. (2.10)
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Так что 𝑅 является конечным произведением 𝑔𝑟-нетеровых 𝑔𝑟-локальных колец 𝑔𝑟-
размерности 0, то есть 𝑅

𝐽𝑔𝑟(𝑅)
𝑔𝑟-полупросто. �

Следующая теорема является одним из главных результатов нашей работы:

Теорема 2.65 Пусть 𝑅 — 𝑔𝑟-артино 𝐺-градуированное коммутативное кольцо,
где 𝐺 — некоторая линейно упорядоченная абелевая группа. Справедливы следую-
щие утверждения:

∙ (1) 𝑅 является конечным произведением 𝑔𝑟-артиновых 𝑔𝑟-локальных колец:

𝑅 = 𝑃1 × 𝑃2 × . . .× 𝑃𝑛. (2.11)

𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝑃𝑖) = (𝑃𝑖)𝑒 является локальным кольцом. Если 𝑅 = 𝑃1×𝑃2×. . .×𝑃𝑛 =
𝑁1×𝑁2× . . .×𝑁𝑚, где 𝑃𝑖 и 𝑁𝑗 являются 𝑔𝑟-артиновыми 𝑔𝑟-локальными коль-
цами, то 𝑚 = 𝑛, и существует такая биекция 𝜋 : {1, 2, . . . , 𝑛} → {1, 2, . . . , 𝑛},
что 𝑁𝑖

∼= 𝑃𝜋(𝑖). Здесь 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛 являются попарно неизоморфными 𝑔𝑟-
неразложимыми прямыми слагаемыми модуля 𝑅.

∙ (2) 𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖) является единственным 𝑔𝑟-максимальным подмодулем модуля 𝑃𝑖,
и 𝑆𝑖 = 𝑃𝑖

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖)
является 𝑔𝑟-простым модулем.

∙ (3) Если 𝑆 является 𝑔𝑟-простым 𝑅-модулем, тогда существует такие 𝑃𝑖 и
𝑔 ∈ 𝐺, что 𝑆 = 𝑃𝑖

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖)
(𝑔).

∙ (4) Если 0 ̸= 𝑃 является 𝑔𝑟-конечнопорожденным 𝑔𝑟-проективным модулем,
то 𝑃 является конечной прямой суммой неразложимых 𝑔𝑟-проективных мо-
дулей.

∙ (5) Если 0 ̸= 𝑃 является неразложимым 𝑔𝑟-проективным модулем, то суще-
ствуют такие 𝑃𝑖 и 𝑔 ∈ 𝐺, что 𝑃 ∼= 𝑃𝑖(𝑔).

∙ (6) Если 𝑖 ̸= 𝑗, то 𝑃𝑖

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖)
̸= 𝑃𝑗

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑗)
.

Доказательство. (1) В Лемме 2.64 мы уже доказали, что 𝑅 является конечным
произведением 𝑔𝑟-артиновых 𝑔𝑟-локальных колец

𝑅 = 𝑃1 × 𝑃2 × . . .× 𝑃𝑛. (2.12)

Мы знаем что 𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝑃𝑖) = (𝑃𝑖)𝑒. По Лемме 2.63 (𝑃𝑖)𝑒 является локальным коль-
цом. По Лемме 2.37 𝑃𝑖 является 𝑔𝑟-неразложимым 𝑅-подмодулем. Мы можем исполь-
зовать теорему Крулля-Ремака-Шмидта в градуированном случае (см. предложение
2.42) и получаем единственность.

(2) Обратим внимание на то, что 𝑃𝑖 является 𝑔𝑟-артиновым 𝑔𝑟-локальным коль-
цом, по предложению 2.48 пункт (2) справедлив.

(3) Это просто другой вариант предложения 2.26 (2).
(4) 𝑃 имеет конечную 𝑔𝑟-длину, по теореме Крулля-Ремака-Шмидта в градуиро-

ванном случае (см. предложение 2.42), пункт (4) справедлив.
(5) 𝑃 является прямым слагаемым 𝑅(𝑔1)⊕𝑅(𝑔2)⊕· · ·⊕𝑅(𝑔𝑠), по теореме Крулля-

Ремака-Шмидта в градуированном случае (см. предложение 2.42), существуют такие
𝑃𝑖 и 𝑔 ∈ 𝐺, что 𝑃 ∼= 𝑃𝑖(𝑔).

(6) 𝑃𝑖 является 𝑔𝑟-проективным накрытием 𝑃𝑖

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖)
, по предложению 2.32 мы знаем

𝑔𝑟-проективное накрытие единственно. �
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Пример 2.7 Пусть 𝑘 является алгебраически замкнутым полем, 𝑅 = 𝑘[𝑥, 𝑥−1]
является Z-градуированным кольцом с градуировкой 𝑅𝑛 = 𝑘𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z. Тогда 𝑅
является gr-полем. 𝑅 не является полем, но является областью главных идеа-
лов, так что все проективные модули свободны. Мы еще знаем что 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) =
{(0)} ∪

⋃︀
𝑐∈𝑘*{(𝑥− 𝑐)}.

∙ 𝐺𝑟-неразложимые 𝑔𝑟-проективные 𝑅-модули: 𝑅(𝑛), 𝑛 ∈ Z.

∙ 𝐺𝑟-неразложимые 𝑔𝑟-инъективные 𝑅-модули: 𝑅(𝑛), 𝑛 ∈ Z.

∙ Неразложимые проективные 𝑅-модули: 𝑅.

∙ Неразложимые инъективные 𝑅-модули: 𝑘(𝑥) и 𝑘[𝑥,𝑥−1,(𝑥−𝑐)−1]
𝑘[𝑥,𝑥−1]

, где 𝑐 ∈ 𝑘*.
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3 Абстрактный функтор локальных когомологий

3.1 Введение

Эта глава является продолжением предыдущей главы. Мы продолжим обсуждать
градуированные кольца.

В 3.2, мы устанавливаем обозначения и рассматриваем некоторые основы граду-
ированных коммутативных колец, теории кручения и 𝑡-структур.

В 3.3, мы дадим определение 𝑔𝑟-чисел Басса и получим следующую важную тео-
рему:

Основная теорема 1 (Теорема 3.12) Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым 𝐺-градуированным
коммутативным кольцом и 𝑀 ∈ 𝑔𝑟(𝑅). Тогда 𝜇𝑔𝑟

𝑖 (p, 𝑔,𝑀) = 𝑑𝑖𝑚𝜅(p)
𝐸𝑥𝑡𝑖𝑅(p)

(𝜅(p),𝑀(p)(𝑔)).

В 3.4, мы покажем, что левый точный радикальный функтор 𝐹 имеет вид Γ𝑉 ,
где 𝑉 является замкнутым по специализации подмножеством. Это обобщение тео-
ремы Йошино и Йошизавы на случай градуированных колец. (смотрите также [47],
Theorem 2.6).

3.2 Основные определения и конструкции

3.2.1 Теория кручения

Наши основные ссылки на теории кручения: [10], [38], [26].
Теория кручения в категории Гротендика 𝒜 представляет собой такую пару (𝒯 ,ℱ)

строго полных аддитивных подкатегорий, называемых классом кручения 𝒯 и класс
без кручения ℱ , что выполняются следующие условия:

∙ (1) 𝐻𝑜𝑚(𝒯 ,ℱ) = 0.

∙ (2) Для всех 𝑀 ∈ 𝑂𝑏𝑗(𝒜), существует такое 𝑁 ⊂ 𝑀 , что 𝑁 ∈ 𝑂𝑏𝑗(𝒯 ) и 𝑀/𝑁 ∈
𝑂𝑏𝑗(ℱ).

Для каждого объекта 𝑀 существует самый большой подобъект 𝑡(𝑀) ⊂ 𝑀 , ко-
торый находится в 𝒯 и называется частью кручения объекта 𝑀 . Существует такой
аддитивный функтор

𝑡 : 𝒜 → 𝒯 ,𝑀 ↦→ 𝑡(𝑀). (3.13)

Теория кручения наследственна, если 𝒯 замкнуто относительно подобъектов, или,
что то же самое, 𝑡 является точным слева функтором.

Радикальный функтор, или, в более общем случае, предрадикальный функтор,
имеет долгую историю в теории категорий и функторов, см. [17] или [28] для слу-
чая категории модулей. Пусть 𝐹,𝐺 : 𝒜 → 𝒜 является функторами. Напомним, что
𝐹 называется подфунктором функтора 𝐺, обозначаемым через 𝐹 ⊂ 𝐺, если 𝐹 (𝑀)
является подобъектом объекта 𝐺(𝑀) для всех 𝑀 ∈ 𝒜, и если 𝐹 (𝑓) является ограни-
чением 𝐺(𝑓) на 𝐹 (𝑀) для всех 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝒜(𝑀,𝑁).

Определение 3.1 Функтор 𝐹 : 𝒜 → 𝒜 называется предрадикальным функтором,
если 𝐹 является подфунктором функтора 1.
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Лемма 3.2 ([47], Lemma 1.1) Пусть 𝐹 : 𝒜 → 𝒜 является точным слева предра-
дикальным функтором. Если 𝑁 является подобъектом 𝑀 , то равенство 𝐹 (𝑁) =
𝑁 ∩ 𝐹 (𝑀) имеет место.

Определение 3.3 Предрадикальный функтор 𝐹 называется радикальным функто-
ром, если 𝐹 (𝑀/𝐹 (𝑀)) = 0 для всех 𝑀 ∈ 𝑂𝑏𝑗(𝒜).

Если 𝐹 : 𝒜 → 𝒜 является точным слева радикальным функтором, то существует
следующая наследственная теория кручения (𝒯𝐹 ,ℱ𝐹 )

𝒯𝐹 = {𝑀 ∈ 𝒜|𝐹 (𝑀) = 𝑀},

ℱ𝐹 = {𝑀 ∈ 𝒜|𝐹 (𝑀) = 0}. (3.14)

3.2.2 𝑡-структуры

Понятие 𝑡-структуры возникло в работе [5] Бейлинсона, Бернштейна, Делиня и
Габбера о пучках.

Пусть 𝒟 является триангулированной категорией. 𝑡-структура в 𝒟 является па-
рой t = (𝒰 ,𝒲) полных подкатегорий, замкнутых относительно принятия прямых
слагаемых в 𝒟, которые удовлетворяют следующим свойствам:

∙ (t-S.1) 𝐻𝑜𝑚𝒟(𝑈,𝑊 [−1]) = 0, для всех 𝑈 ∈ 𝒰 и 𝑊 ∈ 𝒲 ;

∙ (t-S.2) 𝒰 [1] ⊂ 𝒰 , 𝒲 [−1] ⊂ 𝒲 ;

∙ (t-S.3) для каждого 𝑌 ∈ 𝒟, есть треугольник 𝐴 → 𝑌 → 𝐵 → 𝐴[1] в 𝒟, где
𝐴 ∈ 𝒰 и 𝐵 ∈ 𝒲 [−1].

𝑡-структура t = (𝒰 ,𝒲) в 𝒟 называется стабильной 𝑡-структурой если 𝒰 и 𝒲
являются триангулированными подкатегориями.

Теорема 3.4 ([29], Proposition 2.6) Пусть 𝒟 является триангулированной катего-
рией, а 𝒰 является триангулированной подкатегорией категории 𝒟. Тогда следую-
щие условия эквивалентны:

∙ (1) Существует триангулированная подкатегория 𝒲 категории 𝒟, такая,
что (𝒰 ,𝒲) является стабильной 𝑡-структурой в 𝒟.

∙ (2) Функтор вложения 𝑖 : 𝒰 → 𝒟 имеет сопряжённый справа 𝜌 : 𝒟 → 𝒰 .

Если это так, установив 𝛿 = 𝑖∘𝜌 : 𝒟 → 𝒟, мы получим равенства 𝒰 = 𝐼𝑚(𝛿) и 𝒲 =
𝐾𝑒𝑟(𝛿). Существует естественный морфизм 𝜑 : 𝛿 → 1, где 1 - это тождественный
функтор на 𝒟. Каждый 𝐶 ∈ 𝒟 может быть вложен в треугольник вида

𝛿(𝐶)
𝜑(𝐶)−−→ 𝐶 → 𝐷 → 𝛿(𝐶)[1]. (3.15)



Гомологические методы 34

3.3 𝐺𝑟-число Басса

Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым 𝐺-градуированным кольцом, p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅), тогда
𝑆 = ℎ(𝑅) − p является 𝑔𝑟-мультипликативной системой и 𝑅(p) := 𝑆−1𝑅 является 𝑔𝑟-
локальным кольцом. p𝑅(p) является единственным 𝑔𝑟-максимальным идеалом кольца
𝑅(p). Определяем 𝜅(p) =

𝑅(p)

p𝑅(p)
.

Предложение 3.5 Ecли 𝑀 является градуированным 𝑅-подмодулем модуля 𝑁 ,
𝑓 : 𝑀 → 𝑁 является вложением, то 𝑁 является существенным расширением
𝑀 тогда и только тогда, когда для любого p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) индуцированный морфизм
𝑓(p) : 𝐻𝑜𝑚𝑅(p)

(𝜅(p),𝑀(p)) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(p)
(𝜅(p), 𝑁(p)) является изоморфизмом.

Доказательство. Ввиду того что локальзация является точным функтором и 𝐻𝑜𝑚𝑅(p)
(𝜅(p),−)

точно слева, 𝑓(p) всегда является мономорфизом. Пусть 𝑆 = ℎ(𝑅) − p. Ввиду то-
го что 𝑅

p
конечно представлен, мы имеем 𝑆−1𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑅

p
,𝑀) ∼= 𝐻𝑜𝑚𝑅(p)

(𝜅(p),𝑀(p)) и
𝑆−1𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑅

p
, 𝑁) ∼= 𝐻𝑜𝑚𝑅(p)

(𝜅(p), 𝑁(p)).
Пусть 𝑁 является существенным расширением 𝑀 и 0 ̸= 𝑓

𝑠
∈ 𝑆−1𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑅

p
, 𝑁).

0 ̸= 𝑓(1) ∈ 𝑁, так что существует 𝑟 ∈ ℎ(𝑅), такое что 0 ̸= 𝑟𝑓(1) = 𝑓(𝑟) ∈ 𝑀 .
Очевидно что 𝑟 ̸∈ p, то есть 𝑟 ∈ 𝑆, так что 𝑟𝑓

𝑟𝑠
∈ 𝑆−1𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑅

p
,𝑀) и его образ в

𝑆−1𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑅
p
, 𝑁) является 𝑓

𝑠
, так что 𝑓(p) является изоморфизмом.

Теперь пусть 𝑓(p) является изоморфизмом для любого p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅𝑥) и пусть
𝑥 ∈ ℎ(𝑁). Существует p ∈ 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝑅𝑥) и 𝑟 ∈ ℎ(𝑅) такие, что 𝑦 = 𝑟𝑥 и 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑦) = p.
Определяем гомоморфизм 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑅

p
, 𝑁) такой что 𝑓(1) = 𝑦. Cуществует ℎ ∈

𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑅
p
,𝑀) и 𝑠 ∈ 𝑆 такие, что ℎ

𝑠
(1
1
) = 𝑓

1
(1
1
) = 𝑦

1
. Cуществует 𝑢 ∈ 𝑆 такое, что

ℎ(1) = 𝑢𝑠𝑦 = 𝑢𝑠𝑟𝑥 ∈ 𝑀 , так что 𝑁 является существенным расширением 𝑀 . �

Определение 3.6 Пусть 𝑀 является градуированным 𝑅-модулем, 𝑔𝑟-инъективной
резольвентой называется точная последовательность

𝐸∙ = 0 → 𝑀 → 𝐸0 𝑑0−→ 𝐸1 𝑑1−→ 𝐸2 𝑑2−→ . . . , (3.16)

где 𝐸𝑖 является 𝑔𝑟-инъективным модулем. Если 𝐾𝑒𝑟(𝑑𝑖) → 𝐸𝑖 является существен-
ным расширением, то мы говорим, что 𝐸∙ является 𝑔𝑟-минимальной инъективной
резольвентой.

Предложение 3.7 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым градуированным кольцом и
𝑀 является градуированным модулем с 𝑔𝑟-инъективной резольвентой 𝐸∙. Тогда 𝐸∙

является 𝑔𝑟-минимальной инъективной резольвентой тогда и только тогда, когда
для любого p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) и для любого 𝑖, индуцированный морфизм 𝐻𝑜𝑚𝑅(p)

(𝜅(p), 𝐸
𝑖
(p)) →

𝐻𝑜𝑚𝑅(p)
(𝜅(p), 𝐸

𝑖+1
(p) ) является нулевым.

Доказательство. Пусть 𝑍𝑖 = 𝑘𝑒𝑟(𝑑𝑖) = 𝐼𝑚(𝑑𝑖−1). 𝐸∙ является 𝑔𝑟-минимальной то-
гда и только тогда, когда 𝐸𝑖 является существенным расширением 𝑍𝑖, тогда и толь-
ко тогда, когда индуцированный морфизм 𝐻𝑜𝑚𝑅(p)

(𝜅(p), 𝑍
𝑖
(p)) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(p)

(𝜅(p), 𝐸
𝑖
(p))

является изоморфизмом (по предложению 3.5).Ввиду того что существует точная
последлвательность 0 → 𝑍𝑖 → 𝐸𝑖 → 𝐸𝑖+1, и 𝐻𝑜𝑚𝑅(p)

(𝜅(p),−) точно слева, послед-
нее условие справедливо тогда и только тогда, когда индуцированный морфизм
𝐻𝑜𝑚𝑅(p)

(𝜅(p), 𝐸
𝑖
(p)) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(p)

(𝜅(p), 𝐸
𝑖+1
(p) ) является 0. �
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Предложение 3.8 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым градуированным кольцом и
𝑆 является 𝑔𝑟-мультипликативной системой. Если 𝑀 является 𝑔𝑟-инъективным
𝑅-модулем, то 𝑆−1𝑀 является 𝑔𝑟-инъективным 𝑆−1𝑅-модулем.

Доказательство. В неградуированном случае это классический результат ( см.[22],
теорема 2.8). В градуированном случае можно повторить это доказательство. �

Предложение 3.9 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым градуированным кольцом и 𝑀
является градуированным 𝑅-модулем с 𝑔𝑟-минимальной инъективной резольвентой
𝐸∙. Тогда для любого p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅), 𝐸∙

(p) является 𝑔𝑟-минимальной инъективной
резольвентой 𝑀(p).

Доказательство. Мы знаем что 𝐸𝑖
(p) является 𝑔𝑟-инъективным 𝑅(p)-модулем (по

предложению 3.8). По предложению 3.7 нужно только доказать, что 𝐻𝑜𝑚𝑅(q)
(𝜅(q), (𝐸

𝑖
(p))(q)) →

𝐻𝑜𝑚𝑅(q)
(𝜅(q), (𝐸

𝑖+1
(p) )(q)) является 0 для всех q ⊂ p. Мы знаем что (𝐸𝑖

p)(q) = 𝐸𝑖
(q), так

что по предложению 3.7 𝐸∙
(p) является 𝑔𝑟-минимальной инъективной резольвентой

𝑀(p). �

Определение 3.10 (𝐺𝑟-число Басса) Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым градуиро-
ванным кольцом и 𝑀 является конечнопорождённым градуированным 𝑅-модулем с
𝑔𝑟-минимальной инъективной резольвентой 𝐸∙. По теореме 2.62, мы имеем

𝐸𝑖 =
⨁︁

p∈𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅)

⨁︁
𝑔∈𝐺

[𝐸𝑔𝑟
𝑅 (

𝑅

p
)(𝑔)]𝜇

𝑔𝑟
𝑖 (p,𝑔,𝑀).

𝜇𝑔𝑟
𝑖 (p, 𝑔,𝑀) называется 𝑔𝑟-числом Басса.

Предложение 3.11 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым градуированным кольцом и
𝑀 является конечнопорождённым градуированным 𝑅-модулем. Тогда 𝜇𝑔𝑟

𝑖 (p,𝑀) =
𝜇𝑔𝑟
𝑖 (p(p),𝑀(p)) для любого 𝑖.

Доказательство. Возьмем 𝑔𝑟-минимальную инъективную резольвенту 𝐸∙. По пред-
ложению 3.9 𝐸∙

(p) является 𝑔𝑟-минимальной инъективной резольвентой 𝑀(p). 𝐸𝑖 =

⊕p∈𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) ⊕𝑔∈𝐺 [𝐸𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p
)(𝑔)]𝜇

𝑔𝑟
𝑖 (p,𝑔,𝑀). Делаем локальзацию и получаем результат. �

Теорема 3.12 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым 𝐺-градуированным коммутатив-
ным кольцом и 𝑀 ∈ 𝑔𝑟(𝑅). Тогда 𝜇𝑔𝑟

𝑖 (p, 𝑔,𝑀) = 𝑑𝑖𝑚𝜅(p)
𝐸𝑥𝑡𝑖𝑅(p)

(𝜅(p),𝑀(p)(𝑔)).

Доказательство. В силу предложения 3.11 достаточно рассмотреть случай, когда
(𝑅,m, 𝜅) является 𝑔𝑟-нётеровым 𝑔𝑟-локальным кольцом и p = m. Пусть 𝐸∙ является
𝑔𝑟-минимальной инъективной резольвентой 𝑀 . Тогда 𝐸𝑥𝑡𝑖𝐺𝑟(𝑅)(𝜅,𝑀) является 𝑖-й
когомологией комплекса 𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝜅,𝐸

∙).
По минимальности резольвенты все дифференциалы в этом комплексе нулевые,

так что 𝐸𝑥𝑡𝑖𝐺𝑟(𝑅)(𝜅,𝑀) = 𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝜅,𝐸
𝑖). Для завершения доказательства достаточ-

но показать, что

𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝜅,𝐸
𝑔𝑟
𝑅 (

𝑅

p
)) =

{︃
0 (𝑖𝑓 p ̸= m)

𝜅 (𝑖𝑓 p = m).
(3.17)

Если p = m, по предложению 3.5 𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝜅,𝐸
𝑔𝑟
𝑅 (𝜅)) = 𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝜅, 𝜅) = 𝜅.

Если p ̸= m, то существует однородный элемент 𝑥 из m не в p. Пусть 𝑓 ∈
𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝜅,

𝑅
p
), тогда 0 = 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑓(1), но 𝑥 в 𝑅

p
не является делителем нуля, так

что 𝑓(1) = 0, то есть 𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝜅,
𝑅
p
) = 0. По предложению 3.5 𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝜅,𝐸

𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p
)) =

𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝜅,
𝑅
p
) = 0. �
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3.4 Локальные когомологии

Определение 3.13 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым 𝐺-градуированным кольцом.
Пусть 𝑀 ∈ 𝐺𝑟(𝑅).

∙ (1) Малый 𝑔𝑟-носитель ([13]) модуля 𝑀 является

𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔𝑟(𝑀) = {p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅)|𝑇𝑜𝑟𝑅(p)
* (𝑀(p), 𝜅(p)) ̸= 0}. (3.18)

∙ (2) (Обычный) 𝑔𝑟-носитель модуля 𝑀 является

𝑆𝑢𝑝𝑝𝑔𝑟(𝑀) = {p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅)|𝑀(p) ̸= 0}. (3.19)

Замечание. Обратим внимание, что 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔𝑟(𝑀) ⊂ 𝑆𝑢𝑝𝑝𝑔𝑟(𝑀) и равенство выполня-
ется, если 𝑀 ∈ 𝑔𝑟(𝑅) (см. [13], Lemma 2.6).

Определение 3.14 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым 𝐺-градуированным кольцом.
Пусть 𝑀 ∈ 𝐺𝑟(𝑅).

∙ (1) Для любого подмножества 𝑉 ⊂ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) мы говорим, что 𝑉 являет-
ся замкнутым по специализации подмножеством, если для любого p ∈ 𝑉 и
любого q ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) у нас есть q ∈ 𝑉 если p ⊂ q.

∙ (2) Пусть 𝑉 - замкнутое по специализации подмножество в 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅). Мы
можем определить функтор сечения Γ𝑉 с носителем в 𝑉 :

Γ𝑉 (𝑀) =
⋃︁

{𝑁 ⊂ 𝑀 |𝑆𝑢𝑝𝑝𝑔𝑟(𝑁) ⊂ 𝑉 } =
⋃︁

{𝑁 ⊂ 𝑀 |𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔𝑟(𝑁) ⊂ 𝑉 }

для всех 𝑀 ∈ 𝐺𝑟(𝑅).

Определение 3.15 В этом определении мы обозначаем 𝒞 = D+(𝐺𝑟(𝑅)). Пусть
𝛿 : 𝒞 → 𝒞 является триангулированным функтором. Мы будем говорить, что
𝛿 является абстрактным функтором локальных когомологий, если выполняются
следующие условия:

∙ (1) Функтор вложения 𝑖 : 𝐼𝑚(𝛿) → 𝒞 имеет сопряжённый справа 𝜌 : 𝒞 →
𝐼𝑚(𝛿) и 𝛿 ∼= 𝑖 ∘ 𝜌.

∙ (2) 𝑡-структура (𝐼𝑚(𝛿), 𝐾𝑒𝑟(𝛿)) делит неразложимые инъективные объекты,
т.е. , каждый неразложимый инъективный объект принадлежит либо 𝐼𝑚(𝛿),
либо 𝐾𝑒𝑟(𝛿).

Теорема 3.16 Следующие условия эквивалентны для точного слево предрадикаль-
ного функтора 𝐹 в 𝐺𝑟(𝑅).

∙ (1) 𝐹 является радикальным функтором.

∙ (2) 𝐹 сохраняет инъективность.

∙ (3) 𝐹 является функтором сечения с носителем в замкнутом по специализа-
ции подмножестве множества 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅).
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∙ (4) R𝐹 является абстрактным функтором локальных когомологий.

Доказательство теоремы 3.16 состоит из последовательности относительно корот-
ких лемм.

Лемма 3.17 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым 𝐺-градуированным кольцом, а 𝑉 яв-
ляется замкнутым по специализации подмножеством множества 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅).

∙ (1) Если 𝑁 является градуированным подмодулем модуля 𝑀 , то Γ𝑉 (𝑁) =
𝑁 ∩ Γ𝑉 (𝑀).

∙ (2) Γ𝑉 (𝑀/Γ𝑉 (𝑀)) = 0 для каждого 𝑀 ∈ 𝐺𝑟(𝑅).

∙ (3) Γ𝑉 является точным слево радикальным функтором.

Доказательство. (1) Если 𝐻 ∈ 𝐺𝑟(𝑅), то

𝐻 ⊂ Γ𝑉 (𝑁) ⇔ 𝐻 ⊂ 𝑁 𝑎𝑛𝑑 𝑆𝑢𝑝𝑝𝑔𝑟(𝐻) ⊂ 𝑉 ⇔ 𝐻 ⊂ Γ𝑉 (𝑀) ∩𝑁.

(2) Если 𝐻 ∈ 𝐺𝑟(𝑅), то

𝐻 ⊂ Γ𝑉 (𝑀/Γ𝑉 (𝑀)) ⇔ 𝐻 ⊂ 𝑀/Γ𝑉 (𝑀) 𝑎𝑛𝑑 𝑆𝑢𝑝𝑝𝑔𝑟(𝐻) ⊂ 𝑉 ⇒ 𝐻 = 0.

(3) Пусть 0 → 𝐾
𝑓−→ 𝑀

𝑔−→ 𝑁 является точной последовательностью в 𝐺𝑟(𝑅).
Согласно (1) имеем Γ𝑉 (𝐾) = 𝐾 ∩ Γ𝑉 (𝑀), следовательно, 0 → Γ𝑉 (𝐾) → Γ𝑉 (𝑀)
является точной последовательностью. Пусть 𝐻 ∈ 𝐺𝑟(𝑅), мы имеем

𝐻 ⊂ 𝐾𝑒𝑟Γ𝑉 (𝑔) ⇔ 𝐻 ⊂ 𝐾𝑒𝑟𝑔 ∩ Γ𝑉 (𝑀) = 𝐼𝑚𝑓 ∩ Γ𝑉 (𝑀) ⇔ 𝐻 ⊂ 𝐼𝑚Γ𝑉 (𝑓),

следовательно 0 → Γ𝑉 (𝐾) → Γ𝑉 (𝑀) → Γ𝑉 (𝑁) является точной последовательно-
стью. �

Лемма 3.18 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым 𝐺-градуированным кольцом. Пусть
𝐹 : 𝐺𝑟(𝑅) → 𝐺𝑟(𝑅) является точным слева радикальным функтором.

∙ (1) Пусть p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅), тогда 𝐹 (𝐸𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p
)) совпадает с 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
) или 0.

∙ (2) 𝐹 сохраняет инъективность.

Доказательство. (1) Так как 𝐹 является точным слева радикальным функтором,
существует наследственная теория кручения (𝒯𝐹 ,ℱ𝐹 ), который определен в (3.14).
Так что существует точная последовательность

0 → 𝑁 → 𝐸𝑔𝑟
𝑅 (

𝑅

p
) → 𝐻 → 0

где 𝑁 ∈ 𝒯𝐹 и 𝐻 ∈ ℱ𝐹 . Если 𝑁 = 0, то 𝐸𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p
) ∼= 𝐻 ∈ ℱ𝐹 , следовательно 𝐹 (𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
)) =

0. Если 𝑁 ̸= 0, так как 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝐸𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p
)) = {p}, мы имеем 𝐴𝑠𝑠𝑔𝑟(𝑁) = {p}, следовательно

𝑅/p ⊂ 𝑁. Так как 𝒯𝐹 является локализующей подкатегорией и 𝑁 ∈ 𝒯𝐹 , мы имеем
𝑅/p ∈ 𝒯𝐹 . По Лемме 2.61 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
) ∈ 𝒯𝐹 . Следовательно 𝐹 (𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
)) = 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
).
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(2) Для инъективного 𝐽 ∈ 𝐺𝑟(𝑅), по Теореме 2.62 существует разложение в сумму
неразложимых 𝐽 =

⨁︀
𝑖∈ℐ 𝐸

𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p𝑖
)(𝑔𝑖). Мы устанавливаем 𝐽1 =

⨁︀
𝑖∈ℐ1 𝐸

𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p𝑖
)(𝑔𝑖) и 𝐽2 =⨁︀

𝑖∈ℐ2 𝐸
𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p𝑖
)(𝑔𝑖), где

ℐ1 = {𝑖 ∈ ℐ|𝐹 (𝐸𝑔𝑟
𝑅 (

𝑅

p𝑖
)) = 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (
𝑅

p𝑖
)}, (3.20)

ℐ2 = {𝑖 ∈ ℐ|𝐹 (𝐸𝑔𝑟
𝑅 (

𝑅

p𝑖
)) = 0}. (3.21)

По (1) мы имеем 𝐽 = 𝐽1 ⊕ 𝐽2. Так как 𝒯𝐹 замкнуто относительно взятия прямых
сумм и ℱ𝐹 замкнуто относительно взятия прямых произведений и подмодулей, мы
имеем 𝐽1 ∈ 𝒯𝐹 , и 𝐽2 ∈ ℱ𝐹 . Поэтому мы имеем равенство 𝐹 (𝐽) = 𝐹 (𝐽1) ⊕ 𝐹 (𝐽2) = 𝐽1,
которое является 𝑔𝑟-инъективным модулем. �

Предложение 3.19 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым 𝐺-градуированным кольцом.
Пусть 𝐹 : 𝐺𝑟(𝑅) → 𝐺𝑟(𝑅) является точным слева прерадикальным функтором,
сохраняющим инъективность. Тогда

∙ (1) 𝐹 (𝐸𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p
)) совпадает с 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
) или 0.

∙ (2) 𝐹 (𝑅
p
) совпадает с 𝑅

p
или 0.

Доказательство. (1) Поскольку 𝐹 (𝐸𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p
)) является 𝑔𝑟-инъективным подмоду-

лем 𝑔𝑟-неразложимого инъективного модуля 𝐸𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p
), это прямое слагаемое модуля

𝐸𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p
). Таким образом по неразложимости модуля 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
) мы имеем, 𝐹 (𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
)) —

это либо 𝐸𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p
), либо 0.

(2) Из леммы 3.2 следует, что 𝐹 (𝑅
p
) = 𝑅

p
∩ 𝐹 (𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
)), следовательно 𝐹 (𝑅

p
) — это

либо 𝑅
p

, либо 0 по (1). �
Для точного слева предрадикального функтора 𝐹 , который сохраняет инъектив-

ность, мы определяем подмножество 𝑉𝐹 множества 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) следующим образом:

𝑉𝐹 = {p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) : 𝐹 (
𝑅

p
) =

𝑅

p
}. (3.22)

Обратим внимание на то, что по предложению 3.19, 𝑉𝐹 совпадает с множеством

{p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) : 𝐹 (𝐸𝑔𝑟
𝑅 (

𝑅

p
)) = 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (
𝑅

p
)}. (3.23)

Предложение 3.20 Пусть 𝐹 : 𝐺𝑟(𝑅) → 𝐺𝑟(𝑅) является точным слева прера-
дикальным функтором, сохраняющим инъективность. Тогда 𝑉𝐹 является замкну-
тым по специализации подмножеством.

Доказательство. Пусть p ∈ 𝑉𝐹 и q ⊃ p. Существует точная последовательность

0 → 𝐾 → 𝑅

p
→ 𝑅

q
. (3.24)

Поскольку 𝐹 является точным слева прерадикальным функтором, существует точ-
ная последовательность

0 → 𝐹 (𝐾) → 𝐹 (
𝑅

p
) → 𝐹 (

𝑅

q
).

Мы имеем 𝐹 (𝑅
p
) = 𝑅

p
и 𝐹 (𝐾) = 𝐾∩𝐹 (𝑅

p
) = 𝐾 по лемме 3.2, следовательно 𝐹 (𝑅

q
) = 𝑅

q
,

поэтому q ∈ 𝑉𝐹 . �
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Лемма 3.21 Пусть 𝐹 : 𝐺𝑟(𝑅) → 𝐺𝑟(𝑅) является точным слева прерадикальным
функтором, сохраняющим инъективность. Тогда равенство 𝐹 = Γ𝑉𝐹

выполняется в
качестве подфункторов функтора 1, где 𝑉𝐹 является замкнутым по специализации
подмножеством в предложении 3.20.

Доказательство. Прежде всего, рассмотрим случай, когда 𝑀 является конечной
прямой суммой неразложимых инъективных объектов

⨁︀𝑛
𝑖=1𝐸

𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p𝑖
)(𝑔𝑖) в 𝐺𝑟(𝑅). То-

гда мы имеем равенство

𝐹 (𝑀) =
⨁︁
p𝑖∈𝑉𝐹

𝐸𝑔𝑟
𝑅 (

𝑅

p𝑖
)(𝑔𝑖) = Γ𝑉𝐹

(𝑀)

по предложению 3.19.
Далее рассмотрим случай, когда 𝑀 ∈ 𝑔𝑟(𝑅). Поскольку 𝑔𝑟-инъективная оболочка

𝐸𝑔𝑟(𝑀) модуля 𝑀 является конечной прямой суммой неразложимых 𝑔𝑟-инъективных
модулей, и мы уже показали, что 𝐹 (𝐸𝑔𝑟(𝑀)) = Γ𝑉𝐹

(𝐸𝑔𝑟(𝑀)), используя лемму 3.2,
получаем

𝐹 (𝑀) = 𝑀 ∩ 𝐹 (𝐸𝑔𝑟(𝑀)) = 𝑀 ∩ Γ𝑉𝐹
(𝐸𝑔𝑟(𝑀)) = Γ𝑉𝐹

(𝑀).

Наконец, рассмотрим общий случай. Следует отметить, что градуированный под-
модуль 𝑁 ⊂ 𝑀 принадлежит 𝐹 (𝑀) тогда и только тогда, когда выполняется равен-
ство 𝐹 (𝑁) = 𝑁 . Действительно, эта эквивалентность легко наблюдается из равен-
ства 𝐹 (𝑁) = 𝑁 ∩ 𝐹 (𝑀) по лемме 3.2. Эта эквивалентность верна для функтора
сечения Γ𝑉𝐹

. Таким образом, 𝑁 ⊂ 𝑀 принадлежит Γ𝑉𝐹
(𝑀) тогда и только тогда,

когда Γ𝑉𝐹
(𝑁) = 𝑁 . Поэтому мы видим, что 𝑁 ⊂ 𝐹 (𝑀) тогда и только тогда, когда

𝑁 ⊂ Γ𝑉𝐹
(𝑀), и доказательство завершено. �

Лемма 3.22 Пусть 𝑀∙ ∈ D(𝐺𝑟(𝑅)) и пусть 𝑉 является замкнутым по специа-
лизации подмножеством множества 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅). Тогда

∙ (1) 𝑀∙ принадлежит 𝐼𝑚(RΓ𝑉 ) если и только если 𝑀∙ квазиизоморфен 𝑔𝑟-
инъективному комплексу, компоненты которого являются прямыми сумма-
ми 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
)(𝑔) где p ∈ 𝑉 .

∙ (2) 𝑀∙ принадлежит 𝐾𝑒𝑟(RΓ𝑉 ) если и только если 𝑀∙ квазиизоморфен 𝑔𝑟-
инъективному комплексу, компоненты которого являются прямыми сумма-
ми 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
)(𝑔) где p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) − 𝑉 .

∙ (3) R𝐹 — абстрактный функтор локальных когомологий.

Доказательство. По Теореме 5.4 в [42] или по предложении B.2 в [25], каждый ком-
плекс градуированного 𝑅-модуля имеет 𝐾-инъективную резольвенту. Для любого 𝑔𝑟-
инъективного комплекса 𝐽∙ ∈ K(ℐ), RΓ𝑉 (𝐽∙) = Γ𝑉 (𝐽∙) — это подкомплекс комплекса
𝐽∙, состоящий из 𝑔𝑟-инъективных модулей, носители которого в 𝑉 . Следовательно,
каждый объект в 𝐼𝑚(RΓ𝑉 ) (соответственно 𝐾𝑒𝑟(RΓ𝑉 )) является 𝑔𝑟-инъективным
комплексом, компоненты которого являются прямыми суммами 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
)(𝑔) где p ∈ 𝑉

(соответственно p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) − 𝑉 ). Особенно, если p ∈ 𝑉 (соответственно p ∈
𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) − 𝑉 ), то 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
)(𝑔) ∈ 𝐼𝑚(RΓ𝑉 ) (соответственно 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
p
)(𝑔) ∈ 𝐾𝑒𝑟(RΓ𝑉 )).

Поскольку 𝐻𝑜𝑚𝐺𝑟(𝑅)(𝐸
𝑔𝑟
𝑅 (𝑅

p
)(𝑔)), 𝐸𝑔𝑟

𝑅 (𝑅
q
)(ℎ)) = 0 для p ∈ 𝑉 и q ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) − 𝑉 ,

мы видим, что 𝐻𝑜𝑚K(ℐ)(𝐽
∙
1 , 𝐽

∙
2 ) = 𝐻𝑜𝑚K(ℐ)(𝐽

∙
1 ,Γ𝑉 (𝐽∙

2 )) для любого 𝐽∙
1 ∈ 𝐼𝑚(RΓ𝑉 ) и
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𝐽∙
2 ∈ K(ℐ). Следовательно, из приведенной выше эквивалентности следует, что RΓ𝑉

является правым сопряжением естественного вложения 𝑖 : 𝐼𝑚(RΓ𝑉 ) → D(𝐺𝑟(𝑅)).
�
Доказательство Теоремы 3.16. (1) ⇒ (2), (2) ⇒ (3), (3) ⇒ (1) и (3) ⇒ (4) уже
доказано соответственно в леммах 3.18(2), 3.21, 3.17(3) и 3.22(3).

Предположим, что R𝐹 является абстрактным функтором локальных когомоло-
гий. Мы должны показать, что 𝐹 (𝑀/𝐹 (𝑀)) = 0 для любого градуированного мо-
дуля 𝑀 . Достаточно показать, что 𝐹 (𝐸/𝐹 (𝐸)) = 0 для любого 𝑔𝑟-инъективного
модуля 𝐸. Фактически, для любого градуированного модуля 𝑀 , рассматриваем 𝑔𝑟-
инъективную оболочку 𝐸𝑔𝑟(𝑀) модуля 𝑀 , имеем 𝐹 (𝑀/𝐹 (𝑀)) ⊂ 𝐹 (𝐸𝑔𝑟(𝑀)/𝐹 (𝐸𝑔𝑟(𝑀)))
по лемме 3.2.

Отметим, что естественное вложение 𝐹 ⊂ 1 функторов на 𝐺𝑟(𝑅) индуцирует есте-
ственный морфизм 𝜑 : R𝐹 → 1 функторов на D+(𝐺𝑟(𝑅)). Поскольку (𝐼𝑚(R𝐹 ), 𝐾𝑒𝑟(R𝐹 ))
является стабильной 𝑡-структурой на D+(𝐺𝑟(𝑅)), по теореме 3.4, каждый 𝑔𝑟-инъективный
модуль 𝐸 вложен в треугольник

R𝐹 (𝐸)
𝜑(𝐸)−−→ 𝐸 → 𝑁 → R𝐹 (𝐸)[1], (3.25)

где R𝐹 (𝐸) ∈ 𝐼𝑚(R𝐹 ) и 𝑁 ∈ 𝐾𝑒𝑟(R𝐹 ).
Поскольку 𝐸 является 𝑔𝑟-инъективным модулем и поскольку R𝐹 является пра-

вым производным функтором точного слева функтора, R𝐹 (𝐸) = 𝐹 (𝐸) является
подмодулем модуля 𝐸 через морфизм 𝜑(𝐸). Поэтому мы имеем 𝑁 ∼= 𝐸/𝐹 (𝐸) в
D+(𝐺𝑟(𝑅)). В частности, 𝐻0(R𝐹 (𝐸/𝐹 (𝐸))) ∼= 𝐻0(R𝐹 (𝑁)) = 0. Поскольку 𝐹 явля-
ется точным слева функтором, мы имеем 𝐹 (𝐸/𝐹 (𝐸)) = 0. Доказательство теоремы
3.16 завершено. �
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4 Триангулированные эквивалентности и горенштей-
новы схемы

Пусть 𝑋 является схемой. Мы говорим, что 𝑋 является горенштейновой, если 𝑋
локально нетерова, и 𝒪𝑋,𝑥 является горенштейновым кольцом для всех 𝑥 ∈ 𝑋.

Пусть 𝑋 является схемой. Мы будем говорить, что она удовлетворяет условию
(ELF), если она отделима, нетерова, с конечной размерностью Крулля, и катего-
рия 𝑐𝑜ℎ(𝑋) имеет достаточно много локально свободных пучков. Например, любая
квази-проективная схема удовлетворяет этим условиям. Мы по умолчанию пред-
полагаем, что 𝑋 удовлетворяет условию (ELF).

Стабильная категория MCM(𝑋) максимальных пучков Коэна-Маколея над 𝑋
определяется следующим образом. Объектами являются максимальные 𝒪𝑋-пучки
Коэна-Маколея, т.е., ℱ ∈ 𝑐𝑜ℎ(𝑋) с ℰ𝑥𝑡𝑖𝒪𝑋

(ℱ ,𝒪𝑋) = 0 для всех 𝑖 > 0.
𝐻𝑜𝑚-множество 𝐻𝑜𝑚MCM(𝑋)(ℱ ,𝒢) является частным от 𝐻𝑜𝑚𝒪𝑋

(ℱ ,𝒢) по абеле-
вой группе, состоящей из гомоморфизмов ℱ → 𝒢 через некоторые локально свобод-
ные 𝒪𝑋-пучки конечного типа.

В этой главе мы докажем, что если схема является горенштейновой, нетеровой,
отделимой, с конечной размерностью Крулля и категория когерентных пучков содер-
жит достаточно много локально свободных пучков, тогда ее категория особенностей
триангулированно эквивалентна стабильной категории максимальных пучков Коэна-
Маколея.

4.1 Основные понятия

4.1.1 Триангулированные категории

Пусть K(𝑋) = K(𝑐𝑜ℎ(𝑋)) - гомотопическая категория неограниченных комплек-
сов когерентных пучков. Пусть K - гомотопическая категория неограниченных ком-
плексов локально свободных пучков конечного типа. Следующие триангулированные
подкатегории категории K представляют интерес для нас.

K∞,𝑏 = {ℱ∙ ∈ K|𝐻 𝑖(ℱ∙) = 0 (кроме конечного 𝑖)}. (4.26)

K−,𝑏 = {ℱ∙ ∈ K∞,𝑏|ℱ 𝑖 = 0 (для достаточно больших 𝑖)}. (4.27)

K𝑏 = {ℱ ∈ K|ℱ 𝑖 = 0 (кроме конечного 𝑖)}. (4.28)

Категория особенностей схемы 𝑋 по определению является фактором Вердье

D𝑠𝑔(𝑋) = K−,𝑏/K𝑏. (4.29)

Категория особенностей D𝑠𝑔(𝑋) является триангулированной категорией.
Пусть APC(𝑋) является полной подкатегорией в K, состоящей из тех комплек-

сов, которые изоморфны ациклическим комплексам локально свободных пучков ко-
нечного типа.

Предложение 4.1 ([48], Proposition 3.5.7) Пусть 𝒳 ⊂ K(𝑋) является триангули-
рованной подкатегорией. Пусть ℱ∙ ∈ K(𝑋). Если ℋ𝑜𝑚K(𝑋)(ℱ∙,𝒢∙) = 0 для каждого
𝒢∙ ∈ 𝒳 , тогда канонический функтор 𝑄 : K(𝑋) → K(𝑋)/𝒳 индуцирует изомор-
физм

ℋ𝑜𝑚K(𝑋)(ℱ∙,−) → ℋ𝑜𝑚K(𝑋)/𝒳 (ℱ∙,−). (4.30)
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4.1.2 Усечение комплексов

Пусть ℱ∙ является комплексом. Есть несколько способов обрезать комплекс ℱ∙:

∙ (1) Левое глупое усечение 𝜎≤𝑛 - это подкомплекс 𝜎≤𝑛ℱ∙, определенный прави-
лом

(𝜎≤𝑛ℱ∙)𝑖 =

{︃
0 (𝑖 > 𝑛)

ℱ 𝑖 (𝑖 ≤ 𝑛).
(4.31)

∙ (2) Правое глупое усечение 𝜎≥𝑛 - это подкомплекс 𝜎≥𝑛ℱ∙, определенный прави-
лом

(𝜎≥𝑛ℱ∙)𝑖 =

{︃
0 (𝑖 < 𝑛)

ℱ 𝑖 (𝑖 ≥ 𝑛).
(4.32)

Предложение 4.2 ([48], Lemma 2.6.1) Пусть ℱ∙ является комплексом. Тогда

0 → 𝜎≥𝑛ℱ∙ → ℱ∙ → 𝜎≤𝑛−1ℱ∙ → 0 (4.33)

является точной последовательностью.

Предложение 4.3 Пусть 𝒫∙ ∈ K−,𝑏, тогда 𝒫∙ → 𝜎≤𝑛𝒫∙ является изоморфизмом
в D𝑠𝑔(𝑋).

Доказательство. По предложению 4.2

𝜎≥𝑛+1𝒫∙ → 𝒫∙ → 𝜎≤𝑛𝒫∙ → 𝜎≥𝑛+1𝑃
∙[1] (4.34)

является выделенным треугольником. Так как 𝒫∙ ∈ K−,𝑏, мы имеем 𝜎≥𝑛+1𝒫∙ ∈ K𝑏,
следовательно 𝒫∙ → 𝜎≤𝑛𝒫∙ является изоморфизмом в D𝑠𝑔(𝑋). �

4.1.3 Локально свободная резольвента

Ограниченный сверху локально свободный комплекс 𝒫∙ вместе с квазиизомор-
физмом 𝒫∙ → ℱ∙ называется локально свободной резольвентой ℱ∙.

Предложение 4.4 ([48], Theorem 4.2.2) Пусть 𝑋 удовлетворяет (ELF), и пусть
𝑐𝑜ℎ(𝑋) является категорией когерентных пучков на 𝑋. В категории C−(𝑐𝑜ℎ(𝑋))
ограниченных сверху когерентных 𝒪𝑋-комплексов, каждый объект имеет локально
свободную резольвенту.

Предложение 4.5 Для любого 𝒪𝑋-комплекса 𝒢∙ в D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)) и целых 𝑠 = 𝑠𝑢𝑝{𝑖|𝐻 𝑖(𝒢∙) ̸=
0}. Если 𝐻 𝑖(𝒢∙) = 0 для всех 𝑖 < 𝑚, то существует выделенный треугольник

𝒫∙ → 𝒢∙ → ℱ [1 −𝑚] → 𝒫∙[1] (4.35)

в D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)) где ℱ является когерентным 𝒪𝑋-пучком, и 𝒫∙ является совершенным
комплексом с 𝒫 𝑖 = 0 для 𝑖 > 𝑠.
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Доказательство. По Предложению 4.4, можно предположить, что каждый 𝒢𝑖 яв-
ляется локально свободным пучком конечного типа, и 𝒢𝑖 = 0 для 𝑖 > 𝑠:

𝒢∙ = . . .
𝑑−2

−−→ 𝒢−1 𝑑−1

−−→ 𝒢0 𝑑0−→ 𝒢1 𝑑1−→ 𝒢2 𝑑2−→ . . .
𝑑𝑠−1

−−→ 𝒢𝑠 0−→ 0 → 0 . . . . (4.36)

Существует точная последовательность

0 → 𝜎≥𝑚𝒢∙ → 𝒢∙ → 𝜎≤𝑚−1𝒢∙ → 0, (4.37)

таким образом, существует выделенный треугольник в D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)):

𝜎≥𝑚𝒢∙ → 𝒢∙ → 𝜎≤𝑚−1𝒢∙ → 𝜎≥𝑚𝒢∙[1], (4.38)

где 𝜎≥𝑚𝒢∙ является совершенным комплексом. Пусть 𝒫∙ = 𝜎≥𝑚𝒢∙ и ℱ = 𝐼𝑚𝑑𝑚−1,
тогда существует выделенный треугольник

𝒫∙ → 𝒢∙ → ℱ [1 −𝑚] → 𝒫∙[1] (4.39)

в D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)). �

Предложение 4.6 ([35], Предложение 1.19) Пусть (𝑋,𝒪𝑋) – Горенштейна схема,
удовлетворяющая условию (ELF). Тогда следующие условия для когерентного пучка
ℱ эквивалентны.

∙ (1) Пучки ℰ𝑥𝑡𝑖𝒪𝑋
(ℱ ,𝒪𝑋) тривиальны для всех 𝑖 > 0.

∙ (2) Существует единственный локально свободная резольвента в K(𝑋)

0 → ℱ → 𝒬0 → 𝒬1 → 𝒬2 → . . . . (4.40)

4.2 Основная теорема

Сейчас мы определяем функтор Ω𝑘 : APC(𝑋) → MCM(𝑋) и показываем, что
это эквивалентность между категориями.

Определение 4.7 Для любого целого числа 𝑘 пусть Ω𝑘 : APC(𝑋) → MCM(𝑋)
будет функтором, который отправляет комплекс ℱ∙ в ядро дифференциала 𝑑𝑘 :
ℱ𝑘 → ℱ𝑘+1.

Лемма 4.8 Функтор Ω𝑘 : APC(𝑋) → MCM(𝑋) является эквивалентностью ка-
тегорий.

Доказательство. Докажем, что функтор Ω𝑘 : APC(𝑋) → MCM(𝑋) плотный,
полный и унивалентный.

Чтобы увидеть, что он плотный, пусть ℱ ∈ 𝑐𝑜ℎ(𝑋) является максимальным пуч-
ком Коэна-Маколея. Существует комплекс 𝒫∙ локально свободных пучков, такой что
ℱ = 𝐼𝑚𝑑−1. Сдвиг так, что ℱ является ядром 𝑑𝑘, дает объект 𝒢∙ ∈ APC(𝑋) такой,
что Ω𝑘(𝒢∙) = ℱ .

Чтобы убедиться, что Ω𝑘 является полным и унивалентным, рассматриваем ℱ∙,𝒢∙ ∈
APC(𝑋) и 𝑓 : Ω𝑘(ℱ∙) → Ω𝑘(𝒢∙).
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Обратим внимание, что комплекс ℱ∙ дает левую и правую локально свободные
резольвенты для Ω𝑘(ℱ∙), а комплекс 𝒢∙ дает левую и правую локально свободные
резольвенты для Ω𝑘(𝒢∙). Таким образом, любой морфизм Ω𝑘(ℱ∙) → Ω𝑘(𝒢∙) можно
поднять на морфизм комплекса ℱ∙ → 𝒢∙, и этот морфизм единствен с точностью до
гомотопии. �

Далее мы определяем функтор 𝜎≤𝑘 : APC(𝑋) → D𝑠𝑔(𝑋) и показываем, что это
эквивалентность категорий.

Определение 4.9 Для любого целого числа 𝑘 пусть 𝜎≤𝑘 : APC(𝑋) → D𝑠𝑔(𝑋) бу-
дет левым жестоким усечением.

Лемма 4.10 Функтор 𝜎≤𝑘 плотен для всех 𝑘.

Доказательство. Для любого 𝒪𝑋-комплекса 𝒢∙ в D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)) и целых 𝑠 = 𝑠𝑢𝑝{𝑖|𝐻 𝑖(𝒢∙) ̸=
0}. Если 𝐻 𝑖(𝒢∙) = 0 для всех 𝑖 < 𝑚, то по предложению 4.5 существует выделенный
треугольник

𝒫∙ → 𝒢∙ → ℱ [1 −𝑚] → 𝒫∙[1] (4.41)

в D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)) где ℱ является когерентным 𝒪𝑋-пучком, а 𝒫∙ является совершенным
комплексом с 𝒫 𝑖 = 0 для 𝑖 > 𝑠. Кроме того, мы получаем, что 𝒢∙ = ℱ [1 − 𝑚] в
D𝑠𝑔(𝑋).

Поскольку 𝒢∙ ограничен и 𝑋 является горенштейновым, мы знаем, что комплекс
Rℋ𝑜𝑚∙(𝒢∙,𝒪𝑋) ограничен. Это означает, что если 𝑚 ≪ 0, то ℰ𝑥𝑡𝑖(ℱ ,𝒪𝑋) = 0 для
всех 𝑖 > 0.

По предложению 4.6 существует правая локально свободная резольвента

0 → ℱ → 𝒬0 → 𝒬1 → 𝒬2 → . . . . (4.42)

Следовательно, существует комплекс 𝒬∙ локально свободных пучков, такой что ℱ =
𝐼𝑚𝑑−1. Сдвиг так, что ℱ является ядром 𝑑𝑘, это такой объект ℋ∙ ∈ APC(𝑋), что
𝜎≤𝑘(ℋ∙) = 𝒢∙. �

Предложение 4.11 Пусть ℋ∙ ∈ APC(𝑋). Тогда ℋ𝑜𝑚K(𝑋)(𝜎≤𝑘(ℋ∙),K𝑏) = 0 для
всех 𝑘.

Доказательство. Пусть 𝒫∙ ∈ K𝑏. Поскольку 𝜎≤𝑘(ℋ∙) изоморфны для всех 𝑘, до-
статочно показать, что существует такой 𝑘, что

ℋ𝑜𝑚K(𝑋)(𝜎≤𝑘(ℋ∙),𝒫∙) = 0. (4.43)

Для этого возьмем 𝑘 ниже нижней границы гомологии 𝒫∙. �

Лемма 4.12 Функтор 𝜎≤𝑘 является полным и унивалентным для всех 𝑘.

Доказательство. Пусть ℱ∙,𝒢∙ ∈ APC(𝑋). Так как D𝑠𝑔(𝑋) = K−,𝑏/K𝑏, по пред-
ложению 4.1 и предложению 4.11 у нас есть

ℋ𝑜𝑚K(𝑋)(𝜎≤𝑘(ℱ∙), 𝜎≤𝑘(𝒢∙)) = ℋ𝑜𝑚D𝑠𝑔(𝑋)(𝜎≤𝑘(ℱ∙), 𝜎≤𝑘(𝒢∙)). (4.44)

Следовательно, достаточно показать, что

ℋ𝑜𝑚K(𝑋)(ℱ∙,𝒢∙) = ℋ𝑜𝑚K(𝑋)(𝜎≤𝑘(ℱ∙), 𝜎≤𝑘(𝒢∙)). (4.45)

По предложению 4.6 это верно. �
Теперь мы можем доказать наш основной результат.
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Теорема 4.13 Пусть (𝑋,𝒪𝑋) является горенштейной схемой, удовлетворяющей
условию (ELF). Тогда категория особенностей D𝑠𝑔(𝑋) триангулированно эквива-
лентна стабильной категории MCM(𝑋) максимальных пучков Коэна-Маколея над
𝑋.

Доказательство. Пусть 𝛼 : MCM(𝑋) → D𝑠𝑔(𝑋) является функтором, который
отправляет пучок ℱ в комплекс

ℱ∙ = . . . → 0 → ℱ → 0 → 0 → 0 → . . . (4.46)

где ℱ0 = ℱ . По леммам 4.8, 4.10 и 4.12, 𝛼 является эквивалентностью. �
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5 Классические генераторы для категорий когерент-
ных пучков и регулярный локус

Пусть 𝑋 — нетерова схема. Совершенные комплексы образуют толстую подкате-
горию Perf(𝑋) в D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)). Категория особенностей D𝑠𝑔(𝑋) по определению явля-
ется фактором Вердиера

D𝑠𝑔(𝑋) =
D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋))

Perf(𝑋)
. (5.47)

Регулярный локус 𝑅𝑒𝑔(𝑋) в 𝑋 - это множество точек 𝑥 ∈ 𝑋, таких что 𝒪𝑋,𝑥

является регулярным локальным кольцом.
Мы даем необходимое и достаточное условие, чтобы категория особенностей нете-

ровой схемы имела классический генератор.

5.1 Классические генераторы для абелевой категории и три-
ангулированной категории

5.1.1 Классические генераторы для абелевой категории

Наши основные ссылки на абелевы категории: [15], [27], [14].
Рассмотрим определение толстой подкатегории абелевой категории. Пусть 𝒜 -

абелева категория, а 𝒮 - непустая полная подкатегория в 𝒜. 𝒮 называется толстой
подкатегорией при условии, что она замкнута относительно прямых слагаемых и об-
ладает свойством «два из трех» для точных последовательностей: для любой точной
последовательности

0 → 𝑋 → 𝑌 → 𝑍 → 0 (5.48)

в 𝒜, если два из 𝑋, 𝑌 , 𝑍 находятся в 𝒮, то и третий.
Для объекта 𝐺 в 𝒜 мы пишем 𝑡ℎ𝑖𝑐𝑘𝒜(𝐺) для наименьшей толстой подкатего-

рии 𝒜, содержащей 𝐺. Объект 𝐺 является классическим генератором для 𝒜, если
𝑡ℎ𝑖𝑐𝑘𝒜(𝐺) = 𝒜 .

5.1.2 Классические генераторы для триангулированной категории

Пусть 𝒞 является триангулированной категорией. Пусть 𝐸 является объектом в
𝒞. Обозначим ⟨𝐸⟩1 строго полную подкатегорию в 𝒞, состоящую из объектов в 𝒞,
изоморфных прямым слагаемым конечных прямых сумм⨁︁

𝑖=1,2,...,𝑟

𝐸[𝑛𝑖] (5.49)

сдвигов 𝐸. Для 𝑛 > 1 пусть ⟨𝐸⟩𝑛 обозначает полную подкатегорию категории 𝒞,
состоящую из объектов в 𝒞, изоморфных прямым слагаемым объектов 𝑋, которые
вписываются в треугольник

𝐴 → 𝑋 → 𝐵 → 𝐴[1], (5.50)

где 𝐴 является объектом в ⟨𝐸⟩1, а 𝐵 является объектом в ⟨𝐸⟩𝑛−1.
Подкатегория ⟨𝐸⟩ :=

⋃︀+∞
𝑛 ⟨𝐸⟩𝑛 является триангулированной подкатегорией кате-

гории 𝒞.



Гомологические методы 47

Пусть 𝒞 — триангулированная категория. Пусть 𝐸 является объектом в 𝒞. Мы
говорим, что 𝐸 является классическим генератором категории 𝒞, если ⟨𝐸⟩ = 𝒞.
Мы говорим, что 𝐸 является сильным генератором, если ⟨𝐸⟩𝑛 = 𝒞 для некоторого
𝑛 ∈ Z>0.

В дальнейшем мы будем опускать слово "классический"для классических гене-
раторов в абелевых и триангулированных категориях.

5.2 Открытые множества

Пусть 𝑅 является коммутативным нетеровым кольцом, а 𝑀 является конеч-
но порожденным 𝑅-модулем. Мы пишем Ω(𝑀) для ядра любого сюръективного
𝑅-линейного отображения 𝑃 → 𝑀 , где 𝑃 -конечно порожденный проективный 𝑅-
модуль. Для любого целого числа 𝑛 ≥ 1 мы устанавливаем Ω𝑛(𝑀) := Ω(Ω𝑛−1(𝑀)) и
называем его 𝑛-ным модулем сизигий 𝑀 . Когда 𝑀 конечно порожден, модули сизи-
гий - также.

Лемма 5.1 Пусть 𝑅 является коммутативным нетеровым кольцом, а 𝑀 явля-
ется конечно порожденным 𝑅-модулем. Для любого целого числа 𝑛 ≥ 1 мы имеем

𝐸𝑥𝑡𝑛𝑅(𝑀,Ω𝑛𝑀) = 0 (5.51)

тогда и только тогда, когда проективная размерность 𝑝𝑑(𝑀) ≤ 𝑛− 1.

Доказательство. см. [23], Лемма 2.14. �

Лемма 5.2 Пусть 𝑅 является коммутативным нетеровым кольцом. Тогда верны
следующие выводы:

∙ (1) Пусть 𝑀 является конечно порожденным 𝑅-модулем , тогда 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝑀) =
{p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|𝑀p ̸= 0} замкнуто в 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

∙ (2) Пусть 𝑀,𝑁 являются конечно порожденными 𝑅-модулями, и пусть 𝑓 ∈
𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀,𝑁), тогда множество {p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|𝑓p является мономорфизмом
} открыто в 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

∙ (3) Пусть 𝑀,𝑁 являются конечно порожденными 𝑅-модулями, и пусть 𝑓 ∈
𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀,𝑁), тогда множество {p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|𝑓p является эпиморфизмом }
открыто в 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

∙ (4) Пусть 𝑀,𝑁 являются конечно порожденными 𝑅-модулями, и пусть 𝑓 ∈
𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀,𝑁), тогда множество {p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|𝑓p является изоморфизмом }
открыто в 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

∙ (5) Пусть 𝑀 является конечно порожденным 𝑅-модулем, тогда множество
{p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|𝑀p проективен } открыто в 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

∙ (6) Пусть 𝑀 является конечно порожденным 𝑅-модулем, тогда множество
{p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|𝑝𝑑(𝑀p) < 𝑛} открыто в 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).
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Доказательство. (1) 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝑀) = V(𝐴𝑛𝑛(𝑀)) замкнуто в 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).
(2)(3)(4) Множества {p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|(𝐾𝑒𝑟𝑓)p ̸= 0} и {p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|(𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟𝑓)p ̸= 0}

замкнуты в 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).
(5) По лемме 5.1, 𝐸𝑥𝑡1𝑅(𝑀,Ω1𝑀) = 0 тогда и только тогда, когда 𝑀 проективен,

множество
{p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|𝐸𝑥𝑡1𝑅(𝑀,Ω1𝑀) = 0} (5.52)

открыто в 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅), так что множество {p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|𝑀p проективен } открыто в
𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

(6) По лемме 5.1, 𝐸𝑥𝑡𝑛𝑅(𝑀,Ω𝑛𝑀) = 0 тогда и только тогда, когда 𝑝𝑑(𝑀) < 𝑛,
множество

{p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|𝐸𝑥𝑡𝑛𝑅(𝑀,Ω𝑛𝑀) = 0} (5.53)

открыто в 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅), так что множество

{p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|𝑝𝑑(𝑀p) < 𝑛} (5.54)

открыто в 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅). �

Лемма 5.3 Пусть 𝑋 является нетеровой схемой. Тогда верны следующие утвер-
ждения:

∙ (1) Пусть ℱ является когерентным 𝒪𝑋-пучком, тогда 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℱ) = {𝑥 ∈ 𝑋|ℱ𝑥 ̸=
0} замкнуто в 𝑋.

∙ (2) Пусть ℱ ,𝒢 являются когерентными 𝒪𝑋-пучками, и пусть 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝒪𝑋
(ℱ ,𝒢),

тогда множество {𝑥 ∈ 𝑋|𝑓𝑥 является мономорфизмом } открыто в 𝑋.

∙ (3) Пусть ℱ ,𝒢 являются когерентными 𝒪𝑋-пучками, и пусть 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝒪𝑋
(ℱ ,𝒢),

тогда множество {𝑥 ∈ 𝑋|𝑓𝑥 является эпиморфизмом } открыто в 𝑋.

∙ (4) Пусть ℱ ,𝒢 являются когерентными 𝒪𝑋-пучками, и пусть 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝒪𝑋
(ℱ ,𝒢),

тогда множество {𝑥 ∈ 𝑋|𝑓𝑥 является изоморфизмом } открыто в 𝑋.

∙ (5) Пусть ℱ является когерентным 𝒪𝑋-пучком, тогда множество {𝑥 ∈ 𝑋|ℱ𝑥

свободен } открыто в 𝑋.

∙ (6) Пусть ℱ является когерентным 𝒪𝑋-пучком, тогда множество {𝑥 ∈ 𝑋|𝑝𝑑(ℱ𝑥) <
𝑛} открыто в 𝑋.

Доказательство. Это непосредственно вытекает из леммы 5.2. �

5.3 Совершенные комплексы

Совершенный комплекс когерентных пучков над нетеровой схемой 𝑋 является
объектом в производной категории D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)), квазиизоморфной ограниченному
комплексу локально свободных пучков конечного типа. Совершенный пучок - это
пучок, который совершенно подходит, если рассматривать его как комплекс, скон-
центрированный на нулевой степени.

Лемма 5.4 Если 𝐶∙ ∈ D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)), то существует ограниченный сверху комплекс
локально свободных пучков конечного типа 𝑃 ∙ с квазиизоморфизмом 𝐶∙ ∼−→ 𝑃 ∙.
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Доказательство. См. [44]. �

Лемма 5.5 Для любого 𝒪𝑋-комплекса 𝐶∙ в D𝑏(𝐶𝑜ℎ(𝑋)) и целых 𝑠 = 𝑠𝑢𝑝{𝑖|𝐻 𝑖(𝐶∙) ̸=
0} и 𝑚 = 𝑖𝑛𝑓{𝑖|𝐻 𝑖(𝐶∙) ̸= 0}, существует выделенный треугольник

𝑃 ∙ → 𝐶∙ → ℱ [1 −𝑚] → 𝑃 ∙[1] (5.55)

в D𝑏(𝐶𝑜ℎ(𝑋)) где ℱ является когерентным 𝒪𝑋-пучком, и 𝑃 ∙ является совершен-
ным комплексом с 𝑃 𝑖 = 0 для 𝑖 > 𝑠.

Доказательство. По Лемме 5.4, можно предположить, что каждый 𝐶𝑖 является
локально свободным пучком конечного типа, и 𝐶𝑖 = 0 для 𝑖 > 𝑠:

𝐶∙ = . . .
𝑑−2

−−→ 𝐶−1 𝑑−1

−−→ 𝐶0 𝑑0−→ 𝐶1 𝑑1−→ 𝐶2 𝑑2−→ . . .
𝑑𝑠−1

−−→ 𝐶𝑠 0−→ 0 → 0 . . . . (5.56)

Пусть
𝐶∙

≥𝑚 = . . . → 0
0−→ 𝐶𝑚 𝑑𝑚−→ 𝐶𝑚+1 𝑑𝑚+1

−−−→ . . .
𝑑𝑠−1

−−→ 𝐶𝑠 0−→ 0 → 0 . . . (5.57)
и

𝐶∙
<𝑚 = . . .

𝑑𝑚−3

−−−→ 𝐶𝑚−2 𝑑𝑚−2

−−−→ 𝐶𝑚−1 → 0 → 0 . . . . (5.58)
Существует точная последовательность

0 → 𝐶∙
≥𝑚 → 𝐶∙ → 𝐶∙

<𝑚 → 0. (5.59)

Таким образом, существует выделенный треугольник в D𝑏(𝐶𝑜ℎ(𝑋)):

𝐶∙
≥𝑚 → 𝐶∙ → 𝐶∙

<𝑚 → 𝐶∙
≥𝑚[1], (5.60)

где 𝐶∙
≥𝑚 является совершенным комплексом. Пусть 𝑃 ∙ = 𝐶∙

≥𝑚 и ℱ = 𝐼𝑚𝑑𝑚−1, тогда
существует выделенный треугольник

𝑃 ∙ → 𝐶∙ → ℱ [1 −𝑚] → 𝑃 ∙[1] (5.61)

в D𝑏(𝐶𝑜ℎ(𝑋)). �
Для любого 𝒪𝑋-комплекса 𝐶∙ мы пишем 𝑃𝑒𝑟𝑓𝒪𝑋

(𝐶∙) для локуса, где 𝐶∙ явля-
ется совершенным комплексом: 𝑃𝑒𝑟𝑓𝒪𝑋

(𝐶∙) := {𝑥 ∈ 𝑋|𝒪𝑋,𝑥−комплекс 𝐶∙
𝑥 является

совершенным }.
Лемма 5.6 (Формула Ауслендера-Буксбаума) Если 𝑅 является коммутативным
нетеровым локальным кольцом, а 𝑀 является ненулевым конечно порожденным
𝑅-модулем конечной проективной размерности, то

𝑝𝑑𝑅(𝑀) + 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑀) = 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑅). (5.62)

Доказательство. См. [46], Теорема 4.4.15. �
Лемма 5.7 Пусть 𝑋 является нетеровой схемой с 𝑑𝑖𝑚(𝑋) = 𝑑. Для любого 𝐶∙ в
D𝑏(𝐶𝑜ℎ(𝑋)) подмножество 𝑃𝑒𝑟𝑓𝒪𝑋

(𝐶∙) открыто.
Доказательство. Пусть 𝑠 = 𝑠𝑢𝑝{𝑖|𝐻 𝑖(𝐶∙) ̸= 0},𝑚 = 𝑖𝑛𝑓{𝑖|𝐻 𝑖(𝐶∙) ̸= 0} и пусть
ℱ является когерентным 𝒪𝑋-пучком в Лемме 5.5. Для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 существует
точный треугольник

𝑃 ∙
𝑥 → 𝐶∙

𝑥 → ℱ𝑥[1 −𝑚] → 𝑃 ∙[1]𝑥 (5.63)
в D𝑏(𝑚𝑜𝑑(𝒪𝑋,𝑥)).

Совершенные комплексы образуют толстую подкатегорию в D𝑏(𝑚𝑜𝑑(𝒪𝑋,𝑥)). 𝒪𝑋,𝑥-
комплекс 𝑃 ∙

𝑥 совершен, отсюда следует, что 𝐶∙
𝑥 совершен тогда и только тогда, когда

ℱ𝑥 совершен, тогда и только тогда, когда ℱ𝑥 имеет конечную проективную размер-
ность. По лемме 5.6, ℱ𝑥 имеет конечную проективную размерность тогда и только
тогда, когда 𝑝𝑑(ℱ𝑥) ≤ 𝑑. По лемме 5.3 (6) подмножество 𝑃𝑒𝑟𝑓𝒪𝑋

(𝐶∙) открыто в 𝑋. �
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5.4 Генераторы категорий особенностей

Пусть 𝑋 — квазикомпактная квазисепарабельная нетерова схема. Совершенные
комплексы образуют толстую подкатегорию Perf(𝑋) в D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)). А. Бондал и М.
Ван ден Берг показали в [7], что триангулированная категория совершенных ком-
плексы Perf(𝑋) имеет классический генератор:

Предложение 5.8 ([7], Теорема 3.1.1.) Пусть 𝑋 - квазикомпактная квазисепара-
бельная нетерова схема, тогда Perf(𝑋) имеет классический генератор.

Предложение 5.9 Пусть 𝑋 - квазикомпактная квазисепарабельная нетерова схе-
ма, тогда полная подкатегория категории 𝑐𝑜ℎ(𝑋) локально свободных пучков конеч-
ного ранга 𝑉 𝑒𝑐𝑡𝑋 имеет классический генератор 𝐻.

Доказательство. По предложению 5.8 это ясно. �
Категория особенностей нетеровой схемы 𝑋 по определению является фактором

Вердиера

D𝑠𝑔(𝑋) =
D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋))

Perf(𝑋)
. (5.64)

Категория особенностей D𝑠𝑔(𝑋) является триангулированной категорией.
𝒪𝑋-комплекс равен нулю в D𝑠𝑔(𝑋) тогда и только тогда, когда он совершенен.

Категория особенностей является мерой особенности 𝑋: D𝑠𝑔(𝑋) = 0 тогда и только
тогда, когда 𝑋 является регулярным.

Пусть 𝑋 — нетерова схема. регулярный локус 𝑅𝑒𝑔(𝑋) в 𝑋 — это множество
точек 𝑥 ∈ 𝑋, таких что 𝒪𝑋,𝑥 является регулярным локальным кольцом. Особый
локус 𝑆𝑖𝑛𝑔(𝑋) в 𝑋 является дополнением 𝑋-𝑅𝑒𝑔(𝑋), т.е., множеством точек 𝑥 ∈ 𝑋,
таких что 𝒪𝑋,𝑥 не является регулярным локальным кольцом. Мы говорим, что

∙ (1) 𝑋 является 𝐽-0, если 𝑅𝑒𝑔(𝑋) содержит непустое открытое подмножество в
𝑋.

∙ (2) 𝑋 является 𝐽-1, если 𝑅𝑒𝑔(𝑋) открыто в 𝑋.

Лемма 5.10 Пусть 𝑋 — нетерова схема. Предположим, что каждая целая за-
мкнутая подсхема 𝑍 ⊂ 𝑋 является 𝐽-0. Тогда 𝑋 является 𝐽-1.

Доказательство. См. [43], Lemma 15.46.3. �

Лемма 5.11 Пусть 𝑋 — нетерова схема. Пусть ℱ — когерентный пучок над 𝑋.
Существует фильтрация когерентных пучков

0 = ℱ0 ⊂ ℱ1 ⊂ . . . ⊂ ℱ𝑚 = ℱ (5.65)

такая, что для каждого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 существует такая целая замкнутая подсхема
подсхема 𝑍𝑗 ⊂ 𝑋 и такой пучок идеалов ℐ𝑗 ⊂ 𝒪𝑍𝑗

что ℱ𝑗/ℱ𝑗−1
∼= (𝑍𝑗 → 𝑋)*ℐ𝑗.

Доказательство. См. [43], Lemma 29.12.3. �

Лемма 5.12 Если 𝑐𝑜ℎ(𝑍) имеет классический генератор для каждой целой замкну-
той подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋, то и 𝑐𝑜ℎ(𝑋). Аналоги для ограниченной производной катего-
рии и категории особенностей также имеют место.
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Доказательство. Существует такая фильтрация пучков идеалов 0 = 𝒥0 ⊂ 𝒥1 ⊂
. . . ⊂ 𝒥𝑛 = 𝒪𝑋 , что для каждого 𝑖 мы имеем 𝒥𝑗/𝒥𝑗−1

∼= (𝑍𝑗 → 𝑋)*ℐ𝑗, где 𝑍𝑗 ⊂ 𝑋
является замкнутой целой подсхемой и ℐ𝑗 ⊂ 𝒪𝑍𝑗

— это пучок идеалов.
Для когерентного пучка ℱ на 𝑋 последовательность

0 = 𝒥0ℱ ⊂ 𝒥1ℱ ⊂ . . . ⊂ 𝒥𝑛ℱ = ℱ (5.66)

𝒪𝑋-подпучков дает точные последовательности

0 → 𝒥𝑖−1ℱ → 𝒥𝑖ℱ → ℱ𝑖 → 0 (5.67)

𝒪𝑋-пучков, где ℱ𝑖 является 𝒪𝑍𝑖
-пучком. Предположим, что для 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 существует

𝒪𝑍𝑖
- пучок 𝒢𝑖 который генерирует 𝑐𝑜ℎ(𝑍𝑖). Пусть

𝒢 :=
⨁︁
𝑖

(𝑍𝑗 → 𝑋)*𝒢𝑖. (5.68)

Используя приведенные выше точные последовательности, очевидный индуктивный
аргумент дает то, что 𝒢 является классическим генератором для 𝑐𝑜ℎ(𝑋).

Аналогичный аргумент применим также в случае ограниченной производной ка-
тегории и категории особенности. �

Предположим, что 𝑋 = 𝑈1 ∪ 𝑈2 с 𝑈1, 𝑈2 открытыми и положим 𝑈12 = 𝑈1 ∩ 𝑈2.
Пусть 𝑗1, 𝑗2 и 𝑗12-включения 𝑈1, 𝑈2 и 𝑈12 в 𝑋. У нас есть короткая точная последо-
вательность в 𝑐𝑜ℎ(𝑋):

0 → 𝑗12!𝒪𝑈12 → 𝑗1!𝒪𝑈1 ⊕ 𝑗2!𝒪𝑈2 → 𝒪𝑋 → 0. (5.69)

Если ℱ ∈ 𝑐𝑜ℎ(𝑋), то мы получим точную последовательность

0 → 𝑗12!𝑗
−1
12 ℱ → 𝑗1!𝑗

−1
1 ℱ ⊕ 𝑗2!𝑗

−1
2 ℱ → ℱ → 0. (5.70)

Предложение 5.13 (Принцип сокращения) Пусть 𝑃 — свойство, удовлетворяе-
мое некоторыми схемами. Предположим дополнительно следующие.

∙ 1. 𝑃 верно для аффинных нетеровых схем.

∙ 2. Если 𝑃 верно для 𝑈1, 𝑈2, 𝑈12, как указано выше, то оно верно для 𝑋.

Тогда 𝑃 выполняется для всех нетеровых схем.

Доказательство. См. [7], Lemma 3.3.1. �
Теперь приведем основную теорему этой главы.

Теорема 5.14 Следующие условия эквивалентны для нетеровой схемы 𝑋:

∙ (1) 𝑅𝑒𝑔(𝑍) содержит непустое открытое подмножество для каждой целой
замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

∙ (2) 𝑅𝑒𝑔(𝑍) открыто для каждой целой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

∙ (3) Абелева категория 𝑐𝑜ℎ(𝑍) имеет классический генератор для каждой це-
лой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.
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∙ (4) Триангулированная категория D𝑏(𝐶𝑜ℎ(𝑍)) имеет классический генератор
для каждой целой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

∙ (5) Триангулированная категория D𝑠𝑔(𝑍) имеет классический генератор для
каждой целой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

Когда они выполняются, абелева категория 𝑐𝑜ℎ(𝑋) и триангулированные категории
D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)), D𝑠𝑔(𝑋) имеют классические генераторы.

Доказательство. (5) ⇒ (2) Если 𝒪𝑋-комплекс 𝐺∙ генерирует D𝑏
𝑠𝑔(𝑋), то 𝒪𝑋,𝑥-

комплекс 𝐺∙
𝑥 генерирует D𝑏

𝑠𝑔(𝒪𝑋,𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝑋. Это означает, что D𝑏
𝑠𝑔(𝒪𝑋,𝑥) =

0 тогда и только тогда, когда 𝐺∙
𝑥 = 0 в D𝑏

𝑠𝑔(𝒪𝑋,𝑥), то есть, тогда и только тогда, когда
𝒪𝑋,𝑥-комплекс 𝐺∙

𝑥 совершен. Так как D𝑏
𝑠𝑔(𝒪𝑋,𝑥) = 0 выполняется именно тогда, когда

𝒪𝑋,𝑥 является регулярным, следует равенство 𝑅𝑒𝑔(𝑋) = 𝑃𝑒𝑟𝑓𝒪𝑋
(𝐺∙). По лемме 5.7,

𝑅𝑒𝑔(𝑋) открыто в 𝑋.
(3) ⇒ (4) ⇒ (5), (2) ⇒ (1) ясны.
(1) ⇒ (3). По лемме 5.10, 𝑋 является 𝐽-1. Предположим, что (3) не имеет места,

и пусть 𝑍 - минимальный элемент относительно включения со свойством, что 𝑐𝑜ℎ(𝑍)
не имеет классического генератора.

Заменив 𝑋 на 𝑍, мы можем тогда предположить, что 𝑐𝑜ℎ(𝑋) не имеет клас-
сического генератора, но 𝑐𝑜ℎ(𝑍) имеет классический генератор для каждой целой
замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

По точной последовательности (5.70) и по предложению 5.13 нам нужно только
доказать следующий факт:

Пусть 𝐴 - нетерова область, 𝑅𝑒𝑔(𝐴/p) содержит непустое открытое подмноже-
ство для каждого p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐴) и абелева категория 𝑚𝑜𝑑(𝐴/p) имеет классический
генератор для каждого 0 ̸= p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐴), тогда абелева категория 𝑚𝑜𝑑(𝐴) имеет
классический генератор.

𝐴 является 𝐽-1, поэтому 𝑈 = 𝑅𝑒𝑔(𝐴) открыто в 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐴). Если 𝐴 регулярно, то 𝐻
в Замечании 5.8 будет классическим генератором для 𝑚𝑜𝑑(𝐴). Таким образом, мы
можем предположить, что 𝑈 ̸= 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐴). Пусть 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆−1𝐴) ⊂ 𝑈 - открытое множе-
ство, где 𝑆 = {1, ℎ, ℎ2, . . . }. Лемма 5.12 следует что 𝑚𝑜𝑑(𝐴/(ℎ)) имеет классический
генератор, скажем, 𝐺. Покажем, что 𝐴⊕𝐺 порождает 𝑚𝑜𝑑(𝐴).

Пусть 𝑀 - конечно порожденный 𝐴-модуль, и пусть 𝑚 = 2+𝑝𝑑𝑆−1𝐴(𝑆−1𝑀). У нас
есть точная последовательность

0 → 𝑃𝑚
𝑑𝑚−→ 𝑃𝑚−1

𝑑𝑚−1−−−→ 𝑃𝑚−2
𝑑𝑚−2−−−→ . . .

𝑑1−→ 𝑃0 → 𝑀 → 0, (5.71)

где 𝑃1, 𝑃2, . . . 𝑃𝑚−1 локально свободны. Пусть 𝐻𝑖 = 𝐼𝑚(𝑑𝑖), тогда существуют точные
последовательности

0 → 𝑃𝑚 → 𝑃𝑚−1 → 𝐻𝑚−1 → 0, (5.72)
0 → 𝐻𝑚−1 → 𝑃𝑚−2 → 𝐻𝑚−2 → 0 (5.73)

. . .

0 → 𝐻1 → 𝑃0 → 𝑀 → 0. (5.74)

Так как 𝑚 = 2 + 𝑝𝑑𝑆−1𝐴(𝑆−1𝑀), то есть

𝐸𝑥𝑡1𝑆−1𝐴(𝑆−1𝐻𝑚−1, 𝑆
−1𝑃𝑚) = 0. (5.75)
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Следовательно, для целого числа 𝑝 ∈ Z

ℎ𝑝𝐸𝑥𝑡1𝐴(𝐻𝑚−1, 𝑃𝑚) = 0. (5.76)

Рассмотрим коммутативную диаграмму с точными строками:

0 // 𝑃𝑚
//

��

𝑋 //

��

𝐻𝑚−1

ℎ𝑝

��

// 0

0 // 𝑃𝑚
// 𝑃𝑚−1

// 𝐻𝑚−1
// 0.

где 𝑋 является расслоенным произведением. Поскольку ℎ𝑝𝐸𝑥𝑡1𝐴(𝐻𝑚−1, 𝑃𝑚) = 0, верх-
няя последовательность расщепляется, так что

𝑋 ∼= 𝐻𝑚−1 ⊕ 𝑃𝑚. (5.77)

Поскольку 𝐴 является областью, а 𝐻𝑚−1 не имеет кручения, то 𝐻𝑚−1
ℎ𝑝

−→ 𝐻𝑚−1 яв-
ляется мономорфизмом, и существуют точные последовательности:

0 → 𝐻𝑚−1 → 𝐻𝑚−1 →
𝐻𝑚−1

ℎ𝑝𝐻𝑚−1

→ 0, (5.78)

0 → 𝑋 → 𝑃𝑚−1 →
𝐻𝑚−1

ℎ𝑝𝐻𝑚−1

→ 0, (5.79)

Следовательно,𝐴 ⊕ 𝐺 генерирует 𝑋 ∼= 𝑃𝑚 ⊕𝐻𝑚−1 как 𝐴-модули, поэтому 𝐴 ⊕ 𝐺
генерирует 𝐻𝑚−1, поэтому 𝐴 ⊕ 𝐺 генерирует 𝐻𝑚−2 , · · · , поэтому 𝐴 ⊕ 𝐺 генерирует
𝐻1 , поэтому 𝐴⊕𝐺 генерирует 𝑀 . �



Гомологические методы 54

6 Заключение
В диссертации были найдены градуированные аналоги некоторых классических

теорем, рассмотрены категории особенностей схем. Основные результаты исследова-
ния:

∙ Доказано, что каждый градуированный инъективный модуль над 𝑔𝑟-нетеровым
кольцом имеет неразложимое разложение.

∙ Доказано, что каждый конечнопорожденный градуированный проективный мо-
дуль над 𝑔𝑟-артиновым кольцом является конечной прямой суммой неразложи-
мых 𝑔𝑟-проективный модулей.

∙ Найдена формула для выражения градуированных чисел Басса с помощью
функтора 𝐸𝑥𝑡 для градуированных модулей.

∙ Доказано, что левый точный радикальный функтор 𝐹 имеет вид Γ𝑉 для за-
мкнутого по специализации подмножества 𝑉 .

∙ Доказано, что если схема является горенштейновой, нетеровой, отделимой, с
конечной размерностью Крулля и категория когерентных пучков содержит до-
статочно много локально свободных пучков, тогда ее категория особенностей
триангулированно эквивалентна стабильной категории максимальных пучков
Коэна-Маколея.

∙ Получено необходимое и достаточное условие, чтобы категория особенностей
нетеровой схемы имела классический генератор.
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