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Для системы двух нелинейных дифференциальных уравнений, описывающей процесс нелиней-
ной фильтрации, предложен геометрический метод построения решений задачи Коши.
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При моделировании процесса добычи нефти и га-
за путем вытеснения их водой, возникает проблема
управления границей раздела двух сред.

Процесс распространения нефти и воды описывается
уравнением Бакли–Леверетта

mst + UF ′ (s) sx = 0.

Здесь s — относительная заполненность пор среды
раствором, или водонасыщенность, t — время, x —
пространственная координата, m — коэффициент по-
ристости среды, U — скорость фильтрации, F (s) —
функция Баклея–Леверетта, имеющая вид

F (s) =
fw (s)

fw (s) + µw

µo

fo (s)
,

где fw (s) и fo (s) — проницаемости раствора и нефти,
µw и µo — динамические вязкости.

По закону Дарси U = −κh (s) q, где κ — коэффици-
ент фильтрации, q = px(t, x) — градиент давления,

h (s) =
fw (s)

µw

+
fo (s)

µo

.

Условие несжимаемости фракций приводит к тому,
что суммарная скорость фильтрации не зависит от ко-
ординаты, что приводит к системе двух дифференци-
альных уравнений первого порядка относительно во-
донасыщенности и градиента давления ([1]):

�

st +A (s)B (s) qsx = 0,
B′(s)qsx +B (s) qx = 0,

где A (s) = κ
m
F ′ (s) , B (s) = h(s).

Эту систему мы будем называть системой Бакли–
Леверетта. Для построения решения воспользуемся
методом «ручного» интегрирования [2], состоящим
в том, что для данной системы можно построить ана-
лог характеристического векторного поля, вдоль кото-
рого сдвигается кривая начальных данных.
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Cистеме отвечают две дифференциальные 2-формы
ω1, ω2 на пространстве R

4 с координатами t, x, s, q
таким образом, что нелинейные дифференциаль-
ные операторы ∇ω1

(s, q)=ω1|Γ и ∇ω2
(s, q)=ω2|Γ,

равные ограничению форм на решение задачи
Γ = {s = s (t, x) , q = q(t, x)}, совпадают с левыми ча-
стями исходной системы Бакли–Леверетта:

�

ω1 = A (s)B (s) q dt
�

ds+ dx
�

ds,
ω2 = Bs (s) q dt

�

ds+B (s) dt
�

dq.

Вместо 2-форм ω1 и ω2 мы можем рассматривать
их линейные комбинации Ω1 и Ω2, удовлетворяющие
следующим условиям ортогональности и нормировки:
Ω1

�

Ω2 = 0, Ω1

�

Ω1 +Ω2

�

Ω2 = 0.
Далее построим поле линейных операторов AE на

R
4, определяемое равенством X⌋Ω2 = AE X⌋Ω1,

здесь ⌋ — оператор внутреннего умножения, X — про-
извольное векторное поле в пространстве R

4.
В базисе ∂

∂t
, ∂

∂x
, ∂

∂s
, ∂

∂q
поле линейных операторов

AE имеет вид

AE =









−1 0 0 0
2A (s)B (s) q 1 0 0

0 0 1 0

0 0 −2Bs(s)
B(s) q −1









.

Квадрат этой матрицы скалярен и равен A2
E = 1,

а это значит, что система уравнений является системой
гиперболического типа.

Собственные подпространства оператора AE порож-
дают два двумерных характеристических распределе-
ния:

V+ = Lin

�

X+ =
∂

∂q
−

B(s)

Bs (s) q

∂

∂s
, Y+ =

∂

∂x

�

и

V− = Lin

�

X− =
∂

∂q
, Y− =

∂

∂x
−

1

A (s)B(s)q

∂

∂t

�

.

Распределение V+ вполне интегрируемо и имеет два
интеграла H1 = t, H2 = B (s) q. Их ограничения на
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Рис. 1: Эволюция водонасыщенности
Рис. 2: Компонента водонасыщенности многозначного

решения системы Бакли–Леверетта

граничные условия Γ = (s|x=0 = S (t) , q|x=0 = Q (t))
принимают следующий вид

H1|Γ = t, H2|Γ = f (t) = B (S (t))Q (t) .

F (α, β) = β − f (α) , F (H1, H2) = H2 − f (H1) .

Положим H=F (H1, H2)=H2− f (H1)=B (s) q − f(t).
Тогда кривая Γ лежит на решении M0 исходной си-
стемы, если H = 0. Найдем одномерное распределение
l− = V−

⋂

TM0, задающее кривую, лежащую на ре-
шении системы. Для этого должно выполняться усло-
вие Z (H) = 0, где Z — векторное поле из распре-
деления l−, определенное с точностью до умножения
на функцию:

Z =
∂

∂t
−A (s)B (s) q

∂

∂x
+

ft(t)

B(s)

∂

∂q
.

Будем считать, что водонасыщенность на на-
гнетающей скважине постоянна и равна макси-
мальной S (t) = Smax, давление поддерживается по-
стоянным, а градиент давления задается функци-
ей Q(t). Тогда график решения системы Бакли–
Леверетта получается сдвигом кривой начальных дан-
ных K = {t = 0, s = SK(x), q = QK(x)} вдоль траекто-
рий векторного поля Z.

Таким образом, получен алгоритм построения мно-
гозначных численных решений для системы уравнений
Баклея–Леверетта. Сечения графиков решений функ-
ции водонасыщенности s для различных значений вре-
мени приведены на рис. 1. Горизонтальная ось отвечает

переменной x, а вертикальная — функции водонасы-
щенности s. График многозначний функции s = s(t, x)
представлен на рис. 2.

Так как функция зависимости водонасыщенности от
пространственной координаты неоднозначна, то возни-
кает разрыв, характеристики которого находятся по

Рис. 3: Правило Максвелла

правилу Максвелла (рис. 3), согласно которому раз-
рыв многозначного решения происходит в тех точках
оси x, в которых площади заштрихованных областей
равны.
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