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Аналитическая оценка  
деформативности мачты 

Наука - производству
УДК 624.04

Расчет

Для определения усилий в стержнях вос-
пользуемся программой [1], написанной на 
языке системы компьютерной математики 
Maple и позволяющей получать решения в 
символьной форме.

Задаем координаты узлов боковых стоек 
мачты: 

Координаты загруженной вершины:  

начало координат в левой неподвижной 
опоре.

Нумерация шарниров идет снизу вверх, 
сначала правая стойка, затем левая.

Структура соединений узлов и стержней 
задается набором условно ориентированных  
векторов 

 
 Здесь первая координата – номер одного 

конца стержня, вторая – другого конца. Какой 
шарнир выбирать за начало, какой за конец 
значения на решение не имеет.

Имеем следующие векторы:

где    

Векторы стержней вершины мачты:

Опоры моделируются двумя стержнями – 
вертикальным и горизонтальным, таким об-
разом в конструкции четыре опорных стерж-
ня. Матрица уравнений равновесия в мето-
де вырезания узлов составляется в цикле по 
числу стержней фермы   и имеет 
следующие элементы:

где  – длина стержня, 

М. Н. Кирсанов, д-р физ.-мат. наук, проф. НИУ МЭИ кафедра теор.механики и мехатроники. 
E-mail: mpei2004@yandex.ru

Аннотация: Получено точное решение задачи о деформации плоской модели мачты с треугольной решеткой под действием верти-
кальной и горизонтальной нагрузок при произвольном числе вертикальных панелей. Усилия в стержнях найдены методом вырезания 
узлов. При обобщении решения на произвольное число панелей использован метод индукции и операторы системы компьютерной ма-
тематики Maple для составления и решения рекуррентных уравнений. Графики полученных зависимостей обнаруживают экстремальные 
точки, позволяющие оптимизировать расход материала и жесткость системы. Найдены некоторые предельные и асимптотические 
характеристики решения.

Ключевые слова: ферма, мачта, Maple, индукция, асимптотика, прогиб

Аналитические решения для ферменных конструкций являются хорошим дополнением к точным численным 
расчетам, выполненным в специализированных пакетах, в том числе с применением метода конечных элемен-
тов. С одной стороны такие решения могут служить простыми тестовыми оценками, с другой — они позволяют 
выявить особенности рассчитываемой конструкции, недоступные или трудно уловимые в численном анализе. 
Среди аналитических решений наиболее сложными являются решения, в которых имеется зависимость не только 
от размеров фермы и нагрузки, но и от числа панелей или стержней. Современные системы компьютерной мате-
матики (Maple, Mathematica, Maxima и др.) позволяют составлять и решать уравнения равновесия в символьной 
форме. Однако получить зависимость прогиба или усилия в каком-либо стержне от числа панелей можно только 
индуктивным методом для регулярных конструкций, сложность которых характеризуется одним или нескольки-
ми натуральными числами. Ниже приведен алгоритм получения точного решения для деформаций верхушки 
мачты с произвольным числом панелей.

Рис. 1
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Систему уравнений равновесия записываем в матричном 
виде  

 , (1)

где  – вектор неизвестных усилий 
(включая опорные),  – вектор нагрузок (нечетные элемен-
ты – горизонтальные усилия, четные – вертикальные).

Смещение вершины мачты (узла с номером ) опре-
делим по формуле Максвелла-Мора 

 , (2)

где ЕF – жесткость стержней стоек, ЕF/γ – жесткость 
стержней решетки (γ – безразмерный коэффициент, обычно 
эти стержни менее жесткие и принимается γ≥1) ,  Si – усилия 
в стержнях от действия горизонтальной единичной силы, 
приложенной к вершине. Верхний предел суммирования 
равен m-4 , так как в число деформируемых стержней че-
тыре стержня, моделирующие опоры, не  входят.

Индукция

Обобщение решения на произвольное число панелей 
проведем методом индукции. Ранее этим же методом были 
получены формулы для прогиба вантовой системы [2], про-
странственных [3-6] и плоских [7-10] ферм. Расчет произво-
дим для n=1,...,8 . Решение для каждой фермы с n панелями 
в символьной моде системы компьютерной математики 
Maple принимает один и тот же вид:

 , (3)

где введено обозначение .
В результате вычислений получаем для  коэффициентов   

и   последовательности, общие члены которых определяем 
с помощью специального пакета genfunc системы Maple. 
Сначала оператор rgf_findrecur возвращает рекуррентное 
уравнение для искомого коэффициента, затем оператор 
rsolve дает искомые решения:

.

Аналогично находим вертикальный прогиб вершины 
мачты от действия вертикальной нагрузки:

 , (4)

где   .   
 Коэффициенты Cn в обоих решениях совпадают.

Анализ

В задаче о выборе оптимального числа панелей необ-
ходимо зафиксировать  высоту сооружения. Пусть для 
примера H=h(n+1/2)=30м . На рисунке 2 даны кривые от-
носительного прогиба в зависимости от числа панелей при 
различных размерах а (в метрах) при γ=1 . Наблюдается сла-
бо выраженный минимум. При этом, экстремальное число 
панелей почти не зависит от размера a. Аналитическая 
форма полученного решения позволяет средствами Maple 
выявить предельные свойства конструкции. Вычисление 
предела показывает, что найденная функция имеет асим-
птоту с углом наклона  .

Рассматривая решение (4), замечаем, что кривые зависи-
мости вертикального смещения от действия вертикальной 
нагрузки в вершине (рис. 3) имеют ломаный характер. 
Это объясняется наличием «мигающего» слагаемого (–1)n  
в решении (4), имеющего только локальные экстремумы. 

При увеличении числа панелей прогиб в этой постанов-
ке, очевидно, растет нелинейно. Кубический характер полу-
ченной зависимости выявляет следующий предел: 

 . 

Как и в задаче о горизонтальном смещении существен-
ную роль здесь играет коэффициент перераспределения 
материала γ.

Рис. 2 Горизонтальное смещение Рис. 3 Вертикальное смещение
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Выводы
Полученные аналитические решения, несмотря на до-

статочную общность постановки, оказались сравнительно 
просты по форме, просты в применении и, в отличие от 
численных методов, позволяют получать значения прогиба 
при любом числе панелей. Это делает найденное решение 
применимым к особо сложным системам рассматриваемой 
структуры, дает возможность оптимизировать проектиру-
емые конструкции и оценивать работоспособность эксплу-
атируемых сооружений. Обзор аналитических решений, 
полученных методом индукции, можно найти в [11-13].
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