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Для двумерного гиперболического уравнения с дифференциально-разностным оператором, действу-
ющим по пространственной переменной, построено однопараметрическое семейство глобальных ре-
шений. Доказано, что полученные решения являются классическими при всех значениях веществен-
ного параметра, если вещественная часть символа разностного оператора, входящего в уравнение, по-
ложительна. Приведены классы уравнений, для которых указанное условие выполнено.
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Интерес к дифференциально-разностным (и,
более широко, функционально-дифференциаль-
ным) уравнениям обусловлен наличием задач,
возникающих в различных приложениях, для опи-
сания которых недостаточно классических моде-
лей математической физики, оперирующих толь-
ко дифференциальными уравнениями (см., на-
пример, [1–4] и имеющуюся там библиографию).
Для эллиптических дифференциально-разност-
ных уравнений задачи в ограниченных областях
изучены к настоящему времени достаточно глубо-
ко и полно (см. там же). В неограниченных обла-
стях исследованы задачи для параболических [5] и
эллиптических [6–10] дифференциально-разност-
ных уравнений. Гиперболические дифференци-
ально-разностные уравнения изучены для случая,
когда операторы сдвига, содержащиеся в уравне-
нии, действуют по переменной  (см. [11, 12]).

В настоящей работе исследуются гиперболи-
ческие дифференциально-разностные уравнения
с операторами сдвига, действующими по про-
странственным переменным.

В полуплоскости  рассматривается
уравнение

t

× , +∞1 (0 )R
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где ,  ( ) – заданные вещественные чис-
ла, причем  и  не связаны никакими условия-
ми соизмеримости.

Поскольку операторы сдвига, подобно диффе-
ренциальным операторам, являются мультиплика-
торами Фурье, для поиска решений уравнения (1)
можно использовать классическую операционную
схему Гельфанда–Шилова (см., например, [13]).
Вообще говоря, указанная схема приводит к реше-
ниям в смысле обобщенных функций, однако в
данном случае удается показать, что найденные ре-
шения являются классическими (гладкими), т.е.
являются функциями, у которых все производ-
ные, входящие в уравнение (указанные производ-
ные понимаются в классическом смысле, т.е. как
пределы соответствующих отношений конечных
разностей), существуют в каждой точке полу-
плоскости  и уравнение (1) выполняет-
ся для них в каждой точке этой полуплоскости.

Применив схему Гельфанда–Шилова, прихо-
дим к выводу, что гладкие решения уравнения (1)
следует искать в виде
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где

(3)

(4)

Отметим, что функция (3) определена корректно
при всех вещественных значениях параметров ,

 ( ) и .
Основным результатом настоящей работы яв-

ляется следующее утверждение.
Т е о р е м а . Функция  определенная

формулой (2), удовлетворяет уравнению (1) при лю-
бом вещественном значении параметра  для кото-
рого выполнено неравенство

(5)
Если усилить условие теоремы, потребовав

выполнения содержащегося в нем неравенства на
всей вещественной оси, то получаем следующее
утверждение.

С л е д с т в и е . Если неравенство (5) выполня-
ется для любого вещественного  то функция
G(x,  определенная формулой (2), удовлетворя-
ет уравнению (1) при любом вещественном значении
параметра .

Отметим, что, если неравенство (5) выполнено,
то знаменатель в аргументе арктангенса в фор-
муле (4) не обращается в ноль, а, значит, в услови-
ях теоремы и следствия любое решение, представ-
ляемое формулой (2), действительно является
гладким.

Дифференциально-разностный оператор, со-
держащийся в правой части уравнения (1), есть су-
перпозиция дифференциального оператора  и
разностного оператора , действующего следую-
щим образом:

Его символ равен  – i(a1sinh1ξ +
+ , т.е. неравенство (5) эквивалентно по-
ложительности вещественной части символа опе-
ратора  (или, что то же самое, символа оператора

) в точке . Таким образом, условие след-
ствия равносильно условию положительности ве-
щественной части символа (единственного) раз-
ностного оператора, содержащегося в уравне-
нии (1), на всей вещественной оси (см. [1, § 8, 9]
и [5, раздел 1.6]).

Возникает естественный вопрос о том, для ка-
ких уравнений указанное условие положительно-
сти вещественной части символа выполняется на
всей вещественной оси. В качестве примера таких
уравнений можно привести уравнения вида (1), в
которых один из сдвигов равен нулю, а модуль ко-
эффициента при оставшемся (единственном) не-
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локальном слагаемом не превосходит коэффици-
ента при первом слагаемом в правой части, т.е.
уравнения вида

где . Для уравнений из этого класса символ
соответствующего разностного оператора равен

, а значит, условие след-
ствия выполнено.

Другим примером уравнений, для которых
функция  определена при всех веществен-
ных значениях параметра , являются уравнения
вида (1), в которых в ноль обращается не один из
сдвигов, а один из коэффициентов в правой части,
т.е. уравнения с единственным слагаемым в пра-
вой части. Этот случай – особый. Здесь условие
положительности вещественной части символа не
накладывается, а для существования функции

 при любом вещественном значении пара-
метра достаточно положительности (единствен-
ного) коэффициента в правой части уравнения. В
этом случае уравнение принимает вид

(6)

а однопараметрическое семейство его решений –
вид

(7)

Если , то, независимо от вещественного зна-
чения , функция (7) является гладким (класси-
ческим) решением уравнения (6) при любом ве-
щественном значении , что проверяется непо-
средственной подстановкой функции (7) в
уравнение (6).
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ON GLOBAL CLASSICAL SOLUTIONS OF HYPERBOLIC 
DIFFERENTIAL-DIFFERENCE EQUATIONS

N. V. Zaitseva
Kazan (Volga region) Federal University, Kazan, Russian Federation

 Presented by Academician of the RAS E.I. Moiseev

A one-parametric family of global solutions of a two-dimensional differential-difference hyperbolic equation
is constructed. The theorem is proved that the obtained solutions are classical if the real part of the symbol of
the difference operator of the equation is positive. Classes of equations for which this condition is satisfied are
given.
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