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1 Ââåäåíèå.
Ïîñëå ìíîãèõ äåñÿòèëåòèé èíòåíñèâíîãî èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â
ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ â îòäåëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ ýòîé îáëàñòè íàóêè óäàëîñü äîñòè÷ü
çíà÷èòåëüíîãî ïðîãðåññà [1-4]. Ýòî îáóñëîâëåíî ïîÿâëåíèåì â ðàñïîðÿæåíèè èñ-
ñëåäîâàòåëåé èñòî÷íèêîâ êîãåðåíòíîãî èçëó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ñïåêòðà.
Òàê, ïîñëå èçîáðåòåíèÿ ëàçåðà, ïðèðîäà ñëó÷àéíûõ êàðòèí ñâåòëûõ è òåìíûõ
îáëàñòåé, îáðàçóþùèõñÿ â äàëüíåì ïîëå, êîãäà êîãåðåíòíûé ñâåò ðàññåèâàåòñÿ
íåðîâíîé ïîâåðõíîñòüþ, îáû÷íî íàçûâàåìûõ "ñïåêëàìè äîñòàòî÷íî õîðîøî ïî-
íÿòíà êàê ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé, òàê è ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, øèðîêîå ðàçíîîáðàçèå âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèðîäå ÿâëåíèé, â
òîì ÷èñëå íàáëþäàåìûõ íåâîîðóæåííûì ãëàçîì, è ïîýòîìó äîñòóïíûõ äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ â òå÷åíèå çíà÷èòåëüíî áîëåå äëèòåëüíîãî ïåðèîäà âðåìåíè, ïðîäîëæàåò
îñòàâàòüñÿ ïëîõî îïèñàííûì ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è íåïîíÿòíûì ñ
òî÷êè çðåíèÿ ñòàòèñòèêè. Ê ïîäîáíûì ÿâëåíèÿì îòíîñÿòñÿ ìåðöàíèå çâåçä, áëè-
êè íà îñâåùåííîé ïîâåðõíîñòè ìîðÿ, êðàñèâûå óçîðû êàóñòèê íà ïîëó áàññåéíà
îò ñîëíå÷íîãî ñâåòà, èãðàþùåãî íà âçâîëíîâàííîé ïîâåðõíîñòè âîäû, çàìèðàíèÿ
ðàäèîñèãíàëîâ â èîíîñôåðå è êîñìè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è òàê äàëåå. Òàêàÿ ñè-
òóàöèÿ èìååò êàê òåîðåòè÷åñêèå, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíûå îáîñíîâàíèÿ. Ñâîþ
ðîëü â ýòîì ñûãðàëè îãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè èíñòðóìåíòîâ è îáùåèçâåñòíûå
òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïîëó÷åíèåì õîðîøèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ
äàííûõ íàáëþäåíèé ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé. Äîìèíèðóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì íåñî-
ìíåííî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ îáûê-
íîâåííûå ñïåêëû. Ýòî ïîçâîëèëî íàäåæíî îõàðàêòåðèçîâàòü è èññëåäîâàòü óêà-
çàííûå ÿâëåíèÿ è â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü èõ íà ïðàêòèêå. Ïîä òåðìèíîì
"ñïåêëû"îáû÷íî ïîíèìàþò èíòåðôåðåíöèîííóþ êàðòèíó, ïîðîæäåííóþ ñëîæå-
íèåì ïîëåé áîëüøîãî ÷èñëà ðàññåèâàòåëåé. Êàêîâà áû íè áûëà èíäèâèäóàëüíàÿ
ñòðóêòóðà êàæäîãî ðàññåèâàòåëÿ, ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå îêàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåí-
íûì ïî Ãàóññó â ñîîòâåòñòâèè ñ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé, è âñå ñòàòè-
ñòè÷åñêèå è êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà òàêîãî ïîëÿ îäíîçíà÷íî îïèñûâàþòñÿ åãî
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó.

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ýòîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ íàõîæ-
äåíèÿ ðàññåèâàòåëåé, âíîñÿùèõ âêëàä â ðåãèñòðèðóåìîå äåòåêòîðîì ïîëå, è òîëüêî
å¼ âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü, èëè ÷àñòîòíûé ñïåêòð, îòðàæàåò êàêèå-ëèáî âíóòðåí-
íèå ñâîéñòâà ðàññåèâàòåëÿ, à èìåííî, îòíîñèòåëüíûå âíóòðåííèå ïåðåìåùåíèÿ.
Âûøåóêàçàííûå ïðèðîäíûå ÿâëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ Ãàóññîâñêèìè èíòåðôåðåíöèîí-
íûìè ýôôåêòàìè, ïîðîæäåííûìè ðàññåÿíèåì øèðîêîïîëîñíîãî èçëó÷åíèÿ (íà-
ïðèìåð, áåëîãî ñâåòà). Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà è ïðîñòðàíñòâåííàÿ è âðåìåííàÿ
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êîãåðåíòíîñòü ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ çàâèñÿò îò äåòàëåé âíóòðåííåé ñòðóêòóðû
ðàññåèâàþùåé ñðåäû. Áîëåå òîãî, ÷àñòî òàêàÿ èíôîðìàöèÿ î âíóòðåííåé ñòðóêòó-
ðå îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó, õîòÿ ìåõàíèçì ðàññåÿíèÿ ñàì ïî ñåáå ìîæåò áûòü õîðîøî
èññëåäîâàí, ïîñòðîåíèå óäîâëåòâîðèòåëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ
çàòðóäíèòåëüíûì. Â ðåçóëüòàòå êàæäàÿ êîíêðåòíàÿ ñèñòåìà ðàññåèâàòåëåé òðå-
áóåò ðàçðàáîòêè îòäåëüíîé ñïåöèàëüíîé ìîäåëè.

Â ïîñëåäíèå ãîäû áîëüøîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïðèâëå÷åíî ê èññëåäî-
âàíèþ íåãàóññîâñêîé ñòàòèñòèêè ðàññåÿíèÿ âîëí. Â íåêîòîðîé ìåðå ýòî òåì, ÷òî
âîçìîæíîñòè ìíîãèõ îïòè÷åñêèõ è ðàäèîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì îãðàíè÷åíû íåãàóñ-
ñîâñêèìè øóìàìè, è ÷àñòè÷íî îáóñëîâëåíî èíòåðåñîì ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåì ñ
íåãàóññîâñêîé ñòàòèñòèêîé ôëóêòóàöèé, êàê òàêîâûõ. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãèå õà-
ðàêòåðíûå äëÿ îïòèêè ÿâëåíèÿ áûëè îäíîâðåìåííî èññëåäîâàíû è â îáëàñòè ôè-
çèêè ìèêðîâîëí, ïðè÷åì ãàóññîâñêèå ìèêðîâîëíîâûå ñïåêëû áûëè îòíîñèòåëüíî
õîðîøî èçó÷åíû â ñåðåäèíå äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ. Ýòî ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñâîåãî ðîäà
äîñòèæåíèåì, ó÷èòûâàÿ îòñóòñòâèå âèçóàëüíûõ ñðåäñòâ èññëåäîâàíèÿ ìèêðîâîë-
íîâûõ ïîëåé.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàêîïëåí áîëüøîé îáú¼ì çíàíèé â îáëàñòè íåãàóñ-
ñîâñêèõ ýôôåêòîâ ðàññåÿíèÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàññåèâàòåëåé òèïà øåðîõîâàòûõ
ïîâåðõíîñòåé [5, 6]. Ðàçâèòûå òåîðèè óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ ê øèðîêîìó êëàññó
ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñèñòåì, ðàáîòàþùèõ êàê â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ âîëí, òàê è çà åãî ïðåäåëàìè. Áîëåå òîãî, åñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîä-
òâåðæäåíèÿ òîãî, ÷òî îïðåäåëåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè èìåþò áîëåå øèðîêèé
äèàïàçîí ïðèìåíèìîñòè, ÷åì òîãî ñëåäîâàëî áû îæèäàòü. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
ìîæåò îêàçàòüñÿ âîçìîæíûì ðàñïîçíàâàíèå òèïà îáúåêòà ïî õàðàêòåðèñòèêàì
èíòåíñèâíîñòè íåãàóññîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Â îñîáûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò îêà-
çàòüñÿ òàêæå âîçìîæíûì îïðåäåëåíèå ìàñøòàáà è âåëè÷èíû øåðîõîâàòîñòåé ïî
äàííûì èçìåðåíèé îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ íåãàóññîâñêîé ñòàòèñòèêè ðàññåÿ-
íèÿ.

1.0.1 Ãåîìåòðèè ðàññåÿíèÿ.
Ìîæíî âûäåëèòü øèðîêèé êëàññ îáúåêòîâ, ðàññåèâàþùèõ èçëó÷åíèå, êîòîðûå
ìîæíî íàçâàòü "ñèñòåìàìè ïîâåðõíîñòíîãî òèïà". Ñàìîé ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ
ñèñòåìû òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ïðîçðà÷íûé èëè îòðàæàþùèé ôàçîâûé ýêðàí, êî-
òîðûé ïðîñòî âíîñèò ñëó÷àéíûå âàðèàöèè ôàçû â îòðàæåííóþ èëè ïðîõîäÿùóþ
ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó. Â ÷àñòíîñòè, ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ôàçîâîãî ýêðàíà â
òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ÿâëÿëàñü îäíîé èç îñíîâíûõ ìîäåëåé â òåîðåòè÷åñêèõ èññëå-
äîâàíèÿõ èîíîñôåðíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîâîëí. Â ñëó÷àå î÷åíü ñèëüíî
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íåðîâíûõ ïîâåðõíîñòåé, ýòè èçìåíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû âàðèàöèÿì ôàçîâîãî ïó-
òè âîëíû, áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû. Ïîñëå ðàññåÿíèÿ â ïëîñêîñòè
z = 0, èñêàæåííûé âîëíîâîé ôðîíò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâîáîäíî â ñîîòâåòñòâèè ñ
óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, è êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïîëÿ ïðè çàäàííîé ÷àñòîòå è
äëèíå âîëíû â ïðèáëèæåíèè Ãþéãåíñà-Ôðåíåëÿ âûðàæàåòñÿ â âèäå

E(R, t) = A exp(iωt)

∞∫

−∞
d2r0 exp (iφ(~r0, t))× exp

(
ik(

~r0
2

2z
+

~r0 · ~r
R

)− r0

W 2

)
, (1)

ãäå ~R = (~r, z) - êîîðäèíàòû ìåñòîíàõîæäåíèÿ äåòåêòîðà èçëó÷åíèÿ â öèëèíäðè-
÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò; φ(~r0, t) - âàðèàöèè ôàçû , âíîñèìûå ðàññåèâàòåëåì â
ïëîñêîñòè z = 0 â ìîìåíò âðåìåíè t; è W - øèðèíà ïàäàþùåãî ïó÷êà èçëó÷åíèÿ,
ïðîôèëü êîòîðîãî, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîñòîòû è óäîáñòâà âû÷èñëåíèé, âû-
áðàí ãàóññîâñêèì. Ìíîæèòåëü A ïåðåä èíòåãðàëîì ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ äðóãèå
ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå çàâèñèìîñòè, íå ñóùåñòâåííûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ
íåãàóññîâñêîé ñòàòèñòèêè ðàññåÿíèÿ. Î÷åâèäíî, óðàâíåíèå (1) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñèëüíî óïðîùåííóþ ìîäåëü ðåàëüíîé ðàññåèâàþùåé ïîâåðõíîñòè, ïîñêîëüêó
âàðèàöèè êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ, ïîëÿðèçàöèîííûõ ýôôåêòîâ è ðàçëè÷íûõ óã-
ëîâûõ çàâèñèìîñòåé â íåì íå ó÷òåíû. Òåì íå ìåíåå, îíî ìíîãîêðàòíî ïðèíèìàëîñü
â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåãàóññîâñêîé ñòàòèñòèêè
ðàññåÿíèÿ è ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèå (1) äîëæíî áûòü äîïîëíåíî êàêîé-
ëèáî ìîäåëüþ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôàçû φ(~r0, t). Ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ðàñïðå-
äåëåíèå ôàçû â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ðàññåèâàòåëÿ ñ÷èòàåòñÿ ñîâìåñòíûì íîðìàëü-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì ìíîãèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, õîòÿ ïðåäëàãàëèñü è äðóãèå ìî-
äåëè. Â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ î ãàóññîâñêîì ñîâìåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè ôàç îñòà-
åòñÿ îïðåäåëèòü êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ôàçû ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñòàòèñòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû, ïðåäñêàçûâàåìûå íà îñíîâå óðàâíå-
íèÿ (1), îêàçûâàþòñÿ âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíû ê âûáîðó ýòîé ôóíêöèè, íî âðåìåííî
ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ïðîñòî õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðûì ìàñøòà-
áîì ζ, ñîîòâåòñòâóþùèì õàðàêòåðíîìó ðàçìåðó äåòàëåé èíòåðôåðåíöèîííîé êàð-
òèíû. Î÷åâèäíî, ÷òî íåãàóññîâñêèé õàðàêòåð ðàññåÿíèÿ áóäåò èìåòü ìåñòî ëèøü
òîãäà, êîãäà â èíòåãðàë (1) âíîñèò âêëàä ëèøü íåáîëüøîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ
ðàññåèâàòåëåé, äëÿ êîòîðîãî öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà çàâåäîìî íåñïðà-
âåäëèâà. Ýòà ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðèé
ðàññåÿíèÿ.
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1.0.2 Çîíà Ôðåíåëÿ, z >> kW 2

Â ýòîé çîíå óðàâíåíèå (1) ñâîäèòñÿ ê

E(θ, t) = A exp(iωt)

∞∫

−∞
d2r0 exp

(
iφ(r0, t) + ikr0 sin θ − r2

0

W 2

)
, (2)

ãäå sin θ = |r|/R, è ðàçâèòûõ ôëóêòóàöèé ìîæíî îæèäàòü ïðè W ≤ ζ. Èíòåðå-
ñóþùèìè íàñ âåëè÷èíàìè, äîñòóïíûìè äëÿ íàáëþäåíèÿ â ýêñïåðèìåíòå, â ýòîì
ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè

I = |E2(θ, t)| (3)

è åãî íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû < Ir > / < I >r, êîòîðûå áóäóò îòëè÷íû îò
íîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ èíòåíñèâíîñòè ãàóññîâñêèõ ñïåêëîâ

< Ir >

< I >r
= r! (4)

Ïðîñòðàíñòâåííûå è óãëîâûå âàðèàöèè ìîìåíòîâ (4) íåñóò äîïîëíèòåëüíóþ èí-
ôîðìàöèþ, è êîððåëÿöèè ïîëÿ è èíòåíñèâíîñòè íå áóäóò â ýòîì ñëó÷àå ñâÿçàíû
òåîðåìîé ôàêòîðèçàöèè Çèãåðòà (Ðèäà)

< I(θ, t)I(θ′, t′) >

< I(θ, t) >< I(θ′, t′) >
= 1 +

| < E∗(θ, t)E(θ′, t′) > |2
< I(θ, t) >< I(θ′, t′) >

(5)

1.0.3 Çîíà Ôðåíåëÿ z << kW 2

Â ýòîé çîíå óðàâíåíèå (1) ñâîäèòñÿ ê

E(z, t) = A exp(iωt)

∞∫

−∞
d2r0 exp

(
iφ(r0, t) + i

kr2
0

2z

)
. (6)

Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî, ÷òî îñâåùåííàÿ îáëàñòü áåñêîíå÷íà. Îòêëîíåíèå ñòàòè-
ñòèêè ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè îò ãàóññîâñêîé â ýòîì ñëó÷àå íå î÷åâèäíî, è â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îíè â ñàìîì äåëå íå ïðåäñêàçûâàþòñÿ òåîðèåé. Îäíàêî, ïðî-
ñòûå ãåîìåòðè÷åñêèå îöåíêè â ðàìêàõ ôàñåòî÷íîé ìîäåëè âåäóò ê çàêëþ÷åíèþ,
÷òî ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ òî÷êè íàáëþäåíèÿ ê ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ, âñå ìåíüøåå
è ìåíüøåå ÷èñëî ôàñåòîê áóäóò â ñðåäíåì âíîñèòü âêëàä â ïîëå, ðåãèñòðèðóåìîå
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íàïðàâëåííûì äåòåêòîðîì èçëó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíîñòü íàáëþäåíèÿ
íåãàóññîâñêèõ ôëóêòóàöèé èìååòñÿ ïðè óñëîâèè zφ0/kζ2 ≤ 1, ãäå φ2

0 =< φ2 > ( îò-
íîøåíèå φ0/kζ èìååò ñìûñë ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî íàêëîíà ïîâåðõíîñòè ). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ î÷åíü øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé (φ0 >> 1) ýòî íåðàâåíñòâî óäî-
âëåòâîðÿåòñÿ ëèøü â çîíå Ôðåíåëÿ åäèíè÷íîé ôàñåòêè (ò.å. ïðè z ≤ kζ2). Íàáëþ-
äàåìûå ñëó÷àéíûå èíòåðôåðåíöèîííûå êàðòèíû, îáðàçóþùèåñÿ â òàêîé êîíôèãó-
ðàöèè, áóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àòüñÿ îò èíòåðôåðåíöèîííûõ êàðòèí â äàëüíåé
çîíå, ò.å. ñòàòèñòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè áóäåò çàâèñåòü îò ðàññòîÿíèÿ
z êàê îò ïàðàìåòðà.

Õîòÿ ýêñïåðèìåíòû â çîíå Ôðàóíãîôåðà, ñêîðåå âñåãî, ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííûìè â îïòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî ðàññåÿíèþ ñâåòà, ýôôåêòû â çîíå
Ôðåíåëÿ âåñüìà âàæíû â äðóãèõ îáëàñòÿõ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ñïåêòðà, â ÷àñòíî-
ñòè, â çàäà÷àõ àòìîñôåðíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Îíè ïðîÿâëÿþòñÿ â èñêàæåíèÿõ
èçîáðàæåíèé, äàæå â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé, øåðîõîâàòûõ â ìàñøòàáå äëèíû âîë-
íû èçëó÷åíèÿ, è ÷àñòî ñîäåðæàò â ñåáå áîëüøå èíôîðìàöèè, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå
ôëóêòóàöèè â çîíå Ôðàóíãîôåðà.

1.1 Ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè.
Â èññëåäîâàíèÿõ íåãàóññîâñêîé ñòàòèñòèêè ðàññåÿíèÿ øåðîõîâàòûìè ïîâåðõíî-
ñòÿìè îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ïîäõîäàìè äâóõ îñíîâíûõ òèïîâ. Ñ
îäíîé ñòîðîíû, âîçìîæåí àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (1), è ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè äèñêðåòíûõ ðàññåèâàòåëåé, â êîòîðûõ ïîâåðõ-
íîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåêîððåëèðîâàííûõ ðàññåèâàþùèõ
öåíòðîâ, âêëàäû êîòîðûõ â ðàññåÿííîå ïîëå ñëó÷àéíû ïî ôàçå. Âòîðîé ïîäõîä,
õîòÿ îòëè÷àåòñÿ ìåíüøåé ñòðîãîñòüþ, ãîðàçäî ïðîùå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ïðàê-
òèêå è ïðèâåë ê çíà÷èòåëüíîìó ïðîãðåññó â ïîíèìàíèè îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé
íåãàóññîâñêîé ñòàòèñòèêè ðàññåÿíèÿ. Äàäèì êðàòêèé îáçîð ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ
óòî÷íåíèÿ ýòîé ïðîñòîé ìîäåëè, à òàêæå íåêîòîðûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ
äëÿ îòäåëüíûõ ìîäåëåé øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé.

1.1.1 Ìîäåëü ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.
Â ýòîì ïîäõîäå ðåãèñòðèðóåìîå âîëíîâîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóìåðíîãî
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç N øàãîâ:

E(~r, t) =
N∑

n=1

an(~r, t) exp iφn(~r, t) (7)
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Ñëó÷àéíûå ôàçû {φn} ñ÷èòàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè è ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííûìè (ñïðàâåäëèâî äëÿ ñèëüíî øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé). Â òî æå âðå-
ìÿ ÷èñëî ðàññåèâàòåëåé N è àìïëèòóäû {an} (âêëàäû îòäåëüíûõ ðàññåèâàòåëåé)
òàêæå ìîãóò áûòü ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìîäåëè ýòîãî òèïà â îñíîâíîì ïðèìåíÿ-
ëèñü ê èññëåäîâàíèþ ôëóêòóàöèé ïîëÿ â çîíå Ôðàóíãîôåðà, ïîñêîëüêó âû÷èñëå-
íèå àìïëèòóä {an} è îöåíêà ÷èñëà ðàññåèâàòåëåé N â çîíå Ôðåíåëÿ çàòðóäíèòåëü-
íû. Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ (7), ìîæåò áûòü
ôîðìàëüíî çàïèñàíî â âèäå

P (I) =
1

2

∞∫

0

u du J0(u
√

I) < JN
0 (ua) >N,a , (8)

ãäå J0(·) - ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, è àìïëèòóäû {an} ðàñïðåäåëåíû
ïî îäèíàêîâîìó çàêîíó. Åñëè ÷èñëî ðàññåèâàòåëåé N ôèêñèðîâàíî, èç óðàâíåíèÿ
(8) ñëåäóþò äâà õîðîøî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòà:

(à) öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

P (I) →< I >−1 exp

(
− I

< I >

)
(9)

ïðè N →∞ äëÿ âñåõ "íåïàòîëîãè÷åñêèõ"çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè
àìïëèòóä p(a)

(á) óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè
åñëè

p(a) =
2a

< a2 >
exp

(
− a

< a2 >

)
, (10)

òîãäà
p(I) =< I >−1 exp

(
− I

< I >

)
(11)

äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ N.
Êðîìå ïðåäåëüíîãî è ãàóññîâñêîãî ñëó÷àåâ (à) è (á), ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) áû-

ëî äî ñèõ ïîð íàéäåíî ëèøü äëÿ íåñêîëüêèõ íåáîëüøèõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé
÷èñëà ðàññåèâàòåëåé N è ïîñòîÿííûõ àìïëèòóä {an}. Äëÿ áîëüøèõ ôèêñèðîâàí-
íûõ N âû÷èñëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì
äàæå â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ àìïëèòóä, è áîëåå ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíûìè îêàçûâà-
þòñÿ îöåíêè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷èñëî ðàññåèâàòåëåé è àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ (8) ìîãóò, îäíàêî,
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âñåãäà áûòü âû÷èñëåíû â ÿâíîì âèäå. Ê ïðèìåðó, íîðìèðîâàííûé âòîðîé ìîìåíò
èíòåíñèâíîñòè ôëóêòóàöèé âûðàæàåòñÿ â âèäå

< I2 >

< I >2 = 2
< N(N − 1) >

< N >2 +
< a4 >

< N >< a2 >2 . (12)

Åñëè ÷èñëî ðàññåèâàòåëåé N ðàñïðåäåëåíî ïî Ïóàññîíó è àìïëèòóäû {an} ïîñòî-
ÿííû, êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, õàîòè÷íî ðàñïðåäåëåííûõ â
îáú¼ìå, óðàâíåíèå (12) ñâîäèòñÿ ê

< I2 >

< I >2 = 2 +
1

< N >
. (13)

Ýòà ôîðìóëà, êîòîðàÿ áûëà ïðîâåðåíà â îïòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ ñóñïåíçèÿìè
íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, ÿñíî ïîêàçûâàåò ïðåâûøåíèå óðîâíÿ ôëóêòóàöèé
ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàóññîâñêèì â âèäå ñëàãàåìîãî, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîãî âåëè-
÷èíå ðàññåèâàþùåãî îáú¼ìà.

Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ïîâåðõíîñòíîãî ðàññåèâàòåëÿ, èìåþùàÿ êàêîå-íèáóäü ïðàê-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå, îñíîâàíà íà ôàñåòî÷íîé ìîäåëè, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ôðîíò ðàññåÿííîé âîëíû ñîñòîèò èç N ôàñåòîê îäèíàêîâîãî ðàçìåðà, íàêëî-
íû êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíû ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî. Äëÿ êðóãëûõ ôàñåòîê ðàäèóñà
ζ, óðàâíåíèå (12) ñâîäèòñÿ ê

< I2 >

< I >2 = 2(1−N−1) + [k2ζ2/4πP (θ)]N−1 , (14)

ãäå P (θ) - âåðîÿòíîñòü îðèåíòàöèè ôàñåòêè íîðìàëüíî ïî îòíîøåíèþ ê äåòåêòîðó
èçëó÷åíèÿ. Óðàâíåíèå (14) ìîæåò áûòü âûðàæåíî â ôîðìå, ïîäõîäÿùåé äëÿ îòðà-
æàòåëüíîãî ðàññåÿíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî íåãàóññîâñêèé âòîðîé ÷ëåí â óðàâíåíèè (14)
ïðåâûøàåò ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèåì (13) çà ñ÷åò
òîãî, ÷òî íå âñå ôàñåòêè îäíîâðåìåííî îðèåíòèðîâàíû íîðìàëüíî ê äåòåêòîðó è
òåì ñàìûì âíîñÿò âêëàä â íàáëþäàåìîå ïîëå. Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýô-
ôåêòèâíîå ÷èñëî èíäèâèäóàëüíûõ ðàññåèâàòåëåé ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ îáùèì
÷èñëîì. Ìíîæèòåëü k2ζ2 â óðàâíåíèè (14) ó÷èòûâàåò êîíå÷íóþ øèðèíó ãëàâíîãî
äèôðàêöèîííîãî ìàêñèìóìà êàæäîé ôàñåòêè è äëÿ ôàñåòîê êðóãîâîé ôîðìû ìî-
æåò áûòü ñòðîãî âû÷èñëåí ìåòîäàìè òåîðèè äèôðàêöèè. Ýòîò ïîäõîä ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàí äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâ-
íîñòè âûñøåãî ïîðÿäêà è ïðîñòðàíñòâåííîé ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè

< I(~r, t)I(~r′, t) >

< I(~r, t) >< I(~r′, t) >
=

(
1− 1

N

) [
1 +

|E∗(~r, t)E(~r′, t)|2
< I(~r, t) >< I(~r′, t) >

]
+

1

N

[ |a2(~r, t)a2(~r′, t)|2
< a2(~r, t) >< a2(~r′, t) >

]
,

(15)
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êîòîðûå, î÷åâèäíî, íå óäîâëåòâîðÿþò òåîðåìå ôàêòîðèçàöèè (5). Ïîñêîëüêó äëè-
íà ïðîñòðàíñòâåííîé êîãåðåíòíîñòè äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóê-
òóðîé ðàññåèâàòåëÿ â îñâåùåííîé îáëàñòè, îíà îáû÷íî áîëüøå õàðàêòåðíîãî ìàñ-
øòàáà ñïåêëîâ, îïðåäåëÿåìîãî ñëàãàåìûì, ñîäåðæàùèì êîððåëÿöèè ïîëÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ìîäåëü ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïðåäñêàçûâàåò, ÷òî íåãàóññîâñêîå ðàñïðå-
äåëåíèå èíòåíñèâíîñòè îêàæåòñÿ êîððåëèðîâàííûì ïî àíñàìáëþ ìíîãèõ ñïåêëîâ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííîå óñðåäíåíèå íå ïðèâåäåò ê ýôôåêòèâíî-
ìó îñëàáëåíèþ øóìà. Ðåçóëüòàò, ïîäîáíûé ôîðìóëå (15), ìîæåò áûòü ïîëó÷åí è
äëÿ âðåìåííîé ôóíêöèè êîððåëÿöèè èíòåíñèâíîñòè, ïðè÷åì â ñëó÷àå äâèæóùåéñÿ
ïîâåðõíîñòè ñëàãàåìîå ñ êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè ïîëÿ áóäåò õàðàêòåðèçî-
âàòüñÿ ìåíüøèìè âðåìåííûìè ìàñøòàáàìè êîððåëÿöèè, ñîîòâåòñòâóþùèìè îòíî-
ñèòåëüíûì äâèæåíèÿì â ïðåäåëàõ ðàññåèâàþùåé îáëàñòè, íåæåëè ÷åì "íåãàóññîâ-
ñêîå"ñëàãàåìîå, îòðàæàþùåå ìåäëåííûå ôëóêòóàöèè îòäåëüíûõ ðàññåèâàþùèõ
öåíòðîâ. Òàêèì îáðàçîì, óñðåäíåíèå ïî ïîëîñå ÷àñòîò îêàçûâàåòñÿ ìàëîýôôåê-
òèâíûì ñïîñîáîì îñëàáëåíèÿ øóìà, è çíà÷èòåëüíûå ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè
ïðèñóòñòâóþò äàæå â øèðîêîïîëîñíîì èçëó÷åíèè.

Â ñëó÷àå ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ, î÷åíü øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé, òî÷êè çåð-
êàëüíîãî îòðàæåíèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòäåëüíûå ðàññåèâàþùèå öåíòðû.
Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ îáðàçóþòñÿ êàóñòèêè, óøèðåííûå â
ðåçóëüòàòå äèôðàêöèè, è íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè â êàó-
ñòèêàõ äîëæíà áûòü ó÷òåíà â ñòàòèñòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè àìïëèòóä {an}. Äî
ñèõ ïîð òàêèõ ïîïûòîê íå ïðåäïðèíèìàëîñü, õîòÿ èçâåñòíû íåêîòîðûå ïîïûòêè
èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ êðèâèçíû ôàñåòîê. Íàïðîòèâ, ïîñëåäíèå ðàáîòû ïðèâåëè ê
ïðîãðåññó â ìîäåëèðîâàíèè ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàññåèâàþùèõ ñèñòåì. ×èñëåííûå
ðàñ÷åòû, îñíîâàííûå íà ãàóññîâñêîé òåîðèè, ïîêàçûâàþò, ÷òî òî÷êè çåðêàëüíîãî
îòðàæåíèÿ íà ãëàäêîé îäíîìàñøòàáíîé ïîâåðõíîñòè èìåþò òåíäåíöèþ ê àíòèã-
ðóïïèðîâêå è, âîîáùå ãîâîðÿ, ôëóêòóàöèè îêàçûâàþòñÿ ñëàáåå, ÷åì äëÿ ïóàññî-
íîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ î÷åíü ìàëûõ ðàçìåðîâ îñâåùåííîé
îáëàñòè ïåðâûé ÷ëåí â óðàâíåíèè (12) îáðàùàåòñÿ â íóëü (N=0 èëè 1), â òî âðåìÿ
êàê äëÿ îñâåùåííûõ ïëîùàäåé áîëüøåãî ðàçìåðà N ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì,
êàê ïðè âûâîäå óðàâíåíèé (14) è (15). Êîãäà ðàçìåð îñâåùåííîé çîíû ëåæèò â
ïðîìåæóòêå ìåæäó íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì õàðàêòåðíûìè ìàñøòàáàìè ìíî-
ãîìàñøòàáíîé ïîâåðõíîñòè, îäíàêî, ðàçóìíî îæèäàòü, ÷òî òî÷êè çåðêàëüíîãî îò-
ðàæåíèÿ áóäóò ãðóïïèðîâàòüñÿ. Òàêàÿ ãðóïïèðîâêà ìîæåò âûçûâàòüñÿ ìîäóëÿ-
öèåé ìåëêîìàñøòàáíîé øåðîõîâàòîñòè êàêèìè-òî âàðèàöèÿìè ïðîôèëÿ íà áîëåå
äëèííîì ìàñøòàáå, èëè íàîáîðîò, ìåñòíûìè âàðèàöèÿìè ïîâåðõíîñòíîé øåðîõî-
âàòîñòè èëè òåêñòóðû.

Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèâåëè ê ðàçðàáîòêå íåñêîëüêèõ ìîäåëåé
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ñëó÷àéíûõ ñðåä, îñíîâûâàþùèõñÿ íà ïîäîáíîé ãðóïïèðîâêå èíäèâèäóàëüíûõ ðàñ-
ñåèâàòåëåé. Âñå ýòè ìîäåëè ïðèâîäÿò ê íîâûì ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåí-
ñèâíîñòè ôëóêòóàöèé, îòëè÷íûõ îò ãàóññîâñêîé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èõ óäàåò-
ñÿ âûðàçèòü â çàìêíóòîì âèäå ÷åðåç õîðîøî èçó÷åííûå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè.
Íåñêîëüêî òàêèõ ìîäåëåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ îñîáûé èíòåðåñ, îáñóæäàþòñÿ â ïî-
ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

2 Ê-ðàñïðåäåëåíèå.
Âî âòîðîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî êëàññ òàê íàçû-
âàåìûõ Ê-ðàñïðåäåëåíèé [9, 17]

p(A) =
2b

Γ(α)

(bA)α

2
Kα−1(bA) , α > 0 (16)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäîáíóþ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòèêè àìïëèòóäû ðàññå-
ÿííîãî èçëó÷åíèÿ â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòàõ, â ÷àñòíîñòè ñâÿçàííûõ ñ
ðàññåÿíèåì âîëí â òóðáóëåíòíîé ñðåäå. Â ñâÿçè ñ ýòèì âûñêàçûâàëèñü ïðåäïîëî-
æåíèÿ, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî õàðàêòåðîì ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
â çàäà÷àõ î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ îïðåäåëåííîãî òèïà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
åñëè ÷èñëî øàãîâ â ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè áåñêîíå÷íî âåëèêî, òîãäà êîìïîíåí-
òû ðåçóëüòèðóþùåãî âåêòîðà ðàñïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ íîðìàëüíûì (ãàóñ-
ñîâñêèì) ðàñïðåäåëåíèåì (öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà). Ìåíåå èçâåñòåí òîò
ôàêò, ÷òî åñëè ýòî ÷èñëî øàãîâ, â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé, öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà íåñïðàâåäëèâà. Õîòÿ öåíòðàëüíîé ïðå-
äåëüíîé òåîðåìå ïîñâÿùåíî ãðîìàäíîå êîëè÷åñòâî ëèòåðàòóðû, â êîòîðîé îáñóæ-
äàþòñÿ ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó (íîðìàëüíîìó) ðàñïðåäå-
ëåíèþ, íå òàê ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿëîñü âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ íåãàóññîâ-
ñêèõ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðè îïðåäåëåííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ÷èñëà øàãîâ
êàê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Óðàâíåíèå (16) îïðåäåëÿåò îäèí èç òàêèõ êëàññîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, ïîðîæäåííûé ôëóêòóàöèÿìè ÷èñëà øàãîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ òàê íà-
çûâàåìûì îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Îòðèöàòåëüíûå áèíî-
ìèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

PN =

(
N + α + 1

N

)
(N̄/α)N

(1 + N̄/α)N+α
, α > 0 (17)

îáðàçóþò êëàññ ðàñïðåäåëåíèé ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, êàæäîå èç êîòîðûõ õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ñðåäíèì N̄ è íîðìèðîâàííîé äèñïåðñèåé α−1 + N̄−1. Íàèáîëåå øèðîêî
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èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýòîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ãåîìåòðè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå (α = 1), êîòîðîå, íàïðèìåð, îïèñûâàåò ñòàòèñòèêó ôîòîíîâ òåïëî-
âîãî (íåêîãåðåòíîãî) ñâåòîâîãî èçëó÷åíèÿ. Ïàðàìåòð α, ôèãóðèðóþùèé â (17), â
äåéñòâèòåëüíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó ñòåïåíè ãðóï-
ïèðîâêè ñîáûòèé, åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü N êàê ÷èñëî ñîáûòèé, íàñòóïèâøèõ â
òå÷åíèå ôèêñèðîâàííîãî ìàëîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòî
èñïîëüçóþòñÿ êàê ìîäåëè ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ ïåðåìåííûì ñðåä-
íèì. Òàêèå ïðîöåññû èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè î÷åðåäåé, è â ÷àñòíîñòè, â
äåìîãðàôè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, ãäå îíè âîçíèêàþò êàê ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
â ïðîöåññàõ ðîæäàåìîñòè-ñìåðòíîñòè-ìèãðàöèè.

2.1 Ôëóêòóàöèè ÷èñëåííîñòè ðàññåèâàòåëåé è îòðèöàòåëü-
íîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Òåîðèÿ îòðèöàòåëüíûõ áèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæåò áûòü âûâåäåíà, íà-
ïðèìåð, íà îñíîâå óðàâíåíèé áàëàíñà â ìîäåëè ñìåðòíîñòè-ðîæäàåìîñòè-ìèãðàöèè,
èñïîëüçóåìîé â çàäà÷àõ äåìîãðàôè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Ïåðåõîäû ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíÿìè ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ â ñèñòåìå ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ ðîæäåíèÿ λ, ñìåðòè µ è èììèãðàöèîííûì ïðèòîêîì íàñåëåíèÿ ν ïî-
êàçàíû ñõåìàòè÷åñêè íà ðèñ. 1. Èììèãðàöèÿ â òàêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íåêèì àíà-
ëîãîì ñïîíòàííîé ýìèññèè êâàíòîâ, ïîñêîëüêó íå çàâèñèò îò óðîâíÿ ÷èñëåííîñòè
íàñåëåíèÿ â äàííûé ìîìåíò, è áîëåå ïðàâèëüíî áûëî áû íàçûâàòü ýòó âåëè÷èíó
âåðîÿòíîñòüþ "ñïîíòàííîãî ïîÿâëåíèÿ". Äàëåå âåçäå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî
ðîæäåíèå, ñìåðòü è âíåçàïíîå ïîÿâëåíèå ÿâëÿþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè ñëó÷àé-
íûìè ñîáûòèÿìè. Óðàâíåíèå áàëàíñà äëÿ ïðîöåññà ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

dPN

dt
= µ(N + 1)PN+1 − [(λ + µ)N + ν]PN + [λ(N − 1) + ν]PN−1 , (18)

ãäå PN(t) - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâ-
íà N . Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè

Q(z, t) =< (1− z)N >=
∞∑

N=0

PN(t)(1− z)N (19)

íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ (18):

∂Q

∂t
= z[−µ + λ(1− z)]

∂Q

∂z
− νzQ . (20)
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−(λN+ν)PN

N+1

N

(λ(N-1)+ν)PN-1

µ(N+1)PN+1

−µNPN

N-1

Ðèñ. 1: Ìîäåëü ñòàòèñòèêè îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 N = M , òî óðàâíåíèå (20)
òðåáóåòñÿ ðåøàòü ñ ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Q(0, t) = 1, Q(z, 0) = (1− z)M . (21)

Ïåðâîå èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò èç åäèíè÷íîé íîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòåé PN , â òî
âðåìÿ êàê âòîðîå ñëåäóåò èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ PN(0) = δNM . Íåñòàöèîíàðíîå
ðåøåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ èçâåñòíî

Q(z, t) =

(
λ− µ

λ− µ + λ(θ − 1)z

)ν/λ (
λ− µ + (µθ − λ)z

λ− µ + λ(θ − 1)z

)M

, (22)

ãäå
θ(t) = exp[(λ− µ)t] . (23)

Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè ñìåðò-
íîñòü µ ïðåâûøàåò ðîæäàåìîñòü λ. Ïîëàãàÿ θ = 0 â óðàâíåíèè (22), ïîëó÷èì

Q(z,∞) = (1 + N̄z/α)−α , (24)

ãäå
N̄ = ν/(µ− λ) , α = ν/λ . (25)

Ýòî - ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êëàññà îòðèöàòåëüíûõ áèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé, îïðåäåëåííûõ â óðàâíåíèè (17) 1. Íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû âûñøèõ ïîðÿäêîâ
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óðàâíåíèÿ (24) äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî z:

< N(N − 1) . . . (N − r + 1) >

N̄ ′ =
r−1∏
n=0

(
1 +

n

α

)
. (26)

Â ðàâíîâåñíîì ðåæèìå âñå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè è ìîìåíòû ëþáûõ ïîðÿäêîâ
ìîãóò áûòü â ïðèíöèïå âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (18) è åãî ðåøåíèÿ (22).
Íàïðèìåð, ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå PMN(t), òî åñòü âåðîÿòíîñòü ïðèñóòñòâèÿ â
ñèñòåìå ðîâíî M è N åäèíèö â ìîìåíòû âðåìåíè 0 è t ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæàåòñÿ
â âèäå

PMN(0, t) = PMP(M)N(t) , (27)
1Â ïðåäåëå N̄ → ∞ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (18) ïðåâðàùàåòñÿ â îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà-

Ïëàíêà[12]. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå (17) ïðè ýòîì àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèþ [15]
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ãäå PM - ðàâíîâåñíàÿ âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëåííàÿ óðàâíåíèÿìè (17) è (24), è P(M)N(t)
- ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Ñîâìåñòíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

Q(z, 0, z′, t) =< (1− z)M(1− z′)N >=
∞∑

M=0

∞∑

N=0

(1− z)M(1− z′)NPMP(M)N(t) (28)

ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà àíàëèòè÷åñêè è âûðàæåíà â òåðìèíàõ θ, N̄ è α (óðàâíåíèÿ
(22) è (24)) êàê

Q(z, 0; z, t′) = [(1 + N̄z/α)(1 + N̄z′/α)− zz′θ(1 + N̄/α)N̄/α]−α , (29)

è îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà (êîððåëÿöèè) ôëóê-
òóàöèé ÷èñëà N

< N(0)N(t) >

N̄ 2 = 1 +

(
1

α
+

1

N̄

)
θ(t) . (30)

2.2 Ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.
2.2.1 Ñòàòèñòèêà îäíîé ïåðåìåííîé
Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìîæíî ïðèìåíèòü ê âû÷èñëåíèþ ïðåäåëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèé, ïîðîæäåííûõ ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì
øàãîâ â ïðåäåëå áîëüøîãî ÷èñëà øàãîâ â ñðåäíåì.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ñîñòîÿùåå èç N ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ øàãîâ.

E(t) =
N∑

j=1

aj(t) exp(iφj(t)) = A(t) exp(iΦ(t)) , (31)

ãäå {aj(t)} è {φj(t)} - ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå íàáîðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ñîîòâåòñòâóþùèõ äëèíå è íàïðàâëåíèþ øàãîâ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçëè÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îáîèõ íàáîðîâ íåçàâèñèìû, íî ñòà-
òèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, è {φj(t)} ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â ïðîìåæóòêå 2π
ðàäèàí. Ôàçà Φ(t) ðåçóëüòèðóþùåãî âåêòîðà ~u áóäåò ðàñïðåäåëåíà òàêæå ðàâíî-
ìåðíî, è ïðåäâàðèòåëüíî ñ÷èòàÿ N ôèêñèðîâàííûì, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
~u áóäåò âûðàæàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà

CN(~u) =< exp[i(u1E1 + u2E2)] >=< J0(ua) >N=< J0(uA) > , (32)

ãäå íèæíèå èíäåêñû 1 è 2 óêàçûâàþò íà äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü è
u = |~u| =

√
u2

1 + u2
2. Äëÿ âûâîäà àñèìïòîòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè áîëüøèõ N
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óäîáíî íîðìèðîâàòü äëèíó øàãà a íà
√

N è èññëåäîâàòü ïðåäåë âûðàæåíèÿ <
J0(ua/

√
N) >N â ïðåäåëå N →∞. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ðàñïðåäå-

ëåíèè âåëè÷èíû ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ {aj(t)}
lim

N →∞CN(u) = exp(−u2 < a2 >

4
) , (33)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ Ðýëåÿ

p(A) = 2

(
A

< A2 >
exp(− A2

< A2 >
)

)
. (34)

Îïðåäåëÿÿ èíòåíñèâíîñòü êàê
I = A2 , (35)

óðàâíåíèå (34) ëåãêî ïðèâåñòè ê ñîîòâåòñòâóþùåìó âèäó ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòè ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè

p(I) =
1

< I >
exp(− I

< I >
) (36)

ñ íîðìèðîâàííûìè ìîìåíòàìè èíòåíñèâíîñòè

n[r] =
< I r >

< I >r
= r! . (37)

Ýòîò ðåçóëüòàò âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî â ïðåäåëå áîëüøèõ N äåéñòâèòåëüíàÿ è
ìíèìàÿ ÷àñòè âåêòîðà E ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî (ïî Ãàóññó) ñ íóëåâûì ñðåäíèì
â ñîîòâåòñòâèè ñ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ðåçóëüòàòà
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åñëè âåëè÷èíû ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ {aj(t)} â ñëó÷àéíîì áëóæ-
äàíèè (31) ðàñïðåäåëåíû ïî Ðýëåþ, àìïëèòóäà ðåçóëüòèðóþùåãî âåêòîðà A òàêæå
ðàñïðåäåëåíà ïî Ðýëåþ, ïðè÷åì < A2 >= N < a2 > ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
N . Ðàñïðåäåëåíèå (34), òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê ñâåðòêå (32).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñàìî N ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, íåçàâèñèìîé
îò {aj} è {φj} è èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå (17). Óñðåäíåíèå (32) ïî N ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé íîðìèðîâêîé äëèíû øàãà íà

√
N ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

CN̄ = [1 + (N̄/α)(1− < J0(ua/
√

N̄) >)]−α . (38)

Íåòðóäíî íàéòè ïðåäåë õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðè áîëüøèõ N̄ :

lim

N̄ →∞CN̄(u) = [1 + u2 < a2 > /4α]−α , (39)
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ñîîòâåòñòâóþùèé òàê íàçûâàåìîìó Ê-ðàñïðåäåëåíèþ [17]:

p(A) =
2b

Γ(α)

(
bA

2

)α

Kα−1(bA) , (40)

ãäå b = 2(α/ < A >2)1/2 è íîðìèðîâàííûé ìîìåíò èíòåíñèâíîñòè ( ñì. (37))

n[r] =
r! Γ(r + α)

αrΓ(α)
. (41)

2

Ïîäîáíî óðàâíåíèþ (34), ðåçóëüòàò (40) ñïðàâåäëèâ íåçàâèñèìî îò ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ. Èíòåðåñíî, ÷òî åñëè äëèíû øàãîâ, ôèãóðèðó-
þùèõ â óðàâíåíèè (31), ðàñïðåäåëåíû ïî Ê-ðàñïðåäåëåíèþ, òàê æå ðàñïðåäåëåíà
è ðåçóëüòèðóþùàÿ àìïëèòóäà ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè N . Êëàññ (40)
íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äåëèìûì îòíîñèòåëüíî ñâåðòêè (32). Ýòî ïî-
ëåçíîå àíàëèòè÷åñêîå ñâîéñòâî, êîòîðîå ÷àñòè÷íî ñëåäóåò èç áåñêîíå÷íîé äåëèìî-
ñòè îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðýëåÿ, îäíàêî, Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ íåóñòîé÷èâû, ïîòîìó ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà
Ê-ðàñïðåäåëåííûõ øàãîâ â ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè (33) óâåëè÷èâàåòñÿ èíäåêñ, ò.å.
ïîðÿäîê ðàñïðåäåëåíèÿ (40) ðåçóëüòèðóþùåé àìïëèòóäû, îäíîâðåìåííî ñ å¼ ñðåä-
íèì êâàäðàòîì [9]. Àñèìïòîòèêà ïîâåäåíèÿ (40) è (41) ïðè áîëüøèõ α äîëæíà
áûòü ýêâèâàëåíòíà àñèìïòîòèêå îáû÷íîé çàäà÷è î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ ïðè

2Áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ðàáîòå [13], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå äâóõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ïî çàêîíó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =
λη

Γ(η)xη−1 exp(−λx)
, x ≥ 0, λ, η > 0 ,

â ñâîþ î÷åðåäü, èìååò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ (40). Â ñàìîì äåëå, âûïîëíÿÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ìåëëèíà, ïîëó÷èì

M(S) =

∞∫

0

xS−1 p(x) dx =
Γ[S + (η − 1)]

Γ(η)λS−1
.

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå ìåëëèíîâñêèõ îáðà-
çîâ èõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Òåì ñàìûì ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí x1 è x2, ðàñïðåäåëåííûõ ïî çàêîíó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè λ1, η1 è λ2, η2 ñîîòâåòñòâåííî,
èìååò âèä

M(S) = M1(S)M2(S) =
Γ[S + (η1 − 1)]Γ[S + (η2 − 1)]

Γ(η1)Γ(η2)(λ1λ2)S−1
.

Âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà, ïîëó÷èì èñêîìóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

p(x) =
1

Γ(η1)Γ(η2)
(λ1λ2)

η1+η2
2 x

η1+η2−2
2 Kη1+η2

(
2
√

λ1λ2x
)

,

ãäå x = x1x2.
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Ðèñ. 2: Íîðìèðîâàííûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû èíòåíñèâíîñòè. Ñïëîøíàÿ êðè-
âàÿ - Ê-ðàñïðåäåëåíèå, ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ - Ã-ðàñïðåäåëåíèå.

áîëüøèõ N . Ýòî â äåéñòâèòåëüíîñòè èìååò ìåñòî, ïðè α → ∞ ýòè äâå ôîðìóëû
àñèìïòîòè÷åñêè ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèÿ (34) è (37) â ñîîòâåòñòâèè ñ öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìîé.

Ôóíêöèè (40) ðåäêî âñòðå÷àëèñü â ëèòåðàòóðå â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèé âå-
ðîÿòíîñòè [5, 11], íî ÷àñòî èñïîëüçîâàëèñü êàê ìîäåëüíûå ñòðóêòóðíûå (êîððå-
ëÿöèîííûå) ôóíêöèè, êàê ýòî áûëî âïåðâûå ïðåäëîæåíî Òàòàðñêèì [4]. Êðîìå
òîãî, ïîäîáíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçíèêàþò â çàäà÷àõ ñòàòèñòèêè ïîòîêîâ
ýíåðãèè â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ [14]. Íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû (41) óäîáíû
äëÿ ñðàâíåíèÿ òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèåé åäèíñòâåííîãî ïàðàìåòðà α. Âòîðîé ìîìåíò

n[2] = 2(1 +
1

α
) (42)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäîáíóþ êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó îòêëîíåíèÿ ñòàòè-
ñòèêè îò Ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü âûñøèõ
ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè n[r] îò âòîðîãî ìîìåíòà n[2] äëÿ ðàçëè÷-
íûõ íåãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íîðìèðîâàí-
íûå ìîìåíòû Ê-ðàñïðåäåëåíèé âñåãäà íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ ìåæäó Ðýëååâñêèì è
ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ òåìè æå çíà÷åíèÿìè n[1] è n[2] [8].
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Î÷åâèäíî, ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè b è β

p(A) = 2βbA(bA2)β−1 exp(−bβA2β) (43)

ñ b = Γ(1 + β−1)/ < A2 > è íîðìèðîâàííûìè ìîìåíòàìè èíòåíñèâíîñòè

n[r] = Γ(1 + r/β)/Γ′(1 + β−1) (44)

áëèçêè ê Ê-ðàñïðåäåëåíèÿì â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé âòîðîãî ìîìåíòà èí-
òåíñèâíîñòè. Íà ñàìîì äåëå, îíè ðàâíû ïðè n[2] = 2 (α →∞, β = 1) è n[2] = 6 (α =
β = 1/2). Îäíàêî, àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà (43) ìåíåå
ïðèâëåêàòåëüíû äëÿ èññëåäîâàòåëÿ, ÷åì ñâîéñòâà Ê-ðàñïðåäåëåíèé (â ÷àñòíîñòè,
îíè íå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî äåëèìûìè). Êðîìå òîãî, âîçìîæíûå ïóòè ïîñòðîåíèÿ
òåîðèè ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìíîãèõ âåëè÷èí òèïà Âåéáóëëà ïîêà íå ÿñíû.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ Ê-ðàñïðåäåëåíèé ýòî ìîæíî ñäåëàòü íà îñíîâå óðàâíåíèÿ
áàëàíñà (18).

2.2.2 Êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà.
Ðàññìîòðèì êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ < E(t)E(t′) >, ãäå t′ = t + τ è τ > 0. Èç
N øàãîâ, ïðèñóòñòâóþùèõ â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè
t, Ns ñîõðàíèòñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t′ = t + τ , N −Ns èñ÷åçíåò, è N ′−Ns íîâûõ
øàãîâ âíîâü ïîÿâèòñÿ, ãäå N ′ - ÷èñëî øàãîâ â ìîìåíò âðåìåíè t′. Êîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ôîðìå

< E(t)E∗(t′) >=

〈(∑
s

ase
iφs +

∑

d

ade
−iφd

)
×

(∑
s

a′se
iφ′s +

∑
n

e−iφ′n

)〉
, (45)

ãäå s îçíà÷àåò øàãè, ñîõðàíèâøèåñÿ îò âðåìåíè t ê ìîìåíòó t′, d - èñ÷åçíóâøèå çà
ýòî âðåìÿ øàãè è n - âíîâü âîçíèêøèå â òå÷åíèå ïåðèîäà âðåìåíè τ . Ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâà {φs}, {φd} è {φn} ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà è {φj}
ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî, (45) íåìåäëåííî ñâîäèòñÿ ê

< E(t)E∗(t′) >=< Ns >< a(t)a(t′) >< exp[i(φ(t)− φ(t′))] > (46)

è íîðìèðîâàííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â âèäå

g(1)(τ) = exp(−µτ) < exp[i(φ(0)− φ(τ))] >
< a(0)a(τ) >

< a2 >
. (47)
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Ôóíêöèÿ êîððåëÿöèè èíòåíñèâíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà < I(t)I(t′) > ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íî. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

g(2)(τ) = 1+

(
1 +

1

α

)
|g(1)(τ)|2+

(
1

α
+

1

N̄

)
θ(τ)+

1

N̄

(
< a2(0)a2(τ) >

< a2 >2 − 1

)
exp(−µτ) ,

(48)
ãäå g(1)(τ) è θ(t) îïðåäåëåíû óðàâíåíèÿìè (47) è (23) ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìóëû
(47) è (48) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè íåãàòèâíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè
(40) (ò.å. ñ Ê-ðàñïðåäåëåííûì øóìîì), N̄ íåîáõîäèìî óñòðåìèòü ê áåñêîíå÷íîñòè,
òàê æå êàê ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (39) èç óðàâíåíèÿ (38). Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíê-
öèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ýòîé ïðîöåäóðû íå èçìåíèòñÿ, ïîñêîëüêó îò N̄ îíà íå
çàâèñèò, à ôóíêöèÿ êîððåëÿöèè èíòåíñèâíîñòè ïðèîáðåòàåò âèä

g(2)(τ) = 1 + (1 +
1

α
)|g(1)(τ)|2 +

1

α
θ(τ) . (49)

Åñëè çäåñü ïîëîæèòü τ = 0, ïîëó÷èì âûðàæåíèå (42) äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà èí-
òåíñèâíîñòè. Ñîîòíîøåíèå (49) ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíîé òåîðåìå ôàêòîðèçàöèè
Çèãåðòà äëÿ êîìïëåêñíîãî ãàóññîâñêîãî ïîëÿ (5)è ïåðåõîäèò â íåãî â ïðåäåëå áîëü-
øèõ α. Ôîðìóëà (47) ó÷èòûâàåò êàê âðåìÿ æèçíè îòäåëüíûõ øàãîâ â ñëó÷àéíîì
áëóæäàíèè (ò.å. ýëåìåíòàðíûõ âêëàäîâ â ðàññåÿííîå ïîëå), òàê è ôëóêòóàöèè èõ
àìïëèòóäû, íî âðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà èíòåíñèâíîñòè ÷àùå îïðå-
äåëÿþòñÿ ôëóêòóàöèÿìè èõ ôàçû. Â âûðàæåíèè äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè
èíòåíñèâíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà (49) ìîæíî âûäåëèòü âêëàäû äâóõ òèïîâ: ôëóêòó-
àöèè ÷èñëà ðàññåèâàòåëåé θ(τ) è "èíòåðôåðåíöèîííûé"÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé
|g(1)(τ)|2. Çàâèñèìîñòü ýòèõ äâóõ âêëàäîâ îò âðåìåíè, êàê ïðàâèëî, ñîâåðøåííî
ðàçëè÷íà.

Äåéñòâóÿ ïî ñõåìå âû÷èñëåíèé, èñïîëüçîâàííîé äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ (45),
ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü ñâîéñòâà ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè âûñ-
øèõ ïîðÿäêîâ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ âå-
ëè÷èí ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

CN̄(~u,~v) =< exp(iu1E1 + iu2E2 + iv1E
′
1 + iv2E

′
2) >=< ANsBN−NsDN ′−Ns > , (50)

ãäå
A =< exp(iau1 cos φ + iau2 sin φ + a′v1 cos φ′ + a′v2 sin φ′) > , (51)

B =< exp(iau1 cos φ + iau2 sin φ) > , (52)
D =< exp(ia′v1 cos φ′ + ia′v2 sin φ′) > . (53)
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Â óðàâíåíèÿõ (50-53), òàê æå êàê è ðàíåå, óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî àìïëè-
òóäàì è ôàçàì ýëåìåíòàðíûõ âêëàäîâ, èíäåêñû 1 è 2 îçíà÷àþò äåéñòâèòåëüíóþ
è ìíèìóþ ÷àñòü, à øòðèõîâàííûå è íåøòðèõîâàííûå ïàðàìåòðû îòíîñÿòñÿ ê ïî-
ñëåäóþùèì è ïðåäûäóùèì ìîìåíòàì. Âû÷èñëåíèå âûðàæåíèÿ (50) îêàçûâàåòñÿ
çàòðóäíèòåëüíûì, çà èñêëþ÷åíèåì îïðåäåëåííûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ, è ÿâëÿåòñÿ
ïðåäìåòîì îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

2.2.3 Äðóãèå ïîäîáíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ
Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà, ðàññìîòðèì íåêîãåðåíòíûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèþ (31):

I(t) =
N∑

j=1

a2
j(t) . (54)

Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïîëó÷èì

QN(s) =< exp(−sI) >=< exp(−sa2) >N , (55)

è ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü îáû÷íûì ñïîñî-
áîì, ïîäåëèâ a íà

√
N ( òàê ÷òî < I >=< a2 >) è óñòðåìëÿÿ N ê áåñêîíå÷íîñòè:

lim

N →∞QN(s) = exp(−s < a2 >) , p(I) = δ(I− < I >). (56)

Èíòåíñèâíîñòü (54) â òàêîì ïðåäåëå îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè N - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (17), òîãäà óñðåä-
íåíèå óðàâíåíèÿ (55) ñ óêàçàííîé âûøå ïåðåíîðìèðîâêîé ïðèâîäèò ê

QN̄(s) =

[
1 +

N̄

α

(
1− < exp(−sa2

N̄
) >

)]−α

, (57)

è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååì

lim

N̄ →∞QN̄(s) =

(
1 +

s < I >

α

)−α

. (58)

Îáðàùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïðèõîäèì ê èçâåñòíîé ôîðìóëå ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ

P (I) =
α

< I > Γ(α)

(
αI

< I >

)α−1

exp

(
− αI

< I >

)
, (59)
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êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíûé àíàëîã äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (17).
Ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Â ÷àñòíîñòè, ïðè α =
n/2 è < I >= 2α ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè (59) ñîâïàäàåò ñ χ2-ðàñïðåäåëåíèåì
ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Êëàññ ðàñïðåäåëåíèé (59) ÷àñòî ðàññìàòðèâàëñÿ â êà÷å-
ñòâå ìîäåëè íåãàóññîâñêîé ñòàòèñòèêè è òàêæå èñïîëüçîâàëñÿ â òåîðåòè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèÿõ ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèé [7]. Ïðè n ≥ 1 ðàñïðåäåëåíèå (59) ñîâïàäà-
åò ñ m-ðàñïðåäåëåíèåì Íàêàãàìè. Íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ (59)
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

n[r] =
< Ir >

< I >r
=

Γ(r + α)

αrΓ(r)
, (60)

÷òî â r! ðàç ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòîâ äëÿ Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ (ðèñ. 2).
Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî Ê-ðàñïðåäåëåíèå åñòü ðàñïðåäåëåíèå ïðîèç-
âåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíà
â ñîîòâåòñòâèè ñ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì [11]. Îäíàêî, òàêóþ ïðîñòóþ ôàêòîðèçà-
öèþ íå óäàåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè Ê-ðàñïðåäåëåííûõ
øóìîâ, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ áàëàíñà (18).

Ñîâìåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí ìîæíî ïîëó÷èòü
èç (54) ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ áàëàíñà (18) è ïðîöåäóðû, ïðèìåíåííîé â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ñîâìåñòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà
òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Q(s, s′) =< exp(−sI(t) − s′I(t′)) > è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âèä

Q(s, s′) =

[(
1 +

s < I >

α

)(
1 +

s′ < I >

α

)
− ss′ < I >2 θ(τ)

α2

]−α

(61)

è

P (I, I ′) =
α2

< I >2 Γ(α)(1− θ)

(
α

< I >

√
II ′

θ

)−1

exp

(
− α(I + I ′)

< I > (1− θ)

)
Iα−1

(
2α
√

II ′θ
< I > (1− θ)

,

)

(62)
ãäå Iα−1(·) - ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà α − 1.
Íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ êîððåëÿöèè èíòåíñèâíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíà

< II ′ >
< I >2 = 1 +

θ(τ)

α
, (63)

êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (49), åñëè â íåé ïðåíå-
áðå÷ü "èíòåðôåðåíöèîííûì"÷ëåíîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì |g(1)(τ)|2.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàñïðåäåëåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê êëàññó (16), âêðàò-
öå ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêó ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû Ê-ðàñïðåäåëåííîãî øóìà è âåê-
òîðà ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû. Â ñëó÷àå êîãåðåíòíîãî ñëîæåíèÿ Ê-ðàñïðåäåëåííîãî
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øóìà ñ ñèãíàëîì ñëó÷àéíîé ôàçû, íî ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû a0, õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èç óðàâíåíèÿ (39) ðàâíà

lim

N̄ →∞CN̄ =
J0(ua0)

(1 + u2 < a2 > /4α)α
. (64)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà â (64) çàòðóäíèòåëüíî, íî ìîìåíòû èíòåíñèâ-
íîñòè ìîæíî âû÷èñëèòü â âèäå êîíå÷íûõ ñóìì:

n[r] =
(r!)2

(1 + x)r

r∑
n=0

(
n + α + 1

n

)
(x/α)n

[(r − n)!]2
, (65)

ãäå
x =

< a2 >

a2
0

(66)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè Ê-ðàñïðåäåëåííîãî øóìà
ê èíòåíñèâíîñòè ñèãíàëà ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû. Â ÷àñòíîñòè,

< A2 >= a2
0(1 + x) , (67)

n(2) =
1 + 4x + 2x2(1 + α−1)

(1 + x)2 . (68)

3 Îáîáùåííîå Ê-ðàñïðåäåëåíèå: ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ìîäåëü äëÿ ñëàáîãî ðàññåÿíèÿ.

Ñ òåõ ïîð êàê áûëî âïåðâûå ïðåäëîæåíî Ê-ðàñïðåäåëåíèå [17], îíî áûëî ñ óñïåõîì
ïðèìåíåíî äëÿ îïèñàíèÿ íåãàóññîâûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ èçëó÷åíèÿ, ðàññåÿí-
íîãî ñàìûìè ðàçëè÷íûìè îáúåêòàìè, â òîì ÷èñëå çåìíîé è ìîðñêîé ïîâåðõíîñòüþ,
à òàêæå ëîêàëèçîâàííûìè îáëàñòÿìè òóðáóëåíòíîñòè. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî êî-
ãåðåíòíîå îñâåùåíèå êîððåëèðîâàííûõ ãðóïï ðàññåèâàþùèõ îáúåêòîâ ïðèâîäèò ê
îòðàæåíèÿì ñ íåãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè èíòåíñèâíîñòè îòðàæå-
íèÿ. Áîëåå òî÷íî, åñëè ÷èñëî ðàññåèâàòåëåé, ó÷àñòâóþùèõ â ðàññåÿíèè, ïîä÷èíÿ-
åòñÿ îòðèöàòåëüíîìó áèíîìèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, òî â ïðåäåëå áîëüøîãî ñðåä-
íåãî ÷èñëà ðàññåèâàòåëåé N̄ èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíî
ðàñïðåäåëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ Ê-ðàñïðåäåëåíèåì. Ïîñêîëüêó êîìïëåêñíîå ðàññå-
ÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõêîìïîíåíòíîãî âåêòîðà,
åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ðåçóëüòàòîì äâóìåðíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé â ïëîñêîñòè ñ
êîëè÷åñòâîì øàãîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåãàòèâíûì áèíîìèàëüíûì
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ðàñïðåäåëåíèåì. Â ïîïûòêàõ îáîáùèòü ìîäåëü â îáëàñòü áîëåå ñëàáîãî ðàññåÿ-
íèÿ, Áàðàêàòîì [16] áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü ïîäîáíîãî òèïà ñ íåðàâíîìåðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ôàçû ýëåìåíòàðíûõ ðàññåèâàòåëåé φ, îòðàæàþùèì ÷àñòè÷íóþ
êîãåðåíòíîñòü ðàññåÿííîãî ïîëÿ. Óäîáíîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ôàçû
â ôîðìå ôîí Ìèçåñà

P (φ) =
exp(v cos φ)

2πI0(v)
, (69)

ãäå I0(·) - ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà, è v - ïàðàìåòð ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèå ïðèáëèæàåòñÿ
ê ðàâíîìåðíîìó P (φ) = 1/2π (v = 0) èëè ê äåëüòà ôóíêöèè P (φ) = δ(φ) (v →
∞). Ñëåäóÿ ïðîöåäóðå, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîé òîé, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü ïðè
âûâîäå Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè ïîëó÷àåòñÿ äðóãîé êëàññ ðàñ-
ïðåäåëåíèé - îáîáùåííûå Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ.

3.1 Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ â n èçìåðåíèÿõ:
Ê-ðàñïðåäåëåíèå è ðàñïðåäåëåíèå Ðàéñà.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê âûâîäó îáîáùåííûõ Ê-ðàñïðåäåëåíèé, îñíîâàííîì íà ìî-
äåëè n-ìåðíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñî ñìåùåíèåì ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì ÷èñëà øàãîâ, ïîêàæåì, ÷òî îáû÷íàÿ ìîäåëü ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ ðàâíî-
ìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ôàçû â n èçìåðåíèÿõ òàêæå ïðèâîäèò ê ñòàíäàðòíîìó
Ê-ðàñïðåäåëåíèþ. Òàêæå â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ñòàòè-
ñòèêó ñóììû ïîñòîÿííîãî n-âåêòîðà è n-ìåðíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ãàóññîâñêîãî
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå îáîáùåí-
íîå ðàñïðåäåëåíèå Ðàéñà [18], òàêæå èãðàþùåå âàæíóþ ðîëü â çàäà÷àõ ðàññåÿíèÿ.

Ïîñëå N øàãîâ â n-ìåðíîì ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè, ðåçóëüòèðóþùåå îòêëîíå-
íèå îò íà÷àëüíîé òî÷êè ðàâíî

~A =
N∑

j=1

~aj , (70)

ãäå ~A è ~aj - n-ìåðíûå âåêòîðû. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ~A, ìû
îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ CN(~u), ãäå ~u - òàêæå n-ìåðíûé âåêòîð:

=

∫
exp(−~u ~A)P (A)dnA =< exp(i~u ~A) > . (71)

Åñëè âñå øàãè ~aj ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, ýòà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå N ìíîæèòåëåé. Åñëè âñå ~aj îäèíàêîâî ðàñïðåäåëå-
íû, òîãäà âñå ýòè ìíîæèòåëè òàêæå îäèíàêîâû è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
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çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
CN(~u) =< exp(i~u ~A) >N . (72)

Äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé áåç ñìåùåíèÿ, íàïðàâëåíèå âñåõ ~aj ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíî íà n-ìåðíîé åäèíè÷íîé (ãèïåð)ñôåðå Ωn. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∫
dΩn(~a) exp(i~u~a) =

(2πa)n/2

u(n/2)−1 J(n/2)−1(au) , (73)

ãäå dΩn(~a) - ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè ãèïåðñôåðû ðàäèóñà a â n èçìåðåíèÿõ, u = |~u| è
Jν(·) - ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà ν, ìû íàõîäèì, ÷òî äëÿ áëóæäàíèé áåç ñìåùåíèÿ

C(~u) =
(2π)nN/2

u[(n/2)−1]N

(
a(n/2)J(n/2)−1(au)

)N

, (74)

ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî äëèíå øàãà a, êîòîðîå ìîæåò áûòü âûáðà-
íî ïðîèçâîëüíî. Åñëè ìû òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî ÷èñëî øàãîâ áëóæäàíèé ñëó÷àé-
íî ðàñïðåäåëåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
[15], òîãäà ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ ìû ïîëó÷èì

CN(~u) =
∑

N=0

P (N)CN(~u) (75)

=

[
1 +

N̄

α

(
1− (2π)(n/2)

u(n/2)−1 a(n/2)−1Jn/2(ua)

)]−α

, (76)

ãäå PN - âåðîÿòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà øàãîâ áëóæäàíèé (17)

PN =

(
N + α + 1

N

)
(N̄/α)N

(1 + N̄/α)N+α
, α > 0 , (77)

ãäå (a
b) - îáûêíîâåííûé áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò, α - ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçó-

þùèé ñòåïåíü ãðóïïèðîâêè îáúåêòîâ (ðàññåèâàòåëåé), íåÿâíî ó÷èòûâàåìóþ íåãà-
òèâíûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Åñëè ìû ñåé÷àñ ïðîèçâåäåì ñîîòâåòñòâó-
þùóþ íîðìèðîâêó a → a/(N̄)1/2 è óñòðåìèì N̄ ê áåñêîíå÷íîñòè, ìû äëÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïîëó÷èì

C(~u) =
lim

N̄ →∞CN(~u) =

(
1 +

u2a2

2nα

)−α

. (78)
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Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ~A ïîëó÷àåòñÿ îáðàùåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

P ( ~A) =
1

(2π)n

∫
e−i~u ~AC(~u)dnu =

1

(2π)n/2A(n/2)−1

∞∫

0

du

(
1 +

u2a2

2nα

)−α

un/2J(n/2)−1(uA)

(79)

=
1

(2π)n/2

Aα−(n/2)

2α−1

b(n/2)+α

Γ(α)
Kα−(n/2)(bA) ,

ãäå b =
√

2nα/a2. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû âåêòîðà ~A ðàâíî

P (A) =

∫
dΩn( ~A)P ( ~A) =

Aα+(n/2)−1b(n/2)+αKα−(n/2)(bA)

2α−2+(n/2)Γ(α)Γ(n/2)
, (80)

êîòîðîå, êàê ìîæíî âèäåòü, ïðè n = 2 ñîâïàäàåò ñ Ê-ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ ìîäåëè
äâóìåðíûõ áëóæäàíèé. Ïîëàãàÿ â óðàâíåíèè (78) α áåñêîíå÷íûì, ïîëó÷èì

C(u) = exp(−u2a2

2n
) , (81)

è ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ àìïëèòóäû ðåçóëüòèðóþùåãî
âåêòîðà A îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

P (A) = 2

(
n

2a2

)n/2
An−1

Γ(n/2)
exp

(
−nA2

2a2

)
. (82)

Òàêèì îáðàçîì, Ê-ðàñïðåäåëåíèå, îáîáùåííîå íà ñëó÷àé n èçìåðåíèé, â ïðåäåëå
α → ∞ ïðèáëèæàåòñÿ ê ðýëååâñêîìó. Íàêîíåö, ïðèâåäåì âûðàæåíèå äëÿ ÷åò-
íûõ ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ (80), êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîìåíòû
èíòåíñèâíîñòè I = A2:

< Ir >=< A2r >=

(
2a2

nα

)r
Γ(r + α)

Γ(α)

Γ(r + (n/2))

Γ(n/2)
, (83)

ãäå Γ(·) - ñòàíäàðòíàÿ ãàììà-ôóíêöèÿ.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñóììû ïîñòîÿííîãî âåêòîðà ~ε0

è äåéñòâèòåëüíîãî n-ìåðíîãî âåêòîðà ~s, èçîòðîïíî ðàñïðåäåëåííîãî ïî Ãàóññó.
Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.
Ïîëîæèì

~ε = ~ε0 + ~s
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è çàïèøåì
C(~u) =< ei~u~ε >= ei~u~ε0 < ei~u~s >= ei~u~ε0 exp(−u2σ2/2) . (84)

Ñëåäîâàòåëüíî,

P (|ε|) =
1

(2π)n

∫
dΩn(ε)

∫
dnu exp[i~u · (ε0 − ε)] exp(−u2σ2/2) (85)

=
εn/2

ε
(n/2)−1
0

∞∫

0

duue−u2σ2/2J(n/2)−1(ε0u)J(n/2)−1(εu) =
εn/2

ε
(n/2)−1
0 σ2

I(n/2)−1

(εε0

σ2

)
exp

(
−ε2

0 + ε2

2σ2

)
.

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ Ðàéñà íà ñëó÷àé n-ìåðíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. ×åòíûå ìîìåíòû ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ìîìåíòû èíòåíñèâ-
íîñòè) ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

< ε2r >=
1

σ2ε
(n/2)−1
0

exp

(
− ε2

0

2σ2

) ∞∫

0

dε ε(n/2)+2rI(n/2)−1

(εε0

σ2

)
exp

(
− ε2

2σ2

)
(86)

=
Γ((n/2) + r)

Γ(n/2)
(2σ2)r exp

(
− ε2

0

2σ2

)
1F1

(
n

2
+ r;

n

2
;

ε2
0

2σ2

)
= r!(2σ2)r L[(n/2)−1]

r

(−ε2
0

2σ2

)
.

Ïðè âûâîäå ýòîãî ðåçóëüòàòà èñïîëüçîâàëñÿ òàáëè÷íûé èíòåãðàë è ïåðâîå ïðå-
îáðàçîâàíèå Êóììåðà êîíôëþýíòíîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè 1F1(·) [20].
Óðàâíåíèå (86) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Ðàéñà è ñâîäèòñÿ ê íåìó â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 2. Ðåçóëüòàòû (82) è (85)
îáñóæäàëèñü åù¼ â ðàáîòàõ Íàêàãàìè [10].

3.2 Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñìå-
ùåíèåì: îáîáùåííîå Ê-ðàñïðåäåëåíèå

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåçóëüòèðóþùåãî âåêòîðà ñëó-
÷àéíûõ áëóæäàíèé ñî ñìåùåíèåì â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè ñëó÷àéíîì ÷èñëå
øàãîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåãàòèâíûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì. Ïîêàæåì, ÷òî îáîáùåííîå Ê-ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöå-
äóðû ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà ñìåùåíèÿ â
ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ. Êàê îêàçûâàåòñÿ, ýòîò ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
ñïåöèàëüíîãî âèäà ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ôàçû (ôîí Ìèçåñà) è ëåãêî îáîáùàåò-
ñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé. Íà
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ñàìîì äåëå, àíàëèç îáùåãî ñëó÷àÿ íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòåé ïî ñðàâíåíèþ ñ
èññëåäîâàíèåì ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ n=2.

Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñóììà N øàãîâ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé òàêæå âûðàæàåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì (70). Âèä õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè (75) ïîêàçûâàåò, ÷òî íàïðàâ-
ëåíèå øàãà ~a óæå íå ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíî ðàñïðåäåëåííûì, õîòÿ åãî íàïðàâëåíèå
è äëèíà âñå åùå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ââåñòè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè f (̂~a) íàïðàâëåíèÿ øàãà ~a (̂~a - åäèíè÷íûé
âåêòîð, óêàçûâàþùèé íàïðàâëåíèå øàãà ~a ) è çàïèñàòü CN(~u) êàê

CN(~u) =




∞∫

0

da p(a)

∫
dΩn(~aei~a~u f (̂~a)




N

. (87)

Âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå ïðèìåíåííûì â ðàçäåëå 3.1, ïðèâîäÿò ê

CN̄ =



1 +

N̄

α


1−

∞∫

0

da p(a)

∫
dΩn(~a

i~a~u
e f (̂~u)








−α

. (88)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïðåäåëó áîëüøèõ ÷èñåë N̄ , ñ ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêîé
äëèíû øàãà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé n-ìåðíîé ãèïåðñôå-
ðû ðàâíà [28]

Ωn =
2πn/2

Γ(n/2)
. (89)

3 Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëàãàåì a → a/(N̄)1/2 è âûäåëÿåì îòêëîíåíèå ðàñïðåäåëå-
íèÿ f(â) îò èçîòðîïíîãî â îòäåëüíîå ñëàãàåìîå f1(â) â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

f(â) =
1 + f1(â)/N̄ 1/2

Ωn + 1/N̄ 1/2
∫

dΩn(â)f1(â)
, (90)

3Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñôåðû â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåòðóäíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [29]. Ðàñ-
ñìîòðèì èíòåãðàë ∫

exp(−x2
1 − · · · − x2

n)dxn

ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó n ïåðåìåííûõ. Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â ýòîì èíòåãðàëå, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ïåðåõîäÿ ê
n-ìåðíûì ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ñ äðóãîé, çàìå÷àåì, ÷òî

Ωn

∫ ∞

0

exp(−r2)rn−1dr =
[∫ +∞

−∞
exp(−x2)dx

]n

.

Âû÷èñëÿÿ îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ, ïîëó÷èì âûðàæåíèå (89) äëÿ ïëîùàäè n-ìåðíîé
ãèïåðñôåðû.
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êîòîðîå áóäåì ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíûì, ïðè óñëîâèè, ÷òî f(â) îñòàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûì è èíòåãðèðóåìûì.

Ðàçëàãàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà ïî N̄−1 è îãðàíè÷èâà-
ÿñü ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ, ìû ïîëó÷èì

CN(~u) ∼
(

1− u2ā2

2nN̄
+

i~u · ~δ
N̄

)N̄

, (91)

ãäå δ - âåêòîð ìîìåíòîâ f1(~a), ò.å.

δ =

∞∫

0

da p(a)

∫
dΩn(~a)~af1(̂~a) . (92)

Îêîí÷àòåëüíî, ïåðåõîäÿ â (91) ê ïðåäåëó N̄ →∞, ïîëó÷èì

lim

N̄ →∞CN(~u) =

(
1 +

u2ā2

2nα
− i~u · ~δ

α

)−α

. (93)

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè äëÿ ñóììàðíîãî âåêòîðà ~A ïîëó÷àåòñÿ îáðàòíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì Ôóðüå:

P ( ~A) =
1

(2π)n

∫
dnu exp(−i ~A · ~u)

(
1 +

u2ā2

2nN̄
− i~u · ~δ

N̄

)−α

(94)

=
1

(2π)n

∫
dnω exp(−i ~A · (~ω + inδ/ā2))

(
1 +

nδ2

2αā2
+

ā2ω2

2nα

)−α

,

ãäå ïðîèçâåäåíà çàìåíà ïåðåìåííûõ ~ω = ~u − in~δ/ā2. Ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû
âåêòîðà | ~A| íàõîäèòñÿ êàê

P (A) =

∫
dΩn( ~A)P ( ~A) (95)

=
1

(2π)n

∫
dΩn( ~A)

∞∫

0

dωdΩn(ω) exp(−i ~A · (~ω + inδ/ā2))

(
1 +

nδ2

2αā2
+

ā2ω2

2nα

)−α

.

Èç óðàâíåíèÿ (73) è îïðåäåëåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Áåññåëÿ Iν(z)

Inu(z) = exp(−iπν/2)Jν(e
iπ/2z)
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ìû âèäèì, ÷òî

P (A) =
A

(2πA)n/2

∫
Ωn( ~A)e(−i ~A·(in~δ/ā2))

∞∫

0

dωωn/2J(n/2)−1(Aω)

(
1 +

nδ2

2αā2
+

ā2ω2

2nα

)−α

(96)

= AαI(n/2)−1

(
nδA

ā2

)
K(n/2)−α(Ab)

(
2nα

ā2

)α
b(n/2)−α

2α−1Γ(α)

(
ā2

nδ

)(n/2)−1

,

ãäå
b2 =

2nα

ā2
+

n2δ2

(ā2)2
.

Íà ýòîì ïðîöåäóðà âûâîäà îáîáù¼ííîãî Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ çàâåðøàåòñÿ. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî ïðè δ → 0 îíî ïåðåõîäèò â îáû÷íîå Ê-ðàñïðåäåëåíèå (80). Ýòî íåìåäëåí-
íî ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Áåññåëÿ I(n/2)−1(z)
ïðè ìàëûõ àðãóìåíòàõ

I(n/2)−1(z) ∼ (z/2)(n/2)−1

Γ(n/2)
. (97)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè î÷åíü áîëüøîì ñìåùåíèè δ/ā2 →∞ ñ ïîìîùüþ àñèìïòî-
òèêè ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðè áîëüøèõ àðãóìåíòàõ ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî ôîðìóëà (96) ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèþ

p(A) =
α(αA)α−1

Γ(α)
exp(−αA) . (98)

Íàêîíåö, â ïðåäåëå α →∞ îáîáùåííîå Ê-ðàñïðåäåëåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðèáëèæàåòñÿ ê îáîáùåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ Ðàéñà (83).
Ýòî ìîæåò áûòü íàèáîëåå ïðîñòî ïîêàçàíî ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè (93); ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó α →∞, ìû ïîëó÷àåì

lim

α →∞

(
1 +

u2ā2

2nα
− i~u · ~δ

α

)−α

= exp

(
−u2ā2

2n
+ i~u · ~δ

)
. (99)

Ñðàâíåíèå ñ âûâîäîì ôîðìóëû (85) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè
P (A) ñõîäèòñÿ ê

lim

α →∞P (A) =
An/2

δ(n/2)−1

n

ā2
I(n/2)−1

(
nδA

ā2

)
exp

(
−n(δ2 + A2)

2ā2

)
. (100)
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×åòíûå ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ (96) ìîãóò áûòü âûðàæåíû â çàìêíóòîé àíàëè-
òè÷åñêîé ôîðìå â âèäå

< A2r >=

(
2nα

ā2

)α
b(n/2−α)

2α−1Γ(α)

(
ā2

nδ

)(n/2)−1 ∞∫

0

dAAα+2rI(n/2)−1

(
nδA

ā2

)
K(n/2)−α(bA)

(101)

= (4/b2)r

(
1 +

nδ2

2αā2

)−α
Γ((n/2) + r)Γ(r + α)

Γ(n/2)Γ(α)
2F1

(
r +

n

2
, r + α;

n

2
; ξ

)
,

ãäå

ξ =
n2δ2

(ā2)2

(
2nα

ā2
+

n2δ2

(ā2)2

)−1

. (102)

Ïîñëå íåáîëüøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ýòè ìîìåíòû ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ ßêî-
áè

P (α,β)
n (x) = 2−n

n∑
m=0

(
n + α

m

)(
n + β

n−m

)
(x− 1)n−m(x + 1)m , (103)

â âèäå ôîðìóëû

< A2r >=

(
2ā2

nα

)r
r!Γ(r + α)

Γ(α)
P (n,2)−1,α−(n/2)

r

(
1 +

nδ2

αā2

)
, (104)

ïî êîòîðîé ìîæíî âû÷èñëÿòü ìîìåíòû íå î÷åíü âûñîêîãî ïîðÿäêà. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè α → ∞ èìååò ìåñòî ñëèÿíèå îñîáåííîñòåé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè.
Ýòî ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

lim

α →∞ < A2r >= exp

(
− nδ2

2(ā2)2

)(
2ā2

n

)r
Γ((n/2) + r)

Γ(n/2)
αr

1F1

(
r +

n

2
;
n

2
;

nδ2

2(ā2)2

)
.

(105)
Ñðàâíåíèå ñ ôîðìóëîé (86) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîâåäå-
íèåì ðàñïðåäåëåíèÿ (96) â òîì æå ñàìîì ïðåäåëå α →∞.

3.3 Êîìáèíèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ.
Óñòàíîâëåíèå òîãî ôàêòà, ÷òî ðýëååâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, âòîðîé ìîìåíò êî-
òîðîãî ðàñïðåäåëåí ïî çàêîíó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîä÷èíÿåòñÿ Ê-ðàñïðåäåëåíèþ,
ïðèâåë ê çíà÷èòåëüíîìó óãëóáëåíèþ ïîíèìàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ëåæàùèõ
â îñíîâå ÿâëåíèé ðàññåÿíèÿ ñ íåãàóññîâñêîé ñòàòèñòèêîé. Ýòî çàêëþ÷åíèå áûëî
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ñäåëàíî êàê ïóòåì ôîðìàëüíîé ïðîöåäóðû ìàòåìàòè÷åñêîãî âûâîäà, òàê è â ðå-
çóëüòàòå àíàëèçà äàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî íåãàóññîâñêîìó ðàññåÿíèþ ìèêðîâîë-
íîâîãî èçëó÷åíèÿ ìîðñêîé ïîâåðõíîñòüþ. Äàëåå, ýòî òàê íàçûâàåìîå êîìáèíèðî-
âàííîå ïðåäñòàâëåíèå Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ñàìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, áûëî
ïîëîæåíî â îñíîâó ìíîæåñòâà ìîäåëåé ðàññåÿíèÿ âîëí ìîðñêîé è çåìíîé ïîâåðõ-
íîñòüþ, è íà áîëåå ôîðìàëüíîì óðîâíå, ÿâèëîñü ñåðüåçíîé ïîääåðæêîé òåîðåòè÷å-
ñêèõ ïðåäñòàâëåíèé î äèíàìèêå Ê-ðàñïðåäåëåííûõ ïðîöåññîâ, áàçèðóþùèõñÿ íà
óðàâíåíèÿõ áàëàíñà, ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, óðàâíåíèè
Ôîêêåðà-Ïëàíêà è ò.ä. Â ñëó÷àå n-ìåðíîãî îáîáùåíèÿ Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàê-
æå îáîáùåííîãî Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ, òàêîå êîìáèíèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî íåïîñðåäñòâåííî èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè (78).

Òàêèì îáðàçîì, èç óðàâíåíèÿ (78) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

P ( ~A) =
A

(2πA)n/2

∞∫

0

du un/2J(n/2)−1(uA)

(
1 +

u2ā2

2nα

)−α

. (106)

Õîòÿ èíòåãðàë ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü, ÷òî ïðèâåäåò ê ôîðìóëå (79),
ïðåîáðàçóåì åãî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè

(
1 +

u2ā2

2nα

)−α

=
1

Γ(α)

∞∫

0

dxxα−1 exp

[
−x

(
1 +

u2ā2

2nα

)]
. (107)

Ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ôîðìóëà (106) ïðèíèìàåò âèä

P ( ~A) =
A

(2πA)n/2Γ(α)

∞∫

0

dx xα−1e−x

∞∫

0

du un/2 J(n/2)−1(uA) exp

(
−u2ā2x

2nα

)
(108)

=
1

(2π)n/2Γ(α)

(
nα

ā2

)n/2 ∞∫

0

dxxα−1−(n/2) exp

(
−x− nαA2

2ā2x

)
.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåâîçìîæíûì îðèåíòàöèÿì ~A äà¼ò

P (A) =

∫
PRA(A|x)Pγ(x)dx , (109)
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ãäå

PRA(A|x) =
1

Γ(n/2)

(
A

√
nα

ā2x

)n−1
√

ā2x

nα
exp

(
−nαA2

2ā2x

)
(110)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé Ðýëååâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, îáîáùåííîå íà n-ìåðíûé ñëó÷àé,
ñî ñðåäíèì êâàäðàòîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì x, è

Pγ(x) =
1

Γ(α)
xα−1 exp(−x) (111)

åñòü ãàììà ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîìó ïîä÷èíåíû ôëóêòóàöèè ýòîãî ñðåäíåêâàäðà-
òè÷íîãî çíà÷åíèÿ. Ôîðìóëû (108) è (109) ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôîðìóëèðîâêîé óòâåðæäåíèÿ, ñäåëàííîãî â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà.

Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ïîëó÷èì ôîðìàëüíûé âûâîä óðàâíåíèÿ (93).
Ïîäñòàâëÿÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

C(u) =

(
1 +

u2ā2

2nα
− i~u · ~δ

α

)−α

=
1

Γ(α)

∫ ∞

0
dx xα−1 exp

[
−x

(
1 +

u2ā2

2nα
− i~u · ~δ

α

)]

(112)
â óðàâíåíèå (94), ïîëó÷èì

P ( ~A) =
(2π)−n/2

Γ(α)

(
nα

ā2

)n/2

exp
( n

a2
~δ · ~A

) ∞∫

0

dx xα−1−(n/2) exp

[
−x

(
1 +

nδ2

2ā2

)
− nαA2

2ā2x

]
.

(113)
Óñðåäíåíèå ïî âñåâîçìîæíûì îðèåíòàöèÿì ~A òåïåðü äàñò

P (A) =

∞∫

0

PRI(A|x)Pγ(x)dx , (114)

ãäå Pγ - ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå (111) è

PRI(A|x) =

(
αA

δx

)n/2 (
nδ

ā2

)
I(n/2)−1

(
Anδ

ā2

)
exp

(
−n2x2

2αā2
− A2nα

2ā2x

)
(115)

åñòü ðàñïðåäåëåíèå Ðàéñà, îáîáùåííîå íà n-ìåðíûé ñëó÷àé (cì. ôîðìóëó (85) ),
â êîòîðîì

σ2 =
ā2x

nα
(116)
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è
ε0 =

δx

α
. (117)

Òàêèì îáðàçîì, â òî âðåìÿ êàê Ê-ðàñïðåäåëåíèå (80) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ðàñïðåäåëåíèå Ðýëåÿ ñî ñðåäíèì êâàäðàòîì, ðàñïðåäåëåííûì ïî çàêîíó ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèÿ, îáîáùåííîå Ê-ðàñïðåäåëåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ðàñïðåäåëåíèå Ðàéñà, â êîòîðîì ñðåäíèé êâàäðàò ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû
(øóìà) (116) è àìïëèòóäà êîãåðåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé (117) òàêæå ðàñïðåäåëåíû
ïî çàêîíó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåêèì êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè.

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñóììû âåêòîð-
íûõ âåëè÷èí, îäíà èç êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ, à äðóãàÿ
ïîñòîÿííà [17]. Ýòî òàêæå ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, ïðåäëîæåííîé
â ðàçäåëå 3.1. Äîáàâèì âåêòîð ïîñòîÿííîãî ìîäóëÿ ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ôàçû ~a0 ê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (70). Ýòî ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëü-
íîãî ìíîæèòåëÿ exp(~u · ~a) â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (72), è ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî
óãëó ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (73) ìû âìåñòî (80) ïîëó÷èì

P (A) =
An/2

a
(n/2)−1
0

∫ ∞

0
du uJ(n/2)−1(ua0)J(n/2)−1(uA)

(
1 +

u2a2

2nα

)−α

= (118)

1

Γ(α)

(
A

a0

)(n−1)/2 √
2nα

πa2

∞∑
m=0

(n

2
− 1,m

)
×

(
a2

nαa0A

)m (
nα

2a2

)[α+m−(1/2)]/2

×

×
[
(−1)m|a0 − A|α+m−(1/2) Kα+m−(1/2)

(√
2nα

a2
|a0 − A|

)

+ cos
π

2
(n− 1)|a0 + A|α+m−(1/2)Kα+m−(1/2)

(√
2nα

a2
|a0 + A|

)]
,

ãäå
(ν, m) =

Γ(1/2 + ν + m)

m! Γ(1/2 + ν −m)
(119)

- ñèìâîë Ãàíêåëÿ. Â ñëó÷àå íå÷åòíûõ çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè n ñóììû â (118) îêà-
çûâàþòñÿ êîíå÷íûìè, â ÷àñòíîñòè,

P (A) =
1

Γ(α)

√
2α

πa2

(
α

2a2

)[α−(1/2)]/2

(120)

[
|a0 − A|α−(1/2)Kα−(1/2)

(√
2α

a2
|a0 − A|

)
+ |a0 + A|α−(1/2)Kα−(1/2)

(√
2α

a2
|a0 + A|

)]
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ïðè n = 1 è

P (A) =
A

a0Γ(α)

√
6α

πa2

(
3α

2a2

)[α−(1/2)]/2

(121)
[
|a0 − A|α−(1/2)Kα−(1/2)

(√
6α

a2
|a0 − A|

)
+ |a0 + A|α−(1/2)Kα−(1/2)

(√
3α

a2
|a0 + A|

)]

ïðè n = 3. Â ñëó÷àå α = 1 ïîëó÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìîå I - K ðàñïðåäåëåíèå [21]

P (A) = a0

(
A

a0

)n/2

βα ×




I(n/2)−1(Aβ1/2)K(n/2)−1(a0β
1/2) , 0 < A < a0

I(n/2)−1(a0β
1/2)K(n/2)−1(Aβ1/2) , a0 < A < ∞

(122)
ãäå

β =
2nα

a2
. (123)

Âûðàæåíèÿ äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ α = m ìîæíî ïîëó÷èòü èç (122) äèôôåðåí-
öèðîâàíèåì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

(1 + x)−m =
1

(m− 1)!

dm−1

dym−1

1

y + x

∣∣∣∣
y=1

. (124)

×åòíûå ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ (118) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé n è α ìîæíî âûðàçèòü
â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ:

< A2r >=
r!Γ((n/2) + r)

Γ(α)

(
2a2

nα

)r

×
r∑

p=0

Γ(r − p + α)

p!(r − p)!Γ((n/2) + p)

(
a2

0nα

2a2

)p

. (125)

Ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (118) ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (107) òàêæå ìîæíî âûðàçèòü
â êîìáèíèðîâàííîì âèäå

P (A) =

∞∫

0

P ′
RI(A|x)Pγ(x) dx , (126)

ãäå Pγ - ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (111) è

P ′
RI(A|x) =

(
A

a0

)n/2 (
a0nα

a2

)
I(n/2)−1

(
nαa0A

a2x

)
exp

(
− nα

2a2x
(a2

0 + A2)

)
(127)
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- ðàñïðåäåëåíèå Ðàéñà, îáîáùåííîå íà n-ìåðíûé ñëó÷àé ñ ïàðàìåòðàìè

σ2 =
a2x

nα
(128)

è
ε0 = a0 . (129)

Òàêèì îáðàçîì, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñìåù¼ííîå Ê-ðàñïðåäåëåíèå (118) ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñïðåäåëåíèå Ðàéñà ñî ñðåäíèì êâàäðàòîì øóìîâîé êîì-
ïîíåíòû, ðàñïðåäåëåííîé ñîãëàñíî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèþ, íî ñ ïîñòîÿííîé àìïëè-
òóäîé ñìåùåíèÿ (129). Ðàçëè÷èå ìåæäó îáîáùåííûìè Ê-ðàñïðåäåëåíèÿìè (96) è
ñìåùåííûìè Ê-ðàñïðåäåëåíèÿìè (118) - ( 122), âûÿâëåííîå ñ ïîìîùüþ êîìáè-
íèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçëè÷èè ïàðàìåòðîâ (117) è (129) è
áóäåò îáñóæäàòüñÿ â ðàçäåëå 3.4.

3.4 Ïðèëîæåíèÿ: ìîäåëè ñòàòèñòèêè ðàññåÿííûõ âîëí.
Õîòÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ âåñüìà îáùèìè è ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ê
ðåøåíèþ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ, çàäà÷è
èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòèêè ðàññåÿíèÿ âîëí ñëó÷àéíûìè ðàññåèâàòåëÿìè ïðèâîäÿò
ãëàâíûì îáðàçîì ê ìîäåëè äâóìåðíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé è ñîîòâåòñòâóþùèì
ðàñïðåäåëåíèÿì ïðè n = 2. Ìîäåëü äâóìåðíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, áåçóñëîâ-
íî, äàåò òî÷íîå îïèñàíèå íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ðàññåèâàòåëåé, è â ðàìêàõ ýòîé ìî-
äåëè ðÿä ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ îáúåêòîâ èññëåäîâàí áîëåå èëè ìåíåå äåòàëüíî
[22]. Êðîìå òîãî, ýòà ìîäåëü òàêæå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïè-
ñàíèÿ ðàññåÿíèÿ ïðîòÿæåííûìè îáúåêòàìè è íåïðåðûâíûìè ñðåäàìè, ê ÷èñëó
êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ øåðîõîâàòûå ïîâåðõíîñòè, òóðáóëåíòíûå æèäêîñòè è ìíîãîå
äðóãîå [5]. Â òàêîì ïðèìåíåíèè ýòà ìîäåëü òàêæå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íåêîòîðûå
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå âûâîäû î ïðèðîäå íàáëþäàåìûõ ýôôåêòîâ ðàññåÿíèÿ, ñòðî-
ãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå êîòîðûõ àáñîëþòíî íåðåàëüíî. Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò
îáñóæäàòüñÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ îáñóæäàåìûõ íàìè ðàñïðåäåëåíèé ê àíà-
ëèçó ñòàòèñòèêè àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ âîëí â íåïðåðûâíûõ ñðåäàõ. Êàê îêàçûâà-
åòñÿ, êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â îñíîâíîì
ìîäåëüþ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, ëåæàùåé â îñíîâå ðàññìîòðåíèÿ ïðîöåññà.

Â ñëó÷àå ðàññåÿíèÿ â íåïðåðûâíîé ïðîòÿæåííîé ñðåäå, ïàðàìåòðû ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé (70) îáû÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëèíà øàãà áëóæäà-
íèé {aj} îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ (ôîðì-ôàêòîðàìè) íåîäíîðîäíî-
ñòåé êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ, âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ôàçîâûìè ñäâèãàìè
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{φj}. Ïðåäïîëîæåíèå î ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè áëóæäàíèé, íåÿâíî ïðèíÿ-
òîå ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (72), ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ìàñ-
øòàáà êîððåëÿöèè ôëóêòóàöèé â ñðåäå, çà ïðåäåëàìè êîòîðîãî ôëóêòóàöèè ìîãóò
ñ÷èòàòüñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè. N èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ÷èñëî êîððåëÿöèîííûõ
îáúåìîâ (èëè çîí, â ñëó÷àå ðàññåÿíèÿ äâóìåðíûì îáúåêòîì òèïà ïîâåðõíîñòè),
âêëàäû êîòîðûõ â ðàññåÿííîå ïîëå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ íåçàâèñèìûìè. Â äàëüíåé
çîíå ÷èñëî N îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðîì îáëàñòè ðàññåÿíèÿ, â òî âðåìÿ êàê â çîíå
Ôðåíåëÿ, ãäå ñóùåñòâåííû ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ êðèâèçíîé âîëíîâîãî ôðîíòà,
îíî ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ãåîìåòðîîïòè÷åñêèìè èëè äèôðàêöèîííûìè ýôôåêòàìè,
îãðàíè÷èâàþùèìè ïîëå çðåíèÿ. N îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì. Åñ-
ëè äàëåå ïðèíÿòü, ÷òî ôàçîâûå ñäâèãè {φj} ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî, êàê ýòî
áûëî áû â òîì ñëó÷àå, êîãäà âíîñèìûå íåîäíîðîäíîñòÿìè ñðåäû ôëóêòóàöèè ôà-
çû âîëíû ñîñòàâëÿþò ìíîãî ïåðèîäîâ äëèí âîëí, òîãäà â ïðåäåëå àñèìïòîòè÷åñêè
áîëüøèõ N èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ñëåäóåò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå êîìïîíåíò êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîëÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Àìïëèòóäà è
èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî ïîëÿ ïðè ýòîì ïîä÷èíÿþòñÿ Ðýëååâñêîìó è ýêñïîíåí-
öèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîîòâåòñòâåííî. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå
èíòåðâàëüíàÿ ñòàòèñòèêà íå çàâèñèò îò ñâîéñòâ {aj}, è âñå êîððåëÿöèîííûå ôóíê-
öèè âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìîãóò áûòü âûâåäåíû èç ïàðàìåòðîâ ïåðâîé ôóíêöèè êîãå-
ðåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàññåÿíèè â ãàóññîâñêîì ðåæèìå ðàññåÿííîå ïîëå
íåñåò â ñåáå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ ðàññåè-
âàþùåé ñðåäû. Â äèñòàíöèîííîì çîíäèðîâàíèè ýòî ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ íåèçáåæíûì,
è îáðàáîòêà äàííûõ òðåáóåò êàêîé-ëèáî ïðîöåäóðû ðåäóêöèè. Òåì íå ìåíåå, â ñëó-
÷àå ðàññåÿíèÿ â íåïðåðûâíîé ñðåäå ñëó÷àþòñÿ ìíîãèå ñèòóàöèè, êîãäà ïîëíîñòüþ
ðàçâèòûå ñïåêëû íå ïðåäñêàçûâàþòñÿ òåîðèåé è íå íàáëþäàþòñÿ â ýêñïåðèìåíòå.
Ê ÷èñëó êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ ñèòóàöèé îòíîñÿòñÿ íå î÷åíü ñèëüíî øåðî-
õîâàòûå ïîâåðõíîñòè, ôàçû îòðàæåíèÿ îò êîòîðûõ {φj} ðàñïðåäåëåíû íåðàâíî-
ìåðíî, à òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíûå êîíôèãóðàöèè ñ âûñîêèì ðàçðåøåíèåì, êîãäà
N ìàëî.

Â çàäà÷àõ ñ ÷àñòè÷íî ðàçâèòûìè ñïåêëàìè, â ÷àñòíîñòè, ïðè îòðàæåíèè îò
ñëàáî øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé [5], ïðè áîëüøèõ N îáû÷íî ïðèâëåêàþò ê äîêà-
çàòåëüñòâó öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó áåç êàêèõ-ëèáî óòî÷íåíèé. Îäíàêî,
â ýòîì ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ïîëÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, êîððåëèðó-
þò ìåæäó ñîáîé ñ íåíóëåâûìè ñðåäíèìè, â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáîðîì ñâîéñòâ {φj}.
Ïîëó÷åííóþ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, âåðîÿòíåå âñåãî, íàèëó÷øèì îáðàçîì ñëå-
äóåò îïðåäåëÿòü êàê ýëëèïòè÷åñêèé êîððåëèðîâàííûé êîìïëåêñíûé ãàóññîâñêèé
ïðîöåññ ñî ñìåùåíèåì. Â îïðåäåëåííûõ ãåîìåòðèÿõ ðàññåÿíèÿ, ñèñòåìàòè÷åñêèå
ïðèðàùåíèÿ ôàçû ìîãóò ïðèâîäèòü ê íåêîððåëèðîâàííûì êîìïîíåíòàì ïîëÿ ñ
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ðàâíûìè äèñïåðñèÿìè, è ê ðàñïðåäåëåíèþ Ðàéñà äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿííîãî ïîëÿ
[23, 24], Õîòÿ ýòî òåõíè÷åñêè âîçìîæíî, òàêàÿ ìîäåëü â íåêîòîðîé ñòåïåíè ñîìíè-
òåëüíà. Âû÷èñëåíèÿ Ãóäìåíà [25] è äðóãèõ [24, 26] ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ïàðàìåòðû
ìîäåëè (ò.å. ñðåäíèå è äèñïåðñèè) âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ ðàññåèâàòåëÿ ñ åäèíñòâåííûì
õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì, è èñïîëüçóþòñÿ çàòåì äëÿ îöåíêè îòíîñèòåëüíîé âàðè-
àöèè ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè, òîãäà âûðàæåíèå äëÿ îáùåãî (ýëëèïòè÷åñêîãî)
ñëó÷àÿ çàâèñèò îò N, ò.å. îòíîøåíèÿ ÷èñëà êîððåëÿöèîííûõ çîí ê åäèíèöàì ðàçðå-
øåíèÿ ïðèáîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îáîñíîâàòü, ÷òî äëÿ ïðàâèëüíîãî îïèñàíèÿ
íåîáõîäèìû ïîïðàâêè âûñøåãî ïîðÿäêà ê öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå. Ýòè
òðóäíîñòè, íåñîìíåííî, âîçíèêàþò âñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ ïîäõîäÿùåé äèñêðåòíîé
ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, îáåñïå÷èâàþùåé àäåêâàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôëóê-
òóàöèé íåïðåðûâíîé ñðåäû â âèäå äèñêðåòíûõ ðàññåèâàþùèõ öåíòðîâ. Èíòåðåñíî,
÷òî Ðàéñîâñêàÿ ñòàòèñòèêà ôëóêòóàöèé, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíà ïðåäñêàçûâàåòñÿ
òåîðèåé, îêàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé îò N, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î å¼ àñèìïòîòè÷å-
ñêîé ïðèðîäå [23, 24].

Õîòÿ N îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèì ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì,
î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ íå ìîãóò áûòü îïðàâäàííûìè äàæå òîãäà, êî-
ãäà ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíñòâåííûì ïðîñòðàíñòâåííûì ìàñøòàáîì, êàê, íà-
ïðèìåð, â ñëó÷àå Ãàóññîâñêîãî ñïåêòðà ôëóêòóàöèé êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ.
×èñëî N ìîæåò áûòü íåáîëüøèì, è áåçóñëîâíî, ïîäâåðæåíî ôëóêòóàöèÿì. Åñ-
ëè ïðèäåðæèâàòüñÿ ôèëîñîôèè, ñîãëàñíî êîòîðîé ëþáàÿ íîâàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ìîäåëü, çàñëóæèâàþùàÿ âíèìàíèÿ, äîëæíà îáëàäàòü íåêîòîðîé ñòåïåíüþ óíè-
âåðñàëüíîñòè, òîãäà ìû äîëæíû îòêàçàòüñÿ îò âàðèàíòîâ ñ ìàëûì N äëÿ îäíî-
ìàñøòàáíîé ìîäåëè ñðåäû, ïîñêîëüêó â òàêîì ñëó÷àå ìîäåëü áóäåò çàâèñåòü îò
äåòàëüíûõ ñâîéñòâ {aj} è, ñëåäîâàòåëüíî, íå áóäåò øèðîêî ïðèìåíèìà. Â ñëó-
÷àå ìíîãîìàñøòàáíîé ñðåäû, îäíàêî, ñîãëàñíî íàøåé èçíà÷àëüíîé èíòåðïðåòàöèè,
N îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ÷èñëîì êîððåëÿöèîííûõ ÿ÷ååê ñ ðàçìåðîì, õàðàêòåðèçóþ-
ùèõñÿ íàèáîëüøèì ïðèñóòñòâóþùèì â ñðåäå õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì, ïîñêîëüêó
òîëüêî îíè áóäóò âíîñèòü íåçàâèñèìûå âêëàäû â ðàññåÿííîå ïîëå. Â ïðåäåëàõ ýòèõ
áîëüøèõ ÿ÷ååê ìíîãèå ìåëêèå ÿ÷åéêè áóäóò âíîñèòü â ðàññåÿííîå ïîëå ñâîè îò-
äåëüíûå âêëàäû, íî ýòè âêëàäû áóäóò êîððåëèðîâàíû ìåæäó ñîáîé. Çäåñü ìîæíî
ãîâîðèòü î ìîäóëÿöèè ìåëêîìàñøòàáíûõ íåîäíîðîäíîñòåé áîëåå êðóïíûìè ñòðóê-
òóðàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê ýôôåêòàì êëàñòåðèçàöèè. Òàêèå âàðèàöèè òåêñòóðû ÷à-
ñòî íàáëþäàþòñÿ â ðåàëüíûõ ðàññåèâàþùèõ ñèñòåìàõ òèïà ìîðñêîé ïîâåðõíîñòè.
Òàêèå ýôôåêòû ìîãóò ó÷èòûâàòüñÿ â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (70) ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè, íî ïðîñòåéøèìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ââåäåíèå ôëóêòóàöèé ÷èñëà
N èëè êîððåëÿöèé ìåæäó {aj}, ãäå N òåïåðü èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ÷èñëî ìåëêî-
ìàñøòàáíûõ íåîäíîðîäíîñòåé è ñ÷èòàåòñÿ áîëüøèì èëè èìåþùèì áîëüøîå ñðåä-
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íåå çíà÷åíèå. Çäåñü ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ïåðâîãî ñïîñîáà, âîñõîäÿùåãî ê ðàííåé
ðàáîòå Äæåéêìåíà [17]. Îëèâåð [27] ïîêàçàë âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ âòîðîãî
ïîäõîäà, è óêàçàë íà áëèçêóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ìåòîäàìè.

Ýôôåêòû ôëóêòóàöèé ñðåäíåãî â ìîäåëÿõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé èíòåíñèâíî
èññëåäîâàëèñü â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè ðàññåÿíèÿ íà ÷àñòèöàõ è â íåïðåðûâíûõ ñðåäàõ,
õîòÿ â îñíîâíîì â ïðåäåëå ñèëüíîãî ðàññåÿíèÿ, êîãäà ôàçû â (70) ðàñïðåäåëåíû
ðàâíîìåðíî. Êàê áûëî ïîêàçàíî, âûáîð ïðîñòîé ïóàññîíîâñêîé ìîäåëè äëÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ N íå ïðèâîäèò ê íîâûì ðåçóëüòàòàì â ïðåäåëå áîëüøîãî ñðåäíåãî ÷èñ-
ëà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé. Âûáîð íåãàòèâíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N,
êàê óêàçûâàëîñü â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, âåäåò ê Ê-ðàñïðåäåëåíèÿì èíòåíñèâíî-
ñòè (âíå çàâèñèìîñòè îò {aj}), à íå Ãàóññîâñêèì, êàê ïðåäñêàçûâàåò öåíòðàëüíàÿ
ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà øàãîâ. Âûáîð ìîäåëè ïîïó-
ëÿöèè ñ íåãàòèâíûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, àíàëîãè÷íîé íåïðåðûâíîìó
ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó ñ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì â êîìáèíèðîâàííîì ïðåäñòàâëåíèè,
îáñóæäàåìîì â ðàçäåëå (3.3), áûë ñäåëàí íà îñíîâå ýìïèðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.
Ýòî ïîäêðåïëÿåòñÿ óñïåøíûì ïðèìåíåíèåì ìîäåëè Ê-ðàñïðåäåëåíèé íà ïðàêòèêå,
õîðîøèì ñîãëàñèåì ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ, à òàêæå óäîáíûìè àíàëèòè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé, íà îñíîâå êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà èñ÷åð-
ïûâàþùàÿ òåîðèÿ íåãàóññîâñêèõ øóìîâ. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, îäíàêî, ÷òî ìíîãèå
àâòîðû ñâÿçûâàþò ãàììà-ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ èåðàðõè÷åñêè-
ìè èëè ôðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè îïðåäåëåííûõ ïðîñòûõ ðàññåèâàþùèõ ñèñòåì.
Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ôðàêòàëüíûõ ñòðóêòóð â ïðèðîäå, êàê íà ìèêðîñêîïè-
÷åñêîì, òàê è íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå, ìîæåò ÷àñòè÷íî ñëóæèòü îáúÿñíåíè-
åì õîðîøåãî ñîãëàñèÿ ìîäåëè Ê-ðàñïðåäåëåíèé ñ áîëüøèì ÷èñëîì ðàçíîîáðàçíûõ
äàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàññåÿíèþ.

Äî ðàáîòû Áàðàêàòà [16], âîïðîñàì ñëàáîãî ðàññåÿíèÿ â ïðèñóòñòâèè ôëóêòó-
àöèé ÷èñëà ðàññåèâàòåëåé óäåëÿëîñü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå âíèìàíèå. Äæåéê-
ìåí [17] ïðåäëîæèë ìîäåëü Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñìåùåíèåì (118) äëÿ îïèñàíèÿ
ñòàòèñòèêè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, ðàññåÿííîãî ëîêàëèçîâàííîé îáëàñòüþ òåìïåðà-
òóðíîé òóðáóëåíòíîñòè. Ïðè ñðàâíåíèè äàííûõ ñ ýòîé ìîäåëüþ áûëî ïîëó÷åíî
õîðîøåå ñîãëàñèå òåîðèè ñ îïûòîì âî âñåõ òî÷êàõ òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ýòà
ñèòóàöèÿ ïîõîæà íà ïðîáëåìó ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íà êîðîòêèå ðàññòîÿíèÿ â
ïðîòÿæåííîé ñðåäå, è èìååò ìíîãî îáùåãî ñ ñëàáî øåðîõîâàòûìè ïîâåðõíîñòÿìè
è ïîâåðõíîñòÿìè ïðè ñêîëüçÿùèõ óãëàõ ïàäåíèÿ âîëíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëåçíî
ñðàâíèòü ìîäåëè îáîáùåííîãî Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ è Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñìåùåíèåì,
êàê ýìïèðè÷åñêèå ìîäåëè ñëàáîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé èíòåð-
ïðåòàöèåé, èçëîæåííîé â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.

Â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ìîäåëÿìè
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îáíàðóæèâàåòñÿ â âûðàæåíèÿõ äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè. Ïåðåä óñðåäíåíèåì
ïî ÷èñëó ôëóêòóàöèé è ìàñøòàáèðîâàíèåì, äëÿ Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñìåùåíèåì
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

< IN >= N < a2 > +a2
0 , (130)

â òî âðåìÿ êàê äëÿ îáîáùåííîé Ê ìîäåëè ìû èìååì

< IN >= N < a2 > +N(N − 1) < a >2 (< cos φ >2 + < sin φ >2) . (131)

Ðàçëè÷íûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè êîãåðåíòíîé, èëè íåðàññåÿííîé, êîìïîíåíòû ïî-
ëÿ îò N, êàê ìîæíî âèäåòü èç ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (130) è (131), ÿâëÿåòñÿ
êëþ÷åâûì ôàêòîðîì ðàçëè÷èÿ ýòèõ äâóõ ìîäåëåé. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ è ñðàâ-
íåíèåì ýêâèâàëåíòíûõ êîìáèíèðîâàííûõ ïðåäñòàâëåíèé (114) è (126). Âàæíîå
ñëåäñòâèå ýòîãî ðàçëè÷èÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â ñðàâíåíèè âòîðûõ ìîìåíòîâ èíòåíñèâ-
íîñòè ïðè ðàâíûõ ïàðàìåòðàõ êëàñòåðèçàöèè α Êàê ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ
(98), äàæå êîãäà ðàññåÿííîå ïîëå ïîëíîñòüþ êîãåðåíòíî, â îáîáùåííîé ìîäåëè
ôëóêòóàöèè ñîõðàíÿþòñÿ çà ñ÷åò îñòàòî÷íûõ âàðèàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âòîðî-
ìó ñëàãàåìîìó â óðàâíåíèè (131). Â òî æå âðåìÿ, Ê-ðàñïðåäåëåíèå ñî ñìåùåíèåì
ñâîäèòñÿ ê äåëüòà-ôóíêöèè, îòðàæàþùåé ïîñòîÿííóþ àìïëèòóäó, êàê ñëåäóåò èç
óðàâíåíèÿ (130) â òîì ñëó÷àå, êîãäà äîìèíèðóåò âòîðîå ñëàãàåìîå. Òàêèì îáðà-
çîì, äàæå â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî ñëàáûõ ðàññåèâàþùèõ öåíòðîâ ìîäåëü,
ïðèâîäÿùàÿ ê îáîáùåííîìó Ê-ðàñïðåäåëåíèþ, ïðåäñêàçûâàåò ôëóêòóàöèè àìïëè-
òóäû ðàññåÿííîãî ïîëÿ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ âêëàäîâ ðàññåÿíèÿ.
Ýòî ñàìàÿ íåïðèÿòíàÿ îñîáåííîñòü ìîäåëè, âî âñåì îñòàëüíîì âåñüìà ïðèâëåêà-
òåëüíîé, ïîñêîëüêó èç ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäîâàëî áû îæèäàòü,
÷òî ñ îñëàáëåíèåì ðàññåèâàþùèõ íåîäíîðîäíîñòåé (ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû âîëíû
èëè ñ óìåíüøåíèåì äëèíû òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ñëó÷àå ïðîòÿæåííîé ñðåäû),
ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè äîëæíû ïîëíîñòüþ èñ÷åçàòü.

Åñëè ãåîìåòðèÿ ðàññåÿíèÿ òàêîâà, ÷òî îáëàñòü ðàññåÿíèÿ áîëüøå, ÷åì íàè-
áîëüøàÿ èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ñðåäå íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð (â ñëó÷àå ìíîãîìàñ-
øòàáíîé ñèñòåìû), òîãäà ýôôåêòû êëàñòåðèçàöèè áóäóò ïîäàâëåíû óñðåäíåíèåì
ïî ýòîé îáëàñòè â ðåçóëüòàòå íåçàâèñèìîãî ñëîæåíèÿ íåêîððåëèðîâàííûõ âêëà-
äîâ îòäåëüíûõ ïîäîáëàñòåé. Ýòîò ýôôåêò ìîæíî ó÷åñòü â îáîáùåííîé Ê-ìîäåëè,
óìíîæàÿ óðàâíåíèå (93) äëÿ åäèíñòâåííîé îáëàñòè ðàçìåðà ïîðÿäêà õàðàêòåðíî-
ãî âíåøíåãî ìàñøòàáà íà èäåíòè÷íûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ îñòàâ-
øèõñÿ ïîäîáëàñòåé, ñîñòàâëÿþùèõ âñþ îáëàñòü ðàññåÿíèÿ (ïëîùàäü èëè îáú¼ì).
Â ðåçóëüòàòå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α óâåëè÷èòñÿ, è ðàñïðåäåëåíèå áóäåò ïðèáëè-
æàòüñÿ ê ñòàòèñòèêå Ðàéñà. Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà êëàñòåðèçàöèè â ìîäåëè Ê-
ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñìåùåíèåì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â òåõ æå öåëÿõ è â ïðåäåëå
ïðèâîäèò ê òîìó æå ñàìîìó àñèìïòîòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, äëÿ áîëüøèõ α,
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êàê ñëåäóåò èç ðàçäåëîâ 3.1 è 3.3. Çàìåòüòå, ÷òî ýòîò ýôôåêò, âûçâàííûé ïîäàâ-
ëåíèåì íèçêèõ ÷àñòîò â ñïåêòðå, íå èìååò îòíîøåíèÿ ê ñèëå îòäåëüíûõ ðàññåèâà-
þùèõ öåíòðîâ, è ê îáñóæäàåìîìó âûøå ïðåäåëó ñëàáûõ ýëåìåíòàðíûõ ðàññåèâà-
òåëåé.

Íàêîíåö, ìû âêðàòöå ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíîé è
ìíèìîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû Ax è Ay, ñëåäóþùèå èç ðàçëè÷íûõ ìîäå-
ëåé Ê-ðàñïðåäåëåíèé. Ïîäõîä, ïðèâîäÿùèé ê îáîáùåííûì Ê-ðàñïðåäåëåíèÿì èç
óðàâíåíèÿ (70), ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì:

V arAx = N < a2 >< cos2 φ > −N < a >2< cos φ >2 , (132)

V arAx = N < a2 >< cos2 φ > , (133)

V arAx = N < a2 >< cos2 φ > +α−1N
2
< a >2< cos φ >2 , (134)

äëÿ N ôèêñèðîâàííîãî, ðàñïðåäåëåííîãî ïî Ïóàññîíó è ïî çàêîíó îòðèöàòåëüíîãî
áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Âàðèàöèè ìíèìîé ÷àñòè âûðàæà-
þòñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè ñ çàìåíîé cos φ íà sin φ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýôôåêò ôëóê-
òóàöèé ÷èñëà øàãîâ â ïðåäåëå ñëàáûõ ðàññåèâàòåëåé ( < cos φ >,< sin φ > 6= 0)
ïðèâåäåò ê óñèëåíèþ ôëóêòóàöèé òîé êîìïîíåíòû ðåçóëüòèðóþùåãî âåêòîðà, êî-
òîðàÿ ëåæèò âäîëü íàïðàâëåíèÿ ñìåùåíèÿ. Áîëåå òîãî, ïðåîáðàçîâàíèå ìàñøòàáà,
ââåäåííîå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôàçû â ðàçäåëå 3.2 äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåòðèâèàëüíî-
ãî ðåçóëüòàòà, íå çàâèñÿùåãî îò ÷èñëà øàãîâ â ïðåäåëå áîëüøîãî ñðåäíåãî ÷èñ-
ëà ðàññåèâàòåëåé, ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî < sin2 φ >=< cos2 φ >→ 1/2, ïðè ýòîì
< sin φ >∼< cos φ >∼ 1/(N)1/2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå âàðèà-
öèè äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîëÿ äëÿ ôèêñèðî-
âàííîãî N è ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N ðàâíû. Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,
òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ðàéñîâñêèì è ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó áîëüøèõ α â îáîá-
ùåííîì Ê-ðàñïðåäåëåíèè, â òî âðåìÿ êàê äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîì-
ïëåêñíîé àìïëèòóäû À íå êîððåëèðîâàíû ìåæäó ñîáîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè
îòðèöàòåëüíîì áèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè (134), Ax è Ay êîððåëèðóþò äðóã ñ
äðóãîì, è ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå âàðèàöèè èõ ðàçëè÷íû.

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî õîòÿ ìîäåëü îáîáùåííîãî Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ îáëà-
äàåò ðÿäîì ïðèâëåêàòåëüíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ñàìûõ
ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè, ëåæàùàÿ â å¼ îñíîâå ìîäåëü ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé
íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé ïðè îïèñàíèè ýôôåêòîâ, âîçíèêàþùèõ â ñëàáî ðàññåèâà-
þùèõ ñðåäàõ. Ìîäåëü Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñìåùåíèåì, õîòÿ îíà ÿâëÿåòñÿ áîëåå
ðåàëèñòè÷íîé ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è íàõîäèòñÿ â óäîâëåòâîðè-
òåëüíîì ñîãëàñèè ñ ÷àñòüþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ìåíåå ïðèâëåêàòåëüíà ñ
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ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è ñîäåðæèò â ñåáå ìåíüøå âîçìîæíîñòåé äëÿ îáîá-
ùåíèÿ è ðàçâèòèÿ.

Âïîñëåäñòâèè, â ðàáîòå [21] áûëà ïðåäëîæåíà áîëåå ñëîæíàÿ ìîäåëü ôëóêòó-
àöèé èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â ïðîòÿæåííîé ïðîçðà÷-
íîé òóðáóëåíòíîé ñðåäå. Âîëíîâîå ïîëå ìîäåëèðóåòñÿ êàê ñóììà êîãåðåíòíîé
(äåòåðìèíèðîâàííîé) êîìïîíåíòû è ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû, èíòåíñèâíîñòü êîòî-
ðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîä÷èíÿþùåéñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Íàêàãàìè. Äàëåå, ìû ïðèìåì,
÷òî ñòàòèñòèêà ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíîé â ðåçóëüòàòå ôëóêòóàöèé ñðåä-
íåé èíòåíñèâíîñòè ñòîõàñòè÷åñêîé êîìïîíåíòû ïîëÿ. Â ðåçóëüòàòå áûëî ïîëó÷åíî
òàê íàçûâàåìîå I-K ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ôëóêòóàöèé. Ýòî ðàñïðåäåëå-
íèå ôàêòè÷åñêè êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ. Êàê ïîêàçàëî
ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì, îíî óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò ðåçóëüòàòû îïûòà
äëÿ âñåõ ñèòóàöèé àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå äàííûå. Â îñîáåííîñòè âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïðàâîìåðíîñòü ìîäåëè â
ñëó÷àå ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè àòìîñôåðû, äëÿ êîòîðîé ðàíåå ïðåäëîæåííîå Ê-
ðàñïðåäåëåíèå òåîðåòè÷åñêè íåïðèìåíèìî.

4 I-K ðàñïðåäåëåíèå êàê óíèâåðñàëüíàÿ ìîäåëü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ â òóðáóëåíò-
íîé àòìîñôåðå.

Îäíîé èç ãëàâíûõ öåëåé â èññëåäîâàíèè ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â
ïðîòÿæåííîé ïðîçðà÷íîé òóðáóëåíòíîé ñðåäå îñòàåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîå îáúÿñ-
íåíèå òàê íàçûâàåìîãî ðåæèìà íàñûùåíèÿ, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâåííû ýôôåêòû
ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Â òî âðåìÿ êàê áåçóñëîâíî æåëàòåëåí ñòðîãèé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ãëóáîêîì ïîíèìàíèè ôèçè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ
ïðîöåññîâ íàñûùåíèÿ, òî÷íûå ýâðèñòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ðàçóìíûõ
ôèçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ìîãóò ïîçâîëèòü íåìåäëåííî ñäåëàòü íåêîòîðûå âû-
âîäû îòíîñèòåëüíî ýòîãî èíòåðåñíîãî ÿâëåíèÿ.

Òàê, íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ïðåäëàãàëèñü ðàçëè÷íûå òåîðåòè÷åñêèå ìîäå-
ëè äëÿ îïèñàíèÿ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî ïó÷êà, ðàñïðîñòðàíÿþùå-
ãîñÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå [4]. Áîëüøèíñòâî ýòèõ ìîäåëåé îêàçàëèñü íåàäåê-
âàòíûìè â ïëàíå îïèñàíèÿ íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòå äàííûõ. Íàèáîëåå ïîëåç-
íûìè äî ñèõ ïîð îêàçûâàëèñü òå èç íèõ, êîòîðûå îñíîâûâàëèñü íà ýâðèñòè÷åñêè
ïîëó÷åííûõ ôóíêöèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, ñâÿçàííûõ ñ ôëóêòóàöèÿìè
èíòåíñèâíîñòè (ñöèíòèëëÿöèÿìè) ëàçåðíîãî ïó÷êà. Îäíàêî, äàæå ýòè ýìïèðè÷å-
ñêèå ìîäåëè îáû÷íî ïðèìåíèìû ëèøü â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ðåæèìîâ àòìî-
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ñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè. Òîëüêî ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [31] íàõîäèòñÿ
â ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè íà âñåõ ðåæèìàõ òóðáóëåíòíîñòè, íî
â ñèëó ìàòåìàòè÷åñêîé ãðîìîçäêîñòè, ïðèñóùåé ýòîé ìîäåëè, îíà èìååò îãðàíè-
÷åííîå ïðèìåíåíèå äëÿ îïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé, â îñîáåííîñòè ñâÿçàííûõ ñ
îöåíêàìè âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âñå åùå ñîõðàíÿåòñÿ íåîáõî-
äèìîñòü â áîëåå óäîáíîé óíèâåðñàëüíîé ìîäåëè, îáëàäàþùåé øèðîêîé îáëàñòüþ
ïðèìåíèìîñòè. Â ðàáîòå [21] ïðåäëîæåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà
áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé ðàíåå [31].

Â îñíîâå áîëüøèíñòâà òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðåäëîæåííûõ äëÿ îïèñàíèÿ
ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè, ëåæàò ïðåäïîëîæåíèÿ îá îäíîðîäíîñòè, èçîòðîïíî-
ñòè è ñòàöèîíàðíîñòè ñðåäû. Îäíàêî, â îòíîøåíèè àòìîñôåðû Òàòàðñêèì [4] áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî â òóðáóëåíòíîñòè âñåãäà ïðèñóòñòâóþò êðóïíîìàñøòàáíûå ñîñòàâ-
ëÿþùèå, îáû÷íî íàðóøàþùèå îäíîðîäíîñòü è èçîòðîïíîñòü ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ
ïîëåé, ÷òî ïðèâîäèò ê èõ íåñòàöèîíàðíîñòè. Ýòî â îñîáåííîñòè îòíîñèòñÿ ê ïî-
ëÿì ñêîðîñòè âåòðà, ïîñêîëüêó ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü âåòðà ìîæåò î÷åíü áûñòðî ìå-
íÿòüñÿ â òå÷åíèå êîðîòêîãî âðåìåíè. ×òîáû èçáåæàòü òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ
íåñòàöèîíàðíûìè ñòàòèñòèêàìè, ÷àñòî ðàáîòàþò ñî ñòðóêòóðíûìè ôóíêöèÿìè,
äëÿ êîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿ î ëîêàëüíîé èçîòðîïíîñòè è îäíîðîäíîñòè îñòàþò-
ñÿ â ñèëå. Ðàñïðîñòðàíåíèå òàêèõ ïðåäïîëîæåíèé íà ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè
îïòè÷åñêîãî ïó÷êà ìîæåò áûòü ïðàâîìåðíûì òîëüêî äëÿ êîðîòêèõ ðàññòîÿíèé
è/èëè ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè.

Íà íåñòàöèîíàðíóþ ïðèðîäó àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè âíîâü óêàçàëè Ãî-
÷åëàøâèëè èØèøîâ [32], êîòîðûå ðàññìîòðåëè ìîäåëü îïòè÷åñêèõ ñöèíòèëëÿöèé,
êàê óñëîâíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Íàêàãàìè [10] ðàññìàòðèâàë ýôôåêòû ôëóêòó-
àöèé ïàðàìåòðîâ â ñâÿçè ñ ïðåäëîæåííûì èì m-ðàñïðåäåëåíèåì, à ïîçäíåå Ëå-
âèíñêèé [33] èññëåäîâàë íåñòàöèîíàðíûå ìîäåëè ðàññåÿíèÿ â ñâÿçè ñ ðàññåÿíèåì
ðàäàðíûõ ñèãíàëîâ. Ýâðèñòè÷åñêèå ìîäåëè, îáñóæäàåìûå â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ,
âñëåä çà óêàçàííûìè ðàáîòàìè îñíîâûâàþòñÿ íà íåñòàöèîíàðíîé ñòàòèñòèêå. Åñëè
ñðåäíþþ èíòåíñèâíîñòü ïîëÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, äëÿ ôëóê-
òóàöèé èíòåíñèâíîñòè ìîæíî âûâåñòè óñëîâíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòè. Óñðåäíÿÿ ýòó óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ïî âñåâîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ñðåäíåé
èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ, ìîæíî íàéòè áåçóñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè äëÿ
èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ. Ýòè âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê îáîáùåíèþ Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ,
íàçûâàåìîãî I-K ðàñïðåäåëåíèåì, ïîñêîëüêó â ïîëó÷åííîì ðåøåíèè ôèãóðèðóþò
ýòè öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè. Â îòëè÷èå îò Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ, I-K ðàñïðåäåëåíèå
ïðèìåíèìî êî âñåâîçìîæíûì ðåæèìàì àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè è îáåñïå÷è-
âàåò óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
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4.1 Ìîäåëè àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè.
Àòìîñôåðíàÿ òóðáóëåíòíîñòü îáðàçóåòñÿ ïî÷òè öåëèêîì â ðåçóëüòàòå âàðèàöèé
òåìïåðàòóðû àòìîñôåðíîãî âîçäóõà è ôëóêòóàöèé ñêîðîñòè âåòðà, êîòîðûå ïðèâî-
äÿò ê ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè âîçäóøíûõ ìàññ, â äàëüíåéøåì ðàñïàäàþùèõñÿ
íà òóðáóëåíòíûå âèõðè âñåâîçìîæíûõ ðàçìåðîâ â øèðîêîì äèàïàçîíå îò ìàêðî-
äî ìèêðîìàñøòàáîâ. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìèðóåòñÿ êîíòèíóóì âèõðåâûõ ìàñøòà-
áîâ. Êðóïíîìàñøòàáíûå âèõðè ìîäóëèðóþò ñîáîé ìåëêîìàñøòàáíûå âèõðåâûå
ñòðóêòóðû, íî íå âñå ìàñøòàáû îäèíàêîâî ýôôåêòèâíî âíîñÿò âêëàä â ìåðöà-
íèÿ âîëíîâîãî ïó÷êà. Ðàçìåð íàèáîëåå ñèëüíî ðàññåèâàþùèõ ñòðóêòóð îïðåäå-
ëÿåòñÿ òàêèìè ïàðàìåòðàìè, êàê äëèíà âîëíû îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ λ, äëèíà
òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà L, è ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîãåðåíòíîñòü ïó÷êà. Ìàê-
ñèìàëüíûé ðàçìåð âèõðåé, ó÷àñòâóþùèõ â ôîðìèðîâàíèè ìåðöàíèé, îïðåäåëÿåò
ýôôåêòèâíûé âíåøíèé ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè, êîòîðûé â ñëó÷àå ïðèçåìíîãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà ïðèáëèçèòåëüíî ñðàâíèì ñ âûñîòîé ïó÷êà íàä çåìíîé ïî-
âåðõíîñòüþ. Îäíàêî, êàê òîëüêî ïîïåðå÷íûé ìàñøòàá êîãåðåíòíîñòè îïòè÷åñêîãî
ïó÷êà îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå âûñîòû ïó÷êà íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè, îíà ñòàíîâèòñÿ
äîìèíèðóþùèì ôàêòîðîì â îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíîãî âíåøíåãî ìàñøòàáà [35].
Ïîäîáíûì îáðàçîì, ýôôåêòèâíûé âíóòðåííèé ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðàçìåðîì íàèìåíüøèõ âèõðåé, ó÷àñòâóþùèõ â ðàññåÿíèè. Ïðè íå î÷åíü
ñèëüíîé òóðáóëåíòíîñòè, íàèáîëåå ñèëüíî ðàññåèâàþùèìè îïòè÷åñêîå èçëó÷åíèå
ÿâëÿþòñÿ âèõðè ìàñøòàáà ïîðÿäêà ðàçìåðà ïåðâîé çîíû Ôðåíåëÿ

√
λL, êîòîðûé

îáû÷íî íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ìåæäó ýôôåêòèâíûìè âíåøíèì è âíóòðåííèì ìàñ-
øòàáîì òóðáóëåíòíîñòè.

Â íà÷àëå ïóòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà â àòìîñôåðå, âîëíà îòëè÷àåò-
ñÿ âûñîêîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîãåðåíòíîñòüþ, è ðàçìåð çîíû Ôðåíåëÿ ìàë. Îòñþ-
äà ñëåäîâàëî áû, ÷òî â ðåæèìå ñëàáîãî ðàññåÿíèÿ â ðàññåÿíèè ó÷àñòâóþò âèõðåâûå
ñòðóêòóðû âåñüìà øèðîêîãî äèàïàçîíà ìàñøòàáîâ. Ïðè äàëüíåéøåì ðàñïðîñòðà-
íåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, å¼ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîãåðåíòíîñòü óõóäøàåòñÿ,
à ðàçìåð çîíû Ôðåíåëÿ � ðàñòåò. Òàêèì îáðàçîì, äèàïàçîí ìàñøòàáîâ ðàññåèâàþ-
ùèõ ñòðóêòóð ñîêðàùàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îí íå áóäåò ñâåäåí ê åäèíñòâåííîìó
ìàñøòàáó, ýôôåêòèâíî ó÷àñòâóþùåìó â îáðàçîâàíèè ìåðöàíèé. Äëèíà ïðîñòðàí-
ñòâåííîé êîãåðåíòíîñòè ïðîäîëæàåò óìåíüøàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæåòñÿ
ìåíüøå ðàçìåðà çîíû Ôðåíåëÿ. Êîãäà îíà ñòàíåò ìåíüøå ìàñøòàáà, íàèáîëåå
ýôôåêòèâíî ðàññåèâàþùåãî â ïðåäåëå ñëàáîãî ðàññåÿíèÿ, ïðèíÿòî ãîâîðèòü î íà-
ñòóïëåíèè íàñûùåíèÿ ôëóêòóàöèé. Êîãäà äëèíà êîãåðåíòíîñòè áóäåò ìåíüøå èëè
îäíîãî ïîðÿäêà âåëè÷èíû ñ âíóòðåííèì ìàñøòàáîì, òîãäà îïðåäåëÿþùèé âêëàä â
ôîðìèðîâàíèå ìåðöàíèé íà÷èíàþò âíîñèòü ñòðóêòóðû ñ ðàçìåðîì ïîðÿäêà âíóò-
ðåííåãî ìàñøòàáà òóðáóëåíòíîñòè èëè ìåíüøå [35].

45



4.2 Òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ óñëîâíîé ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè.

Èñõîäÿ èç ýâðèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé àòìîñôåðû, ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ðå-
çóëüòàòå ðàññåÿíèÿ âîëíû íà áîëüøîì ÷èñëå íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû, â òî÷êå íà-
áëþäåíèÿ áóäóò ñóììèðîâàòüñÿ ìíîãèå ðàññåÿííûå âîëíû, ïðèõîäÿùèå â íå¼ ïî
ïóòÿì ðàçëè÷íîé äëèíû. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîëå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

U(t) = eiωt
N∑

k=1

vk(t) exp[iψk(t)] , (135)

ãäå ω - íåñóùàÿ ÷àñòîòà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Ìû äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî êàæäàÿ
èç ýòèõ ðàññåÿííûõ âîëí â ñâîþ î÷åðåäü ñîñòîèò èç êîãåðåíòíîé è ñëó÷àéíîé
êîìïîíåíò, êîòîðûå ìû çàïèøåì â âèäå

vk(t) exp[iψk(t)] = ak(t) exp[iθk(t)] + rk(t) exp[iφk(t)] . (136)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (136) ñîîòâåòñòâóåò êîãåðåíòíîé ÷àñòè ðàññåÿííîé êîìïîíåí-
òû, äëÿ êîòîðîé àìïëèòóäà ak(t) è ôàçà θk(t) ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè
âåëè÷èíàìè, à âòîðîå ñëàãàåìîé ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòîé ñî ñëó÷àéíûìè
àìïëèòóäîé è ôàçîé.

Íàêàãàìè [10] ïîêàçàë, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îò-
äåëüíûõ ðàññåèâàòåëåé, àìïëèòóäà ñóììàðíîãî ïîëÿ, ñîñòîÿùåãî èç ñëó÷àéíîé
ñóïåðïîçèöèè ñëó÷àéíûõ âåêòîðíûõ âåëè÷èí è ïîñòîÿííîé êîãåðåíòíîé ñîñòàâëÿ-
þùåé, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ðàçóìíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîä÷èíÿåòñÿ
îáîáùåííîìó n-ðàñïðåäåëåíèþ. Â òåðìèíàõ èíòåíñèâíîñòè I(t) = |U(t)|2 ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (135), n-ðàñïðåäåëåíèå âûðàæàåòñÿ â âèäå

pI(I) =
N

b

(√
I

A

)N−1

exp

(−N(A2 + I)

b

)
IN−1

(
2NA

b

√
I

)
, I > 0 , (137)

ãäå

A2 = a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
N , b =< r2

1 > + < r2
2 > + · · ·+ < r2

N > , (138)

è I(·) - ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Ýòà ôóíêöèÿ ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òàêæå ñâÿçàíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì õè-êâàäðàò, è
çàïèñàíà â ôîðìå, ïîëó÷åííîé Ìàðêóìîì è Ñâåðëèíãîì [36] äëÿ âûõîäíîãî ñèã-
íàëà êâàäðàòè÷íîãî ïåðåìíîæèòåëÿ ñ ôèëüòðîì íà âûõîäå.
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Õîòÿ ìû ïðåäñòàâèëè óðàâíåíèå (135) â âèäå ñóììû äèñêðåòíîãî ÷èñëà ðàñ-
ñåèâàòåëåé, â öåëÿõ ìîäåëèðîâàíèÿ ìû çàìåíèì ÷èñëî N íåïðåðûâíûì ïîëîæè-
òåëüíûì ïàðàìåòðîì α, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýôôåêòèâíîå ÷èñëî
ðàññåèâàòåëåé, âíîñÿùèõ âêëàä â ïîëå, íàáëþäàåìîå â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.
Äàëåå, â ñèëó íåñòàöèîíàðíîé ïðèðîäû ìåòåîïàðàìåòðîâ, ìû ïîëàãàåì, ÷òî ñóì-
ìàðíàÿ ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü ñëó÷àéíûõ êîìïîíåíò b ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé. Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòäåëüíûå ñëàãàåìûå â b ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïëåêñíûìè ãàóññîâñêèìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, òîãäà ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü b
îêàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííîé ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

p2(b) =
1

b0
exp(−b/b0) , b > 0 , (139)

ãäå b0 îçíà÷àåò ñðåäíåå çíà÷åíèå b. Òîãäà ìîæíî âûðàçèòü ðàñïðåäåëåíèå (137) â
âèäå óñëîâíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, è çàìåíÿÿ â í¼ì N íà α, ìû
ïîëó÷èì

pI(I|b) =
α

b

(√
I

A

)α−1

exp

(−α(A2 + I)

b

)
Iα−1

(
2αA

b

√
I

)
, I > 0. (140)

4.3 I-K ðàñïðåäåëåíèå.
Äëÿ çàäàííîãî óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (140) áåçóñëîâíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòè äëÿ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

p(I) =

∞∫

0

p1(I|b) p2(b) db , (141)

ãäå p2(b) çàäàíî ôîðìóëîé (139). Ïîäñòàâëÿÿ (139) è (140) â (141), ïîëó÷àåì îêîí-
÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

p(I) =
2α

b0

(√
I

A

)α−1

Kα−1

(
2A

√
α

b0

)
Iα−1

(
2

√
αI

b0

)
, I < A2 , (142)

p(I) =
2α

b0

(√
I

A

)α−1

Iα−1

(
2A

√
α

b0

)
Kα−1

(
2

√
αI

b0

)
, I > A2 , (143)

ãäå Kn(·) - ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà. Ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èíòåíñèâíîñòè äàåòñÿ ôîðìóëàìè (142) è (143) äëÿ òåõ
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ñëó÷àåâ, êîãäà èíòåíñèâíîñòü ñîîòâåòñòâåííî ìåíüøå èëè áîëüøå êâàäðàòà àì-
ïëèòóäû êîãåðåíòíîé êîìïîíåíòû ñóììàðíîãî ïîëÿ. Èç-çà ñèììåòðèè ôóíêöèî-
íàëüíîé çàïèñè ôîðìóë (142) è (143), â êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûå
ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà In(·) è Kn(·), îíî ïîëó÷èëî íàçâàíèå
I −K-ðàñïðåäåëåíèÿ [21]. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåíèåì èçâåñò-
íîãî Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ [17], ïîñêîëüêó ïðè A = 0 (ïðè îòñóòñòâèè êîãåðåíòíîé
êîìïîíåíòû) îíî âûðîæäàåòñÿ â îáûêíîâåííîå K-ðàñïðåäåëåíèå.

Ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû, ñâÿçàííûå ñ óðàâíåíèÿìè (142) è (143), ïðîùå âñåãî
âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

< In >=

+∞∫

0

In

+∞∫

0

p1(I|b) p2(b) db dI =

+∞∫

0

p2(b)

+∞∫

0

Inp1(I|b) db dI n = 1, 2, 3, . . . ,

(144)
ïðè óêàçàííîé ñìåíå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Âíóòðåííèé èíòåãðàë â ôîðìóëå
(144) ðàâåí

∞∫

0

Inp1(I|b)dI =

(
b

α

)n

n!L(α−1)
n

(
−αA2

b

)
, (145)

ãäå L
(α−1)
n (·) - îáîáùåííûå ïîëèíîìû Ëÿãåððà [20, 19]. Ïî÷ëåííî èíòåãðèðóÿ ñëà-

ãàåìûå ìíîãî÷ëåíîâ Ëÿãåððà â (144), ïîëó÷èì èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòîâ
èíòåíñèâíîñòè (n = 1, 2, 3, . . . )

< In >=

(
b0

α

)n

n!
n∑

k=0

Γ(α + n)

Γ(α + k)

(αρ)k

k!
, (146)

ãäå
ρ =

A2

b0
(147)

åñòü îòíîøåíèå ñðåäíèõ èíòåíñèâíîñòåé êîãåðåíòíîé è ñëó÷àéíîé êîìïîíåíò ñóì-
ìàðíîãî ïîëÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû èíòåíñèâíîñòè ðàâíû

< In >

< I >n
=

n!

αn(1 + ρ)n

n∑

k=0

Γ(α + n)

Γ(α + k)

(αρ)k

k!
, n = 1, 2, 3, . . . . (148)

Òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçàííûå íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû èíòåíñèâíîñòè (148) îêà-
çûâàþòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ äàííûìè ðÿäà ýêñïåðèìåíòîâ [34]. Òàêèì îáðàçîì,
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I-K ðàñïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ôëóêòóàöèé èíòåí-
ñèâíîñòè ëàçåðíîãî ïó÷êà â ïðîòÿæåííîé òóðáóëåíòíîé ñðåäå, ðàâíîìåðíî ïðèãîä-
íóþ äëÿ âñåõ ðåæèìîâ òóðáóëåíòíîñòè, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå. Áîëåå òîãî, I-K ðàñïðåäåëåíèå âåñüìà óäîáíî äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷å-
òîâ, ïîñêîëüêó âûðàæàåòñÿ â çàìêíóòîé ôîðìå ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííûõ
ôóíêöèé Áåññåëÿ, êîòîðûå õîðîøî èññëåäîâàíû è òàáóëèðîâàíû.

Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ëîæíîé òðåâîãè, îáíàðóæåíèÿ è ò.ä. âàæíî çíàòü
êóìóëÿòèâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñëå ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíîé íîðìè-
ðîâàííîé èíòåíñèâíîñòè y = I/ < I >, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðî-
ÿòíîñòè I-K ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

p(y) = 2α(1 + ρ)

[
(1 + ρ)y

ρ

]α−1
2

Kα−1(2
√

αρ)Iα−1(2
√

α(1 + ρ)y) , y <
ρ

1 + ρ
,

(149)

p(y) = 2α(1 + ρ)

[
(1 + ρ)y

ρ

]α−1
2

Iα−1(2
√

αρ)Kα−1(2
√

α(1 + ρ)y) , y >
ρ

1 + ρ
.

(150)
Êóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

F (x) =

x∫

0

p(y)dy , (151)

îòêóäà äëÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (149,150) ñëåäóåò

F (x) = 2
√

αρ

[
(1 + ρ)x

ρ

]α
2

Kα−1(2
√

αρ)Iα(2
√

α(1 + ρ)x) , x <
ρ

1 + ρ
, (152)

F (x) = 1− 2
√

αρ

[
(1 + ρ)x

ρ

]α
2

Iα−1(2
√

αρ)Kα(2
√

α(1 + ρ)x) , x >
ρ

1 + ρ
. (153)

4.4 Îáñóæäåíèå.
Íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè I-K ðàñïðåäåëåíèÿ (149,150) çà-
âèñèò îò äâóõ ýìïèðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ρ è α, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìîæíî îöåíèòü
èç ýêñïåðèìåíòà, èñõîäÿ èç íàèëó÷øåãî ñîîòâåòñòâèÿ ïåðâûõ òðåõ íîðìèðîâàí-
íûõ ìîìåíòîâ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ïàðàìåòð ρ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå ñðåäíèõ èíòåíñèâíîñòåé êîãåðåíòíîé è ñëó÷àéíîé
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êîìïîíåíò ñóììàðíîãî ïîëÿ. Ïðè î÷åíü ñëàáîì ðàññåÿíèè, ïàðàìåòð ρ îòíîñèòåëü-
íî âåëèê, ïîñêîëüêó â ñóììàðíîì ïîëå ïðåîáëàäàåò íåðàññåÿííàÿ (êîãåðåíòíàÿ)
êîìïîíåíòà. Îòíîøåíèå ìîùíîñòåé ìîíîòîííî ñïàäàåò ïî ìåðå óñèëåíèÿ òóðáó-
ëåíòíîñòè è ôàêòè÷åñêè äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ â ðåæèìå ñâåðõíàñûùåíèÿ
ôëóêòóàöèé.

Ïðè îöåíêå çíà÷åíèé âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ α è ρ ïî ïðèíöèïó íàèëó÷øåãî
ñîîòâåòñòâèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòð α ïðèíè-
ìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ñëàáîãî è ñèëüíîãî ðàññåÿíèÿ. Ñ
ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (148) ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðåäåëå ñëàáîãî ðàññåÿíèÿ

lim
α→∞
ρ→∞

< In >

< I >n
= 1 , (154)

â òî âðåìÿ êàê ïðè î÷åíü ñèëüíîì ðàññåÿíèè

lim
α→∞
ρ→0

< In >

< I >n
= n! . (155)

Óðàâíåíèÿ (154) è (155) óñòàíàâëèâàþò ïðåäåëû òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèé íîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ èíòåíñèâíîñòè. Íà ñàìîì äåëå, óðàâíåíèå (155)
îïðåäåëÿåò íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå ÷à-
ñòî ïðèíèìàåòñÿ êàê ïðåäåëüíîå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôëóêòóàöèé â ðåæèìå íàñû-
ùåíèÿ [30, 32, 34, 37, 38].

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ρ → 0 I-K ðàñïðåäåëåíèå âûðîæäàåòñÿ â îáû÷íîå Ê-
ðàñïðåäåëåíèå. Îäíàêî, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ρ è áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
α èç óðàâíåíèÿ (148) ïîëó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

< In >

< I >n
∼ n!Γ(α + n)

αnΓ(α)
(1 + ρ + . . . ) , (156)

êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû èíòåíñèâíîñòè I-K ðàñïðåäåëå-
íèÿ âñåãäà ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû K-ðàñïðåäåëåíèÿ

< In >

< I >n
∼ n!Γ(α + n)

αnΓ(α)
. (157)

Ðàíåå áûëî óêàçàíî, ÷òî íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñòðåìÿò-
ñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ê n!, à ýêñïåðèìåíòàëüíûå îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòîâ
îêàçûâàþòñÿ âûøå ýòèõ çíà÷åíèé [34]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìî-
ìåíòû I-Ê ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäÿòñÿ â óäîâëåòâîðèòåëüíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
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Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ýôôåêòèâíîå ÷èñëî ðàññåèâàòåëåé â ðåæèìå ñëàáî-
ãî ðàññåÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà áîëüøèì âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ìåæäó âíåøíèì
è âíóòðåííèì ìàñøòàáàìè òóðáóëåíòíîñòè ëåæèò øèðîêèé äèàïàçîí ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ìàñøòàáîâ íåîäíîðîäíîñòåé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, ó÷àñòâóþùèõ â
ðàññåÿíèè. Ýòî ìîãëî áû ÿâëÿòüñÿ àðãóìåíòîì â ïîëüçó áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà α â ðåæèìå ñëàáîãî ðàññåÿíèÿ, ïîñêîëüêó ýòîò ïàðàìåòð îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ ýôôåêòèâíûì (ñðåäíèì) ÷èñëîì ðàññåèâàòåëåé, âíîñÿùèõ âêëàä â íàáëþäàåìîå
ïîëå. Ïî ìåðå óñèëåíèÿ òóðáóëåíòíîñòè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî α íåïðåðûâíî óáûâà-
åò äî òåõ ïîð, ïîêà íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû èíòåíñèâíîñòè íå äîñòèãíóò ñâîèõ
ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé. Ýòîò ìîìåíò ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì
< I2 > / < I >2∼ 5.5 è α ∼ 1/2. Ïðè äàëüíåéøåì óñèëåíèè òóðáóëåíòíîñòè
ïàðàìåòð α ðàñòåò. ×òîáû îáúÿñíèòü ýòîò ôàêò, çàìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
â ðåæèìå íàñûùåíèÿ â ðàññåÿííîå ïîëå âíîñÿò âêëàä ôëóêòóàöèè ñðåäû ëèøü îä-
íîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà, èõ ýôôåêòèâíîå ñðåäíåå ÷èñëî âñå æå ìîæåò
áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêî çà ñ÷åò ýôôåêòîâ ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Ýòî çíà÷èò,
÷òî âîëíà, ðàññåÿííàÿ íà íåáîëüøîì ðàññòîÿíèè îò èñòî÷íèêà, áóäåò ñíîâà ðàññåè-
âàòüñÿ ïðè äàëüíåéøåì ðàñïðîñòðàíåíèè, è ÷àñòü ìíîãîêðàòíî ðàññåÿííîé âîëíû
äîñòèãíåò óäàëåííîé òî÷êè íàáëþäåíèÿ. Ýòèì îáúÿñíÿþòñÿ áîëüøèå çíà÷åíèÿ
α, êîòîðûå ìîäåëü I-K ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñêàçûâàåò â ïðåäåëå ñâåðõíàñûùåíèÿ
ôëóêòóàöèé.

I-K ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü âîë-
íîâîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Áûñòðûå ôëóêòóàöèè ñêîðîñòè äâè-
æåíèÿ ñðåäû ñ õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè, ñðàâíèìûìè ñ âðåìåíåì óñðåäíåíèÿ
íàáëþäàåìûõ äàííûõ, ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîé ïðè÷èíîé íåñòàöèîíàðíîñòè
ïðîöåññà. Åñëè ñêîðîñòü ñðåäû â òå÷åíèå óêàçàííîãî ïåðèîäà âðåìåíè îñòàåòñÿ ïî-
ñòîÿííîé, òîãäà ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü b ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ òàêæå ïî-
ñòîÿííà, è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p2(b), îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (139), ÿâëÿåòñÿ
äåëüòà-ôóíêöèåé. Â ýòîì ñëó÷àå, ôîðìóëà (140) îïèñûâàåò ìîäåëü èíòåíñèâíîñòè
äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñòàòèñòèêè. Ïðè ñðàâíåíèè íîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ (140) ñ
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [34] ïîëó÷àåòñÿ ðàçóìíîå ñîãëàñèå â ðåæèìå ñëà-
áîãî ðàññåÿíèÿ, ïðè÷åì íîðìèðîâàííûå âàðèàöèè èíòåíñèâíîñòè íå ïðåâûøàþò
çíà÷åíèÿ 1/2. Â óñëîâèÿõ ñèëüíîé òóðáóëåíòíîñòè íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû (140)
äàþò çàíèæåííûå çíà÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòà. Ýòî ãîâîðèò
î òîì, ÷òî â óñëîâèÿõ óìåðåííîé è ñèëüíîé òóðáóëåíòíîñòè ñðåäû íåëüçÿ ïðåíå-
áðåãàòü íåñòàöèîíàðíîñòüþ ñòàòèñòèêè.
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4.5 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.
I-K ðàñïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäîáíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ýâðè-
ñòè÷åñêè âûâåäåííóþ äëÿ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû,
ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â òóðáóëåíòíîé ñðåäå. Ýòà ìîäåëü îáëàäàåò áîëåå øèðî-
êîé îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå ïðåäëîæåííîé ìîäåëüþ Ê-
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ èí-
òåíñèâíîñòè, ïðåäñêàçûâàåìûõ ìîäåëüþ I-K ðàñïðåäåëåíèÿ, ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-
ìè äàííûìè, ïîêàçûâàåò õîðîøóþ ñòåïåíü ñîãëàñèÿ â ðåæèìàõ êàê ñèëüíîé, òàê
è óìåðåííîé è ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè I-K ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èçâåñòíûå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, ÷òî îáåñïå÷èâà-
åò óäîáñòâî àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé è îöåíîê ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè I-K
ðàñïðåäåëåíèÿ. Êðîìå òîãî, I-K ðàñïðåäåëåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ K-ðàñïðåäåëåíèå
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Òåì ñàìûì, ìîäåëü
I-K ðàñïðåäåëåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïðèãîäíîé äëÿ îïèñàíèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, øè-
ðîêîãî êëàññà ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ, óäîâëåòâîðèòåëüíî ïîä÷èíÿþùèõñÿ çàêîíàì
ïðîñòîãî Ê-ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîäåëü I-K ðàñïðåäåëåíèÿ òàêæå
ïðèìåíèìà â áîëüøîì ÷èñëå ñèòóàöèé, êîãäà îáû÷íîå Ê-ðàñïðåäåëåíèå íå îáåñ-
ïå÷èâàåò ðàçóìíîãî ñîãëàñèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñêàçàíèé ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè.
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